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RESUMO

COSTA, J. P. S. G. da.Ressaltando o aspecto interdisciplinar da Matemdtica para o
Ensino Médio: uma abordagem algébrica na solugao de problemas sobre grafos. 2021.
f. Dissertagao (Mestrado em Matemadtica) — Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

No presente trabalho, motivados por ressaltar o carater interdisciplinar da Ma-
tematica para o aluno do ensino médio, sao exploradas relacoes entre grafos, importante
topico de combinatoria, e grupos, estrutura essencial no estudo da algebra, aplicadas a
resolucao de certos problemas de contagem. Os conceitos e propriedades sao estabelecidos
a partir da formulagao de problemas palpaveis e de linguagem acessiveis ao ptblico-alvo.
As importancias dos conceitos de grafos e grupos, aqui conectados, justificam e relevam a
exploracao de tais relagoes. Os conceitos e propriedades relacionados aos grafos sao esta-
belecidos a partir da representacao grafica de alguns dos problemas. O conceito de grupo
¢ introduzido a partir da observacao de propriedades relacionadas a objetos matematicos
que aparecem ao longo da educacao basica. Ao final do trabalho, a conexao entre grafos e
algebra ¢ feita por meio do grupo dos automorfismos de um grafo e é usada para resolver
problemas de contagem e um problema de geometria.

Palavras-chave: Grafos. Grupos. Permutagao. Interdisciplinaridade.



ABSTRACT

COSTA, J. P. S. G. da.Highlighting the interdisciplinary aspect of mathematics for high
school: an algebraic approach to the resolution of graph problems. 2021. f.
Dissertagao (Mestrado em Matemadtica) — Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

In this present work, motivated to emphasize the interdisciplinary character of
mathematics to an high school level student, the relation between graphs, an important
topic in combinatorics, and groups, an essential structure in algebra study, is explored
while applied to some problem resolution . The concepts and properties are settled from
formulation of tangible problems and accessible language to the target audience. The
importance of graphs and groups concepts, connected in this work, justify and stress the
use of such relations. The concept of a graph and related properties are formulated from
the graphic representation of some problems. The group concept is introduced from the
observation of the properties of mathematical objects studied all over the years at school.
Finally, at the end, the connection between graphs and algebra is made by the study of
an automorphism group of a graph. This connection is used to solve counting problems
and a geometry problem.

Keywords: Graphs. Groups. Permutation. Interdisciplinarity.
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INTRODUCAO

No presente trabalho, exploramos, além dos conceitos e propriedades basicas de
grafos, a estrutura algébrica chamada grupo, aqui representada por grupos das per-
mutacoes de um certo ntimero de elementos, para modelar e resolver determinados pro-
blemas de contagem. Motivados por ressaltar o cardter interdisciplinar da Matematica
para o aluno do ensino médio, o presente trabalho explora relagoes entre grafos e algebra,
que constituem a chamada “teoria algébrica dos grafos”, para resolver alguns problemas
de combinatéria que, de forma simplificada, podem ser entendidos como problemas de
contagem. A importancia do estudo dos grafos - usados hoje em dia para resolver pro-
blemas praticos como os de fluxo de transito, de logistica, de mapeamento de dados por
uma empresa e, de uma forma geral, problemas onde ha conexao entre objetos - e do
conceito de grupo - usado, por exemplo, na Fisica, na Quimica e nas Ciéncias Compu-
tacionais - justificam e relevam a exploracao de tais relagoes ao nivel da educagao bésica
com abordagem e linguagem acessiveis a esse publico-alvo.

Dividimos o trabalho em trés partes, cada uma contendo um capitulo:

No primeiro capitulo, introduzimos conceitos e estabelecemos propriedades basicas
de grafos. O pioneirismo deste campo da matematica é atribuido a Leonhard Euler, por
conta de um trabalho, publicado em 1736, em que resolve o famoso problema das sete
pontes de Konigsberg, abordado neste trabalho em [I.1.3] A estratégia para introduzir
tais conceitos e estabelecer tais propriedades é a partir da abordagem de problemas. Mais
especificamente, interpretando graficamente certos problemas, introduzimos os conceitos
de vértice, aresta, grafo, grau de um vértice. Também é estabelecida uma nocao de
equivaléncia de grafos, chamada de isomorfismo, que estabelece quando dois grafos podem
ser considerados o mesmo objeto apesar das naturezas um tanto diferentes. Destacamos
que no final do capitulo sao obtidos dois resultados béasicos de grafos que estabelecem “em
qualquer grafo, com dois ou mais vértices, ha no minimo dois vértices com o mesmo grau”
e “a soma dos graus dos vértices de um grafo é par”. Este ultimo também é conhecido
como “teorema do aperto de maos”.

No segundo capitulo, introduzimos o conceito de algebra chamado grupo e focamos
a nossa aten¢ao no exemplo particular do grupo das permutacoes de um certo nimero de
elementos. Apesar da aparente sofisticacao do conceito de grupo, o mesmo esta apoiado em
exemplos bem palpéveis para os alunos da educagao basica, particularmente os do ensino
médio, tais como conjuntos numeéricos e as operagoes de adicao e multiplicacao, conjunto
de matrizes e as operacoes de adicao e multiplicacao e o conjunto das permutagoes de
um determinado numero de elementos. A partir de observacoes de certas propriedades
de tais exemplos, apresentamos o conceito de grupo que ¢ basico na area da Matematica

chamada Algebra. Acreditamos que tal abordagem permite que o conceito de grupo esteja



13

ao alcance de alunos do ensino médio. Diferentemente da teoria de grafos, a teoria de
grupos se desenvolveu paralelamente a medida que questoes foram sendo colocadas em
diferentes trés dreas: geometria, teoria dos nimeros e teoria das equagoes algébricas. O
enfoque dado neste trabalho é do estudo de grupos a partir do estudo das permutagoes,
que surgiu a partir do tentativa de resolugao da quintica por radicais. O aprofundamento
deste tema culminou no brilhante estudo de Galois e no surgimento da teoria que leva
seu nome. No presente trabalho, motivamos o uso das permutacoes a partir do problema
de encontrar quadrados latinos. A partir dai, trabalhamos permutagoes como objetos
matematicos, cujo conjunto munido da operacao de composicao “o” é um grupo. Apods
isso, abordamos através de problemas, conceitos e propriedades dos grupos de permutagoes
como: decomposi¢ao em ciclos e sinal de uma permutacao.

No terceiro capitulo, exploramos o grupo de automorfismos de um grafo, que co-
necta grafos e grupos, para a resolugao de problemas em grafos. Além disso, nosso ltimo
problema é sobre a determinagao do grupo diedral, que corresponde ao grupo de simetrias
de um poligono regular (aqui se encontra o surgimento histérico da teoria de grupos pela

geometria).
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1 GRAFOS

1.1 Definigoes

Introduziremos os conceitos a partir de problemas. Os dois problemas seguir tem
como referéncia os trabalhos de (JUNIOR, 2019)) e (MAURI, 2013).

Problema 1.1.1 Oito turistas de nacionalidades diferentes estao fazendo uma excursao
de barco em torno de uma ilha na Grécia. Alguns estao acostumados a viajar e falam

mais de um idioma. Estdo listados abaizo os idiomas que cada um fala:

a) Alan: Portugués e Japonés

b) Bella: Italiano, Inglés e Chinés
c¢) Carlos: Espanhol e Portugués
d) Diego: Espanhol

e) Enzo: Italiano e Francés

f) Fuyuki: Japonés

g) Guy: Inglés, Francés e Alemao
h) Heidi: Alemao e Chinés.

No meio da excursao, Heidi decidiu que daria um mergulho, entretanto, so apos
estar toda molhada percebeu que ndao havia trazido toalha. Por sorte, Enzo possuia uma
toalha sobrando. Embora nao dominasse o idioma do colega, Heidi percebeu que poderia
se comunicar com ele, desde que usasse Bella como sua intercessora para fazer o pedido.
Majis tarde, Guy percebeu que seu celular estava descarregado, mas que o modelo do celular
do Alan era semelhante ao dele e que, talvez, este tivesse um carreqgador na mochila para

emprestar-lhe. Ezistiria alguma maneira de Guy e Alan se comunicarem diretamente ou

indiretamente?

Problema 1.1.2 No futuro, a viagem interplanetdria serd uma realidade vidvel. Pelas
condigoes espaciais do sistema solar nao serao possiveis viagens de todos os planetas entre

si. Abaizo listamos as possibilidades de viagem.:
e Mercirio (Me) - Terra (T)

e Marte (Ma) - Saturno (S)
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Netuno (N) - Urano (U)

Terra (T) - Jupiter (J)

Marte (Ma) - Urano (U)

Saturno (S) - Netuno (N)

Vénus (V) - Mercirio (Me)

Netuno (N) - Marte (Ma)

Existe a possibilidade de um alienigena em Mercurio chegar em Netuno?

Os problemas e tem em comum o fato que devemos considerar os ele-
mentos de um conjunto e alguma relagao que estabelece uma conexao entre eles.

Em problemas desse tipo é conveniente abstrair os elementos para ganhar objetivi-
dade na resolucao. Esquematizaremos o problema por meio de circulos (chamados de
vértices) representando os turistas e linhas (chamadas de arestas) ligando circulos de tal
forma que uma linha ligara dois circulos quando os turistas representados pelos circulos
falam um idioma em comum. Assim, o circulo representando o turista Alan (com a letra
inicial do nome “a” em seu interior) sera ligado por linhas aos circulos representando os
turistas Carlos (ambos falam portugués) e Fuyuki (ambos falam japonés) como na figura

abaixo:

Figura 1 - Conexoes de
Alan

|

o,
]
I\xi/
Fonte: O autor, 2021.

Para facilitar a sinalizacao dos circulos, colocaremos a letra inicial do nome do
representado em seu interior.

O circulo que representa Carlos, além de estar ligado ao circulo que representa
Alan, também ¢ ligado por uma linha ao circulo representando Diego, pois ambos falam

espanhol.
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Figura 2 - Conexodes de Alan,

Carlos, Diego e

Fuyuki
o ™
w})\—,a_.)
r
e
" ~
X
.-""-. H"\.
.-"".. x"ﬁ.
.-""-. x"\.
L et
a1 Y
(d) 0,

Fonte: O autor, 2021.

Feitas as representacoes das conexodes estabelecidas através do idioma por Alan,
Carlos, Diego e Fuyuki, olhemos para os outros turistas. O circulo representando Bella
serd ligado aos circulos que representam Enzo (ambos falam italiano), Guy (ambos falam
inglés) e Heidi (ambas falam chinés).

Figura 3 - Conexoes de outros passageiros

o ! ) (e
(a))——A¢) (b (e)

o j

Fonte: O autor, 2021.

O circulo que representa Guy também estara ligado aos circulos que representam
Enzo (ambos falam francés) e Heidi (ambos falam alemao). Completa-se, entao, o esquema

de representacao do problema |1.1.1}

Figura 4 - Representacao do problema [1.1.1

(}L:i !:l; '\ih.\.‘ (e)

r

rd ~ |
& O \Il\' &)

Fonte: O autor, 2021.

Para a representacao do problema [1.1.2| consideraremos a mesma estrutura utili-
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zada para representar o problema anterior. Os planetas serao representados por meio de
circulos (vértices) e as linhas (arestas) ligando os circulos de maneira que dois circulos
estarao ligados quando existir a possibilidade de viagem interplanetaria entre os planetas

que representam.

Figura 5 - Representacao do problema (1.1.2

A s JA P
(Me}——T) (Ma)——(3)
ST - YN
V) U )

Fonte: O autor, 2021.

A partir de uma simples observacao visual, constatamos que os objetos, devido
as conexoes formadas, podem ser separados em dois grupos, no qual dois objetos se
relacionam apenas se estiverem no mesmo grupo.

Solucao: No caso do primeiro problema, a representacao evidencia a possibili-
dade de comunicacao e divide os vianjantes em dois grupos. Um grupo é formado por
Alan, Carlos, Diego e Fuyuki e outro por Bella, Enzo, Guy e Heidi. Um integrante so
poderd se comunicar direta ou indiretamente com outro se, e s6 se, este estiver em seu
grupo. Assim, Guy sé poderia transmitir seu pedido a Bella, Enzo ou Heidi. Logo, ele

nao podera pedir o carregador a Alan, pois este se encontra em um grupo diferente do seu.

No segundo problema, a representacao evidencia a possibilidade de transporte.

Um viajante que se localiza em determinado planeta do sistema solar sé podera
viajar direta ou indiretamente até outro planeta se o planeta de origem e o planeta de
destino estiverem no mesmo grupo. Partindo de Mercirio s6 se pode chegar até a Terra,
Vénus ou Jupiter. Assim, nao serd possivel a viagem de Mercirio até Netuno. [

Ressaltamos que a representacao dos elementos como circulos e das conexoes como
linhas foi essencial para uma resolucao simples e rapida dos problemas acima.

A seguir encontra-se outro problema em que pode-se aplicar a mesma estratégia

de representacao.

Problema 1.1.3 (Pontes de Kénigsberg) No século XVIII havia na cidade de Konigs-
berg wm conjunto de sete pontes que cruzavam o rio Pregel, como mostra a figura [,
Durante muito tempo, os moradores da cidade se questionaram a possibilidade de numa
caminhada cruzar as sete pontes sem atravessar duas vezes qualquer uma delas. Seria

1880 possivel?
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Figura 6 - Cidade de Konigsberg

Fonte: Disponivel em

https://tarciziosilva.com.br/blog/pontos-
linhas-e-metricas-05-o-grafo-de-

konigsberg/.

Solugao: Trata-se de um problema sobre objetos e suas conexoes. Utilizaremos a
mesma estratégia de antes, os pedacos de terra firme serao representados como circulos e

as pontes como linhas.

Figura 7 - Representagao do
Problema

/ }BA

| / \\\/’D\I

Fonte: O autor, 2021.

Por mais praticidade na resolu¢ao, enumeramos também as pontes (que foram re-
presentadas por linhas). Agora, suponha que seja possivel realizar a caminhada desejada.
Para acessar determinado pedaco de terra o caminhante deverd utilizar uma ponte. Pelas
condicoes do problema, ele nao podera sair do pedaco de terra que se encontra utilizando
a mesma ponte que havia utilizado pra chegar. Por exemplo, o caminhante que chegou
ao pedaco de terra D utilizando a ponte 6 terd que utilizar a ponte 5 ou 7 para sair de
D. Observe que pelas condigoes do problema o caminhante podera retornar a B, porém
deverd fazé-lo utilizando outra ponte. Assim, é uma condigao necessaria para a existéncia
do passeio em questao que, excetuando-se os pontos de partida e de chegada, cada pedaco
de terra tenha acesso a um numero par de pontes. Observado isso, temos que no caso

do problema [1.1.3| os pedacos B, C e D tém acesso a trés pontes, enquanto A tem acesso
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a cinco pontes. Em todos os casos trata-se de uma quantidade impar. Conclui-se a
impossibilidade de caminhar entre as pontes da maneira desejada.
[

Para uma resolucao mais detalhada, com abordagem mais profunda sobre os concei-

tos que envolvem a resolugao do problema, pode-se consultar (MAURI [2013). Deixamos

ao leitor um exercicio que pode ser resolvido utilizando a mesma estratégia aplicada nos

problemas anteriores.

Exercicio 1.1.1 E possivel colorir o desenho abaizo utilizando trés cores de maneira que

regioes vizinhas tenham cores diferentes?

Figura 8 - Desenho

Fonte: O autor, 2021.

Observagao 1.1.4 Represente as regioes como circulos ligando (preferencialmente por
uma linha reta) as regioes que sao vizinhas. Observe que cada circulo estd ligado aos
outros trés e que, pintando 3 deles com cores distintas, o quarto terd a mesma cor de um

dos trés. Dai, sempre teremos dois vizinhos com a mesma cor.

Os problemas e o exercicio acima lidam com uma estrutura chamada grafo que

definimos abaixo:

Defini¢ao 1.1.5 Um grafo G = (V, E) é uma estrutura combinatdria em que V é um
conjunto cujos os elementos sao chamados de vértices e um conjunto E cujos elementos
sao chamados de arestas, cada uma delas estabelecendo relagoes chamadas de adjacéncias
entre os elementos (pares ndao ordenados) de V (vértices). Na maioria das vezes G =
(V, E) € denotado por G(V, E) ou apenas por G quando nao houver ambiguidade sobre o0s

conjuntos V e E.



20

Observacao 1.1.6 Também utilizamos as notagoes V(G) e E(G) para nos referir ao
conjunto de vértices e de arestas, respectivamente, de um grafo G, quando em determinado

contexto estejam presentes dois ou mais grafos.

Exemplo 1.1.7 Pela defini¢ao a estrutura de um grafo fica completamente deter-
minada pelo seu conjunto de vértices e o conjunto de arestas. Observando o grafo G(V, E)

representado na ﬁgum seu conjunto de vértices (V') é dado por:
V = {a7b7c7d7€7f7g7h}

Uma aresta, sendo um par nao ordenado de elementos de V', é completamente
determinada pelos vértices os quais ela conecta. Assim, a aresta que liga 0s vértices a e
¢ na figura |4 € representada por {a,c}. Dito isso, o conjunto de arestas E do grafo em

questao € dado por:
E = {{a,ct,{a, f}.{c,d},{b,e},{b, g}, {b,h},{e g}, {g,h}}.
Na figura[j é representado o grafo G(V, E), em que:

V ={Me,T,J,V,Ma,S,U N} e
E={{Me,T},{Me,V} {T,J},{Ma,S},{Ma,N},{Ma,U},{S,N},{N,U}}.

Exemplo 1.1.8 Considere G = (V, E), com:

V ={a,b,c,d, e} e
E = {{a,b},{a,c},{b,c},{c,d} {c. e}, {d, e}}.

Figura 9 - Grafo de 5 vértices

DG
(d (b

© 0f

Fonte: O autor, 2021.

Normalmente, usamos n para denotar o niimero de vértices e m para o nimero de
arestas. No grafo do exemplo temos que n = 5 e m = 6 e nos grafos do exemplo
LI7 temos n =8 e m = 8.

Uma aresta {v,w} € E, com v,w € V, poderd também ser denotada por e = vw =
wv. Diremos que a aresta e = vw incide em v e em w que sao os extremos da aresta.

Se e = vw é uma aresta, diremos que os vértice v e w sao vizinhos ou adjacentes. O
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conjunto N (v) = {u € V : uv € E} é o conjunto de vértices adjacentes a v ou vizinhanga
de v. A cardinalidade da vizinhanca de um vértice v é chamada de grau de v e denotada
por d(v). Denotamos por A(G) o maior grau de um vértice de G e por §(G) o menor
grau. A sequéncia de graus de um grafo é a sequéncia nao crescente dos graus de seus

vértices.

Exemplo 1.1.9 Em relagao ao grafo do exemplo temos que d(a) = 2, d(b) = 2,
d(c) =4, d(d) =2 ed(e) =2 e a sua sequéncia de graus € (4,2,2,2,2). No mesmo grafo
em questao, temos que A(G) =4 e §(G) = 2.

Um grafo que ndo tem nenhum lago (aresta com extremos iguais) e nem mais de

uma aresta ligando dois vértices é dito grafo simples.

1.2 Isomorfismos

Podemos observar que apesar dos problemas e serem de natureza dis-
tintas, os diagramas desenhados em suas representagoes sao praticamente iguais. Se apa-
garmos os rétulos dos vértices nao é possivel distinguir o problema ao qual se refere o
diagrama. Inclusive, em ambos os problemas desejava-se saber se era possivel estabalecer

uma conexao direta ou indireta entre o objeto marcado em azul (Mercirio no problema
e Alan no problema [1.1.1)) e o objeto marcado em vermelho (Netuno no problema

e Guy no problema (1.1.1)).

Figura 10 - Representacao dos problemas sem rétulos

f \} i i
Fonte: O autor, 2021.

Observando a figura acima fica claro que pode-se estabelecer uma correspondéncia
entre os vértices segundo a sua posicao. Ao compara-las, por exemplo, vemos que Bella e
Marte ocupam posigoes equivalentes em seus respectivos problemas. Temos as seguintes

correspondéncias:
e Alan (a) - Mercurio (Me);

e Carlos (c) - Terra (T);
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e Diego (d) - Jupiter (J);

Fuyuki (f) - Vénus (V);

Bella (b) - Marte (Ma);

Heidi (h) - Urano (U);

Enzo (e) - Saturno (S);

Gabriel (g) - Netuno (N).

Formulando matematicamente, existe uma bijecao entre os conjuntos de vértices

dos grafos representados nas figuras [ e [5

Existem no total 8! = 40.320 bije¢Ges entre esses dois conjuntos. Entretanto, a
bijecao estabelecida, através das correspondéncias, tem uma caracteristica interessante:
ela preserva as relagoes de adjacéncia. Por exemplo, na figura [4, o vértice b é adjacente
a e, h e g. Vimos acima, que o vértice b é correspondente ao vértice Ma. O vértice Ma,
na figura [f, é adjacente aos vértices S, U e N, que correspondem aos vértices e, h e g,

respectivamente.

Observe que todo tratamento e resultado obtido em relacao ao primeiro grafo
pode ser atribuido ao segundo. Isto nos motiva a seguinte definicao que da uma nogao de

igualdade entre dois grafos:

Definicao 1.2.1 Dois grafos G(Vi, Ey) e H(Va, Ey) sao ditos isomorfos quando existe
uma bijecao ¢ : Vi — Vy tal que x e y sdo adjacentes em G se e somente se ¢(x) e P(y)

sao adjacentes em H. Neste caso, a func¢ao ¢ é chamada de isomorfismo.

1.3 Primeiros Resultados

Como motivacao para estabelecer um resultado a respeito de grafos relacionando

os graus de seus vértices, consideremos o seguinte problema:

Problema 1.3.1 Em toda reuniao com duas ou mais pessoas existem duas pessoas que

tem o mesmo numero de conhecidos.

Solucao: Num primeiro momento resolveremos o problema para os casos especificos
de uma reuniao com 2, 3 ou 4 pessoas. Modelaremos a situacao a partir de grafos em que
os vértices representam o conjunto de pessoas e “conhecer” sera a relacao de adjacéncia
ilustrada, ou seja, existird uma aresta ligando dois vértices sempre que as pessoas repre-

sentadas se conhecerem.
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e Para n=2:
Sendo o caso de duas pessoas temos duas possibilidades: ou elas se conhecem ou

nao se conhecem. Ambos os casos estao ilustrados abaixo.

Figura 11 - Grafos para o caso n = 2

o O O O

Fonte: O autor, 2021.

Caso as duas pessoas se conhecam, ambas possuem um conhecido. Caso nao se

conhecam, ambas possuem zero conhecidos.

e Para n=3:
Sendo trés pessoas, temos trés possibilidades que mutuamente se excluem: ninguém
se conhece, apenas duas pessoas se conhecem ou todos se conhecem. Ilustremos os

trés casos abaixo:

Figura 12 - Grafos para o cason =3

O @

(o

@] O O
Fonte: O autor, 2021.

Caso ninguém se conheca, temos trés pessoas com zero conhecidos. Caso apenas
duas pessoas se conhecam, temos duas pessoas com um conhecido. Por fim, caso

todos os trés se conhecam, temos trés pessoas com dois conhecidos.

e Para n=4:

Dividiremos em casos quanto ao maior grau do grafo G que representa a situagao.

— Para A(G) =0:
Temos uma tunica configuracao possivel: Ninguém se conhece. Neste caso,
todos possuem zero conhecidos.

— Para A(G) = 1:
Para este caso existe apenas um par de pessoas que se conhecem ou dois pares
de pessoas que se conhecem. Em ambos os casos temos pelo menos duas pessoas

com um conhecido. A seguir, ilustramos os casos em que A(G) = 0e A(G) = 1.
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Figura 13 - Grafos para cason =4, A(G) =0e A(G) =1

O O O O O O

O O O O ® O

Fonte: O autor, 2021.

— Para A(G) = 2: Temos duas possibilidades: duas ou mais pessoas tém dois
conhecidos ou apenas uma pessoa tem dois conhecidos. As possibilidades estao
ilustradas na figura

Figura 14 - Grafos para o cason =4 e A(G) =2
(: i) (j O C::I i) O
Fonte: O autor, 2021.

Os casos em que pelo menos duas pessoas tem dois conhecidos esta automatica-
mente resolvido. Para o caso em temos apenas uma pessoa com dois conhecidos,
basta observar que os dois em questao nao conhecem nenhuma outra pessoa,
caso contrario seriam pelo menos duas pessoas pessoas com dois conhecidos.

Temos, entao, duas pessoas pessoas com um conhecido.

— Para A(G) = 3: Em primeiro lugar, observemos que a existéncia de alguém
com trés conhecidos, implica na impossibilidade de ter alguém sem conhecidos.
Dito isto, temos que ou existe apenas uma pessoa com trés conhecidos ou

existem duas ou mais pessoas com trés conhecidos.

Figura 15 - Grafos para o caso n=4 e A(G) =3

X

Fonte: O autor, 2021.

Os casos com duas ou mais pressoas que tém trés conhecidos mostra que ha
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pelo menos duas pessoas com 3 conhecidos.

Para os casos em que exatamente uma pessoa tem trés conhecidos, temos que
cada uma das pessoas restantes devera ter exatemente um ou dois conhecidos.
Assim, teremos ou duas pessoas dentre os trés com um conhecido (consequen-
temente o terceiro também deverd ter apenas um conhecido) ou duas dentre os

trés com dois conhecidos.

n
Ao compararmos os trés casos resolvidos observamos o aumento da complexidade
da resolucao conforme aumentamos o nimero de pessoas do problema. Com cinco pessoas,
terifamos de abrir em muito mais casos que os outros e a argumentacgao seria mais extensa
e trabalhosa.
E necessario, entao, a obtencao de uma solucao geral independente do nimero de

pessoas. Para isto faremos uso do Principio das Gavetas de Dirichlet.

Teorema 1.3.2 (Principio das Gavetas) Se n+1 ou mais objetos sio colocados em

n ou menos gavetas, entao pelo menos uma gaveta recebe mais de um objeto.

Prova: Sejam z1,...x, em que x;, com 1 <1 < k, é a quantidade de objetos na

gaveta i e que k < n.

T+ ...+ >n+1 (1)

O numero médio (M) de objetos por gaveta é maior que ou igual a ”T“, que é

maior que 1. Pois,

T+ ...+ 7 n+1>n+1_
k k= n

1 (2)

Suponha por contradicao que cada uma das gavetas tenha um ou menos objetos

por gaveta. Temos entao:

]\/—l::vl—l—...—i—:lrkS

. =1 )

Enl I

Contradicao. Logo, pelo menos uma gaveta recebe mais de um objeto. [
Convém também apresentar a versao generalizada do principio citado acima. A

referéncia para este resultado encontra-se em (LIMA et al., [2006).

Teorema 1.3.3 (Principio das Gavetas Generalizado) Se Nk+1 ou mais objetos
sao colocados em N ou menos gavetas, entao pelo menos uma gaveta recebe mais de k

objetos.



26

Antes de apresentar a solucao do problema [1.3.1} iremos resolver um exercicio.

Exercicio 1.3.1 Em uma reunido com seis pessoas, existem trés pessoas que se conhecem

mutuamente ou se desconhecem mutuamente.

Solugao: Considere o grafo cujos vértices representam as pessoas e que “conhecer” é
a relagao de adjacéncia ilustrada. Tomemos um vértice v. Suponhamos v adjancente a pelo
menos trés vértices a, b e c. Caso dentre os trés vértices tenhamos dois adjacentes, digamos
a e b, entao v, a e b sao adjacentes entre si, o que quer dizer que as pessoas que representam
se conhecem mutuamente. Caso contrario, teremos que a, b e ¢ nao sao adjacentes entre
si, o que quer dizer que as pessoas que representam se desconhecem mutuamente. O
caso em que v nao ¢ adjacente a pelo menos trés vértices é de argumentacao analoga.
Temos apenas que garantir que esses dois casos esgotam todas as possibilidades referente
ao problema, ou seja, que o vértice v é adjacente a pelo menos trés vértices ou nao ¢é
adjacente a pelo menos trés vértices. Considerando os cinco vértices restantes, diferentes
de v, como objetos e as propriedades “ser adjacente a v” e “nao ser adjacente a v” como
gavetas, é garantido pelo Principio das Gavetas Generalizado que v é adjacente a pelo

menos trés vértices ou que v nao é adjacente a pelo menos trés vértices.

Passemos agora para a solugao geral do problema [1.3.1]

Solugao: Quando resolvemos o caso n = 4 e A(G) = 3, observamos que a
existéncia de alguém com trés conhecidos implicava na impossibilidade da existéncia
de alguém sem conhecidos. Generalizando, temos que em uma reuniao com n pessoas
(n > 2), se alguém conhece n — 1 pessoas, implica que todas as outras pessoas tem pelo
menos um conhecido e, portanto, ninguém tem zero conhecidos.

Assim, caso exista alguém com n — 1 conhecidos, a quantidade de conhecidos de
cada uma das pessoas da reuniao pertencerd ao conjunto {1,2,...,n—1}. Caso nao exista
ninguém com n — 1 conhecidos, a quantidade de conhecidos de cada uma das pessoas da
reuniao pertencera ao conjunto {0, 1,...,n — 2}. Em qualquer um dos dois casos, temos
n — 1 possibilidades para a quantidade de conhecidos de cada uma das pessoas da reuniao.

Tomemos as n pessoas como objetos e as n — 1 possibilidades para a quantidade de
conhecidos como gavetas. O Principio das Gavetas assegura que alguma gaveta recebera
mais de um objeto, ou seja, havera duas pessoas com o mesmo numero de conhecidos
nessa reuniao. ]

Cabe comentar a utilidade do conceito de isomorfismo na resolucao. Na figura
abaixo temos dois pares de grafos com o mesmo nimero de arestas. Na resolucao, utili-
zamos apenas o grafo do lado esquerdo de cada um dos pares. Isso se deve ao fato de, em
cada um dos pares, os grafos serem isomorfos.

Deixamos um exericio ao leitor:
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Figura 16 - Pares de Grafos Isomorfos

O oz X m
O———0 ( D) C ) C )

Fonte: O autor, 2021.

Exercicio 1.3.2 Em um campeonato cada dois times jogam entre si uma unica vez. Mos-
tre que em qualquer momento hd sempre dois times que disputaram o mesmo niumero de

partidas

Utilizamos um grafo para modelar o problema acima. Até este momento do texto
estamos fazendo a passagem de um problema na linguagem formal para a linguagem
de grafos, resolvendo-o e trazendo as consideragoes novamente para a linguagem formal.
Entretanto, também podemos fazer o caminho inverso. Um resultado de um problema
formal pode ser reformulado para a linguagem de teoria de grafos. No problema
consideremos as pessoas como vértices de um grafo e o nimero de conhecidos como o

grau do vértice que a representa. Obtemos o seguinte:

Afirmacao 1.3.4 Todo grafo com dois ou mais vértices tem pelo menos dois vértices de

mesmo grau.

Outro exemplo em que podemos supor uma situacao real para provar um resultado

da teoria de grafos encontra-se no teorema abaixo:

Teorema 1.3.5 (Aperto de maos) Para todo grafo G,
[E(G)]-

vey d(v) = 2m, onde m =

Prova: Suponhamos que o grafo GG esteja representando uma reuniao. Os vértices
simbolizam as pessoas e uma aresta ligara dois vértices se as pessoa que representam

tiverem apertado as maos.

Uma maneira de contar a quantidade de apertos de maos da reunido (consequen-
temente, o nimero de arestas do grafo GG) é perguntar a cada pessoa quantas vezes ela
apertou a mao de alguém e somar (computar o grau de cada vértice e somar). Ao fazer

isso, contamos a quantidade de apertos de maos duas vezes, logo > _., d(v) = 2m.

veV

Corolario 1.3.6 Todo grafo G possui um niumero par de vértices de grau impar.
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Prova: Suponha por contradicao que tenhamos um grafo G com a quantidade
impar de vértices de grau fmpar.

Seja I C V' o conjunto de vértices de G que tem grau impar. Se I é vazio, temos
zero vértices com grau impar. Podemos supor, entao, que I é nao-vazio. Sendo I nao-

vazio, podemos separar a soma dos graus dos vértices como

Dvev A(v) =3 cpd(v) + ZveV\I d(v)

O primeiro somatério resulta em um numero impar, ja que é a soma de uma
quantidade impar de parcelas que sao nimeros impares, enquanto o segundo resulta em
um numero par, ja que é a soma de parcelas pares. Consequentemente a soma dos graus
dos vértices deste grafo é um nimero impar. Contradicao ao Teorema |1.3.5]

Concluimos que todo grafo G possui um nimero par de vértices de grau impar. m

Os teoremas acima e sua demonstracao tem como referéncia (FEOFILOFF; KOHAYA-
KAWA; WAKABAYASHI, 2011).

Deixamos dois exercicios ao leitor.

Exercicio 1.3.3 Em um certo reino, existem 50 cidades. De 20 dessas cidades partem /

estradas e das outras, partem 6 estradas. Quantas estradas existem no reino?

Exercicio 1.3.4 Em determinado pais existem 25 aeroportos. E possivel ligar estes ae-
roportos por linhas de trafego aéreo, de maneira que cada aeroporto esteja ligado a exatos

outros 157
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2 PERMUTACOES E GRUPOS

2.1 Permutacgoes

Comegaremos com um problema.

Problema 2.1.1 Um jardineiro deseja fazer o plantio de trés variedades de hortalicas
em trés tipos de solos diferentes. Sabe-se que leva um més para verificar a adaptabilidade
das plantas em cada tipo de solo. Uma possivel solu¢ao seria plantar uma mesma espécie
em todos os solos a cada més. Porém, essa solucao nao € considerada boa, pois o tempo
muda a cada més na regidgo. Assim, ele deseja fazer isso de maneira que cada variedade
seja testada em todos os tipos de solos ao longo dos meses de teste. Serd possivel fazer

tal experimento?

Observagao 2.1.2 Iremos assumir que a relagdo clima/solo nao influencia a cultura da

hortalica.

Solugao: A partir do texto do problema, percebe-se que desejamos relacionar o
plantio de cada uma das hortalicas com possiveis combinacoes més-solo para plantio de
maneira que todas hortalicas sejam plantadas em cada um dos solos e em cada um dos
meses. Para simplificar a solugao, podemos criar um quadro com todas as combinagoes
meés-solo possiveis e preenché-lo com as plantas. Nomearemos os solos por A, B e C e
os meses por JAN, FEV e M AR, representando Janeiro, Fevereiro e Marco, respectiva-

mente. Teremos, assim, a seguinte tabela:

Tabela 1 - Tabela Més/Solo

Solo/Més | JAN FEV MAR
A
B
C

Fonte: O autor, 2021.

Enumeramos as hortalicas por 1, 2 e 3. Uma forma de completar a tabela seria

preencher cada coluna com um tnico nimero, como se encontra a seguir:
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Tabela 2 - Tabela Més/Solo

Solo/Més | JAN FEV MAR
A 1 2 3
B 1 2 3
C 1 2 3

Fonte: O autor, 2021.

Entretanto, o proprio texto aponta para esta solu¢ao como uma solugao ruim, pois,
por exemplo, nao seria possivel verificar a adptabilidade da hortalica 1 sob as condigoes
climaticas que se apresentem em Fevereiro e Marco. Se nao desejamos plantar uma hor-
talica mais de uma vez em um mesmo mes, devemos preencher a tabela de maneira a nao
termos numeros repetidos em uma coluna. Como também nao desejamos plantar uma
hortalica mais de uma vez no mesmo tipo de solo, devemos preencher a tabela de maneira
a nao termos numeros repetidos em uma linha. Dito isto, podemos preencher a tabela

utilizando da seguinte estratégia:

1. Preencher a primeira linha com os nimeros 1, 2 e 3 em qualquer ordem. Escolhemos

coloca-los em ordem crescente:

Tabela 3 - Tabela Més/Solo

Solo/Més | JAN FEV MAR
A 1 2 3

B

C

Fonte: O autor, 2021.

2. Preencher a segunda linha com os numeros 1, 2 e 3, cada um em uma posi¢ao

diferente da que ocupou na linha acima. Escolhemos coloca-los na ordem 3, 1, 2:

Tabela 4 - Tabela Més/Solo

Solo/Més | JAN FEV MAR
A 1 2 3

B 3 1 2

C

Fonte: O autor, 2021.

3. Preencher a terceira linha com os nimeros 1, 2 e 3, cada um em uma posi¢ao

diferente da que ocupou nas duas linhas acima. Escolhemo-os na ordem 2, 3, 1:
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Tabela 5 - Tabela Més/Solo

Solo/Més | JAN FEV MAR
A 1 2 3
B 3 1 2
C 2 3 1

Fonte: O autor, 2021.

Desta maneira, completamos o quadro permitindo avaliar cada uma das hortalicas

em cada uma das configuragoes més/solo.

Problema 2.1.3 Um veterindrio deseja experimentar cinco ragoes (A, B, C, D e E) em
cinco vacas diferentes e avaliando o equilibrio da dieta de cada uma das vacas combinando

com cinco capins diferentes. Determine uma maneira do experimento ser realizado.

Solucgao: Nessa resolucao podemos proceder de maneira semelhante a anterior:
criar uma tabela relacionando as vacas com os tipos de capim.

Basta entao preencher a tabela com as ragoes A, B, C, D e E de maneira que
nao tenha repeti¢gao de ragao em cada linha e nem em cada coluna. Aplicando a mesma

estratégia de resolucao que foi utilizada no problema [2.1.1, temos a seguinte tabela:

Tabela 6 - Tabela Vaca/Capim

Vaca/Capim | Capim 1 Capim 2 Capim 3 Capim 4 Capim 5
Vaca 1 A B C D E
Vaca 2 B C D E A
Vaca 3 C D E A B
Vaca 4 D E A B C
Vaca 5 E A B C D

Fonte: O autor, 2021.

Deixamos um exercicio ao leitor.

Exercicio 2.1.1 O Sudoku ¢ um quebra-cabeca de 81 casas dispostas em uma grade
9 x 9. Essa grade € dividida em nove subgrades de tamanho 3 x 3. Observe a figura

abaizo:
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Figura 17 - Sudoku

Fonte: O autor, 2021.

Dada uma configuracao inicial, o jogo consiste em preencher as casas com 0s al-
garismos de 1 a 9 de modo que em cada uma das linhas, colunas e subgrades nao se

encontrem numeros repetidos.

Figura 18 - Sudoku
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o
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Fonte: O autor, 2021.

Deizamos para o leitor o exercicio de preencher o Sudoku acima.

Observe que em todos os problemas trabalhamos com a mesma estrutura, um
quadrado que em cada uma de suas linhas e colunas nao deve se afigurar elementos

repetidos. Isto nos motiva a seguinte definicao:

Definicao 2.1.4 Um quadrado latino de ordem n é um quadrado n X n preenchido
com os elementos de um conjunto S, em que |S| = n, de maneira que em cada uma das

linha e em cada uma das coluna nao se encontrem elementos repetidos.

Para maiores informacoes sobre quadrados latinos, bem como referéncias sobre os
dois primeiros exemplos desta secao, consultar (NEGRINI| 2018) e (FARIAS| 2017).

Exemplo 2.1.5 No problema|2.1.1| nos deparamos com um quadrado latino de ordem 3 e
no problema|2.1.5 com um quadrado latino de ordem 5. Apresentamos abaixo um exemplo

de quadrado latino de de ordem 6:
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Figura 19 - Quadrado Latino 6 x 6

12374576
213[a]5]6]1
3/a[5[6]1]2

1[5]6[1/2]3
5/6[1]2]3]4
6/1/2[3]a]5

Fonte: O autor, 2021.

O primeiro questionamento que pode surgir é sobre a existéncia de quadrados

latinos de ordem n. A préxima proposicao responde essa pergunta:

Proposicao 2.1.6 Seja n € N, existe um quadrado latino de ordem mn formado pelos

elementos do conjunto {1,2,...,n}.

Prova: Considerando o conjunto dos ntimeros {1,...,n}, iremos criar um qua-
drado latino de ordem n com esses elementos.

Comecaremos preenchendo a primeira linha com os niimeros em ordem crescente.

Figura 20 - Quadrado Latino n x n

_1 2_ n—1|n

Fonte: O autor, 2021.

Da segunda linha em diante seguiremos a seguinte estratégia:

e O elemento que ocupava a primeira posi¢ao na linha k ocupara a ultima posi¢ao na
linha k£ + 1.

e O elemento que ocupava uma posicao ¢ na linha k, com 1 < ¢ < n, ocupard a posicao
t— 1 na linha £+ 1, isto é, o que se encontrava na segunda posi¢ao passara a ocupar
a primeira, o que se encontrava na terceira passard a ocupar a segunda e assim por

diante.
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Ao final do processo, obteremos o seguinte quadrado latino:

Figura 21 - Quadrado Latino n x n

1 2 n—1|n

2 3 n 1
ln—1|n| ln—3|n—2|

) 1 n—2|n—1

Fonte: O autor, 2021.

Exibimos um quadrado latino com os elementos do conjunto {1,2,...,n} e isso
conclui a nossa prova.

[

Podemos, neste momento, apontar uma intersecao entre a teoria dos grafos e os

quadrados latinos: é possivel utilizar um grafo para representar um quadrado latino.

Para isso, devemos considerar as linhas e colunas como vértices. Tomando como exemplo

o quadrado latino referente a resolugao do problema [2.1.1] temos:

Figura 22 - Vértices

oG

|<(_9|

=/ Gﬂ\

Fonte: O autor, 2021.

) C

6

A
<

Para facilitar o acompanhamento da resolucao pelo leitor, reproduziremos o qua-
drado latino referente a resolucao do problema [2.1.1]

Utilizaremos arestas coloridas para conectar os vértices do grafo em questao pro-
cedendo da seguinte maneira: O vértice que representa uma coluna serd ligado ao vértice

que representa uma linha por uma aresta da cor correspondente ao niimero que se encon-
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tra na intersecao da linha e da coluna em questao. O nimero 1 sera representado pela
cor azul, o nimero 2 pela cor vermelha e o niimero 3 pela cor verde. Assim o vértice C

sera ligado ao vértice L, por uma aresta de cor azul.

Figura 23 - Vértices e

arestas

T A
(L—(ey
(L) (G

Fonte: O autor, 2021.

Da mesma maneira, a aresta que liga os vértices Lo e Cy e a que liga L3 e C3 terao

cor azul.

Figura 24 - Vértices e

aresta

(L —()

%/ N

—)

Fonte: O autor, 2021.

Assim completamos o grafo ligando os vértices L; e Cy, Ly e C3, Ly e C7 com
arestas da cor vermelha e os vértices L e C3, Ly e C'1, Ly e C5 com arestas da cor verde.
Em relagao ao grafo da figura podemos repartir o conjunto de vértices em

dois subconjuntos préprios e disjuntos {Lq, Ls, L3} e {C4, Cy, C3} de maneira que vértices
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Figura 25 - Grafo

B

(L, %{c

(Lo

(@)

Fonte: O autor, 2021.

pertencentes ao mesmo subconjunto nao sao adjacentes entre si. Grafos com esta propri-
edade sao chamados de bipartidos. Ou seja, quando podemos particionar o conjunto de
vértices V(G) em dois subconjuntos préprios e disjuntos, L e R, de modo que V.= LUR
e vw ¢ E(G), para todos v,w € L ou v,w € R. Dizemos que um grafo é bipartido
completo, denotado por K, ,, quando é um grafo bipartido onde |[L| = p, |R| = ¢ e
Ir € E paratodo! € L er € R. O grafo da figura [25]é um Ks3s.

Figura 26 - Grafo K4

Fonte: O autor, 2021.

Observe que nos problemas e nossa tarefa foi basicamente encontrar
determinadas ordenagoes de elementos de um conjunto (no problema nos referimos
ao conjunto {1,2,3} e no problema ao conjunto {A, B,C, D, E}) que satisfaziam
uma condicao especifica. No caso, buscamos um determinado conjunto de ordenacoes em
que dadas duas ordenagoes quaisquer deste conjunto, ambas nao tinham elementos que

ocupassem a mesma posicao.
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Uma ordenacao de todos os elementos de um conjunto sem repeti-los é chamada
de permutagao, elas constituem objeto de estudo muito importante na matematica.

Vejamos agora uma definicao mais rigorosa do que é uma permutagao.

2.2 Grupos

A drea da Matemadtica chamada Algebra tem como um dos objetivos estabelecer
propriedades de operacoes definidas em conjuntos, por exemplo, estabelecer as proprieda-
des da adicao ou da multiplicagao nos conjuntos numéricos. Nessa linha de estudo, surge
na Algebra o conceito de “grupo” que introduziremos a frente. Para motivar, vejamos
algumas propriedades de operacoes em conjuntos numéricos comegando com o conjunto

dos nimeros inteiros (Z) e a operacao de adigao:

Observacao 2.2.1 O conjunto dos nimeros inteiros € a unidgo dos niumeros naturais

N =10,1,2,3,...} com os nimeros negativos {—1,—2,—-3...}, ou seja,
Z={...-3,-2,-1,0,1,2,3...}

Dentre todas as propriedades, a mais basica que é exigida de uma operacao em
um conjunto é a associatividade que, no caso de uma operacao de adicao, estabelece
que a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ para quaisquer elementos a, b e ¢, no conjunto onde a
adicao esta definida. Para qualquer outra operacao, a propriedade associativa é traduzida
simplesmente trocando-se na igualdade anterior, o simbolo de adigao “+” pelo simbolo
correspondente da operacao. Todos os conjuntos numéricos com a operacao de adicao ou
de multiplicacao tém a propriedade associativa.

Vejamos outras propriedadades da adicao no conjunto dos nimeros inteiros:

e (Fechamento) Dados dois nimeros inteiros, a sua soma ainda ¢ um niimero inteiro.

Exemplos: 24+4=6; (-3)+2=—1;(-2)+ (—3) = —5. (4)

e (Elemento Neutro) Existe um numero inteiro, chamado de elemento neutro,
tal que todo inteiro somado ao elemento neutro resulta nele mesmo. No caso da

operacao de adicao no conjunto dos inteiros, o elemento neutro é o ntimero 0.

Exemplos: 2+0=2; (-3)+0=—3.

e (Oposto) Dado um niimero inteiro, existe um nimero chamado oposto, tal que a

adicao de ambos tem como resultado zero que é o elemento neutro da adicao.

Exemplos: 2+ (=2)=0; (-7)+7=0;0+0=0.
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e (Comutatividade) Dados dois nimeros inteiros, ndo importa a ordem em que

facamos a adigao, o resultado é o mesmo.

Exemplos: 2+4=4+2=6;(-3)+2=2+4(-3)=—1.

Consideremos, ainda, o mesmo conjunto, agora com a operagao de multiplicagao.
As propriedades do fechamento, associatividade, existéncia do elemento neutro e comu-
tatividade sao vélidas em relacao a essa operacao. Como ja mencionamos o fato de as
operacoes de adicao e multiplicagdo em conjuntos numéricos terem a propriedade associ-

ativa, nao nos estenderemos sobre ela ao longo do texto.

e (Fechamento) Dados dois nimeros inteiros, o seu produto ainda é nimero inteiro.

Exemplos: 2-4=8;(-3)-2=—6; (—2)-(—1) =2.

e (Elemento Neutro) Existe um nimero inteiro, tal que todo inteiro multiplicado
pelo elemento neutro resulta nele mesmo. No caso da multiplicacao, no conjunto

dos inteiros, o elemento neutro é o ntmero 1.

Exemplos: 2-1=2;(-3)-1=-3.

e (Comutatividade) Dados dois nimeros inteiros, ndo importa a ordem que os mul-

tipliquemos, o resultado é o mesmo.

Exemplos: 2-4=4-2=8;(-3)-2=2-(-3) = —6.

Entretanto, nem todo ntimero inteiro possui um inverso, ou seja, nao existe um

nimero inteiro que multiplicado por ele tenha resultado (produto) igual a 1. Por exemplo,

1_
1=

e 1. No caso desses ntmeros, ambos sao seus proprios inversos.

o inverso de 2 é %, pois 2 - 1. Os tnicos nimeros inteiros que possuem inverso sao —1

As propriedades abordadas acima podem ser encontradas em outros conjuntos.
Vejamos outros exemplos.

Consideremos o conjunto dos nimeros racionais () e a operacao de adicao.

¢ (Fechamento) Dados dois nimeros racionais, a sua soma ainda é nimero racional.

3

5) 2
Exemplos: =5 (—=1)+ =T (—0,3) + 0,05 = —0, 25.

e (Elemento Neutro) Neste caso, é 0 mesmo elemento neutro da operagao de adigao
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no conjunto dos inteiros.

Exemplos: (—1,7)+0=—-1,7; ;—FO = ;

e (Oposto) Dado um nimero racional, existe um niimero chamado oposto, tal que

somando ambos o resultado é o elemento neutro.

1 1
Exemplos: 5T (—5) =0;(-0,47) 40,47 = 0.

e (Comutatividade) Dados dois ntimeros racionais, nao importa a ordem que o0s
somemos, o resultado é o mesmo.
11

2
+-=—:(-3,4)+2=2+(-3,4) = —1.4.
3 12’( 37) ( 3’) )

Exemplos: — +

1
4

Wil o
=~ =

Semelhante ao que fizemos acima, consideremos, ainda, o mesmo conjunto, agora
com operacao de multiplicacao. Assim como no caso dos niimeros inteiros, as proprieda-
des do fechamento, associatividade, existéncia do elemento neutro e comutatividade sao

validas em relacao a essa operacao.

e (Fechamento) Dados dois nimeros racionais, o seu produto ainda ¢ nimero raci-

onal.

1 1
1= 15 (73.5)2,25= 7,875

ot Do

Exemplos:

e (Elemento Neutro) Neste caso, é o mesmo elemento neutro da operagao de mul-

tiplicagao nos nimeros inteiros.

- (—3,45) -1 = —3,45,

Nl )

2
Exemplos: g 1=

¢ (Comutatividade) Dados dois ntiimeros inteiros, nao importa a ordem que os mul-

tipliquemos, o resultado é o mesmo.

Exemplos: = — :(=3,5)-2,25=2,25- (—3,5) = —7,875.

o] DN

1—0 ;

RS,

S )
A~ =

No caso da operacao de multiplicagao no conjunto dos ntimeros racionais, acontece
o mesmo problema, em relagao a existéncia do inverso, que encontramos acima. O zero é
0 Unico numero racional que nao possui um inverso. Fora este, todo niimero racional nao

nulo representado na forma § tem como inverso %.
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Todas as propriedades verificadas para os niimeros racionais com relagao as operacoes
de adigao e multiplicagdo também s@o validas para os conjuntos dos nimeros reais (R)
e dos nimeros complexos (C'). Em ambos os conjuntos o inico nimero que nao possui
inverso é o zero.

Ao trabalharmos na escola essas propriedades, temos a impressao de que sdo na-
turais e surgem espontaneamente ao munirmos qualquer conjunto de uma operagao. Em

muitos casos, entretanto, essas propriedades nao ocorrem.

Exemplo 2.2.2 Considerando o conjunto dos nimeros naturais N = {0,1,2,3,...}
Neste conjunto, munido da operacdo adicdo, nao € verificada a existéncia do oposto
para um dado natural. Ainda assim, sdao verificadas as propriedades do fechamento, as-

sociatividade, existéncia do elemento neutro e comutatividade.

Vejamos um exemplo de conjunto munido de operacao que nao satisfaz a proprie-

dade comutativa.

Exemplo 2.2.3 No ensino médio, estudamos matrizes e aprendemos a fazer o produto
dentre duas delas, quando possivel. Consideremos aqui o conjunto I das matrizes 2 X 2

que sao invertiveis. Em outras palavras, o conjunto das matrizes da forma

a b
c d

A:

tais que ad — be # 0.

Lembremos que a multiplicacao de duas matrizes

by b
A= ap Gz e B — 1 02
a3 ay b3 b4

€ dada por

a1b1 + agbg a1b2 + a2b4

(Igbl + a4bg a3b2 + a4b4

AB =

Temos que a operagdao acima € associativa e a inversa da matriz A (verifique) € dada por

) d —b

—c a
Além disso, o produto de duas matrizes invertiveis ainda € invertivel. Basta ob-

servar que o inverso de A-B é B~Y-A7!, com A, B € I. O elemento neutro da operacdo

multiplicagao no conjunto é a matriz chamada de identidade

10
01
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Como foi dito acima, a comutatividade € a unica propriedade que € satisfeita para
conjuntos numeéricos e nao € satisfeita para a multiplicacao de matrizes invertiveis acima.

Vejamos:

()5 22 (2

Os conjuntos com operagoes que satisfazem essas quatro propriedades constituem
uma estrutura algébrica que foi e ainda é muito estudada em matematica e que apresen-
tamos abaixo. Antes, facamos um curto comentario.

Dizemos que G estd munido de uma operagao * quando a cada par ordenado (a, b)
de elementos a, b € (G esta associado um tnico elemento axb em GG, chamado de o resultado

da operacao de a e b.

Definicao 2.2.4 Todo conjunto G munido de uma operacao x, que satisfaz as trés condigcoes

abaixo é chamado de Grupo:

o Associatividade: Para todos a,b,c € G, temos que (a*b) *x c = a * (b*c)
e Elemento neutro: Ewiste e € G, tal que para todo a € G, axe=exa=a

e Elemento simétrico: Para todo a € G existe b € G tal que axb="bx*xa =e.

Todo grupo (G, *) cuja operagdo (%) é comutativa é chamado de grupo abeliano ou

comutativo.

Observagao 2.2.5 O simétrico de uma operacao de adi¢ao € chamado de oposto e o
resultado da adicao de dois elementos em um conjunto é chamado de soma. No caso de

uma multiplicacdo, chamamos o oposto de inverso e o resultado de produto.

Dos exemplos que abordamos, temos que (Z, +), (Q,+), (R,+),(C,+) (Q—{0}, ),
(R —{0},-), (C —{0},) e (Z,-) sdo grupos. Enquanto que (N,+), (Z,-), (Q,-), (R,-),
(C, ) nao sao grupos. Todos os grupos que vimos sao abelianos, exceto (Z,-). Para um
estudo mais abstrato da Teoria de Grupos, consultar (GARCIA; LEQUAIN| 2015)).

As permutacgoes também podem ser vistas como um grupo, para isto devemos pro-
ceder da seguinte maneira, primeiro consideremos todas as permutagoes dos n primeiros
inteiros positivos. Para representa-las de modo que venham a formar um grupo, devemos
criar uma matriz 2 X n em que a primeira linha seja composta dos n primeiros nimeros

inteiros e na segunda uma permutacao dos n primeiros numeros inteiros.

Exemplo 2.2.6 Consideremos o conjunto das permutacoes de dois elementos Sy. Co-
locamos os numeros 1,2 na primeira linha em todas as matrizes e preenchemos a linha

debaixo com permutacoes dos elementos 1, 2.
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(2))

Exemplo 2.2.7 Pelo mesmo processo também podemos exibir todos os elementos do con-

Junto de permutagoes de {1,2,3}. Este conjunto é chamado de Ss.

3y (1 23) (1
3/°\132) \2
3y (1 23) (1
1/°\3 12/ \3

Exemplo 2.2.8 Para o conjunto Sy podemos também podemos criar o grupo das per-

VR
[ —
N DN
i \ )
w w
~__—

VR
N =
w N
N DN
— W
~__—

mutagoes de 4 objetos. Considerando o conjunto {1,2,3,4}, temos que observar que em
todo elemento do grupo de permutacoes de 4 elementos teremos que a sequnda linha basta
ser uma permutagao dos elementos do conjunto {1,2,3,4}, enquanto na primeira linha da
matriz colocamos os elementos do mesmo conjunto em ordem crescente. Tomemos como

exemplo a segquinte permutacdo do conjunto {1,2,3,4}:
(3,1,4,2)

Representamos a permutacao desta maneira:

1 2 3 4
31 4 2

Chamamos de permutacgoes os elementos do grupo das permutacoes. Para nosso
estudo das permutagoes, tomamamos como referéncia (GARCIA; LEQUAIN| 2015) e
(MORAES, 2013).

Algumas vezes sera usada uma letra para representar uma permutacao da seguinte

forma:

(123
P=1 31 9

Agora que determinamos os elementos dos grupos Ss, S3 e Sy, devemos muni-los de
uma operacao. A operacao entre permutacoes é chamada de composicao e representada
pelo simbolo o.

Tomemos dois elementos de Sy e facamos a operagao entre eles:

1 2 3 4 1 2 3 4
@)
31 4 2 4 3 1 2

Comecamos a fazer a operagao da direita para a esquerda, visualizando como se

fosse um “prédio”, da seguinte maneira:
)
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e Na primeira permutacgao, a da direita, o 4 estd embaixo do 1, enquanto na segunda,
a da esquerda, o 2 estd embaixo do 4. Devemos ter, entao, no resultado dessa

operacao, o 2 embaixo do 1.

123 4

1

4

123 4
!
2

Assim, como resultado, teremos

o

e Na primeira permutacgao, a da direita, o 3 estd embaixo do 2, enquanto na segunda,
a da esquerda, o 4 estd embaixo do 3. Devemos ter, entao, no resultado dessa

operacao, o 4 embaixo do 2.

1 3 4

W <— N

—_
N}

W

Assim, como resultado, teremos

g

e Na primeira permutacao, a da direita, o 1 esta embaixo do 3, enquanto na segunda,
a da esquerda, o 3 estd embaixo do 1. Devemos ter, entao, no resultado dessa

operagao, o 3 embaixo do proprio 3.

12 3 4
!
1
1234
!
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Assim, como resultado, teremos

o

e Na primeira permutacao, a da direita, o 2 esta embaixo do 4, enquanto na segunda,
a da esquerda, o 1 estd embaixo do 2. Devemos ter, entao, no resultado dessa

operacao, o 1 devera ficar embaixo do 4.

1 2 3 4

Assim, como resultado, teremos

o

Juntando cada um dos pedacos, temos:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
o =
31 4 2 4 3 1 2 2 4 31

Com as mesmas permutagoes, facamos a composicao na ordem inversa:

1 2 3 4 1 2 3 4
o
4 3 1 2 3 1 4 2

e Na primeira permutacao, a da direita, o 3 esta embaixo do 1, enquanto na segunda,
a da esquerda, o 1 estd embaixo do 3. Devemos ter, entao, no resultado dessa

operacao, o 1 embaixo do proprio 1.

e Na primeira permutacao, a da direita, o 1 estd embaixo do 2, enquanto na segunda,
a da esquerda, o 4 estd embaixo do 1. Devemos ter, entao, no resultado dessa

operacao, o 4 embaixo do 2.

e Na primeira permutacao, a da direita, o 4 esta embaixo do 3, enquanto na segunda,
a da esquerda, o 2 estd embaixo do 4. Devemos ter, entao, no resultado dessa

operacao, o 2 embaixo do 3.
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e Por fim, na primeira permutagao, a da direita, o 2 estd embaixo do 4, enquanto na
segunda, a da esquerda, o 3 esta embaixo do 2. Devemos ter, entao, no resultado

dessa operacao, o 3 embaixo do 4.

O resultado final sera:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
@) =
4 3 1 2 31 4 2 1 4 2 3

Prezando pela concisao do texto, nos referiremos a permutacao mais a direita como
sendo a primeira da operacao e a mais a esquerda como sendo a segunda. Ao trabalhar,
com mais de duas permutacoes em relacao a operacao, comecaremos nos referindo a da
direita como primeira, aumentando a posicao conforme mais a esquerda as outras forem

se localizando.

Exemplo 2.2.9 Assim, como munimos o conjunto Sy com a opera¢do de composi¢ao, po-
demos fazer o mesmo para S3. Consideremos duas permutagoes pertencentes ao conjunto

S3 e sua composicao:

1 2 3 1 2 3
O
31 2 3 2 1
A operagao € feita de maneira semelhante:

e Na primeira permutacao, o 3 estd embaixo do 1, enquanto na sequnda, o 2 estd

embaizo do 3. Assim, no resultado, devemos ter o 2 embaizo do 1.

e Na primeira permutacao, o 2 estd embaixo do 2 e, na sequnda, o 1 esta embairo do

2. No resultado, teremos o 1 embaizo do 2.

e Na primeira permutacao, o 1 estd embaixo do 3 e, na sequnda, o 3 estd embaizo do

1. No resultado, teremos o 3 embairo do 3.
Juntando tudo, obtemos

1 2 3 1 2 3 1 2 3
@) =
3 1 2 3 2 1 2 1 3

Fazendo o mesmo processo aplicado até aqui obtemos também o resultado da com-

posicao das mesmas permutagoes na ordem contrdria a que jd foi feita.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
O =
3 21 3 1 2 1 3 2

Observemos que a operacao de composi¢ao também nao é comutativa em Ss.
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Exercicio 2.2.1 Deizamos ao leitor a tarefa de calcular a composicao de algumas per-

mutacoes abaizo:

1 2 3 1 2 3
[ ] O =
1 3 2 2 31

1 2 3 4 1
4 O
1 3 4 2 4
1 2 3 4 1 2 3 4
[ (@] =
4 3 2 1 1 3 4 2

A operacao composicao é associativa, vejamos abaixo:

W N
N W
—
SN~——
Il

Considere as permutacoes p, ¢, s € Sy, com

12 3 4 1234 1 23 4
p= ;g = es=
1 3 4 2 321 4 2 3 4 1

Em primeiro lugar computamos p o ¢:

12 3 4 123 4 123 4
poq= ° =
(13 42) (32 14) (43 12)

Calculando (p o q) o s, obtemos:

( ) 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
©) oS8 = o =
ped 4 3 1 2 2 3 41 31 2 4

Computemos p o (q o s), comegando por calcular g o s:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
qOS: (@) —
3 21 4 2 3 4 1 21 4 3

Calculando p o (q o s), obtemos:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
polgos) = 0 =
(1342) (2143) (3124)

Verificamos que (pog)os = po(gos). Apesar da verificagdo de um simples exemplo

nao constituir generalizacao, podemos argumentar a validade da propriedade associativa

a partir dele. Para isto, vejamos o processo de cédlculo do niimero que ficard embaixo do

1 no resultado. No primeiro caso, o calculo feito foi o seguinte:
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e Na operacao p o ¢, observamos que na primeira permutacao, o 2 esta embaixo do
2 e na segunda o 3 estd embaixo do 2. Consequentemente, o 3 devera se localizar

embaixo do 2.

e Na operagao (pog)os, na primeira permutagao, o 2 estd embaixo do 1 e, na segunda,

o 3 esta embaixo do 2. Logo, o 3 devera ficar embaixo do 1.

Vejamos o processo de calculo do segundo caso:

e Na operacao q o s, observamos que na primeira permutacgao, o 2 esta embaixo do 1
e que, na segunda, o 2, estd embaixo do 2. Assim, no resultado, o 2 deverd ficar

embaixo do 1.

e Na operagao po (g o s), temos que na primeira permutagao, o 2 estd embaixo do 1,
enquando que, na segunda po (g o s), o 3 estd embaixo do 2. Por isso, no resultado,

o 3 deverd ficar embaixo do 1.
Observe que, no fundo, seguimos a seguinte hierarquia:

1. O 2 esta embaixo do 1 na primeira permutacao.
2. O 2 esta embaixo do 2 na segunda permutacao.

3. O 3 esta embaixo do 2 na terceira permutagao.

Observe que, quando realizamos a operacao (p o ¢) o s, temos que agrupamos o
segundo item com o terceiro, para depois agrupar com o primeiro. J& para po (g o s)
agrupamos o primeiro item com o segundo e depois agrupamos com o terceiro. Como,
no fundo, se trata de um jogo de palavras, a ordem das operacoes nao altera o resultado
final.

Observado, entao, que a composi¢ao é uma operacao associativa no conjunto das
permutacoes. Falta verificar a existéncia do elemento neutro e do inverso. Comecemos
pelo elemento neutro:

Considere a permutacao p para nos auxiliar.

(1234
P=\l 3142

Designando o elemento neutro por e4, iremos preencher a linha debaixo da segunda

permutacao na operacao a seguir

123 4 123 4 123 4
és O = O =
1op 31 4 2 31 4 2
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Observe que na primeira permutacao o 3 estd embaixo do 1 e, na segunda, o
valor desconhecido estda embaixo do 3. Sabendo que no resultado o 3 estd embaixo do 1,

concluimos que o valor desconhecido devera ser o préprio 3.

123 4 12 3 4 12 3 4
€q O = O —
ep 3 31 4 2 31 4 2

Continuando o processo, podemos observar que na primeira permutacao o 1 esta
embaixo do 2 e, na segunda, um valor desconhecido esta embaixo do 1. Como no resultado

o 1 estd embaixo do 2, podemos concluir que o valor desconhecido devera ser o proprio 2.

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
640]): O g
2 3 31 4 2 31 4 2

Com o mesmo raciocinio podemos completar a permutacao ey.

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
e4op: O =
1 2 3 4 31 4 2 31 4 2

Operando na ordem inversa temos que

12 3 4 12 3 4 1 2 3 4
poes = o =
3 1 4 2 12 3 4 3 1 4 2

Uma vez que em e4 a primeira linha é idéntica a segunda, essa permutacao tem
apenas a fun¢ao de repetir a ordenacao da permutacao com a qual opera. A permutagao

e4 ¢ chamada de permutacgao identidade.

Exemplo 2.2.10 As permutacies es e ez sao, respectivamente, os elementos neutros dos

conjuntos So e S3, com respeito a operacao de composicao.

1 2 123
€y = € Ea =
2 1 2 ’ 12 3

Falemos agora do elemento inverso de uma permutacao com respeito a operacao

composicao. Novamente, consideremos a permutacao p para nos auxiliar.

(1234
P=\l 3142

Se estamos interessados em determinar o elemento inverso de p, devemos, entao,

completar a linha debaixo da segunda permutacao na operagao a seguir

. 123 4 123 4 123 4
plop= o =
31 4 2 123 4
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Na primeira permutagao o 3 esta embaixo do 1 e, na segunda, o valor desconhecido
estd embaixo do 3. Sabendo que no resultado o 1 esta embaixo do 1, concluimos que o

valor embaixo do 3 devera ser o préprio 1.

. 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
p Op: O =
1 3 1 4 2 1 2 3 4

Podemos observar, também, que na primeira permutacao o 1 esta embaixo do 2 e,
na segunda, o valor desconhecido estd embaixo do 1. Como no resultado o 2 estd embaixo

do 2, podemos concluir que o valor desconehcido embaixo do 1 devera ser o proprio 2.

» 123 4 123 4 123 4
ptop= ° =
2 1 314 2 123 4

Continuando o processo, obtemos

L 123 4 123 4 1234
plop= o =
2 41 3 314 2 1234

Operando as permutagoes na ordem inversa da que foi operada anteriormente,

obtemos

» 12 3 4 12 3 4 123 4
pop ' = ° =
314 2 2 4 1 3 123 4

Assim, concluimos que

L, (1234
b 2 4 1 3

E interessante notar que enquanto na permutacao p, o 1 estd embaixo do 2, em p~!,
0 2 esta embaixo do 1. Essa inversao acontece com todos os outros nimeros. Uma vez
observado isso, podemos concluir que a determinacao do inverso de uma permutacao pode
ser feita trocando-se as linhas e, posterioremente, reordenando as colunas. Computemos

a permutacao inversa de ¢, descrita abaixo:

1 2 3 4
q:
4 3 1 2

Trocando-se as linhas obtemos:

4 3 1 2
1 2 3 4

Reordenando as colunas, obtemos ¢~

» 123 4
q:
34 21

1
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Deixamos ao leitor a tarefa de verificar que a permutacao obtida acima é, de fato,

a permutacao inversa de ¢q. Abaixo encontram-se também outros exercicios ao leitor.

Exercicio 2.2.2 Determine a inversa das permutagoes abaizo:
1 2 3 4
[ J
2 3 41
1 2 3
[ J
3 21
1 2
[ ]
2 1

Feitas todas essas observagoes, podemos concluir que (Ss,0), (Ss3,0) e (S4,0) s@o

grupos.
Para além do que vimos, existem permutagoes com uma quantidade maior de
objetos. Podemos ter, por exemplo, uma permutagao de 8 objetos, como se encontra

abaixo
123456 78
( 7436 18 25 )
Todas as observacoes feitas acima, podem ser generalizadas para uma quantidade
maior de objetos, isto ¢, o conjunto das permutacgoes de n objetos, com n inteiro e maior
que 4, munido da operacao composicao o também é um grupo. Seguindo a notagao que

temos utilizado, o conjunto das permutacoes de n objetos é denotado por S,,.

Deixamos abaixo alguns exercicios ao leitor.

Exercicio 2.2.3 Clalcule a composicao das permutacoes abaizo:

123456 123 456
[ (@] =
6 1 5 2 3 4 25136 4

123 45 123 45
[ ] O =
51 4 2 3 215 3 4

Exercicio 2.2.4 Calcule a inversa de cada uma das permutacoes abaixo:

12345678
[ ]
6 8 4 731 25

1 234567
) ( 7465132 )
O numero de elementos dos conjuntos S, vai crescendo a passos largos conforme o
crescimento do n considerado, isso porque o numero de elementos de \S,, pode ser obtido

calculando o nuimero de filas dos elementos do conjunto {1,2,...,n}. Sendo assim, temos

que |S,| =nl.
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2.3 Ciclos e Permutagoes

Comecemos com o seguinte problema

Problema 2.3.1 Para um espeticulo de ballet, o coredgrafo diretor posicionou oito bai-
larinas em oito pontos diferentes do palco. Durante o espetaculo, as bailarinas deveriam
trocar de posi¢ao varias vezes e, para que nao fosse dificil a memoriza¢ao de tantas trocas,
o coredgrafo estabeleceu uma sequéncia em que as trocas se baseariam e que as bailarinas
deveriam sequi-la sempre que fosse o momento de trocar de posi¢ao:

A sequéncia de trocas determinada pelo coredgrafo serd:

A bailarina na posicao 1 deverd dirigir-se para a posi¢ao 3.

A bailarina na posicao 2 deverd dirigir-se para a posi¢cao 1.

A bailarina na posicao 3 deverd dirigir-se para a posi¢ao 2.

A bailarina na posicao 4 deverd dirigir-se para a posi¢ao 8.

A bailarina na posicao 5 deverd dirigir-se para a posicao 6.

A bailarina na posicao 6 deverd dirigir-se para a posi¢ao 7.

A bailarina na posicao 7 deverd dirigir-se para a posi¢ao 4.

A bailarina na posicao 8 deverd dirigir-se para a posi¢ao 5.

O coredgrafo deseja que ao final cada bailarina se encontre exatamente na posi¢ao
onde comecgou. Assim, para que seja feita a escolha da misica do espetdculo, € preciso
saber quantas vezes as bailarinas deverao trocar de posi¢ao para que se encontrem na

posicao de inicio. Quantas trocas serao necessdrias?

Solucgao: Para resolver este problema, utilizaremos a notagao de permutagao. Te-
remos que o problema serd representado por uma permutacao de Sg, em que a relagao da
primeira com a segunda linha serd o deslocamento de uma posicao inicial para outra final.
Por exemplo, no texto é dito que a bailarina na posicao 8 devera dirigir-se para a posi¢ao
5, entao na permutagao que representa o problema, teremos que o niimero 5 deverd ficar

embaixo do 8. Seguindo assim, teremos a seguinte permutagao

123456738
31 286 7 45

Uma solucao para resolver o problema seria compor a permutagao com ela mesma
até encontrarmos a identidade. Esse processo nao é pratico e no final da nossa resolugao

vocé entenderd o motivo. Podemos adotar outra estratégia. Observemos que existem
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posicoes que nao se relacionam umas com as outras. Podemos dividi-las em dois conjuntos:
{1,2,3} e {4,5,6,7,8}.

Assim, podemos trabalhar com os conjuntos {1,2,3} e {4,5,6,7,8} independente-
mente. A permutacao relativa as trocas de posicao do primeiro e segundo conjuntos sao,

respectivamente,
123456 78 b 123456 78
a= eb=
31 245 6 7 8 12386745
Observe que
123456 78
aob=
31 286 7 45
Bem como
123456 78
boa=
31 286 7 45

Como a o b = boa, podemos concluir que as permutagoes a e b comutam.

Calculemos agora as poténcias da primeira permutacao até encontrarmos a identi-

dade:
2
12345678\ (123456738
31245678) \231456T7S8
3
12345678\ (12345678
31245678) \12345¢67S8

Isso nos diz que a cada realizacao de trés movimentos propostos pelo diretor, as
bailarinas das posicoes 1, 2 e 3 repetem determinada posicao.

Deixamos ao leitor calcular as poténcias da segunda permutacao e observar que

5
12345678\ (12345673
1 2386 745 123456 78
Concluindo que a cada realizagao de cinco movimentos propostos pelo diretor, as
bailarinas das posicoes 4, 5, 6, 7, e 8 repetem determinada posicao.
Agora, como as permutagoes comutam, para resolver o problema, basta calcular o

minimo multiplo comum entre 3 e 5. Logo, partindo da posicao inicial, apds a realizacao

de 15 movimentacoes todas as bailarinas se encontram na posigao inicial novamente.
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Observacao 2.3.2 Caso vocé tivesse escolhido resolver pelo método inicialmente abor-
dado, teria de calcular 14 poténcias de uma permutacao. Com o sequndo método, foi
necessdrio o cdlculo de apenas 6 poténcias, menos da metade. Na verdade, com a teoria
que desenvolveremos abaixo, nao serd mecessario o calculo de nenhuma poténcia, serd
necessdario realizar apenas a separa¢ao das permutacgoes e o cdlculo do minimo mailtiplo

comum.

Na questao acima, uma ferramenta facilitadora da resolucao, foi decompor a per-
mutacao que representava o problema em permutacoes “independentes”. Explicitaremos
melhor o processo de separacao e, posteriormente, introduziremos o conceito através de

uma definicao formalizada. Tomemos como exemplo a permutacao abaixo

1 2 34567289 10
(41017683529)

Podemos imaginar que a permutacao acima também descreva um cenario de des-
locamentos. A ideia para realizar a decomposicao é percorrer o “caminho”a partir de um
nimero, até chegar nele mesmo. Por exemplo, observemos que quem esta na posigao 1
deve deslocar-se para a posicao 4, quem esta na posicao 4 deve deslocar-se para a posicao

7, quem estd na posicao 7 deve deslocar-se para posi¢ao 3 e quem esta na posicao 3 deve

deslocar-se para a posicao 1, terminando, asssim, aquilo que chamaremos de ciclo.

123456 789 10
4 21 756 389 10
Aplicando o mesmo processo, obtemos que os outros dois ciclos que compdem a

permutacao em questao serao

1 2 34567289 10 123456 789 10
e
1 10 3456 7382 9 12346 875 9 10
Definicao 2.3.3 Uma permutacao p de S, € denominada um r-ciclo se existem elementos
distintos {ay,aq,...,a,} € {1,...,n} tais que ay se localiza embaizo de a1, as se localiza
embaixo de as e assim por diante, enquanto ay se localiza embaizo de a, e tal que para

todo j € {1,...,n}\{a1,as,...,a.}, j se localiza embaizo de j; tal r-ciclo serd escrito

como (ay . ..a,). Os elementos do conjunto {1,...,n}\{ai,as,...,a.} sao ditos fizados.

Exemplo 2.3.4 Vejamos alguns exemplos:

12 3 45 ) . ' /
e 5 3 4 5 1 ¢ um 5-ciclo, que pode ser escrito como (1 2 3 4 5 ); também

poderia serescritocomo (2 3 4 5 1),ou(3 4 5 1 2),ou(4 5 1 2 3),

ou (5 1 2 3 4). Neste ciclo nao temos elementos fizados.
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1 23 456 , , , .
o ¢ um 3-ciclo, que pode ser escrito como ( 2 4 6 ); também
1436 5 2

poderia ser escrito como (4 6 2 ), ou( 6 2 4 ). Neste ciclo os elementos fiza-
dos sao 1, 3 e 5.

4 3 2 1
pois vemos que 2 estd embaixo do 3 e o 3 embaixo do 2, sendo o mesmo para 1 e 4

1 2 3 4
o ( nao € um ciclo. Nao € possivel satisfazer a exigéncia da defini¢ao,

e ambos os pares nao relacionam.

O numero r é chamado de comprimento do r-ciclo. Os 2-ciclos sao também cha-
mados de transposi¢oes. Em geral utilizamos a notacao (i), com i € {1,...n} para

representar a permutacao identidade do conjunto S,,.

Exemplo 2.3.5 No exemplo [2.53.4], o ciclo do primeiro item tem comprimento 5 e do

sequndo item tem comprimento 3.

Dois ciclos sao ditos disjuntos se nenhum elemento ¢ movido por ambos ou, de
maneira equivalente, quando cada elemento do conjunto {1, ...,n} é fixado por pelo menos

um dos ciclos.

e Odciclo(1 4 3 2)eo3-ciclo(6 7 8 )sao ciclos disjuntos.

e Os3-ciclos (1 4 3 )e(2 4 5)naosao ciclos disjuntos, pois o 4 é movido

por ambos.

Toda permutagao pode ser decomposta em ciclos disjuntos, a partir da aplicacao
do processo que descrevemos acima. E interessante observar que ciclos disjuntos comutam
entre si. Isso se da pelo fato de, como sao disjuntos, um elemento que nao esta fixado em
uma permutagao devera estar fixado, automaticamente, na outra.

Considerando novamente a permutacao

1 2 34567289 10
4 10 1 76 8 3 5 2 9

Observando o “caminho” percorrido no ciclo abaixo, temos

123456 789 10

4 21 756 3 89 10
vai da posicao 1 para 4, da 4 para 7, da 7 para 3 e da 3 de volta para 1, enquanto
os outros elementos estao fixados. Assim, o ciclo pode ser escrito da seguinte maneira:

(1 47 3)

Os outros ciclos que compoem a permutagao podem ser escritos como
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1 2 3456789 10
—(2 10 9)
1103456782 9

123456789 10
=(5 6 8)
123468759 10

Desta maneira podemos decompor a permutacao em ciclos como

1 2 34567289 10
4 101 76 8 35 2 9

):(1 47 3)o(2 10 9)o(5 6 8)

Consideremos outra permutagao e sua decomposi¢ao

(123456789

32861745 9)2(1 38 5)o(2)o(46 7)0(9)

Em muitos casos, quando o conjunto de permutagoes esta subentendido ou pode
ser facilmente extraido do contexto, costumamos omitir os elementos fixados na decom-
posicao. Desse jeito, sabendo que estamos trabalhando com uma permutacao em Sy,

temos que podemos representar a permutacao da seguinte maneira

123456789
328617459

>=(1 38 5)0(46 7)

Deixamos ao leitor as seguintes tarefas:

Exercicio 2.3.1 Decomponha as sequintes permutacoes em ciclos disjuntos:
1 3456 7 8
[ J .
4 2 6 1 3 5

( ;g).

(1234567891011)
[ ] .

~N N
co

=
© N
J

7

—_

410 3 9 78 6 5 11 2 1

Exercicio 2.3.2 Fzxpresse as sequintes decomposicoes em ciclos como permutacoes na

notacao usual.
e (1 58 7)o(2 6 9)o(10 4 3) € Sho.
e (1 37 46)o0(2 8)€S,.

Outro conceito que abordamos foi a quantidade de vezes que tivemos de operar uma
permutacao com ela mesma até encontrar a identidade. Essa é a nogao de ordem de uma

permutacao.



56

Definicao 2.3.6 Definimos como ordem de uma permutag¢ao p € S,, o menor inteiro

positivo k tal que p* = e,, em que e, € a permutacdo identidade de S,. Escrevemos

ord(p) = k.

Exemplo 2.3.7 Levando em conta as permutacoes da resolucao do problema te-

mos:

W
\]
oo

1
e A ordem da permutacao ( 5

[\]
S
-3
[0'e)
v
[N
w

1
e A ordem da permutacao ( )

[\
(0]
D
N |
(G280 e}
N~
[N
ot

1
e A ordem da permutacgao ( 5

[\
(=}
INGEEN
ot 0o
N——
N
—_
[

Observagao 2.3.8 A ordem de um ciclo € igual ao seu comprimento. A ordem de uma
permutacao decomposta em ciclos disjuntos € igual ao minimo maultiplo comum entre as

ordem dos ciclos.
Exercicio 2.3.3 Determine a ordem das permutacoes do exercicio|2.3.1].
Vejamos outro problema interessante.

Problema 2.3.9 Um embaralhamento perfeito de um baralho com wm nimero par de

cartas consiste no sequinte conjunto de passos
e Dividir o baralho em duas partes iguais (corte), as quais nomearemos partes I e II;

e Juntar ambas as partes de maneira que no topo fique a primeira carta da parte I,
embaizo dela fique a primeira carta da parte I, que, por sua vez, embaizo dela fique
a sequnda carta da parte I, que, por sua vez, embairo dela fique a sequnda carta

parte II, assim por diante.

Marcelo, um viciado em jogos de azar e dono de excelente memoria estava jogando
cartas com seus amigos. No seu momento de embaralhar, ele havia visto e memorizado
a ordem das cartas do baralho. Para que pudesse utilizar a memorizacao das cartas,
ele deveria fazer sucessivos embaralhamentos perfeitos até o momento que as cartas se
encontrem na posicao inicial, que ele memorizou. Quantos embaralhamentos perfeitos

deverdo ser realizados para que isso ocorra?

Solucgao:
Por questoes de espaco, utilizaremos uma tabela para representar as trocas de
posigoes, relacionando a posicao de uma carta antes e depois de um embaralhamento

perfeito. Dividiremos a tabela em 4 partes de maneira a aproveitar melhor o espaco.
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Tabela 7 - Tabela do Emabaralhamento Perfeito

Antes | Depois || Antes | Depois || Antes | Depois || Antes | Depois
1 1 14 33 27 14 40 46
2 27 15 8 28 40 41 21
3 2 16 34 29 15 42 47
4 28 17 9 30 41 43 22
5 3 18 35 31 16 44 48
6 29 19 10 32 42 45 23
7 4 20 36 33 17 46 49
8 30 21 11 34 43 47 24
9 5 22 37 35 18 48 50
10 31 23 12 36 44 49 25
11 6 24 38 37 19 50 51
12 32 25 13 38 45 51 26
13 7 26 39 39 20 52 52

Fonte: O autor, 2021.

Escreveremos, utilizando a notacao de ciclos, a permutacao que corresponde ao
embaralhamento perfeito.

Temos que a carta de nimero 1 permanece na posicao 1 e, como sabemos o dominio
que estamos trabalhando, S5, nao existe necessidade de explicitar o ciclo (1). O mesmo

ocorre para o ciclo (52). Observando a tabela, vejamos agora as outras cartas:

e A carta que antes estava na posicao 2, apés o embaralhamento perfeito, vai para a

posicao 27.
e A carta na posicao 27, apdés o embaralhamento perfeito, vai para a posicao 14.
e A carta na posicao 14, apds o embaralhamento perfeito, vai para a posicao 33.
e A carta na posicao 33, apds o embaralhamento perfeito, vai para a posicao 17.
e A carta na posicao 17, apdés o embaralhamento perfeito, vai para a posicao 9.
e A carta na posicao 9, apés o embaralhamento perfeito, vai para a posicao 5.
e A carta na posicao 5, apés o embaralhamento perfeito, vai para a posicao 3.

e A carta na posicao 3, apds o embaralhamento perfeito, vai para a posicao 2, assim

fechando um ciclo.

(2 27 14 33 17 9 5 3)

Com o mesmo processo, podemos descobrir os outros ciclos que compoem a per-

mutacao que corresponde ao embaralhamento perfeito
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(4 28 40 46 49 25 13 7))
(6 29 15 8 30 41 21 11)
(10 31 16 34 43 22 37 19)
(12 32 42 47 24 38 45 23)
(50 51 26 39 20 36 44 48)
(18 35)

Temos que a permutacao que representa o embaralhamento perfeito é composta de
seis ciclos de comprimento 8 e um ciclo de comprimento 2. A ordem da permutacao sera
8, pois mme(8,2) = 8. Assim, apds oito embaralhamentos perfeitos as cartas retornam

para sua posicao inicial.

2.4 Sinal de uma permutagao

Comecemos trabalhando o seguinte problema:

Problema 2.4.1 (Problema das Lampadas) Sobre uma mesa encontram-se trés lampadas

de maneira que apenas duas encontram-se acesas, como na figura abairo:

Figura 27 - Estado inicial das lampadas

Fonte: O autor, 2021.

Por algum mecanismo, que se desconhece, so consequimos alterar o estado de uma lampada
se, simultaneamente, também trocarmos o estado de outra. Assim, por exemplo, a partir
do estado inicial, so podemos apagar a lampada do meio se também apagarmos a lampada

da direita, ou se acendermos a lampada da esquerda.
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Figura 28 - Configuracao possivel para as lampadas

Pee

Fonte: O autor, 2021.

Mas nao conseqguimos passar, diretamente, do estado inicial para o descrito abairo

Figura 29 - Configuracao impossivel para as lampadas

el

Fonte: O autor, 2021.

E possivel deixar todas as lampadas acesas ao mesmo tempo?

Solugao: Sendo possivel, devemos mostrar um caminho para atingir o objetivo.
Caso contrario, devemos argumentar o motivo da impossibilidade. Apds algumas tentati-
vas sem sucesso, somos levados a desconfiar que nao é possivel deixar todas as lampadas
acesas simultaneamente. Sendo assim, devemos ter uma estratégia ou algum instrumento
que nos permita concluir que é impossivel. Experimentemos contar a quantidade de
lampadas em cada estado. Podemos observar que, apés algumas mudancas de estado das
lampadas, temos duas possibilidades quanto a paridade das quantidades de lampadas em
cada estado: ou temos duas lampadas acesas e uma apagada ou trés lampadas apagadas.
Mas sera que realmente sé teremos esses dois estados? O que explica isso é a condicao
do problema de s6 podermos mudar o estado de uma lampada tendo de alterar também o
estado de outra. Suponha que estejamos diante do estado inicial com duas lampadas ace-
sas e uma apagada. Ao mudar o estado temos duas possibilidades, desligar uma lampada
acesa e ligar uma apagada ou desligar as duas acesas. Temos que no final teremos duas
acesas e uma apagada ou trés apagadas. Avaliemos o que ocorre quando temos o cenario
com trés lampadas apagadas. Nesse caso, s6 podemos acender duas lampadas, restando

uma apagada ao trocar os estados. Concluimos que sempre teremos um numero par
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de lampadas acesas e um niumero impar de lampadas apagadas. Assim, podemos apenas
transitar entre esses dois estados, explicando a impossibilidade de obtermos trés lampadas
acesas.

Outra solugao seria tentar atribuir sinais, negativo ou positivo, a cada um dos
estados das lampadas. Por exemplo, a lampada acesa atribuimos o sinal positivo (+1)
e a lampada apagada atribuimos o sinal (-1). E atribuimos um sinal ao estado que se
encontra todo o conjunto das lampadas, que é feito multiplicando o sinal de todas elas.

Teremos que o sinal do estado inicial é
(+1) x (=1) x (+1) = =1

Observe que trocar o estado de uma lampada significa multiplicar o seu sinal por (—1).
Como, pela regra do problema, devemos sempre alterar o estado de duas lampadas ao
mesmo tempo, cada mudanca no estado geral do conjunto de lampadas significa mul-
tiplicar o seu sinal por (—1) duas vezes. Como, temos que (—1) x (—=1) = +1, néo
alteramos o sinal do conjunto de lampadas a cada movimento. Isso significa que s6 pode-
mos atingir estados com o sinal negativo. O sinal do conjunto das trés lampadas acesas é
(+1) x (+1) x (+1) = +1. Assim, nao é possivel, a partir do estado inicial, deixar as trés
lampadas acesas.
[
Inspirado no problema que acabamos de resolver acima, propomos abaixo um

exercicio ao leitor.

Exercicio 2.4.1 Sobre uma mesa encontram-se 5 moedas viradas com a face “cara” para

cima.

Figura 30 - Configuracao inicial das moedas

Fonte: O autor, 2021.

E possivel deizar todas as moedas com a face “coroa” virada para cima, tendo a

condicao de que s6 podemos virar 3 moedas simultaneamente?

Os dois tltimos problemas foram elaborados tomando como inspiragao o trabalho
de (JUNIOR|, 2014).
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Da mesma maneira que atribuimos um sinal ao conjunto de moedas e ao conjunto
de lampadas, também podemos atribuir um sinal as permutacoes do grupo S,. Para

entender a ideia, comecemos com e4, o elemento neutro de Sy.

1 2 3 4
1 2 3 4

Como foi natural atribuir um sinal positivo (+1) ao conjunto de lampadas, no
momento em que todas as lampadas estao acesas, e ao conjunto de moedas, no momento
em que todas estdao com a face “cara”virada pra cima (no caso, porque o problema as
apresenta assim inicialmente). Convém, também, atribuir o sinal positivo ao elemento
neutro de Sy.

Observe que da maneira que procedemos, caso mudassemos o estado de uma tnica
moeda ou uma Uunica lampada, o sinal do conjunto iria se alterar. Por exemplo, o sinal
da Figura [28] é negativo, pois (—1) x (—1) x (—=1) = —1, enquanto que o sinal da Figura
é positivo, pois (—1) x (=1) x (+1) = +1. A tnica mudanga da Figura [28| para a
Figura [29| foi o estado da lampada da direita que estava apagada e foi acesa. De maneira
parecida, estabelecemos que uma troca de posicao entre os elementos de uma mesma linha
na permutacao, altera o seu sinal. Como ja foi comentado, as mudancas de posicao serao
restritas aos elementos da segunda linha.

Por essa logica, a permutacao

1 2 3 4
1 4 3 2

sera atribuido o sinal negativo, uma vez que trocamos o 2 e o 4 de posi¢ao, tomando como
referéncia inicial a permutacao ey.

Ficando definido que o sinal da permutacao a partir da quantidade de vezes que
trocamos de lugar os elementos da segunda linha de uma permutacao, tendo como re-
feréncia o elemento neutro, podemos determinar o sinal de qualquer permutacao fazendo
o caminho inverso, ou seja, rearrumando os elementos da segunda linha a fim de obter o

elemento neutro. Vejamos a permutacao abaixo:

1 2 3 4
241 3

Comecemos colocando o nimero 1 na primeira posicao da segunda linha. De maneira
bem simples, podemos troca-lo de lugar com o nimero 2. Desta maneira, o nimero 2

ficara embaixo do 3 e o ntmero 1 embaixo do 1:

1 2 3 4
1 4 2 3
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Para colocar o niimero 2 na segunda posicao da segunda linha podemos troca-lo de lugar

com o numero 4. Desta maneira, o ntimero 4 ficard embaixo do trés e o niimero 2 embaixo

do 2:

1 2 3 4
1 2 4 3

Por fim, basta trocar o 3 e o 4 de lugar para obter o elemento neutro. Desta maneira,
temos que o nimero de vezes que a permutacao mudou de sinal foi 3, isso nos diz que o
sinal deste elemento é negativo.

Vejamos um outro exemplo de cdlculo do sinal de uma permutacao.

123 456
4 5 3 6 21

Repetiremos o processo feito acima:
Trocaremos o 1 e 0 4 na segunda linha, de maneira que o 1 ficard embaixo de 1 e

0 4 embaixo do 6.
1 2 3 456
153 6 2 4
Trocaremos o 2 e 0 5 na segunda linha, de maneira que o 2 ficard embaixo de 2 e

o b embaixo do 5.
1 2 3 456
1 2 3 6 5 4
Trocaremos o 4 e 0 6 na segunda linha, de maneira que o 4 ficard embaixo de 4 e

o 6 embaixo do 6.
12 3 456
1 23 456
Assim, como fizemos 3 trocas de numeros na segunda linha, temos que a per-
mutacao trocou de sinal 3 vezes. Concluimos que seu sinal é negativo.
Dizemos que uma permutacao com sinal negativo é uma permutagao impar e uma

permutacao com sinal positivo é uma permutacao par.

Deixaremos ao leitor um exercicio sobre o calculo do sinal da permutacao

Exercicio 2.4.2 Calcule o sinal das permutagoes abaizo:

1 2 3
o :
1 3 2
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1 2 3 )

[ ] N
2 3451
1234567

[ ] N
6 54 71 2 3

Exemplo 2.4.2 Considerando todos os elementos de Ss, temos que as permutacoes pares

$a0
123\ (123) (123
123/ \312) \231
e as permutacoes impares $ao
123\ (123) (123
132)\321/) \213

Agora que sabemos o que ¢é a paridade de uma permutacao, vejamos uma maneira
pratica de determina-la. Para isto, usaremos o fato de que podemos decompor uma

permutacao em ciclos disjuntos. Considere em primeiro lugar, o ciclo abaixo:

(123456

=(13 426 5)
36 4215

Trocamos o nimero na primeira posi¢ao do ciclo pelo nimero da segunda posicao.

e Trocamos o numero 1 pelo nimero 3 na segunda linha

1 23 456
1 6 42 35

>:(34265)

Ao trocar a posicao do elemento na primeira posicao com o da segunda, reduzimos o

tamanho do ciclo. Repetimos o processo até chegarmos na posicao identidade. Assim,

e Trocamos o nimero 3 pelo nimero 4 na segunda linha

(123456

—(4 26 5)
163245

e Trocamos o nimero 4 pelo nimero 2 na segunda linha

123456
=(2 6 5)
163425

e Trocamos o nimero 2 pelo nimero 6 na segunda linha
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123456
=(6 5)
123465

e Trocamos o nimero 6 pelo nimero 5 na segunda linha

( 123456 )
=(5)=¢s

1 23 456

Como realizamos cinco trocas, concluimos que o 6-ciclo em questao é uma per-
mutacao impar. Observe que qualquer 6-ciclo serd uma permutacao impar, pois este
processo pode ser repetido para todo 6-ciclo, independente dos elementos que o formem.
Abstraindo o processo, observamos que para um 7-ciclo qualquer ser transformado em
um ciclo de tamanho 1, a identidade, deve-se repetir o processo de trocar » — 1 vezes.
Sabemos que se r é par, r—1 é impar e se r é impar, r — 1 é par. Desta forma todo r-ciclo,
com r par, ¢ uma permutacao impar e todo r-ciclo, com r impar, é uma permutacao par.

Em outras palavras, temos o seguinte teorema

Teorema 2.4.3 Seja p um r-ciclo, o sinal da permutacao p, representado por sgn(p) €

dado pela formula
sgn(p) = (=1)"~"

Vejamos agora o sinal de uma permutacao e a relacao da sua decomposicao com

ciclos disjuntos.

12345678
34782615

>:(1 3 7)o(2 4 8 5)

Deixamos ao leitor a tarefa de determinar o sinal da permutacao acima pelo método
de verificar quantas trocas foram feitas. Ao fazer isso, temos que a permutacao tem sinal
negativo, ou seja, ¢ uma permutagao impar.

Esta permutacao pode ser decomposta como um 3-ciclo e um 4-ciclo, ou seja,
uma permutacao par, em que foram realizadas duas trocas de posicoes na segunda linha
para atingir a identidade, e uma permutacao impar, em que foram realizadas 3 trocas
para atingir a identidade. Como os elementos movidos por uma permutagado nao sao
movidos pela outra, temos que uma maneira de, a partir da permutagao original, atingir
a identidade é realizando as duas trocas de posicoes relativas ao 3-ciclos e mais tres
trocas de posicoes relativas ao 4-ciclo, totalizando cinco trocas de posi¢coes. Vemos que a
permutacao é uma permutacao impar, ou seja, possui sinal negativo.

Em geral, quando decompomos uma permutacao em ciclos disjuntos, temos uma
ferramenta para determinar a sua paridade/sinal. J& sabemos como determinar o sinal de

um ciclo, por sua vez é facil ver que, como os ciclos sao disjuntos, que dados os elementos
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de um ciclo particular, as tinicas trocas que serao feitas na permutacao, em relacao a esses
elementos, serao as trocas feitas dentro do ciclo. Isto porque, lembrando mais uma vez,
dado um conjunto de ciclos disjuntos, um nimero serd movido por no maximo um deles.
Podemos concluir, o total de trocas de niimeros na segunda linha de uma permutacgao é
a soma das trocas de niimeros na segunda linha realizada em cada um dos ciclos da sua
decomposi¢ao em ciclos disjuntos. Como a adi¢ao é uma operacao que pode ser dita bem
definida para as paridades das parcelas, temos que a paridade de uma permutacao sera a
paridade da soma dos ciclos de sua decomposicao em ciclos disjuntos e, consequentemente,

a soma das paridades dos ciclos de sua decomposicao em ciclos disjuntos.

Observacao 2.4.4 Lembre-se que:
e PAR + PAR = PAR
e PAR + IMPAR = IMPAR

e IMPAR + [MPAR = PAR

Utilizando a definicao de sinais, podemos enunciar o seguinte teorema

Teorema 2.4.5 Seja uma permutacao m decomposta em ciclos disjuntos m = p10...0py,,

temos que
n
sgn(m) = [1i=y sgn(pi)
Deixamos ao leitor o seguinte exercicio:

Exercicio 2.4.3 Utilizando a decomposicdao em ciclos disjuntos, determine o sinal de

cada uma das permutacoes abaizo.

3456789 10
[
394125168 7
293456789
[
31297586 4
123456789101112)
[ ]

4 510 8 1 7 12 9 2 3 11 6

Os resultados vistos nessa secao podem ser encontrados, com uma demonstracao
matematica rigorosa, em (GARCIA; LEQUAIN| 2015).

Problema 2.4.6 (ITA-2002) O seguinte trecho de artigo de um jornal local relata uma

corrida beneficente de bicicletas: “Alguns sequndos apds a largada, Ralf tomou a lideranca,
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sequido de perto por David e Rubinho, nessa ordem. Dai em diante, eles nao mais deixa-
ram as primeiras trés posicoes e, em nenhum momento da corrida, estiveram lado a lado
mais do que dois competidores. A lideranca, no entanto, mudou de maos nove vezes entre
0s trés, enquanto que em mais oito ocasioes diferentes; aqueles que corriam na sequnda e
terceira posigoes trocaram de lugar entre si. Apds o término da corrida, Rubinho reclamou
para 0s nossos reporteres que David havia conduzido sua bicicleta de forma imprudente
pouco antes da bandeirada de chegada. Desse modo, logo atrds de David, Rubinho nao

pode ultrapassd-lo no final da corrida.” Determine a alternativa correta:

A) David ganhou a corrida.

B) Ralph ganhou a corrida.

C) Rubinho chegou em terceiro lugar.
D) Ralph chegou em sequndo lugar.

E) Nao € possivel determinar a ordem de chegada, porque o trecho nao apresenta uma

descricao matematicamente correta.

Solugao: Para facilitar, atribuiremos o nimero 1 ao Ralf, o nimero 2 ao David e o
nimero 3 ao Rubinho. Como as trés primeiras posicoes ficaram entre os trés, ao longo de
toda corrida, trabalharemos apenas com as trés primeiras posi¢oes. Em nossa resolucao
iremos trabalhar com permutacoes em que na linha de cima estao elencadas as posicoes e
na linha debaixo estao elencados os jogadores.

Assim, a permutacao que representa o estado da corrida apds a largada é

1 2 3
1 2 3

Ela nos diz que Ralf que é o niimero 1 estd em primeiro, David que é o nimero 2
estd em segundo e Rubinho que é o niimero 3 esta em terceiro.

Suponha que, por exemplo, apés algumas mudancas David ultrapasse Ralf e que,
em seguida, Rubinho o ultrapasse também. A permutacao que representaria a nova

disposicao da corrida seria

1 2 3
2 31

Como vimos, a cada troca de elementos em uma das linhas da permutacao temos
que ¢ alterado o seu sinal, ou paridade. Pelos dados do problema, houve a troca entre a
primeira posicao e a segunda nove vezes e entre a segunda e a terceira houve oito trocas.
Como o nosso problema trata-se de uma corrida, nao houve troca de posicao direta entre
o primeiro e o terceiro. Assim, houve 17 trocas de posigoes durante a corrida. Isso nos diz,
entao, que a permutacao que representa o resultado final da corrida é uma permutagao

impar. Como dito no exemplo [2.4.2] as permutacoes impares de trés objetos sao
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123\ (123) (123
132/ \321)\213

Como o texto do problema nos diz que Rubinho estava logo atras de David, temos
que na segunda linha da permutacao que representa o resultado final da corrida o niimero
3 deve estar exatamente atrds do nimero 2. Como nenhuma das permutacoes apresenta
esta caracteristica, temos que a resposta da questao é a letra E.

[

Vejamos um ultimo problema em que a determinagao da existéncia ou nao de uma
solugao pode ser feita utilizando o conceito de sinal /paridade da permutagao. Para maior

aprofundamento sobre o problema abaixo, pode-se consultar (ZAGO)| 2017).

Problema 2.4.7 (Jogo dos 15) O jogo dos 15 é um jogo que consiste em uma grade
quadrada 4 x 4, em que os niumeros de 1 até 15 sao distribuidos aleatoriamente nos 16
quadrados menores, devendo um desses quadradados, necessariamente, ficar vazio apos a

distribuicao. Vejamos um exemplo de distribuicao

Figura 31 - Jogos dos 15

|
711011219
15 8 |1
1116 |14] 4

Fonte: O autor, 2021.

| .
(]
[ 4

(]

O principio do jogo consiste em mover para o quadrado vazio um dos numeros que es-
tejam imediatamente a sua direita, esquerda, abairo ou acima. Assim, na configuracdao
apresentada acima, podemos mover para o espago vazio 0s numeros 8, 15, 6 ou 10.

O objetivo é a partir de dada configuragao chegar a configuragao abaizo:
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Figura 32 - Jogo dos 15

1]12]3]4
516718
9 10|11 |12
1314 ] 15

Fonte: O autor, 2021.

Com base nisso, € possivel resolver o jogo apresentado acima?

Solugao: Para resolver o problema, devemos comecar associando o jogo a uma
permutacao. Faremos isso ordenando os quadrados em ordem crescente da esquerda para
a direita nas linhas 1 e 3 e da direita para esquerda nas linhas 2 e 4, de cima para baixo.

Assim, teremos as seguintes posicoes correspondente a cada um dos quadrados do jogo

Figura 33 - Configuracao do
jogo

121314

S| T7T|16/|5

1514|1312

Fonte: O autor, 2021.

A ordenagao dos quadrados da configuragao objetivo se encontra na figura [34]

Assim, a permutacao que corresponde ao jogo é

12345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1235912 10 7 15 8 13 4 14 6 11

Enquanto que a permutacao que corresponde a configuracao solugao é

123456 789 10 11 12 13 14 15
1234876 59 10 11 12 15 14 13
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Figura 34 - Configuracao

objetivo

12|34
S| 71615
9110 11|12
15714113

Fonte: O autor, 2021.

Aqui, em semelhanga ao problema[2.4.1], devemos avaliar o cardter dos movimentos
em relacao a paridade da permutacao. No caso do problema em questao cabe distinguir
dois tipos de movimentos: os verticais e os horizontais.

Comecemos trabalhando com um movimento vertical. Neste caso, trabalharemos

de cima para baixo.

Figura 35 - Movimento Vertical

11213
7 1219
5710 8 | It
116 |14] 4

[y 4

e

Fonte: O autor, 2021.

A permutacao desta nova configuracao sera

12345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1235912 7 15 10 8 13 4 14 6 11

Observe que apesar da mudanca nas configuragoes dos nimeros, nao houve mu-
danca de sinal das permutacoes. Isso se da pelo fato de uma mudanca vertical, tanto
para cima quanto para baixo, ird afetar um ntmero par de quadrados e por consequéncia
apenas um numero impar de numeragoes de posicoes, dado o fato que um dos quadrados
estara vazio. Assim, de uma permutacao para outra mudamos de posicao uma quan-
tidade fmpar de ntimeros. Em termos de operacao entre permutagoes isto quer dizer

que compomos a permutagao da configuracao inicial com um ciclo de tamanho fmpar e
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obtivemos a permutacao da nova configuracao. Sabemos que todo ciclo impar é uma per-
mutacao par. Podemos concluir que a permutacao da configuragao inicial e a permutacao
da configuracao obtida apds o movimento tem a mesma paridade.

No caso do movimento horizontal é facil ver que ele nao altera a permutacao.
Assim, concluimos que um movimento do jogo nao altera a paridade da permutacao que
representa a configuragao inicial. Desta maneira, é condicao necessaria para que um jogo
tenha solucao que a paridade da permutacao que representa as configuracoes inicial e final
sejam iguais.

A configuragao objetivo pode ser decomposta em ciclos da seguinte maneira:
(5 8)o(6 7)o (13 15)

Como é formada por trés transposicoes, a configuracao objetivo é representada por
uma permutagao impar. Concluimos que é condi¢ao necessaria para que o jogo tenha
solucao que a permutacao que representa a sua configuracao seja impar. Vejamos a

decomposicao em ciclos da permutagao que representa o jogo
(4 5 9 15 11 13 14 6 12)o (7 10 8)

Como ¢é formada por um ciclo de tamanho 9 e outro de tamanho 3, ela é uma
composicao de duas permutagoes pares e, portanto, uma permutacao par. Assim, a pa-
ridade da permutacao que representa a configuracao final é diferente da que representa a

configuragao inicial. Concluimos que o jogo em questao nao tem solugao.
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3 GRAFOS E PERMUTACOES

3.1 Automorfismos

Comecemos observando que ao longo do Capitulo 1 usamos o fato de que em muitos
casos temos situacoes diferentes que podem ser representadas pelo mesmo grafo, bem como
muitos problemas podem ser resolvidos de maneira mais célere se observamos que grafos
podem ser representados de formas diferentes, mas exibirem a mesma relacao intrinseca
entre os seus conjuntos de vértices, uma vez que estabelecemos uma correspondéncia
entre eles. O conceito abordado foi o de isomorfismo, isto é, uma relagao biunivoca entre
os conjuntos de vértices de maneira a preservar as adjacéncias. Apesar de nao ter sido
expresso, passamos por este assunto indiretamente no problema ao falarmos das
trocas de posicao. Antes cabe observar que o esquema de trocar pode ser representado

através de um grafo.

Figura 36 - Grafo das Bailarinas

0

) _

Fonte: O autor, 2021.

Na resolugao do problema observamos que podemos dividir os vértices em dois
grupos que irao interagir entre si separadamente com relacao ao movimento: {1,2,3} e

{4,5,6,7,8}. Tomemos, também, a permutacao que descreve o movimento.

123456738
31 286 7 45

Observemos o que acontece com o conjunto de vértices quando realizamos uma vez
0 movimento:

Observe que, estruturalmente, ambos os grafos tem a mesma forma, ou utilizando
o termo técnico, sao isomorfos (com a correspondéncia sendo feita pela permutagao an-
teriormente exibida). Além disso, existe um componente adicional, ambos os grafos sdo
isomorfos e possuem o mesmo conjunto de vértices. Estamos diante de um isomorfismo
de um grafo nele mesmo. O objeto matematico em questao ¢ de importancia central na

teoria algébrica de grafos e o definimos a seguir:
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Figura 37 - Grafo das Bailarias apés o movimento

g 5 ,/"T\.l
N2 ' r/
/A A } \ N
/N (5 k= {8)
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I\ﬁ/ J I\l/ l '\__L/'l \9/

Fonte: O autor, 2021.

Definigcao 3.1.1 Um isomorfismo de um grafo G nele mesmo é chamado de automor-

fismo de G. Denotamos o conjunto de automorfismos de G por Aut(QG).
Dado um grafo G, com |V| = n, é facil ver que temos e, € Aut(G).

Exemplo 3.1.2 Observemos que a permutacdo

2
123456 78 (123456738
312867495 23157486
também € um automorfismo do grafo G que representa a movimentacao das bailarinas.

FE de fdacil observagao que se uma permutacao € um automorfismo de G, todas as suas

poténcias também serao. Mais a frente, argumentaremos este fato de maneira mais geral.

Podemos nos perguntar se toda permutagao de Sg é um automorfismo de nosso
grafo G que representa a movimentacao das bailarinas. Apresentamos abaixo uma per-

mutacao de Sy que nao é automorfismo de G.

123456738
( 53117 486 )

A permutagao acima nao é um automorfismo pois os vértices 1 e 2 sao vizinhos,
enquanto os vértices 5 e 3 nao sao. De fato, todas as permutacgoes de Sg serao automorfismo
de um grafo G se e somente se todos todos os vértices sao vizinhos uns dos outros ou
nenhum vértice possui vizinhos.

Sera que todos os automorfismos do grafo GG se resumem apenas as poténcias de
(1 3 2)o(4 85 6 7)?

Em primeiro lugar podemos observar que como temos dois conjuntos que nao
interagem entre si, podemos fixar os elementos de um deles e permutar os elementos

do outro. Desta maneira, teremos que (1 3 2 )e (4 8 5 6 7 ), bem como suas

poténcias, serao automorfismos de GG. Temos ainda o fato de que composicao de quaisquer
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poténcias dessas duas permutacoes, sera ainda um automorfismo de G, isto se da pelo
fato de poténcias de ciclos disjuntos permanecerem ciclos disjuntos.

Entretanto, apesar de termos encontrado tantos automorfismos de GG, ainda nao en-
contramos todos. Veja que a permutagao (5 6 ) o ( 7 8 ) ¢éum automorfismo do grafo
GG, pois também preserva as suas vizinhangas. Temos, entretanto que este elemento nao
pode ser descrito como uma composi¢ao de poténciasde (1 3 2)e(4 8 5 6 7 ),
pois qualquer composicao destas duas permutacoes tera ordem 3, 5 ou 15, enquanto a
permutacao em questao tem ordem 2.

Podemos determinar outros automorfismos do grafo, mas para isto, precisaremos
antes de alguns resultados.

Em primeiro lugar, considere os automorfismos do grafo G que representa as bai-

larinas

(1 32)0(46 87 5)e(5 6)o(7 8)
Operando-os

(1 32)o(46875)0((56)0(7 8))

Temos que o resultado sera
(1 3 2)0(46)o0(5 8)

Uma permutacao que também preserva as adjacéncias do grafo GG. Isso nos leva a
questionar se a composicao de duas permutacgoes que sao automorfismos de um grafo G
ainda serda um automorfismo do grafo GG. A resposta é sim e vejamos o motivo. Imagine
que tenhamos duas permutacoes f, g de vértices de um grafo GG, que sao automorfismos,
em que os vértices 1 e 4 sao adjacentes. Suponhamos que f, a esquerda, e g, a direita,

tenham as seguintes expressoes:

()b )

Como g é um automorfismo, temos que 2 e 3 sao adjacentes no grafo GG, bem como 5 e 7,
pois f também um automorfismo de GG. Assim, f o g é um automorfismo de G.

De maneira geral, dadas duas permutacoes que sao automorfismos de um grafo G,
a sua composicao também serd um automorfismo de G.

Olhando novamente para o automorfismo
(1 3 2)o(4 6 8 7 5),

consideremos o seu inverso (Verifique!)

(1 23)0(4 578 6)
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Observemos que esta permutacao inversa também é um automorfismo de G, pois preserva
a adjacéncia de seus vértices. Podemos nos questionar se a inversa de uma permutacao
que é um automorfismo de um grafo G ainda sera um automorfismo do grafo G. Para
verificar, imagine que tenhamos uma permutacao f que seja um automorfismo dos vértices

de um grafo G, em que os vértices 1 e 5 sao adjacentes. Suponha que f tenha a seguinte

expressao:
1 ... 5
6 ... 4

Como f é um automorfismo de G e os vértices 1 e 5 sao adjacentes em G, temos que os

vértices 4 e 6 também serao. A permutacao inversa de f terd a seguinte expressao

4 ... 6
5 ... 1

Como 4 e 6 sao adjacentes e por hipdtese 1 e 5 também sao, temos que a permutacao
preserva a adjacéncia desses dois vértices. Levando em conta que o mesmo argumento
poderia ser repetido para qualquer par de vértices em qualquer permutacao, concluimos
que a permutacao inversa de qualquer automorfismo de um grafo G também sera um
automorfismo de G.

Note que ja verificamos que a operagao composigao “o” é fechada em Aut(G) C S,

em que n = |V]. Além disso, temos que:

e Elemento neutro: ¢, € Aut(G)
e Elemento inverso: se f € Aut(G), entao f~! € Aut(G).

e Associatividade: se f,g,h € Aut(G), entdo fo(goh) = (f og)oh. Issose dd
pelo fato de Aut(G) ser um subconjunto de S,

Dai concluimos que (Aut(G), o) é um grupo. Vejamos um problema:

Problema 3.1.3 Durante a aula da Professora Laura, os alunos estavam falando musito.
Ela decidiuv mudar os alunos de lugar para que parassem de conversar. Apos algum tempo,
Joaozinho percebeu que a professora havia mudado os alunos de lugar de tal maneira
que 0s alunos que estavam proxrimos antes da mudanca continuaram proxrimos e, além
disso, os lugares que estavam vazios continuaram vazios. Com isto, a bagunc¢a continuou.
Pedrinho, um aluno curioso, comecgou a refletir de quantas maneiras a professora poderia
mudar os alunos de lugar, tendo em vista que alunos que estavissem prorimos antes da

mudanga continuassem proximos e lugares vazios continuem vazios.
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Figura 38 - Configuracao
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Fonte: O autor, 2021.
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Solucgao: podemos criar um grafo G que represente a situagao da sala antes da
mudancga. Os vértices do grafo serao os alunos e dois vértices serao vizinhos caso os alunos

sejam vizinhos imediatos na horizontal, vertical ou diagonal.

Figura 39 - Grafo da Sala de Aula

(—()
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Fonte: O autor, 2021.

Para resolver o problema, precisaremos antes de um resultado.

Teorema 3.1.4 Seja G um grafo, v um vértice de G e v' a imagem de v por um auto-
morfismo de G, temos que d(v) = d(v")

. o . . !/ /
Prova: Considere N(v) = {vy,..., v}, a vizinhanga de v em G. Sejam {v,, ..., v},
as imagens dos elementos do conjunto N (v) pelo automorfismo em questao. Como os au-
. A . / ’
tomorfismos preservam adjacéncias, sendo {v,v;} uma aresta de G, teremos que {v ,v,}

também deve ser um aresta de G. Temos entdo que {vj,...,v,} C N(v'). O mesmo



76

argumento, s6 que aplicado ao automorfismo inverso, nos da que {vll, e ,v;} D N().
Conclufmos que N (v') = {v},...,v.}. Daf temos que d(v) = k = d(v'). n
Em outras palavras, o teorema nos diz que um automorfismo de um grafo GG per-
muta seus vértices de mesmo grau. Comecemos entao pelos vértices de maior grau do
nosso grafo G da sala de aula: {1,2,3,4}.
Em primeiro lugar, devemos reparar que uma vez determinada a posicao dos ele-
mentos do conjunto {1, 2,3, 4}, a posigao de todos os outros estard determinada. Suponha

que os coloquemos na seguinte posi¢ao

Figura 40 - Vértices {1,2, 3,4}

.
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Fonte: O autor, 2021.

Temos que os vértices 11 e 12, como sao vizinhos de 1 e 2, devem ocupar os vértices
restantes do quadrado debaixo. Como o vértice 12 tem grau 3 e o vértice 11 tem grau 2

suas posicoes estao completamente determinadas.

Figura 41 - Introducao dos vértices 11 e 12
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Fonte: O autor, 2021.
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Temos que os vértices 7 e 8, como sao vizinhos de 3 e 4, devem ocupar os vértices restantes
do quadrado de cima. Como o vértice 8 tem grau 3 e o vértice 7 tem grau 2 suas posicoes

estao completamente determinadas.

Figura 42 - Introdugao dos vértices 7 e 8
67 |
) G
/ -/ C
il

Fonte: O autor, 2021.

O mesmo raciocinio pode ser aplicado para os pares de vértices {5,6} e {9, 10}, de maneira

a completar a permutacao.

Figura 43 - Permutacao Completa
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Fonte: O autor, 2021.

Assim, a permutacao que representa esse automorfismo é

12345 6 7 8 9 10 11 12
43219 10 11 12 5 6 7 8
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Podemos concluir que uma vez permutados os vértices do conjunto {1,2,3,4}, nosso
automorfismo estard completamente determinado. Porém, é interessante observar que
nao é qualquer permutacao dos elementos do conjunto que ird gerar um automorfismo.

Por exemplo, tomando

1 2 3 4
4 3 1 2
teremos a seguinte disposicao

Figura 44 - Permutagao (1423)

0
o
C——=O0

Fonte: O autor, 2021.

Observe que, tendo essa configuracao, deveriamos preencher o quadrado debaixo com os
vértices 11 e 12. Como 12 tem grau 3 e 11 tem grau 2 suas posigoes estao completamente

determinadas.

Figura 45 - Adicionando os vértices 11 e 12
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Fonte: O autor, 2021.
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Entretanto observe que na figura |39, o 11 é vizinho do 1 e agora, ele é vizinho do

2, deixando de preservar adjacéncias. Desta forma, a permutacao

1 2 3 4
4 3 1 2

nao gera um automorfismo do grafo G.
Outra maneira de perceber isso é que para poder “encaixar” os vértices 12 e 11 de

maneira a obtermos um automorfismo, teriamos de reverter a diagonal

Figura 46 - Revertendo diagonais
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w
O

(12—11)
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Fonte: O autor, 2021.

Porém, aumentariamos o grau do vértice 1, que agora passaria a ser 7. Assim, nao
podemos ter nenhuma permutagao dos elementos do conjunto {1,2, 3,4} que reverta uma
das diagonais. E f4cil ver que as unicas permutacoes desse conjunto que nao reverterao
as diagonais sao as rotagoes em um angulo de 90°.

Assim, teremos que os automorfismos de G sao

123456789101112)

123456 789 10 11 12
3456 7 8 9 10 11 12
241378 9 10 11 12 5 6

12345 6 7 8 9 10 11 12
43219 10 11 12 5 6 7 8

234 5 6 789 10 11 12
3142 11 12 5 6 7 8 9 10

As permutagoes encontradas acima sao a solu¢ao do problema.
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3.2 Grupo Diedral e Grafo Ciclo

Problema 3.2.1 Determine as simetrias de um poligono reqular convexo de n lados.

Solugao: Em primeiro lugar, simetrias sao transformacoes que preservam distancias
entre pontos. Pelo fato de preservar a distancia entre dois pontos, temos que dois pontos
cuja distancia é a maior possivel, devem vir a corresponder a dois pontos cuja distancia
também é a maior possivel. Levando em conta que a maior distancia em um poligono
regular ¢ a sua maior diagonal e, sendo, uma diagonal um segmento que conecta dois
vértices, concluimos que, quando restrita ao conjunto de vértices, uma simetria é uma
permutacao dos mesmos.

Tomando um ponto do poligono que nao seja um vértice, podemos liga-lo aos
outros vértices, de maneira a obter n distancias. Nao entraremos em detalhes, mas dada
a distancia de um ponto a outros trés pontos nao colineares, no plano, sua posicao esta
totalmente determinada. Assim, como a simetria preserva distancias, para resolver nosso
problema, podemos focar apenas nos vértices. Para um estudo sobre as simetrias no plano
euclidiano e sua relagdo com teoria de grupos consultar (LIMA, 2017)).

Por outro lado, podemos considerar um poligono de n lados como um grafo, em que
os vértices do grafo sao os vértices do poligono que serao ligados quando forem extremos

de um dos lados.

Figura 47 - Quadrado e seu grafo
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Fonte: O autor, 2021.

Um grafo, constituido de uma tnica componente, cujos vértices tém grau 2 é
chamado de grafo ciclo e representado por C,,, em que n = |V|.

Ao associar cada poligono com um grafo, nosso problema se transformou em de-
terminar o grupo de automorfismos de um grafo C,,, ou seja, determinar Aut(C,,).

Para facilitar, em um primeiro momento, determinaremos apenas Aut(C}), ou seja,
o grupo de automorfismos do grafo que representa um quadrado.

Para termos ideia, comecemos montando um automorfismo.

1 2 3 4

Fixemos as posigoes como apresentadas na Figura 48 Comecemos escolhendo a posi¢ao

que colocaremos o numero 1: como nao temos nenhuma restricao, podemos escolher
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Figura 48 - Grafo Cy
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Fonte: O autor, 2021.

o

qualquer uma delas no conjunto {1, 2,3,4}. Suponha que escolhamos a posi¢ao de niimero

3. Teremos a seguinte correspodéncia:

Figura 49 - Construindo um automorfismo de

Cy
"N A — —~
l\_-J_ /'—f\_z / L 1
' _ N ; :)_\. I _\I
l\_fl_/ 2/ ~ '\_1_/'

Fonte: O autor, 2021.

A partir dai, teremos que para escolher a posicao do 2 ja havera uma restricao. SO
poderemos escolher uma posicao em que ele seja vizinho do 1, pois estamos interessados
em preservar adjacéncias. Assim, devemos escolher entre a posicao 2 ou a posicao 4.

Suponha que escolhemos a posicao 4:

Figura 50 - Construindo um automorfismo de

Cy
N N ~ N
O—0 “—f
) D N N
A —3) (2 y—1)
'\”_L_./" N \&/ \_1/

Fonte: O autor, 2021.

Para a posicao do 3 devemos escolher uma das posigoes de maneira que ele seja vizinho

do 2, como a posigao 3 ja esta ocupada pelo 1, s6 podemos escolher a posigao 1.
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Figura 51 - Construindo um automorfismo de

Cy
l/I\, N s\ -
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Fonte: O autor, 2021.

Por fim, o 4 deve ficar na posicao 2.

Figura 52 - Construindo um automorfismo de Cjy

TN Ay o e '_ N
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Fonte: O autor, 2021.

Assim, teremos a seguinte permutacao

1 2 3 4
341 2

Ao escolher a posicao do 2, apds ter escolhido a posicao do 1, tivemos restricao e nao
tivemos liberdade de escolher a posicao de nenhum dos outros dois ntimeros. No nosso
caso escolhemos colocar o nimero 1 na posicao 3, mas qualquer outra posicao escolhida

terfamos uma restrigao semelhante:

e (Caso tivéssemos escolhido colocar o 1 na posicao 1, deveriamos escolher uma posi¢ao

vizinha do 1 para colocar o 2. Teriamos como opcoes as posicoes 2 e 4.

e (Caso tivéssemos escolhido colocar o 1 na posicao 2, deveriamos escolher uma posicao

vizinha do 2 para colocar o 2. Teriamos como opg¢oes as posicoes 1 e 3.

e (Caso tivéssemos escolhido colocar o 1 na posicao 4, deveriamos escolher uma posicao

vizinha do 4 para colocar o 2. Teriamos como op¢oes as posigoes 1 e 3.

Peguemos o primeiro caso para poder desmembrar:
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1 2 3 4 1 2 3 4
e
1 2 1 4

e Na primeira permutagao, para a posicao do 3 devemos escolher uma posicao vizinha
do 2. Devemos, entao, escolher a posicao 3, pois foi o tnica posicao vizinha do 2

que ainda nao foi escolhida.

e Na segunda permutacao, para a posicao do 3 devemos escolher uma posicao vizinha
do 4. Devemos, entao, escolher a posicao 3, pois foi o Unica posicao vizinha do 4

que ainda nao foi escolhida.

Uma vez escolhidos os correspondentes dos trés primeiros elementos, temos apenas

uma posicao para colocar o 4. Assim, teremos:

1 2 3 4 1 2 3 4
e
1 2 3 4 1 4 3 2

Podemos deduzir que no caso do Cy, a escolha das posicoes dos dois primeiros ele-
mentos, determina a permutacao por completo. Assim, teremos as seguintes combinacoes

para escolha das duas primeiras posicoes:
(1,2),(1,4),(2,1),(2,3),(3,2),(3,4),(4,1),(4,3)

Dessa maneira, a partir das combinagoes acima, temos as seguintes permutacoes:

(1234 (1234
Pr=ly 934271 43 2)
(1234 [1234)
PBP= g1 43) P 23 41)
_12 . .
=13 94

(1234 (1234
Pr=ly1923) " \4321)

Uma observacao é que, neste caso, temos duas simetrias chaves. Observe que p, é

a rotacao de angulo 90° em torno do centro do quadrado e no sentido horario.
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Figura 53 - Representacao da transformacgao py

N N e N
Kl_/ \2/ \4/' Kl/'

- ~,
4 \ Y Id 9

2/ '\'_3/' =/
Fonte: O autor, 2021.
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Enquanto p3 é a reflexao em relagao ao eixo vertical que passa pelos pontos médios

das arestas {1,2} e {3,4} do quadrado.

Figura 54 - Representacao da transformacao ps
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Fonte: O autor, 2021.

E interessante observar que todos os elementos podem ser constituidos a partir de
uma combinacgao desses dois ou de suas poténcias. Por exemplo, ao tomarmos ps, temos
que ele pode ser obtido através de uma reflexao em torno do eixo vertical e, apds isso,

uma rotacao de 90° no sentido horario.

Figura 55 - Representacao da transformagao ps
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Fonte: O autor, 2021.

Para os outros elementos, temos

pi =D pi=pr pi=n

P4 O P3 = Ps piops = ps Pt ops = po
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Caso geral: o exemplo anterior nos da uma dica para resolver o caso geral. Temos
que todas as permutacoes do grupo de automorfimos de C'y podiam ser escritas como uma
combinacao de uma rotagao, ou uma de suas poténcias, e uma reflexao. Tomando um
poligono de n vértices, e sua respectiva representacao C,, com seus vértices numerados

de 1 an.

Figura 56 - (), para os casos em que n é impar e par, respectivamente

1 1
D! PN
// x.k"x_
/__/ — -
n o~ O 2
| |
nq O 2 : :
|
! ’ | !
' @Y 0O
; T T
! x“‘“--x T n
: ! ny 9 7 2
Oo—0 2 + 2 ~O
n+3 n+1 n ]
2 2 5+ 1

Fonte: O autor, 2021.

Temos que o ciclo

r:<1 2 ... n—1 n)

Ve ~ ~ o ,
é a permutacao que representa uma rotacao de % em torno do centro do poligono e no

sentido anti-horédrio é um automorfismo de C,. Além disso, caso n seja impar

i=(2n)o(3 n-1)o. .o =)

olu, caso n seja par,

12(2 n>0<3 n—1>o...o(g g+2>

sao permutacoes que representam uma reflexao em relagao a reta vertical que passa pelo
vértice 1.

E facil ver que r* = [?> = e,. Além disso, combinando as n poténcias de r com
as 2 poténcias de [, conseguimos encontrar 2n automorfismos de C,. Para terminar o

problema, provaremos a seguinte afirmacao:

Afirmagao 3.2.2 Seja n > 2 um nidmero natural, temos que |Aut(C,,)| = 2n.
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Prova: Comegaremos preenchendo a permutagao de maneira que seja um automorfismo

de C,.

(1 293 ... n—-1 n>

Comecemos escolhendo a posicao do vértice de nimero 1. Como é a nossa primeira
escolha, nao temos nenhuma restricao. Suponha que tenhamos escolhido a posicao i para

colocar o vértice de numero 1.

(1 293 ... n—1 n>
;

Para escolher a posicao de vértice de niimero 2, estamos restritos a duas posigoes: 1 — 1 e
1 + 1. Isso porque desejamos preservar as adjacéncias. Suponha que tenhamos escolhido

1 — 1, teremos

1 2 3 ... n—1 n
7 1—1

Para escolher a posicao de vértice de niimero 3, estamos restritos a duas posicgoes: ¢ — 2 e

1. Entretanto, a posicao ¢ ja esta ocupada, nos obrigando a colocar o 3 na posigao i — 2.

1 2 3 ... n—1 n
1 1—1 1—2

Da mesma maneira, para escolher a posicao de vértice de niimero 4, estamos restritos a
duas posicoes: i — 3 e © — 1. Entretanto, a posicao ¢ — 1 ja esta ocupada, nos obrigando
a colocar o 4 na posi¢ao ¢ — 3. O mesmo ocorrerd com os nimeros seguintes, de maneira

que ao final teremos a seguinte permutacao

1 2 3 ... n—1 n
Tt 1—1 i—2 ... i+2 i+1
Suponha agora que tenhamos escolhido colocar o 2 na posicao i + 1. Teriamos a seguinte

permutacao

1 2 3 ... n—=1n
v 1+1

Para escolher a posicao de vértice de niimero 3, estamos restritos a duas posigoes: i + 2 e

1. Entretanto, a posicao ¢ ja estd ocupada, nos obrigando a colocar o 3 na posi¢ao i + 2.

1 2 3 ... n—1 n
T 1+1 1+2
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Da mesma maneira, para escolher a posicao de vértice de niimero 4, estamos restritos a
duas posicoes: 7 + 3 e i + 1. Entretanto, a posicao ¢ + 1 ja estda ocupada, nos obrigando
a colocar o 4 na posic¢ao ¢ + 3. O mesmo ocorrerd com os nimeros seguintes, de maneira

que ao final teremos a seguinte permutacao

1 2 3 ... n—1 n
v ot +1 i +2 .0 =2 -1

Desta maneira, vemos que temos n escolhas para a posicao do vértice de nimero 1 e, uma
vez feita a escolha da posicao do vértice de nimero 1, temos duas escolhas para a posi¢ao
do vértice de niimero 2. Uma vez escolhidas as posi¢oes dos vértices 1 e 2, o automorfismo
estard completamente determinado. Pelo principio multiplicativo podemos concluir que
|Aut(C,,)| = 2n.
[

Repare que ao colocarmos o 1 na posicao ¢ estamos realizando uma rotacao de um
angulo de % (i — 1) em torno do centro do poligono e no sentido anti-horario. Ao
escolher entre colocar o 2 na posicao ¢ — 1 ou ¢ + 1 estamos escolhendo entre realizar ou
nao a reflexao em relacao a reta vertical que passa pelo vértice na posicao 1.

O grupo de simetrias de um poligono de n lados é chamado de grupo diedral e
denotado por D,.

Para finalizar, voltemos ao problema de determinar o grupo de automorfismos do
grafo da figura Facilmente observamos que uma das componentes é um grafo ciclo de
tamanho 3. A segunda componente, apesar do desenho em forma de estrela, também é

um grafo ciclo, basta observarmos que todos os seus vértices tem grau 2.

Figura 57 - Duas representagoes de Cs
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Fonte: O autor, 2021.

Assim, sabemos que o grupo de automorfismos da componente com os vértices
{1,2,3} é D3 e da componente com os vértices {4,5,6,7,8} é Ds. Observe que qualquer

autorfismo de G ird permutar os vértices {1,2,3} e {4,5,6,7, 8} separadamente, pois nao
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existe uma aresta que ligue dois vértices desses dois conjuntos e, além disso, ao pegarmos
dois vértices e seus vizinhos no conjunto {1, 2,3} teremos 3 elementos, enquanto no con-
junto {4,5,6,7,8}, teremos 4 elementos. Assim, teremos que o grupo de automorfismo
do grafo G que representa o movimento das bailarinas é D3 x Ds.

E ficil ver que toda permutacao dos vértices de GG pode ser separada em duas
permutagoes diferentes: uma que permuta apenas os vértices do conjunto {1,2, 3} e outra
que permuta apenas os vértices do conjunto {4,5,6,7,8}. Tomemos como exemplo a

permutacao p

p=(132)o(5 6)o(7 8)

Ela pode ser repartida em
pr=(132)ep=(56)o(7 8)

Em que p; é um automorfismo da componente C5 e p, é um automorfismo da componente

Cs.
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CONCLUSAO

Durante o desenvolvimento do trabalho foram encontradas poucas referéncias sobre
o teoria de grupos com uma linguagem adequada ao ensino médio e nenhuma sobre teoria
algébrica de grafos que pudesse ser destinada a esse mesmo grupo. Com isso, este trabalho
mostra uma possibilidade de uma linguagem mais direta para a introducao deste assunto
na educagao basica.

Ao longo do texto buscamos discorrer sobre os temas e explicitar conceitos funda-
mentais de maneira acessivel ao publico da educacao basica. O trabalho oferece algumas
técnicas para a resolucao de determinados problemas, bem como mostra a interdiscipli-
naridade entre areas da matematica aparentemente distintas.

Além disso, por outro lado, durante o desenvolvimento deste trabalho, constatou-se
uma abundancia de materiais sobre teoria de grafos, com linguagem acessivel aos alunos
da educagao bésica. Com tamanha variedade de trabalhos, questiona-se o motivo de nao
termos o ensino do tépico nas escolas, mesmo que de maneira superficial. Com tantos
materiais somos levados a acreditar que seria possivel trabalhar este topico durante as
aulas de combinatoria no ensino médio.

Acreditamos que a conexao abordada neste trabalho motiva o aluno a se aprofundar
mais na compreensao da matematica e da-lhe a percepcao de que por tras de conceitos
basicos que ele aprende se encontram ideias extremamente interessantes que possibilitam
as resolucoes dos mais variados problemas e por diversos meios a medida que haja a

capacidade de combinar conceitos que aparentemente nao estao relacionados.
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