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RESUMO

ALVES, F. C. Cosmologias ndao singulares com vdcuo interagente. 2023. 48 f.
Dissertagao (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

Neste trabalho procuramos estudar uma possivel solu¢ao do problema da singulari-
dade cosmoldgica analisando a dindmica da cosmologia de FLRW onde uma componente
de vacuo interage com um fluido perfeito através de uma troca de energia. Analisamos
duas escolhas covariantes diferentes para a transferéncia de energia. No primeiro caso a
dindmica é integravel e a equacao de Friedmann obtida tem um potencial efetivo com
uma barreira que evita a formacao da singularidade através de um bounce. No segundo
caso, a energia de transferéncia é uma combinagao nao-linear do vacuo e da densidade de
energia do fluido. Nesse caso, as equacoes dinamicas podem ser parcialmente integradas,
levando a uma integral primeira, e reduzindo o nimero de graus de liberdade do sistema.
Para um dominio de valores dos parametros ¢ possivel encontrar solugoes nao singulares.
Em ambos os casos a estrutura do espago de fase permite érbitas nao singulares que re-
cuperam a dindmica do modelo ACDM em um regime de baixas energias — apds a ultima
superficie de espalhamento.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Vacuo Interagente. Cosmologia.



ABSTRACT

ALVES, F. C. Nonsingular cosmologies from an interacting vacuum. 2023. 48 f.
Dissertagao (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

In this work we try to study a possible solution to the cosmological singularity
problem by analyzing the dynamics of FLRW cosmology where a vacuum component
interacts with a perfect fluid through an energy exchange. We analyzed two different
covariant choices for energy transfer. In the first case the dynamics are integrable and the
obtained Friedmann’s equation has an effective potential with a barrier that prevents the
formation of the singularity through a bounce. In the second case, the transfer energy is
a non-linear combination of the vacuum and the energy density of the fluid. In this case,
the dynamic equations can be partially integrated, leading to a first integral, and reducing
the number of degrees of freedom of the system. For a domain of parameter values it is
possible to find non-singular solutions. In both cases the phase space structure allows
non-singular orbits that recover the dynamics of the ACDM model in a low energy regime
— after the last scattering surface.

Keywords: General Relactivity. Interacting Vacuum. Cosmology.
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INTRODUCAO

A chamada métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), nomeada
em homenagem a Alexander Friedmann (FRIEDMANN, 1922)(FRIEDMANN, 1924), Ge-
orges Lemaitre (LEMAITRE, 1931)(LEMAITRE, 1933), Howard Robertson (ROBERT-
SON;, 1935)(ROBERTSON;, 1936a)(ROBERTSON, 1936b) e Arthur Walker (WALKER,
1937), introduz um modelo de Universo homogéneo e isotrépico. Ao analisarmos a dini-
mica da cosmologia de Friedmann, devemos ser capazes de descrever o Universo na sua
forma mais primordial. Contudo, isso se torna um problema, visto que no comeco da
expansao encontramos uma métrica singular, cuja densidade é infinita. Esse é um dos
maiores desafios da Cosmologia, o chamado problema da singularidade cosmoldgica.

Uma parte dos estudos que tentam solucionar esse problema focam em encontrar
formas de evitar a formagao da singularidade cosmoldgica através de um bounce, como é o
caso do modelo cosmoldgico de Horava—Lifshitz (CZUCHRY, 2023), ou, aplicando a teoria
das cordas, buscam modificar as equacoes de Friedmann (MILLANO; JUSUFI; LEON,
2023). Outros trabalhos se preocupam em criar teorias alternativas da Relatividade Geral
que evitam a singularidade cosmoldgica inicial, como é o caso de (KHODADI; NOZARI,
2018).

O modelo cosmoldgico padrao é conhecido como ACDM. Duas de suas principais
caracteristicas sao dadas em seu nome: o modelo assume que o Universo possui uma com-
ponente de densidade de energia impulsionada pela constante cosmolégica A, e o Universo
é permeado pela chamada matéria escura fria (CDM). Essa componente de energia escura,
que da origem a uma forga gravitacional repulsiva, é um ingrediente-chave das teorias do
Universo em expansao acelerada, que indica que a componente de energia dominante no
Universo é a chamada energia escura. A energia escura proporciona o surgimento da
forca gravitacional repulsiva e faz com que o processo de expansao se torne cada vez mais
rapido. A constante cosmoldgica é o modelo mais simples de energia escura que poderia
conduzir a expansao acelerada do Universo. A transferéncia de energia-momentum en-
tre matéria e vacuo, cujo 4-vetor de transferéncia de energia-momentum é desconhecido,
define solugdes cosmoldgicas de um espaco-tempo com energia de vacuo espacialmente
homogénea. E possivel dar uma descricio consistente & dindmica do vacuo interagente e,
em particular, as equacoes relativisticas de movimento para perturbagoes heterogéneas,
dada uma prescri¢ao covariante da energia do vacuo (WANDS; DE-SANTIAGO; WANG,
2012). A interagdo com uma componente de vacuo traz resultados interessantes. (KAE-
ONIKHOM et al., 2022) e (KAEONIKHOM et al., 2020) mostram que a interacao entre
matéria escura fria e o vacuo pode ser uma alternativa para reduzir a tensao entre valores
locais do pardmetro de Hubble e os inferidos pela radiacao césmica de fundo em micro-

ondas (CMB). Além disso, modelos cosmolégicos com véacuo interagente também podem
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evitar a formacao da singularidade, como mostra (BRUNI; MAIER; WANDS, 2021).

O primeiro tema abordado no Capitulo 1 é uma introdugao ao formalismo tensorial,
introduzindo elementos importantes como o tensor de Riemann-Christoffel, o tensor de
curvatura de Ricci e o escalar de curvatura. Em seguida, discutimos os Principios de
Equivaléncia e Covariancia Geral, ponto de partida para a formulacao da RG. A partir
das identidades de Bianchi, definimos o tensor de Einstein e apresentamos as equacoes
de campo de Einstein, que descrevem como a matéria gera gravidade e como a gravidade
afeta a matéria. Fazendo um paralelo com a teoria gravitacional de Newton, chegamos
as equagoes de campo fraco da gravitagdo, fixando a constante de acoplamento 87G/ct.
A partir disso, apresentamos as equagoes de Friedmann com vacuo interagente. Usamos
como motivagdo os artigos (MAIER, 2020) e (BRUNI; MAIER; WANDS, 2021), onde
apresentamos um ansatz covariante, que representa a transferéncia de energia do vacuo
para a matéria. A partir dai, no contexto da cosmologia, faz-se necessaria a introdugao
de ferramentas para a andlise do que chamamos de sistemas dinamicos. O Capitulo 2
aborda a relacao entre a estabilidade do sistema e seus autovalores, bem como o esbogo
de seus retratos de fase. No Capitulo 3 estendemos o estudo feito nas segdes 1.5 e 1.6
para a Cosmologia e analisamos o modelo cosmolégico de FLRW, onde o vacuo interage
com um fluido perfeito. Para isso, consideramos dois sistemas dinamicos, dados no artigo
(BRUNI; MAIER; WANDS, 2021) e apresentamos as solugoes para cada caso, analisando
os diagramas dos retratos de fase. No tltimo capitulo, apresentamos nossas conclusoes e

perspectivas futuras.
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1 A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

A teoria da Relatividade Geral, formulada por Einstein, foi a primeira teoria da
gravidade puramente geométrica. Para um estudo aprofundado da Cosmologia, que visa
descrever a evolugao de nosso Universo, é necessario estudarmos a Teoria da Relatividade

Geral, que une a Relatividade Especial com Gravitacao.

1.1 Introducao tensorial

Tensores sdo objetos matematicos definidos pelas suas leis de transformacao de
um sistema de coordenadas para outro (DALARSSON; DALARSSON, 2005). Um tensor
de ordem N em um espaco M-dimensional possui N indices e MY componentes. Os
tensores sao generalizagbes de objetos matematicos ja conhecidos: escalares (tensores de
ordem zero); vetores (tensores de ordem 1); matrizes (tensores de ordem 2).

Consideremos uma transformacao geral de coordenadas x* — z/#. Chamamos de
componentes de um tensor contravariante um objeto A" que, sob uma transformacgao
de coordenadas, segue a seguinte lei de transformacao:

ox' oz’ 0x'

A/NV“-U — o Aaﬁ...’y. 1
Ox® Oxf ox? (1)

Chamamos de componentes de um tensor covariante um objeto A,, , que, sob uma

transformacao de coordenadas, segue a seguinte lei de transformacao:

, 0z® OxP ox”
A, o= B I Ox"’Aaﬁ"”'

(2)

Chamamos de componentes de um tensor misto um objeto A% 7 que, sob uma transfor-

macao de coordenadas, segue a seguinte lei de transformacao:

i ox'* oz’ Oz ox® ., 5
vl Qe T QB Qv T Qe

(3)

Quando derivamos um tensor, seu resultado nao necessariamente serda outro tensor. De
fato, consideremos as componentes de um vetor contravariante A*, cuja lei de transfor-
macao ¢é

ox'*

l/,l,_ v
A= DAY
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Derivando a equacdo acima com relacdo a z':

QA" Ox' QxP DAY N oz OxP )
oxrr Oz Ox™ dxr  OxvOxP Ox

O primeiro termo do lado direito é o que se esperaria se dA*/0x* fossem as componentes
de um tensor. O segundo termo do lado direito da equacdo acima faz com que JA™ /Oz™
nao se transforme como as componentes de um tensor. Neste ponto, podemos trazer a

discussao um importante objeto, conhecido como conexao afim, definido por:

M = 87‘%/\&
m T 9ge Qardxy’

que tem sua lei de transformacao dada por:

™ Oz 0a™ Oz, QaP 0x® OPa™ . 5)
Y Qg Qx0T Ox'Y Q' QxPOxC

Das equagdes (4) e (5) obtemos:

DA
ax/)\

4 g = 0 00 <8A”

 Ozv O \ Oz +FMA ) ’ (6)

que nos leva a definir a derivada covariante de componentes de um tensor contravariante:

OAH
[T 1A
ATy = o AT (7)
x
De maneira andloga, definimos a derivada covariante de componentes de um tensor cova-

riante:

0A, A
AN w = w — ]‘—‘;,LVA/\' (8)
Assim, de maneira geral, definimos a derivada covariante de componentes de um tensor

CcOomao:
A;‘f_-_-_-m = apAg‘f_-_j + rf;pA‘;f;;_- + ngA;“g_-_j +...— Ff;pAgﬁ_j — ngAgfj;;; — ., (9)

onde o novo tensor possui 1 ordem a mais, garantido através da conexao.

Em Relatividade Geral, tratamos do espago-tempo sobre um espaco topoldgico
que, localmente, se assemelha a um espaco euclidiano nas vizinhangas de cada ponto.
Chamamos esse espaco de variedade na qual podemos utilizar diversas ferramentas como,
por exemplo, definir fungoes, tomar suas derivadas ou parametrizar caminhos. Alguns

outros conceitos como o comprimento de um caminho nos remetem a no¢ao de métrica
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(CARROLL, 1997). De maneira geral, uma distancia infinitesimal - elemento de linha ou

intervalo invariante - entre dois pontos, pode ser escrita como:
ds® = —g,,dzdz”, (10)

onde o tensor métrico é definido como:

oc O¢P
() = 0 2 (). (1)

Na expressao acima, p,v variam de 0 & 3, com z° sendo a coordenada temporal e z¢,
1 = 1,2,3, as coordenadas espaciais. Esse tensor nos da a informacao de como calcular
distancias entre dois pontos baseado nas caracteristicas de um espago-tempo ou sistema
de coordenadas arbitrario. Neste trabalho, usamos a assinatura (—, +, +, +).

Sabemos que a derivada parcial da componente de um tensor nao necessariamente
resulta em uma componente de outro tensor. Dessa forma, se torna necessaria a introducao
do que chamamos de conexao afim, introduzida na Sec¢ao 2.1, que se relaciona com o tensor

métrico da seguinte forma:

1
D = 59" Oubvs + 0o = Do) - (12)

Seus elementos carregam informagoes sobre a geometria do espago-tempo e descrevem
como se caracteriza o transporte paralelo dos vetores ao longo de uma curva no espaco-
tempo (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975).

Podemos construir, através das derivadas primeira e segunda das componentes do

tensor métrico, as chamadas componentes do tensor de curvatura de Riemann-Christoffel,
A A A A A

R, =0, — o, + T, — T, (13)

ou ainda,

1[ 0%ga 9%y d?gx &g
R = — v w K s 14
An 2 | Oxkdzr  Ox*0x>  OxvOxt + oxvoz> |’ (14)

no referencial onde os I'’s sdo nulos.

Localmente, em uma regiao plana de uma variedade, podemos escolher um sistema
de coordenadas Cartesianas que reduza o elemento de linha (10) para Minkowski. Nesse
caso F;\w e suas derivadas sao zero e, consequentemente, R’\Wfi = 0 em qualquer ponto.
Do mesmo modo, se RAWH = 0 em todos os pontos de uma variedade, entao a variedade é
plana (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006). Devido a simetria de seus indices,

ao fazermos A = v na equagao (13) obtemos o chamado tensor de Ricci, adotado para
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descrever o campo gravitacional em um espago vazio (ADLER; BAZIN; SCHIFFER,
1975), dado por:

_ B B 1o o
Ry = 010, — 8,15, + T, I, — T2, T%,. (15)

A 1ltima forma contraida do tensor de curvatura de Riemann-Christoffel que serd apre-

sentada é o chamado escalar de curvatura,
R = ¢"" R, (16)

que atribui a cada ponto da variedade um tnico nimero real determinado pela geometria

do espago-tempo.

1.2 Os principios de equivaléncia e covariincia geral

O ponto de partida para diversas descobertas que, no fim, resultaram na formu-
lacdo da Teoria da Relatividade Geral, foi o Principio de Equivaléncia da Gravitacao e
Inércia, como denominado por Einstein. Uma das caracteristicas mais distintas do campo
gravitacional é que sua equacao de movimento é totalmente independente das proprieda-
des inerentes de uma particula teste, como massa ou carga.

Consideremos dois objetos A e B compostos de materiais diferentes. Quando sao
abandonados em um campo gravitacional com aceleracao g eles obedecerao as equagoes

de movimento:

N e - 5 (Mg o
ra=\(—) 9, "™ B=\—") G-
mr/ a mr/p

Em suas observacoes, Galileo afirma que todos os corpos caem com a mesma aceleracao,

isto é, iy = 7', que nos leva a seguinte igualdade:

mr/a mr/ B
A razao de massa, tendo sido considerada universal para todas as substancias, pode entao

ser definida, por escolha apropriada de unidades, igual a unidade. Desta forma, podemos

simplesmente dizer que
mr=mg.

A equacado acima, restrita a Mecanica, é tida como a "versao fraca" do Principio de Equi-

valéncia e nos indica que a equacgao de movimento de uma particula em um campo gravi-
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tacional newtoniano nao depende de sua massa ou constituigao.

Einstein, em 1907, enuncia aquilo que denominou ser seu "mais feliz pensamento:
'"Como todos os corpos aceleram da mesma maneira, um observador em um laborato-
rio em queda livre nao serd capaz de detectar localmente qualquer efeito gravitacional
neste referencial". Esta hipotese, parte do grande legado de Galileo Galilei, foi de elevada
significancia para que Einstein formulasse o Principio de Equivaléncia: a Fisica de um
referencial em queda livre em um campo gravitacional é equivalente, localmente, & de um
referencial inercial sem gravidade. De maneira correspondente, a Fisica em um referencial
sem aceleragao com gravidade g, localmente, ¢ a mesma de um referencial sem gravidade
mas que acelera com @ = —g. A partir disso também obtemos a definicao fisica de um

referencial inercial. Sejam os seguintes procedimentos gerais:

1. Consideremos um observador A dentro de uma nave espacial em queda livre
em um campo gravitacional. De acordo com o Principio de Equivaléncia, nao ha efeito

gravitacional local neste referencial, entao a Relatividade Especial se aplica localmente.

2. Consideremos a mesma situagao, agora do ponto de vista de um observador
B, em repouso em relagdo a A, do lado de fora da nave. Ha a presenga de um campo
gravitacional, medido por B, e o observador A, em queda livre em relacao a B, é visto

acelerando nesse campo, ou seja, B é um referencial inercial.

A "versao forte" do Principio de Equivaléncia afirma que em um laboratério em
queda livre (sem rotagdo), ocupando uma pequena regiao do espago-tempo, as leis da
Fisica sao as da Relatividade Especial.

Uma realizagao matematica importante do Principio de Equivaléncia é a de que as
equacoes da Relatividade Geral devem ser covariantes com respeito a uma transformacao
de coordenadas geral, ou seja, as leis da Fisica devem ser as mesmas, independentemente

do observador. Assim, o chamado Principio da Covaridncia Geral, é dividido em duas

partes (D’INVERNO, 1998):

1. Equagoes de campo devem ser invariantes sob uma transformacao de coordena-

das geral, deixando a separacgdo infinitesimal do espago-tempo (ds?) invariante.

2. Equacoes fisicas devem poder ser reduzidas a sua forma correta da Relatividade

Especial em referenciais inerciais locais.

Isso fornece um caminho bem definido para, a partir das equacoes da Relativi-
dade Especial, validas nos referenciais locais sem gravidade, chegarmos as equacgoes da

Relatividade Geral, validas em todos os sistemas de coordenadas de um espago-tempo
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curvo. O formalismo tensorial em espago-tempo curvo difere do espago-tempo plano em
suas derivadas, ou seja, para passarmos de uma equacao da Relatividade Especial para
a sua correspondente na Relatividade Geral, basta substituirmos as derivadas ordinarias

(0) por derivadas covariantes (D):
0—D=0+T,

onde os simbolos I', que serao vistos mais adiante, sao construidos com derivadas do tensor

métrico.
1.3 As equagoes de campo de Einstein
Seja um dado ponto x de um sistema de coordenadas em que os elementos F/’\W

sejam nulos em x, mas suas derivadas nao. A derivada covariante do tensor de curvatura

de Riemann-Christoffel (14),

(17)

R . 1 8 ( 829/\1/ 829;w 829An 829;“{ )
ApVEN = ’

20z \ Ozrdzr  Oxrdx  Oxrdr | OxvOr

nos permite encontrar uma identidade diferencial notavel através da permutagao dos in-

dices v, k e n, chamadas de identidades de Bianchi:
R)\MV'W? + Rkum/;ﬁ + Rkunn;v =0. (18)
Contraindo A com v, onde as derivadas covariantes de ¢’ se anulam, encontramos,

Rywin = Ryn + R,

(unz

=0, (19)
o qual podemos contrair novamente para obter

Y 1
Ry~ Ry, — Ry, = (Ry = S04R) =0, (20)

i

e assim chegarmos a forma final

(R“” — 1gWR) = 0. (21)
2 "

A equagao (21) leva o nome de identidades de Bianchi. A expressao entre parénteses

pode ser denotada como G*”:

1
G;w = R;uz - §guuR> (22)
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chamado tensor de Einstein.

Na Relatividade Especial temos a geometria de um espaco-tempo plano onde as
componentes do tensor métrico, em coordenadas cartesianas, sao dadas por g,, = 1, =
diag(—1,1,1,1). A Relatividade Geral, como uma teoria geométrica da gravidade, postula
que matéria e energia causam uma deformacao do espago-tempo (g, 7 7,.,) € fenémenos
gravitacionais, como apresentados a seguir, sao efeitos de um espago-tempo curvo em um
objeto.

O Principio de Equivaléncia sugere que os relégios funcionam de maneira diferente
para valores do potencial gravitacional ¢(Z) diferentes. Este fendmeno é chamado de di-
latacao temporal gravitacional. Podemos comparar os intervalos de tempo d7(Z) medidos
por relégios localizados em diferentes posi¢oes com o intervalo dt:

dr (%) = (1-+—¢£fj> dt.

Nesse caso,

el ) )

Dessa maneira podemos dizer que ds? = goodz’da®, para dZ = 0, levando a afirmar que o

intervalo invariante ¢ o intervalo de tempo préprio ds? = —c? dr?:
(dT)2 = —go()(dt)2.

O resultado acima afirma que ggg, na presenca de gravidade, é diferente do valor para um
espago-tempo plano (799 = —1) justamente pela presenca de gravidade.

A interpretacao geométrica desse fendomeno dada pelo Principio de Equivaléncia é
que a gravidade muda o elemento gyy do tensor métrico de —1 para uma fun¢do dependente
das coordenadas espaciais. Nesse caso, a deformacao do espaco-tempo é dada na "direcao
temporal" (TA-PEI, 2005).

A intuicao fundamental de Einstein era de que a curvatura do espago-tempo esta

relacionada ao contetido de matéria presente nele:
V2¢ o p. (23)

Esta consideracao sugere que as equagoes de campo gravitacional devem ter a seguinte

forma:

G x T,

ws

(24)

onde T}, ¢ um tensor simétrico chamado de tensor energia-momentum que descreve a
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variacao do 4-momentum em relagdo a um elemento de drea. O tensor 7}, possui um
elemento Ty, = pc?, ligado & densidade de energia, trés elementos 7T}; ligados ao fluxo de
calor, e doze elementos T;; referentes as componentes de pressao isotrépica e anisotrépica.

Assim, reescrevemos a equagao (24) como:
G = kT, (25)

onde k é uma constante de proporcionalidade. A partir disso, as chamadas equacoes de

campo de Einstein sao escritas como:

1
G,uzz = R/.Ll/ - §g,uVR = "12T/_w‘ (26)

1.4 Limite newtoniano

Vamos retornar a ideia de Newton e considerar o caso de uma particula se movendo
lentamente em um campo gravitacional fraco estatico. Se a particula for suficientemente
lenta, podemos ignorar o termo dx/dr com respeito a dt/dr. Nesse caso, sua equagao de
movimento ¢ (WEINBERG, 1972):

2t dt\?
H _ =
= + Ty <d7> 0. (27)

Como o campo ¢ estatico, todas as derivadas temporais de g, se anulam, restando,

1
Iy = —§9W Vit (28)

como o unico componente nao nulo do simbolo de Christoffel.
Pela condicao de campo fraco, podemos adotar um sistema de coordenadas Carte-

sianas em que
9ap = TMap + hap, |hap| < 1. (29)

Em primeira ordem de h,g, temos

1
Iy = _§Waﬁaﬁhtt- (30)
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Usando a conexao afim (30) na equagao de movimento (27):

2z 1 (dt\’ =

ma:2<>VM7
&t
dr?

E imediato dizer que a solucdo da segunda equacio ¢ dt/dt = constante. Multiplicando

ambos os lados da primeira equagao por (dr/dt)? obtemos:

27 1=
az gV (31)

cujo correspondente resultado newtoniano é

—— =-V¢, (32)

onde ¢ é o potencial gravitacional. Ao compararmos as equagoes (31) e (32) concluimos

que
hy = —2¢ + constante.

Em grandes distancias assumimos o sistema de coordenadas de Minkowski, fazendo com

que hy se anule no infinito. Ao definirmos que ¢ também se anule no infinito e tomarmos

a constante igual a zero, ficamos com hy = —2¢. Retornando a equagao (29), e sabendo
que 1 = —1, podemos dizer que:
gu =~ —(1+ 20), (33)

que representa a componente tempo-tempo do tensor métrico de um campo gravitacional
fraco estatico, produzido por uma densidade de massa nao-relativistica p. Nesse caso, ¢

é o potencial newtoniano, determinado pela equacao de Poisson:
V3¢ = 4G, (34)

onde G é a constante gravitacional de Newton (G = 6,67 x 107! m?kg 's2).
A densidade de energia T}, para matéria nao-relativistica é aproximadamente a sua
densidade de massa p. Aplicando o operador laplaciano em ambos os lados da equagao

(33), e comparando com a equacao (34), obtemos:

Vg = —87GTy. (35)
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Essa equacao de campo supostamente é valida para campos fracos estaticos gerados
por matéria nao-relativistica. Contudo, ela também nos induz a dizer que as equagoes de

campo fraco para uma distribuicao de energia-momentum 7,3 tomam a forma:

Gag = 87TGTalg,

e assim, seguindo o Principio de Equivaléncia, a equagao que governa um campo gravita-

cional de intensidade arbitraria deve ter a forma

G = 8nGT,,, (36)

Das equagoes (25) e (36) tiramos que x* = 87G, chamada de constante gravitaci-
onal de Einstein. Vemos que a equagao (36) é consistente pelo fato de que tanto o tensor
de Einstein quanto o tensor energia-momentum possuem divergéncia covariante nula.

Por razdes filoséficas, Einstein introduz um novo elemento a equagao (26) que satis-
faz as propriedades de G, (EINSTEIN, 1917). O motivo é que essa constante deveria ser
muito pequena para se obter um modelo de universo estatico - que depois se demonstrou

ser instavel. Assim,
G,uu + Ag,ul/ = HQT;W; (37)

onde A é chamada de constante cosmoldgica.

1.5 Equacgoes de Friedmann com vacuo interagente

Seja a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker dada por:

dr?
1 — kr?

ds* = dt* — a*(t) l + 72 <d92 +sin? 6 ngQ)] , (38)

de assinatura (—,+, +,+), onde a(t) é o fator de escala e k é a tri-curvatura.

As componentes do tensor métrico e sua inversa sao representados como:

g: 0 0 0 -1 0 0 0
0 g» 0 0 0 2, 0 0

G = = L=k : (39)
0 0 g O 0 0 a’r? 0
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gt 0 0 0 -1 0 0 0
0 ¢! 0 0 0 k2 9 0
nwy rr _ a
9" = _1 = ) (40)
0 0 g O 0 0 i 0
0 0 0 gg 0 0 0 g

Os termos nao nulos da conexao afim podem ser organizados em matrizes, a partir

da equagao (12), da seguinte forma:

0 0 0 0
0 -—4a_ 0 0
r, — L=hr? , (41)
.2
0 0 aar 0
0 0 0 aar’sin®4
0 % 0 0
a kr
e 0 0
FTMV S 1—kr2 ’ (42)
2
0 r(kr®—1) 0
0 0 0 rsin?6 (kr? — 1)
0 0 % 0
00 1 0
r, =1 r , (43)
S0
0 0 0 —sinfcosét
00 0 4
00 0 1
re, — r (44)
0 0 0 cot 0
% % cot 0 0

Os termos nao nulos do tensor de Ricci, dados pela equagao (15), sdo:

3a _da+24a + 2k

. 2 .92 o .2
Ry=—"", Ry=—"" Reg=1"(ia+20° +2k), R.,= Repsin®6.  (45)
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O escalar de curvatura de Ricci, calculado a partir da equagao (16), resulta em:

R:E(aa+a2+k). (46)

a2

Com as informacoes acima, podemos calcular as componentes do tensor de Eins-

tein. A componente tt fica:

1 3 /.
Gtt = Rtt - igttR = — ((12 + /{?) . (47)

a?

As equagdes de campo de Einstein (37) para p, v =t ficam:
Gu + Mgy = K°Ty,

obtendo assim uma importante equagao dinamica, dada por

ko k2
sz—ﬁ%—?(pnt/&), (48)

onde a = a(t) é o chamado fator de escala e H = a/a é o parAmetro de Hubble.

Para as componentes 7j do tensor de Einstein, obtemos:

+ 7?2 + r¥sin? 9) . (49)

1 1
Gij == Rij — ig”R = — (2CLCL + éLQ —+ k?) <1 — k‘fr’z

As equagdes de campo de Einstein (37) para p =i e v = j ficam:
Gij + Agi; = K°Ty, (50)

obtendo a forma padrao da equacao de Raychaudhuri:

. k 3H? k2
H=——— 4+ —(A— . 51
= o+ (A= wp) 651)

Consideremos as equacoes de campo de Einstein,
G,uz/ - 52 (T,ul/ - Vg;w) ) (52)

onde G, € o tensor de Einstein, k2 = —81 (G é a constante de Einstien e T,, ¢ o tensor

energia-momentum de um fluido perfeito, dado por
T" = (p+ P)utu” + Pg"”, (53)

em que u* € a 4-velocidade do fluido, P é a pressao e p = T),,u*u” é a densidade de energia

de repouso.
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A interacdo matéria-vacuo sera descrita pelo vetor de transferéncia de energia-

momentum (),,. Submetendo as equagoes de campo de Einstein as identidades de Bianchi:

K2V, (T%, — V) =0, (54)
que resulta nas seguintes equagoes de conservagao:

V. (1%) = -Qu (55)
v,V =0, (56)

Podemos decompor o 4-vetor (), em duas partes, paralela e ortogonal a 4-velocidade do
fluido: Q* = Qu* + ¢*. @ representa o fluxo de energia no referencial de repouso do
fluido, enquanto que ¢* esta conectado a troca de momentum entre matéria e vacuo. No
caso em que ¢* = 0 consideramos que haja apenas troca de energia, pois estamos focados

em modelos homogéneos-isotropicos. Dessa maneira, a partir daqui, escrevemos que

Q' = Qu’ = Q. (57)

1.6 Buracos negros nao singulares com vacuo interagente

Uma das formas de analisarmos a cosmologia de Friedmann com interagao é através
do colapso gravitacional de um fluido perfeito de poeira, nao relativistico e carregado, que
interage com uma componente da energia escura (MAIER, 2020).

Calculamos separadamente as equagoes de conservacao para a distribuicao de ma-

téria e para a radiagao. O tensor energia-momentum do sistema é dado por:
T, =97, +9T,, (58)

onde (d)TW ¢ o tensor energia-momentum da distribuicao de matéria e (”/)TW ¢ o tensor
energia-momentum da radiagao.

O primeiro termo do lado esquerdo da equagao (58) serd dado por:
(d)TW = puyuy, + oM, (59)
onde ¢ é uma constante de acoplamento negativa e

« ]' «
My = F,*Fro = g FapF p (60)

com F,, =V,A,-V,A,.
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O tensor energia-momentum para a radiagao sera:

4
(W)T/w = Py Uty +

P
3 iglw- (61)

3

Vamos considerar a geometria interior de FLRW, com coordenadas coméveis (r, 0, ¢),

dada pela equacao (38). As equagoes de conservagao para a radiagdo, impoem,
™) _
\Y% J T =0 (62)
e resultam na seguinte equacao diferencial:
, a
Py + 497& =0, (63)

que tem como solucao geral,

E
Py = CTZ: (64)

onde F, ¢ uma constante de integragao positiva ligada a densidade de energia da radiagao.
Neste ponto, assumimos que a energia de transferéncia do vacuo para a matéria

seja dada pelo seguinte ansatz covariante:
QV - Qu+JaFya7 (65)

onde J* = eu® é a 4-corrente, com e sendo a densidade de carga elétrica.

Assim, as equagoes de conservacao para a distribuicdo de matéria ficam:
VAOTH =V, (pauu,) + oV, M*, = Q,. (66)
Através das equacoes de Maxwell, obtemos:
oV, M", =0V, (F")F,* = JF,“ (67)
que, fazendo v = t, obtém-se,
N(t) = —, (68)

onde Ny é uma constante, insignificantemente pequena para que as equagodes de conser-

vagao sejam satisfeitas. Para v = r, a equagao (67) fornece,

(69)

ra’

e(t,r) = 20Ny ( 1—W> :
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Como o raio fisico R da distribuicao de matéria é proporcional ao fator de escala a
para um raio comével constante r, como visto acima, notamos que € escala com R~3, como
seria de se esperar. No entanto, pode-se identificar um problema no perfil de densidade
de carga acima, uma vez que diverge com r — oo. Porém, dada a simetria esférica de tal
distribuicao de matéria, deve-se esperar que a carga total seja espalhada apenas em uma
pequena vizinhanca da superficie. Para prosseguir, a fim de garantir que a distribuicao
de matéria interna tenha um bounce quando um 3-volume minimo for atingido, vamos
assumir que o 4-vetor energia-momento Q,, tem a seguinte prescri¢ao covariante (MAIER,
2023),

Ll W~

Q" = 5 (Vo = Vi) (Vau®) ut, (70)

onde V[ é uma constante positiva. A troca de energia deve depender do fator de expansao.
Por esta razao é utilizado o termo (V,u®)u#, que preserva a covaridncia das equagoes.
Substituindo a equagao (70) na (66):

4
V. (pawt'u,) =V, Vi = 3 (Vo — V1) (Vau®) ut. (71)

Uma integracao direta das equacoes acima resulta em:

A
E; 4X
Pa= "5 = g (73)

onde A e E; sdo constantes de integragao positivas. As equagdes de campo de Einstein

tém sua primeira integral dada por:

CL2
onde
o k 1 2 2 Ed E,y KQ)\
Via) = 6[1/0a +r (a+a2)}+2a2. (75)

A solucao interior corresponde, assintoticamente, a uma geometria exterior dada
pelo espago-tempo de Reissner-Nordstrom-de Sitter (REISSNER, 1916)(WYEL, 1917)(NORDS-

TROM, 1918), e a métrica exterior assume a seguinte forma:

1
F(7)

ds* = —F (F) dP? + dr? + 72 (dé2 +sin20 d@) : (76)
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onde M = 473 E,/3 e

_ 2G B2 K2V
F(r)y=1- - +Fg_ 3 2,

(77)

onde 53 = ¢°G/4meg e q é a carga efetiva do buraco negro formado.

Na equacao acima, notamos que V;, desempenha o mesmo papel de uma constante
cosmoldgica. Assumindo que k?Vj é suficientemente pequeno, vemos que d?a/dt* =~ 0
quando a — +00. Logo, no regime assintotico a ejecao de radiacao cessa completamente
tornando o espago-tempo exterior estatico, como esperamos.

Esse estudo pode ser estendido para a Cosmologia, como mostra o Capitulo 3,

necessitando do uso das ferramentas que estao apresentadas no proximo capitulo.
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2 SISTEMAS DINAMICOS

Neste capitulo, apresentamos brevemente o arcabougo necessario para explorar-
mos a estabilidade de pontos fixos de sistemas dindmicos arbitrarios. Isso torna possivel
a construgao dos seus diagramas no espaco de fase, permitindo estudar o seu comporta-
mento. Tomamos como base o livro (PERKO, 2000). Tais ferramentas serdao de extrema
utilidade no Capitulo 3.

Sistemas dindmicos descrevem o movimento dos pontos no espaco de fase, ao longo

das curvas integrais, definidas por um sistema de equagoes diferenciais.

2.1 Sistemas lineares

Seja o seguinte sistema de equagdes diferenciais ordindrias:

day
dx dt

x = Ax, onde x € R", A é uma matriz nxnei(:az <. (78)
dan,

dt

At
X0,

O sistema linear (78), junto a condigdo inicial x(0) = x¢, possui solugao x(t) = e
também chamadas de curvas integrais. Para um dado xqg € R"™, o problema de valor

inicial
x = Ax, x(0) = xo, (79)

A

possui uma tnica solugao dada por x(t) = e”'xy. Os autovalores da matriz A podem ser

calculados a partir de:

A: Tr(A) + \/(Tr(QA))Q — 4det(A).

(80)
Se os autovalores Ai, Ao, ..., \, de uma matriz A, n X n, sdo reais e diferentes, entao
um conjunto de autovetores correspondentes {vi,vs,...,v,} formam uma base em R",
a matriz P = [v; vy ... v,] é invertivel e P7AP = diag[A\;, \g,..., \,]. Para

reduzir o sistema linear (78) a um sistema linear desacoplado, vamos definir a mudanga

de coordenadas y = P~ 'x. Assim,
v =P 'APy = diag[A1, Ag, ..., Ay, (81)

cuja solucdo geral é y(t) = diag[eM?, ..., e*!]y(0).
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7

O retrato de fase de um sistema de equagoes diferenciais (78) com x € R" é o

conjunto de curvas de solucao do sistema no espago de fase R". Seja o sistema linear
x = Bx, (82)

onde x € R?, B = P 'AP ¢ A é uma matriz 2 x 2. O retrato de fase do sistema linear
(78) pode ser obtido do retrato de fase do sistema linear (82) através da transformagao

linear de coordenadas x = Py. No caso em que

A0
B = , A<0<p, (83)

0 w

Figura 1 - Ponto de sela centrado na origem.

X2

|
>————— Xy
Y

Legenda: Exemplo de ponto de sela centrado na origem.
Fonte: PERKO, 2000, p.21.

é dito que o sistema possui um ponto de sela na origem, como ilustra a Figura 1. As
quatro curvas integrais que se aproximam do ponto de equilibrio na origem sao chamadas
de separatrizes. Sempre que A possuir um par de autovalores reais e de sinais opostos,
A < 0 < p, o retrato de fase do sistema linear (78) serd equivalente ao da Figura 1. A
estabilidade dos subespacos do sistema linear (78) serd determinada pelos autovetores de

A. A exponencial do operador linear, nesse caso, é



Como exemplo, seja o sistema linear

5 4
x = Ax, com
9 0
que possui autovalores Ay =9 e Ay = —4. A matriz invertivel
1 4 1 1
P = , com P7!= ‘11 91 ,

reduz A a matriz

13
B=piap=|+ "
0o —13

9

A solucao geral do sistema linear serd dada por

13
eit 0

x(t) =P L | PC,
0 e 9!

que resulta em

x1(t) = cle%t,

xo(t) = coe” 5,

Ja no caso em que os autovalores sao imaginarios puros, e

—b
B ,

b 0

Figura 2 - Centro na origem.

X2 X2

(-
S

b>0 b<O

4
N
S

Legenda: Exemplo de centro na origem.
Fonte: PERKO, 2000, p.23.

29

(84)
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¢ dito que o sistema possui um centro na origem, como ilustra a Figura 2. Sempre
que A possuir um par de autovalores complexos conjugados imaginarios puros, +ib, o
retrato de fase do sistema linear (78) sera equivalente ao da Figura 2. A exponencial do

operador linear, nesse caso, é dada por

B |cos bt —sinbt

sinbt cosbt

Como exemplo, seja o sistema linear

0 —4
x = Ax, com A= ,
10

que possui autovalores A = +2i. A matriz invertivel

2 0 1/2 0
P = , com P7'= / )
0 1 0 1

reduz A a matriz

0 -2
2 0

B=P AP =

A solucao geral do sistema linear serd dada por:

«(t) = P cos2t —sin 2t P_lC,
sin2t cos?2t

que resulta em

x1(t) = ¢1 cos 2t — 2c¢9 sin 2t

xo(t) = % sin 2t 4 ¢ cos 2t.

As solugoes satisfazem x2(t) + 4x3(t) = ¢? + 4¢3 para todo t € R. A Figura 3 (a seguir)

mostra o retrato de fase desse sistema linear.
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Figura 3 - Exemplo de centro na origem.

X2

=
&

Legenda: Exemplo de um conjunto de curvas integrais com centro na origem.
Fonte: PERKO, 2000, p.24.

Se uma matriz real 2n x 2n possui 2n autovalores complexos distintos, \; = a; +1b;
e \j = a; —ibj, e autovetores correspondentes w; = u; +iv; e w; = u; —iv;, j=1,...,n,
entdo {uy,vi,...,U,,v,} é uma base de R*". A matriz Q = [v; u; vy Uy ... v, u,|é

invertivel e
N
O TAQ = diag | T . (85)
bj ay

Seja A um autovalor da matriz A, n x n de multiplicidade m < n. Para k =

1,...,m, qualquer solu¢ao nao-nula v de
(A= NFv=0, (86)

¢ chamado de autovetor generalizado de A. Suponha que w; = u; +4v; seja um autovetor

generalizado da matriz real A, correspondente ao autovalor \; = a; + ib;, e
B ={uy,. .., Wk, Ui1, Vii1s- - Um, Vin}
seja uma base de R" (com n = 2m — k). Entao,

E® = Span{u;,v, | a; < 0},
E° = Span{u;, v; | a; = 0},
E" = Span{u,, v; | a; > 0},

onde "Span{S}" denota o conjunto de todas as combinagoes lineares dos vetores em S.
Os indices superiores s, ¢, u denotam um subespaco, respectivamente, estavel, instavel e

com centro.
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2.2 Sistemas nao-lineares

Seja o seguinte sistema nao-linear:

% = f(x). (87)

Denotamos o intervalo maximal de existéncia («, ) da solu¢ao ¢(t,xq) do problema de

valor inicial

x = f(x), x(0)=xo, (88)

como sendo 1(xg), uma vez que os pontos a e 5 do intervalo maximal dependem de xq.
Seja E um subconjunto aberto de R" e f € C1(E). Para xq € E, deixemos que ¢(t,xg)
seja a solugdo do problema de valor inicial (88) definido no seu intervalo maximal de

existéncia I(xg). Entdo, para t € I(xg), o conjunto dos mapeamentos ¢; definidos por

¢1(x0) = o(1,%0), (89)

sdo chamados de fluxo da equagao diferencial (87), referente ao fluxo do campo vetorial
fx).

Um ponto xo € R™ é chamado de ponto critico do sistema nao-linear (87) se
f(x0) = 0. Além disso, um ponto critico xo é chamado de ponto de equilibrio hiperbdlico
do sistema nao-linear (87) se nenhum dos autovalores da matriz de lineariza¢ao possui
parte real nula. O comportamento local de um sistema nao-linear (87), préximo a um
ponto de equilibrio hiperbdlico xg, é determinado pelo comportamento do sistema linear

(78), onde a matriz A, agora chamada matriz de lineariza¢ao, possui a seguinte forma:

of1 ofr
o1 X0 ce Oxn X0
Df(xo)=1{ : .. = |. (90)
Ofn Ofn
o1 X0 OTn X0

Préximo a um ponto de equilibrio hiperbdlico xg, o sistema nao-linear (87) possui varie-
dades estaveis (9) e instaveis (U) tangentes aos subespagos estaveis (E?) e instaveis (E")
do sistema linearizado x = D f(x)x.

Sejam x = (z,9)T, fi(x) = P(z,y) e f2(x) = Q(x,y). Vamos assumir que xg € R?

¢ um ponto de equilibrio do sistema nao-linear (87). Assim, podemos reescrevé-lo como:

A origem é chamada de centro do sistema nao-linear (91) se existe um det(D f(xg)) > 0
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tal que todas as curvas integrais de (91) sao curvas fechadas. A origem é chamada de
sela topoldgica do sistema nao-linear (91) se existem duas trajetérias ¥; e Yo que se
aproximam de 0 até ¢ — oo e duas trajetorias Y3 e Yy que se aproximam de 0 até
t — —oo. As trajetérias ¥i,...,%, sao chamadas de separatrizes. S = 3; U ¥y U {0}
denota a variedade estavel e U = ¥3 U X4 U {0} denota a variedade instavel do sistema
nao-linear (91).

Variedades globais estaveis e instaveis > sao definidas como

WH(x) = U e(S(2)), (92)
W (%) = L>J0<bt(U(E))~ (93)

Essas variedades sdo invariantes sobre o fluxo do sistema néo-linear (87). Orbitas com
condi¢oes iniciais em uma subvariedade invariante do espaco de fase, permanecem nesta
subvariedade durante toda evolugao do sistema dinamico.

Vamos ilustrar a construcao de um retrato de fase que tenha um centro e um ponto

de sela com o seguinte sistema nao-linear:

T=1y
= —x + 2°.

Fazendo f(xo) = 0, encontramos os pontos criticos (0,0) e (1,0). A matriz de linearizagao,

0 1
2c0—1 0

Df(x) =

avaliada nos pontos criticos, resulta em:

0 1 01
Df(Xo)o,oz 1 0 ; Df(Xo)l,oz

Os autovalores, calculados a partir da equagdao (80), s@o: Moo = £i e A\;p = £1. Os
autovetores associados aos autovalores A\gg sdo vy = [i 1] e v = [1 ], enquanto que
os autovetores associados aos autovalores A\jg sdo u; = [—1 1] e up = [1 1]. Portanto,
o ponto critico (0,0) fornece um centro, enquanto que o ponto critico (1,0) fornece um
ponto de sela. O retrato de fase (LEBL, 2022) serd dado por:
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iP=vy, y=—x+a°

inamico

Figura 4 - Retrato de fase do sistema d
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3 EXTENSAO PARA COSMOLOGIA

Podemos estender o estudo anterior para examinarmos a dinamica da cosmologia
FLRW seguindo uma metodologia similar (BRUNI; MAIER; WANDS, 2021). Exami-
namos as duas seguintes escolhas covariantes para a transferéncia de energia entre a

componente de vacuo e um fluido perfeito:

@ = €A = V) (V). (94
@=x(1--) () (99

como apresentado nas equagoes (54)—(57). @1 e Q2 estao associados a um 4-vetor de trans-
feréncia de energia, V, u* é o escalar de expansao e &, x sao parametros de acoplamento
adimensionais. Em ambos os casos, Vi exerce o papel de uma constante cosmologica
efetiva, um valor assintético de V' — Vj. Isso quer dizer que ndo ha um termo A nas
equagoes de campo de Einstein e uma constante cosmolégica aparece como ponto fixo da

dindmica do vacuo. O fluido tem equacao de estado dada por P = wp, onde w é constante.

3.1 Caso 1

No caso da interagao (94), as equagoes (55) e (56) podem ser escritas como:

p=-"3H[1+w)p+{(Va—-V)], (96)
V=3HE(Va— V). (97)

As equagoes (96) e (97) correspondem a um sistema linear acoplado de equagoes dife-

renciais ordinarias lineares de primeira ordem das fungdes p e V. A solucao geral desse

sistema é:

_ E E,
P = 30wy T 3e (98)
R (99)

onde F; e E, sdo constantes de integracao. O primeiro termo da equagao (98) representa,
a componente de densidade do fluido convencional para F; > 0. Os segundos termos das

equagoes (98) e (99), por outro lado, sdo devidos a interagdo da matéria com o vacuo.
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Substituindo as equagoes (98) e (99) na equagao de Friedmann (48), obtemos:

H? 4 U(a) = KQ‘;A, (100)

onde o potencial U(a) é dado por,

k /432 El EQ(l + LU)

Ula) = a2 3 |a30+w) €a3é (101)
Além disso, ao tomarmos
a = aH, (102)
junto com a derivada temporal de (100),

. adU
io_odU 103

temos um sistema dindmico bidimensional para a e H. Definimos p. = (a., H.) como
solugoes estaciondrias - pontos criticos - das equagoes (102) e (103).

Podemos examinar o dominio dos pardmetros w e £ através das equagoes (100) e
(101). Para 0 < w < 1, vemos que a condigao suficiente para obter um bounce ndo-singular

para Fq >0 é

Er(1+w)

: <0e &> (1+w). (104)

Nesse caso, uma barreira de potencial infinito impede a singularidade classica encontrada
no caso nao-interagente.

Para apresentar uma ilustracdo numérica, vamos considerar o caso de um fluido
perfeito nao-relativistico (com w = 0), a(ty) = ag = 1, o fator de escala normalizado para
a era atual, e fixar £ = 4/3. Vemos dos trabalhos (MAIER, 2020) e (MAIER, 2023) que
¢ = 4/3 é a unica escolha possivel para que a solu¢do interior de uma nuvem de poeira
com carga e esfericamente simétrica seja conectada com espago-tempo exterior, que seja
solugdo das equagdes de campo de Einstein — Reissner-Nordstrom-de Sitter. Assim, o

potencial (101) se torna,

Qo Qo O
2 kO mO0 10
Uta) = ~Hs ( et a4) 7 (105)
onde
2 2
Qo= 1 Q=100 e (106)
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Qo € a densidade de curvatura da era atual, €2,,0 é a densidade de matéria da era atual e
Q7o se comporta como um fluido de radiacdo, devido & poténcia do fator de escala - a* -
que se deve Unica e exclusivamente pela interagao da poeira com o vacuo. E importante
notar que —1072% < Q9 < —1071% um valor muito pequeno que domina altas energias.

Nos restringindo ao caso em que Q59 < 0 (ou Ey < 0), vemos que

lim U(a) = +o0, (107)

a—07t

de modo que uma barreira de potencial infinito impede a singularidade classica. Para
Qro # 0 podemos mostrar que o potencial (105) possui no méximo dois extremos, a.+ >
0, conectados aos pontos criticos das equagdes (102) e (103). Para os pontos criticos

Pe = (Gex, 0), temos que,

~ 30 £ /320100 + 902,

o = 108

(et 4 (108)
A condicao para que os dois pontos extremos sejam reais e positivos é

= — < Qo < 0. 109

S DT (109)

Nao existe extremo para 2,9 < Qko, enquanto que para o > 0 existe apenas um extremo
positivo, a.y > 0, e o potencial (105) possui um minimo global no dominio a > 0. Vemos
que existem modelos de bounce devidos a interagao do termo ;9 < 0, que provoca uma
barreira de potencial em U(a).

Para examinar a estrutura do espacgo de fase para modelos nao-singulares, vamos
considerar as equagoes (102) e (103) — junto com o potencial (105) — sujeitas ao vinculo

integral (100). A matriz de linearizacdo ¢ escrita como:

Lii(a, H) " ¢ (110)
ij\a, — )
J (200 + 250 +%0) 0
e seus autovalores, calculados em p. = (a., 0), sdo
H 9a.,,
vy = ia;\/2(4910 + a200) + — 2 (111)

O comportamento do potencial (105) estd ilustrado na figura abaixo, focando no

caso de modelos fechados (2o < 0), e fixando os pardmetros 2,0 = 0,31 e ;9 = —0, 40.
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Figura 5 - Potencial U(a).
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Legenda: Potencial U(a) para Q,,0 = 0,31 e Q9 = —0,40 para diferentes valores de Qo < 0.
Fonte: BRUNT; MATER; WANDS: 2021, p.6.

Na Figura 5, a curva tracejada do topo corresponde ao limite superior Qo = Qpo ~
—0,067. Para fins de ilustragao, fixamos 2,0 = —0, 063, representado pela curva cinza da

Figura 5. Dessa forma, podemos apresentar as rbitas no plano (a, H/Hy):

Figura 6 - Orbitas no plano (a, H/Hy).

r T
0.02 -
0.01 -
£ .00k
: Wk
-0.01
-0.02 -
C ! ! ! 1 !

Legenda: Orbitas no plano (a, H/Hp) para Qo = —0, 063.
Fonte: BRUNI; MAIER; WANDS, 2021, p.6.

Os pontos fixos a._ ~ 2,730 (centro) e a., ~ 4,650 (sela), correspondem aos extre-

mos do potencial. Para V < 3U(a.)/kx* obtemos universos ciclicos em uma vizinhanga
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finita de a._ (regiao I) e 6rbitas de bounce (regiao II1). Para V) = 3U(a.y)/K?, surge a

separatriz do ponto fixo de sela a., que define um escape para o atrator de de Sitter até

o infinito. Por fim, para Vi > 3U(a.y)/k?, obtemos érbitas de bounce na regiao II.

3.2 Caso 2

Substituindo a interagao nao-linear nas equagoes de conservagao (55) e (56):

/):—3Hp[1+w+x<1—“/i>}, (112)
V =3xHp (1 - “//A) : (113)

Além disso, essas equagoes sao acopladas com a equagao de Raychaudhuri,

H=—-H*— ”62 [p(1 + 3w) — 2V]. (114)

Dessa forma, obtemos trés equagoes acopladas que descrevem a dindmica de um sistema
tridimensional (p, V, H).

No caso em que estamos tratando de uma subvariedade que corresponde a cosmo-
logias de vécuo (p = 0), a interacdo (95) se anula e ficamos com V = 0. Assim, a energia
de vacuo é dada por uma constante de integracao, V = V;g. A tnica equagao dinamica

que resta é a (114), que se reduz a,

H = —H2+'12v (115)
— 3 ds»

que é a equacao de evolucao do espaco-tempo de de Sitter na representacao de FLRW.
Os pontos criticos nessa subvariedade correspondem ao modelo espacialmente plano de
de Sitter, (p, V, H) = (0, Vus, Hys), onde

v,
Hyg = +k %S (116)

representa as versoes de contracdo e expansao do modelo, e k?Vys é uma constante cos-
moldgica.

A equagao (113) nos diz que quando V' = Vj, Vi é uma constante cosmoldgica, e
a igualdade define outra subvariedade invariante no espaco de fase. Nesse caso, obtém-se

a cosmologia nao interagente convencional (ACDM quando w = 0) descrita pelo sistema,
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dindmico bidimensional,

p=-3(1+w)Hp, (117)
2

H=—H?——[p(1+ 3w) — 2V4]. (118)

6
O sistema acima possui pontos criticos assumindo w > —1/3. Os primeiros surgem para,
H = 0, os quais chamamos de pontos fixos de Einstein, pois representam modelos estaticos

de Einstein com

B 2V
143w’

PE (119)

Outros dois pontos criticos correspondem a p = 0, onde essa subvariedade intercepta
a subvariedade de vacuo, e sao dados por (p,V, H) = (0,Va, Hy+). Da equagao (118),

obtemos,

|V
Hdg = HA:‘: = *kK ?A, (120)

que representa modelos de de Sitter, um contraindo e um expandindo, com curvatura
espacial zero.

De maneira geral, para p # 0 e V # V,, a integragdo das equagoes (112) e (113)
se torna mais complicada do que no caso linear. Eliminando H de ambas as equacoes,

obtemos,

) 4+w -
p+ [1+X(1—V/VA)] V=0, (121)

cuja integral primeira é

p=p.—(V =V, + (122)

)

B ()

onde p, e V, correspondem aos valores iniciais em ¢t = ¢,. Em geral, cada par de condig¢oes
iniciais p, e V, define uma superficie bidimensional ¥ no espaco de fase tridimensional,

(p,V, H), caracterizado pela primeira integral

/cgzp+V—VA(;X+”)1n[<1—XAﬂ. (123)
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Substituindo a equagao (122) nas equagoes (113) e (114), para eliminar p, obtemos:

VAl +w)@+3w) [( 1= VIV, >2

2x 1—V./Va
(125)

VA(l + w)
2

. Vv
V:3H<1—){X(p*+‘/;—\/)—|— In
Vi

. 2

H=—-H>+ % {3\/(1 +w) = (p + Vi) (1 + 3w)

} |

O sistema dinamico também admite pontos criticos em H = 0, condicdo suficiente para
garantir que p e V sejam constantes. Denotamos os pontos (p,V H) = (pg, Vg, 0). Dessa
forma, a equagdo (114) fornece a relagao entre matéria e densidade de energia do vdcuo
(119). Substituindo (119) em (123) obtemos,

ICg:(ler){ 3V _VAm[(l—VEﬂ}, (126)

1+3w 2y Va

que é uma equacao transcendental que nao pode ser analiticamente resolvida para Vg. Os

autovalores avaliados nos pontos criticos estaticos de Einstein sao dados por:

L ﬂ”d (L+@)Vi[(1+ 3w + 3 Vi = 3xV] (127)

(1 + SM)VA

Dessa forma, vemos que os pontos criticos estaticos de Einstein sdo pontos de sela (auto-
valores reais) ou centros (autovalores imaginarios).

Para se obter configuragoes de interesse (como as da Figura 5), vamos fixar w = 0
e procurar por um dominio préprio de x onde esses modelos nao-singulares podem ser

obtidos. Da equagao (126), podemos escrever x como funcao de Vg:

X= 2(3VZ]: Koy [(1 - XXZJ) ] | 128)

Da equacao acima vemos que x — 0 quando Vg/V) — +00. x possui raizes em Vg = 2V,
e diverge quando Vg — V. Para simplificar a analise, vamos considerar que Vg > Vj.
Nesse dominio, xy como fungao de Vg possui um extremo global, localizado em Vig,q., que

satisfaz a relagao

VEmaa: _ 1+ 3Xma:v
VA B 3Xmam .

(129)

A fim de examinarmos a estrutura local do espaco de fase em uma vizinhanca dos
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pontos criticos de Einstein, para w = 0, a equagao (127) se reduz a

o= iﬁ\/VE[(l + 3X)Va = 3x V| (130)

VA

Para Vi > 0, 7+ fornece um par de autovalores imaginarios puros para Vg > Vipasz, OU
seja, o ponto fixo é um centro. Para V) < Vi < Ve, 7+ fornece um par de autovalores
reais, nesse caso, um ponto de sela. No limite em que Vi — Vg2, 08 dois pontos cri-
ticos (de centro e de sela) se coalescem em um tnico ponto fixo com autovalores nulos,
acarretando uma bifurcacdo na estabilidade. As ilustracoes dos retratos de fase, para

Vi = k% = 1, sdo as seguintes:

Figura 7 - Retrato de fase para (V, H).

14

Legenda: Retrato de fase para (V, H) com pardmetro de acoplamento y = 0,085, para
diferentes condigbes iniciais com integral primeira Ky = 0.

Fonte: BRUNI; MAIER; WANDS, 2021, p.10.

Uma separatriz, representada pela curva cinza nas Figuras 7 e 8, surge do ponto
fixo de sela, P2, dividindo o espago de fase em duas regioes distintas: uma com Orbitas
perpetuamente ciclicas (regiao I nas vizinhangas do ponto fixo P1), e uma regiao com um

bounce (regices II e III).
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Figura 8 - Orbitas correspondentes para (a, H).

0.4

0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70
a
Legenda: Orbitas correspondentes para (a, H) de mesmas condigdes iniciais, para o caso em

que k > 0.
Fonte: BRUNI; MAIER; WANDS, 2021, p.10.

As oOrbitas na regiao Il sao de grande interesse, visto que mostram a transicao de
uma fase inicial, de altas energias, para uma era com matéria em desaceleracao, junto

com um escape para o regime de expansao acelerada da era atual.



44

CONCLUSAO

Nesse estudo, consideramos modelos cosmologicos de FLRW em que o vacuo in-
terage com um fluido perfeito através de uma troca de energia. O primeiro caso leva a
uma evolugao nao-singular do universo em algumas regides no espago de parametros. A
interacdo pode fazer surgir um termo na energia do vacuo da era atual que atua como
uma densidade de energia negativa, podendo produzir uma barreira U(a) que evita a
singularidade cosmolodgica, gerando um bounce. No segundo caso, obtemos a primeira
integral das equagdes de conservaciao, que possibilita investigar a existéncia de cosmo-
logias nao-singulares. Novamente, para um certo intervalo de valores dos parametros,
encontramos solugoes nao-singulares. Em ambos os acoplamentos as condigdes para a
existéncia de um bounce dao a mesma topologia no espago de fase (a, H), como vemos
nas Figuras 6 e 8. O espaco de fase mostra a existéncia de orbitas nao-singulares com
duas fases de aceleragao, separadas por uma transicao suave, correspondente a expansao
desacelerada. Em geral, os acoplamentos se restringem a valores muito pequenos na era
atual, onde o modelo ACDM fornece um bom ajuste aos dados observacionais (WANG et
al., 2013)(WANG et al., 2015)(SOLA; GOMEZ-VALENT; PEREZ, 2017). Além disso,
podemos recuperar a expansao acelerada assintotica de de Sitter, visto que, na era atual,
a interagao é naturalmente suprimida.

Até aqui temos explorado a dindmica da cosmologia FLRW para o caso em que o
vacuo interage com um fluido perfeito através de uma troca de energia, incluindo modelos
ciclicos e de bounce. Exploramos escolhas nao lineares, visto que trocas de energia deste
tipo nao sao comumente exploradas na literatura. De acordo com nossos resultados pre-
liminares, outras escolhas nao lineares sao capazes de reproduzir a topologia de érbitas
nao singulares presentes neste trabalho.

Como continuidade deste trabalho podemos estudar a estabilidade destes modelos
cosmoldgicos nao singulares através de perturbacoes escalares conectadas a formacao de
estrutura em nosso Universo. Em uma primeira andlise pretendemos realizar uma des-
cricao efetiva, ignorando os aspectos quanticos das interacoes da matéria. Os efeitos de
flutuacoes quanticas da métrica sao importantes quando a curvatura do espago-tempo se
torna compardvel com a curvatura de Planck (Rp; &~ 3,829 x 10% ¢cm~2), ou quando consi-
deramos regioes do espago comparaveis com o comprimento de Planck (Ip; &~ 1,616 x 10733
cm) e intervalos de tempo compardveis com o tempo de Planck (tp; ~ 5,591 x 107 s)
(FROLOV; NOVIKOV, 1998).

Como perspectiva futura pretendemos examinar o papel do ricochete - com rela-
¢ao a perturbagoes escalares - para o caso no qual os parametros cosmoldgicos observados
sejam levado em consideracao. Para este fim, uma generalizacao da equacao de Mukhanov-
Sasaki (MUKHANOV; FELDMAN; BRANDENBERGER, 1992) pode ser uma poderosa,
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ferramenta para simplificar as equagoes dindmicas — e suas solugoes numéricas — que gover-
nam a evolucao de perturbagoes escalares. Neste caso, também pretendemos implementar
um melhor cédigo numérico para aumentar a precisao sobre os modos dos harmonicos esfé-
ricos sobre S3, que utilizaremos para expandir as perturbacoes em modelos de 3-curvatura,

nao nula.
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