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RESUMO

MARCET, A.P.M. Cédigos Corretores de Erros BCH: uma aplicacdo de polinomios
em Corpos Finitos. 2019. 77 f. Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional - PROFMAT) — Faculdade de Formagao de Professores, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

Codigos corretores de erros sao usados para recuperar informagoes que, no pro-
cesso de armazenamento ou trnasmissao, sofreram algum tipo de alteracdo. Pretendemos
mostrar neste trabalho a relevancia dos polinémios, conteiido matematico abordado desde
o Ensino Fundamental. E para isso, apresentaremos sua aplicagdo nos cdédigos correto-
res de erros BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem), que trabalham sobre Corpos Finitos.
Introduziremos alguns conceitos e resultados de Algebra e exploraremos exemplos que
mostram como ¢ feita a utilizacao dos polinomios nos cédigos BCH.

Palavras-chave: Polinomios. Codigos Corretores de Erros. BCH. Corpos Finitos.



ABSTRACT

MARCET, A.P.M. BCH Error-Correcting Codes: an application of polynomials in
Finite Fields. 2019. 77 f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matemdtica em
Rede Nacional - PROFMAT) — Faculdade de Formacao de Professores, Universidade
do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

Error-correcting codes are used to retrieve information that has changed in the
process of storing or transmitting data. This TCC intends to show the relevance of
polynomials, mathematical content approached since elementary school. And for that,
we will present its application in the error correcting codes BCH (Bose-Chaudhuri-
Hocquenghem) er-ror correcting codes, which work on Finite Fields. We will present
some concepts and results of Algebra and explore examples showing how polynomials are
used in BCH codes.

Keywords: Polynomials. Error Correcting Codes. BCH. Finite Fields.
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INTRODUCAO

No Brasil, o estudo de polinémios na escola se inicia nos anos finais do Ensino
Fundamental, onde sao vistos, entre outros, os seguintes contetidos: expressoes algébricas,
produtos notaveis, fatoracao e polindémios sobre o conjunto dos ntimeros reais. Depois,
no Ensino Médio, o tema polindmios é retomado e aprofundado, sendo abordado nos
conteudos: equacoes polinomiais e polinémios sobre o conjunto dos niimeros complexos.
Nos dois niveis de ensino — Fundamental e Médio — os polinémios sao estudados sobre os
seguintes conjuntos: N, Z, @, R e C. Contudo, varias aplicagoes que surgiram com o desen-
volvimento de Ciéncia da Computagao, o uso maci¢o de computadores e as comunicagoes
via satétile trabalham com polindmios sobre Corpos Finitos e suas extensoes, como é o
caso de algumas aplicagoes relacionadas a Criptografia e Teoria dos Cédigos Corretores
de Erros. Dessa forma, a abordagem de polinomios sobre Corpos Finitos passou a ser
valorizada nas graduagoes da area tecnoldgica, principalmente em algumas engenharias
como: elétrica, de computagao, eletronica, de telecomunicagoes e etc.., além da Matema-
tica. Com isso, é natural pensarmos que, em algum momento, necessitaremos trabalhar,
ainda no Ensino Médio, com polinémios sobre os Corpos Finitos, o que nos remete ao
Corpo dos inteiros médulo m (Z,,), sendo m um niimero primo.

A constatagao de que precisaremos abordar polinémios sobre Z,, no Ensino Médio
¢ uma provavel consequéncia da valorizacao dos conteidos de congruéncia modular e no-
¢oes de Criptografia na Educacao Basica, o que ja pode ser visto em trabalhos académicos
que se relacionam ao ensino de Matematica, inclusive dentro do PROFMAT, como por
exemplo (CARVALHO, 2014), (NICOLETTTI, 2015) e (ARAGAO, 2017). Essa constata-
¢ao e o desejo de trabalhar com c6digos corretores de erros em nossa pesquisa serviram
de motivacao para a elaboracao deste trabalho.

Comecamos entao a pesquisar algum tipo de codigo corretor de erros que valorizasse
o uso de polindmios de uma forma mais direta e que trabalhasse sobre Corpos Finitos, o
que confluiu para a escolha dos cdédigos BCH binarios, que foram descobertos por R.C.
Bose e D.K. Chaudhuri (1960) e independentemente por A. Hocquenghem (1959). Tais
codigos pertencem a classe dos ciclicos, os quais admitem uma representagao em termos
de polindmios sobre extensoes de Zs.

Este trabalho esta dividido em trés capitulos. No primeiro, fizemos uma revisao
de defini¢bes e propriedades dos corpos em geral e o Anel dos Inteiros médulo m, com
énfase para a condi¢do de ser um corpo. Também mostramos os principais resultados
que envolvem polinémios sobre corpos. No segundo capitulo, apresentamos algumas das
principais propriedades e resultados de Corpos Finitos, com destaque para os que envolvem
extensodes do corpo Zs. Ja no terceiro capitulo, tratamos de Codigos Corretores de Erros.

Além de introduzirmos o assunto, a énfase foi dada aos c6digos BCH binarios, mas antes
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apresentamos os codigos lineares e os ciclicos binarios, que formam, respectivamente, a
classe e subclasse as quais os BCH bindrios pertencem.

O leitor podera observar que os polindmios, embora tratados no capitulo 1, tran-
sitam nos demais. Advertimos que muitos resultados apresentados no ultimo capitulo
foram focados apenas sobre corpos finitos com 2™ elementos e algumas demonstracoes
foram omitidas, por fugirem ao escopo deste trabalho, mas podem ser encontradas nas
seguintes referéncias bibliograficas (LIN; DANIEL, 1983) e (HEFEZ; VILLELA, 2017).
Optamos por essa forma de proceder para tratarmos dos codigos BCH binarios de uma

maneira mais pratica e por meio de exemplos que valorizassem a utilizacao de polindémios.
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1 FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Neste capitulo apresentaremos, de forma breve, alguns conceitos e resultados que
dao embasamento tedrico a este trabalho, tais como a defini¢ao de corpo e suas proprieda-
des, o Anel dos inteiros médulo m e polinémios sobre corpos finitos. A énfase sera dada ao
estudo dos polinémios, porque o cédigo corretor de erros BCH trabalha com polinémios

sobre corpos finitos.

1.1 Conceitos Basicos

Definig¢ao 1.1.1. Seja A um conjunto, com A # (). Um anel é a terna (A, +, ) que possui
duas operagoes em A; chamadas de adigao e multiplicagao, denotadas respectivamente

da seguinte forma:

+: AxA — A e - AxA — A
(a,b) +— a+b (a,b) +— a-b

e que possuem as seguintes propriedades:

A1) Associatividade da adigao:

Va,b,ce A, (a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c

A2) Existéncia do elemento neutro para a adigao:
Existe um elemento neutro, denotado por 0, denominado elemento neutro do anel, tal
que

Vae A, a+0=0+a=a.

A3) Todos os elementos de A sdo simetrizaveis em relagao a adicao:

Va € A, existe um elemento chamado simétrico de a, denotado por —a, tal que

A4) Comutatividade da adigao:
Ya,be A, a+b=0b+a.
M1) Associatividade da multiplicagao:

Va,b,ce A, (a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c.
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AM) Distributividade da multiplicagdo com relacao a adigao:
Va,b,ce A, a-(b+c)=a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c

Os elementos a+b e a-b (ou ab) sao chamados respectivamente de soma e produto

de a e b. Nesse texto, muitas vezes iremos nos referir ao anel (A, +, ) apenas por A.

Observacao 1.1.2. Sabemos que todo elemento a de um anel tem inverso para a adicao

(—a) e ele é tnico. Podemos assim, definir uma operagao chamada de subtragao como:
a—b=a+(-b),Ya,be A

Os conjuntos dos nuimeros inteiros Z, dos nimeros racionais QQ, dos ntimeros re-
ais R e dos niimeros complexos C, juntamente com as suas operacoes de adicao e de
multiplicagao, sao exemplos de anéis.

Um anel A é um Anel com Unidade se for verificada a seguinte propriedade.
M2) Existéncia do elemento neutro para a multiplicagao:

Existe um elemento chamado unidade e denotado por 1 tal que
VaoeA, a-1=1-a=a.

Um anel A é um Anel Comutativo se for verificada a seguinte propriedade.

M3) Comutatividade da multiplicagao:
Ya,be A, a-b=b-a.

Um anel A é um Anel sem Divisores de Zero se for verificada a seguinte
propriedade.
M4) Va,be A,a#0 e b#0=a-b#0.

A propriedade acima é equivalente a seguinte:
Va,be A,a-b=0=—=a=0 ou b=0.

Um anel A é um Dominio de Integridade se forem verificadas as propriedades
M2, M3 e M4.

Definigao 1.1.3. Seja A um anel comutativo com unidade. Um elemento a # 0 de A

listo é, a-a~! = 1. Além disso

sera dito invertivel, se tiver inverso multiplicativo a~
(a-b)yt=bt-at=at b1

Se a é invertivel, entdao a~! é invertivel e (a™!)~! = a.

Definicao 1.1.4. Um dominio de integridade em que todo elemento diferente do elemento

neutro aditivo do dominio é invertivel, é chamado de corpo.
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Os anéis Q, R e C sao corpos porque, nesses conjuntos, todo elemento diferente
de 0 é invertivel. Por outro lado, o anel Z ndao é um corpo, pois seus Unicos elementos
invertiveis sao —1 e 1.

Um corpo é finito se o conjunto de seus elementos € finito. No capitulo 2 voltaremos
a falar sobre esses corpos.

A seguir apenas enunciaremos algumas propriedades basicas que envolvem anéis,
dominios de integridade e corpos.

Sejam A um anel e a,b,c € A, entao:

Além das propriedades acima, se o anel A for um dominio de integridade e se a # 0,

a-b=a-centdo b=c. (Lei do Cancelamento da Multiplicacao).

1.2 Anel dos Inteiros Mdédulo m

Definigao 1.2.1. Sejam o anel Z e m € Z, com m > 1. Dois elementos a,b € Z sao
congruentes moédulo m se m divide b — a. Neste caso, denotaremos por a = b (mod

E imediato da definicdo que para quaisquer a,b,c,d’, b € Z:
i) a = a (mod m);
ii) Se a = b (mod m) entdo b = a (mod m);
iii) Se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m) entdo a = ¢ (mod m);
iv) Se a = a' (mod m) e b =10 (mod m) entdao a+b=d +0 (mod m)ea-b=d -V
(mod m).

As trés primeiras propriedades acima indicam que a congruéncia médulo m é uma
relacdo de equivaléncia. A propriedade (iv) é compativel com as operagoes aditiva e

multiplicativa de Z.

Definigao 1.2.2. Sejam o anel Z e m € Z, m > 1. A classe residual de um elemento

a € Z modulo m é o conjunto

a={a+km,k eZ}.
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O elemento a é denominado um representante da classe residual @.
O conjunto formado por todas as classes residuais em Z médulo m é denotado por
Z,. Observamos que
Zm =A{0,1,...,m—1}

equesei,j=0,...,m—1com i+ j, entdo i # j.

De fato, dado a € 7Z, pelo algoritmo da divisao euclidiana, temos que existem
inteiros ¢ e r univocamente determinados tais que: a = mg+r e 0 < r < m — 1.
Portanto, hd um tnico inteiro r com 0 < r < m — 1, tal que a = 7.

Logo, Z,, ¢ um anel finito com exatamente m elementos.

Como a congruéncia moédulo m em Z é uma relagao de equivaléncia, entao Z,, é
uma particao de Z. Além disso, podemos definir as operacoes de adicao e multiplicagao

em Z,y,.

Definig¢ao 1.2.3. Sejam @, b quaisquer classes residuais médulo m. A adi¢do e a multi-

plicacao em Z,, sao definidas por:

a+b=a+0b e a-b=a-b.

Podemos observar que as defini¢bes acima nao dependem dos representantes das

classes residuais. De fato, sabemos que se a = da’ (mod m) e b = b’ (mod m) entao

a+b=d+4+V (mod m)ea-b=ad -V (mod m) e, portanto, a + b = a’ + b, o que acarreta
quea+b=d +Vb.

E imediato que Z,, munido das operacdes de adicao e multiplicacio definidas acima
formam um anel comutativo com unidade com 0 e 1. Sendo estes os elementos neutros

da adicao e da multiplicagao respectivamente.
Exemplo 1.2.4. Seja m = 2. Logo, Zs = {0,1} com as operagoes da tabela 1 é um anel.

Tabela 1 - Operagoes em Zo

Adicao em Zs

+ 0 1

0 0 1

1 1 0
Multiplicacao em Zo

. 0 1

0 0 0

1 0 1

Fonte: (HEFEZ; VILLELA,
2017)
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Veremos que nem todo Z,, é um corpo. Entao, com o objetivo de determinar quais

sao corpos, precisaremos inicialmente caracterizar os elementos invertiveis desses anéis.
Proposicao 1.2.5. @ € Z é invertivel se, e somente se, MDC(a, m) = 1.

Demonstracdo: Suponhamos que @ seja invertivel. Consequentemente, existe b € Z tal
que @-b=1. Logo, a-b=1 e, portanto, a-b =1 (mod m). Isso implica que existe um
inteiro s tal que a- b+ s-m =1, logo MDC(a,m) = 1.

Reciprocamente, suponhamos que MDC(a, m) = 1. Entao, pelo teorema de Bé-
zout, existem inteiros b e ¢ tais que b-a+c-m = 1. Logo, b-a =1 (mod m). Consequen-

temente, @-b=a-b=1 e, portanto, a é invertivel. ]
Teorema 1.2.6. O anel Z,, ¢ um corpo se, e somente se, m ¢ um nimero primo.

Demonstracdao: 7Z,, ¢ um corpo se, e somente se, todos os elementos 1,2,...,m — 1
sdo invertiveis, o que, pela Proposicdao 1.2.5, equivale ao fato de que MDC(1,m) =

MDC(2,m) = ... =MDC(m—1,m) = 1; eisso é, portanto, equivalente a m ser primo. [

Temos assim garantida a existéncia de um corpo com m elementos para todo
nimero primo positivo m.

O anel Zy do Exemplo 1.2.4 é um corpo.

1.3 Polinémios sobre um Corpo

O cobdigo corretor de erros BCH trabalha com polindmios sobre corpos finitos. Por

esse motivo, faremos uma breve apresentacao de polindomios sobre corpos.

Definicao 1.3.1. Sejam K um corpo e  uma indeterminada ou variavel. Um po-

lindmio p(x) com coeficientes em K, na indeterminada z, ¢ uma expressao do tipo

n
p(x) =Y ax' = ag+ arx + - -+ + apa”,
i=0
onden € Z" e a; € K,Vi=0,1,...,n.. Omitiremos, na expressao do polindmio, o termo

a;x', toda vez que a; = 0.

Na defini¢do acima usamos a notacao formal de polindémios sobre um corpo, mas
um polinémio p(x) = ag + a1z + - - - + a,x" estd associado a uma n-upla (ag, ay, ..., a,),
em que a; # 0 para um numero de indices. Ao longo deste trabalho, poderemos usar
indistintamente as duas notagoes, dependendo do contexto.

Dados dois polindmios p(z) = ag+ayz' +- - -+ a,2" e ¢(x) = by +brx' ++ - -+ bpx™,

dizemos que p(z) = q(z) se a; = b;, para todo i.
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O conjunto de todos os polindmios na indeterminada x com coeficientes em K sera
denotado por K[z]. Observamos que K C K|[z].

Se p(z) = 0+ 0x + 022 + ... + 0z™ entao dizemos que p(z) ¢ o polindémio iden-
ticamente nulo e serd denotado por p(z) = 0. Se p(x) = ag, com ag € K, entao p(z) é

o polinbmio constante aq.

Definigao 1.3.2. Seja p(z) = ag + a12' + -+ + a,2™ € Klz] um polindmio nao nulo,
a, # 0. O grau de p(x), que serd denotado por gr(p(x)), é o inteiro nao negativo n. E,

nesse caso, a, é chamado coeficiente lider de p(z).

Se p(x) é o polindémio nulo, gr(p(z)) ndo estd definido. Além disso, notemos que

gr(p(x)) = 0 se, e somente se, p(z) é um polinémio constante nao nulo.

Definicao 1.3.3. Se gr(p(x)) = n, dizemos que p(z) € K[z] é um polinébmio ménico

se a, = 1.

Sejam os polinémios p(z) = ag + a1zt + - - + a,z™ e q(x) = bo + byt + - - + bya™
pertencentes a K[x], definimos as operagoes de adigdo e de multiplicagdo em Klz],

€cOmo a seguir:
méz{n,m}

p(x) +qlz) = > (a;+b)a',

=0
n+m ) 7
p(z) - q(x) = Z c;x', onde ¢; = Zaj “bi_j
=0 j=0

As operagoes de adigao e multiplicagao definidas acima, em K|[z|, possuem propri-
edades semelhantes as das respectivas operagoes em K. Isso sera mostrado no teorema a

seguir.

Teorema 1.3.4. Com as operagdes de adicao e de multiplicacao definidas acima, K[z]| é

um anel.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em (BIAZZI, 2014, pp. 19-23).

De acordo com as definigoes das operagoes em K [z], dados os polinémios p(x), g(x) €
K[z}, com gr(p(z)) = n e gr(q(x) = m, temos que gr(p(z)+q(x)) = maz(gr(p(x)), gr(q(z)))
e que gr(p(z) - ¢(z)) = n+ m.

Defini¢ao 1.3.5. Sejam K um corpo e os polindémios f(x) # 0,g(x) € KJ[z]. Dizemos
que f(x) divide g(z) ou g(x) é divisivel por f(x), se existe h(z) € K[z] tal que

Se f(z) divide g(x) denotaremos por f(x) | g(x).
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Teorema 1.3.6 (Algoritmo da Divisao). Sejam f(z), g(x) € K[z|, com g(z) # 0. Existem
tnicos ¢(z),r(z) € Klz] tais que:

onde 7(z) = 0 ou gr(r(x)) < gr(g(z)).

Demonstragio. Sejam os polindmios f(z) = ag + a1z + ... + a,2"™ e g(x) = by + bix +
oo+ bpx™, com gr(g(x)) = m.
Existéncia: Se f(x) = 0 entdo ¢(x) = r(z) = 0. Suponhamos f(z) # 0 e gr(f(x)) = n.
Se n < m entao q(z) =0 e r(x) = f(x). Agora, assumiremos que n > m.

Demonstraremos o teorema por inducao sobre gr(f(z)) = n. Se n = 0, entao
teremos m = 0 pois supomos n > m. Nesse caso, f(z) = ag # 0,9(x) = by # 0. Logo,
obtemos ¢(z) = agby ' e 7(x) = 0.

Assumiremos a validade do resultado para polinémios g(x) de grau menor do que
n=gr(f(r)).

Seja o polinémio fi(z) = f(z) — a,blz"™™ - g(x), onde gr(fi(z)) < gr(f(z)).
Logo, pela hipétese de inducao, existem unicos ¢, (), (x) € K[z], tais que:

filz) = q(z) - g(x) +ri(x),
onde 71 (z) = 0 ou gr(ri(z)) < gr(g(x)). Entao, temos que
f@) = ai(x)g(z) +ri(z) + anby, 2" "g(x)

e, consequentemente

f@) = (@(2) + anby'a" ")g(x) +r1(2).

Portanto, tomando ¢(z) = qi(z) + a,b,'z"™™ e ri(z) = r(z), provamos a existéncia
dos polindémios ¢(x),r(z) € K[x] tais que f(x) = q(z) - g(x) + r(z), onde r(x) = 0 ou
gr(r(z)) < gr(g(x)).

Unicidade: Sejam os polinomios q;(x), ¢2(x), 1 (), r2(x) € K[x], tais que:

f(@) = q(x) - g(x) + 1 (2) = @2() - g(2) +72(2),

onde 7 (z) = 0 ou gr(ri(z)) < gr(g(x)) e ra(x) = 0 ou gr(re(z)) < gr(g(x)). Entao,
temos que

(q1(z) — 2()) - g(x) = 1r2(x) — r1(2).

Se ¢1(x) = @o(z), entdo ri(x) = ro(x) e a unicidade estd provada. Por outro lado,
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se qi(z) # q2(z), temos que gr(ray(z) — ri(z)

> gr(g(z)), o que é uma contradigao,
pois devemos ter gr(rq(x) — ri(z)) < gr(g(z)) p

)
)

consequentemente, temos r1(x) = f(x) — ¢1(x)g(x

or hipotese. Logo, ¢1(z) = ¢2(x) e,
f(@) = q2(x)g(x) = rao(2). O

) =
Exemplo 1.3.7. Vamos efetuar a divisdo de f(z) = 2* + 23 + 2 + 1 por g(z) = z + 1,

onde f(z),g(x) € Zs[x].

2t + ¥+ + 1|z + 1
4+ 2P o+ 1
r + 1
r + 1
0

Temos que: '+ 23 +2z+1 = (z+1) (2> + 1), onde ¢g(x) = 2° +1 e r(z) = 0.
Portanto, g(z) = z + 1 divide f(z) = 2* + 23 + 2 + 1.

Defini¢ao 1.3.8. Sejam K um corpo e p(x) € K[z| um polindémio. Dizemos que zy € K
¢ uma raiz do polinémio p(x) se p(xy) = 0.
Proposigao 1.3.9. Sejam K um corpo, p(x) € K[z] um polinémio e xy € K. Temos que

zo é uma raiz de p(x) se, e somente se, z — xq divide p(x).

Demonstragdo: Sejam K um corpo, os polindmios f(z),g(z) € Klz|, o uma raiz
de f(z) e g(zr) = © — xg. Pelo algoritmo da divisdo, existem dois tnicos polindémios
q(z),r(x) € K[x], tais que

f(z)=g(x)-q(x) +r(x), comr(z) =0ougr(r(z)) =0.

Se r(x) = 0 temos que f(z) = g(z) - () e, portanto, g(z) = z — o divide f(x). Por
outro lado, se gr(r(xz)) = 0 entao r(x) = ry constante nao nula. Logo, xy é raiz de f(x)
se, e somente se,

0= f(xo) = (w0 — o) - q(x) + 19 = 70,

ou seja, se, e somente se, 79 = 0. Portanto, temos que

fx) = g(x) - q(x),

que significa g(z) = z — xo dividir f(z). O
O Exemplo 1.3.7 mostra esse fato, onde f(1) = 1"+ 13 +1+1 = 0 em Zy, e
r—1=x+1=g(x) divide f(z).

Defini¢ao 1.3.10. Sejam K um corpo e p(x) € K[z] tal que gr(p(z)) > 1. Dizemos que
p(z) é um polinémio irredutivel sobre K se p(x) = s(z)-t(x), tal que s(z),t(z) € K[x],
entdo s(x) = ¢; € K\{0} ou t(z) = ¢y € K\{0}.
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Como consequéncia da definicdo acima, dado f(z) € Klz|, se f(z) divide o po-
lindémio irredutivel p(z) € KJz], entdo ou f(x) € K\{0} ou existe ¢ € K\{0} tal que

f(x) =c-p(z).

Definicao 1.3.11. Seja K um corpo. Dados f(z), g(z) € K|z], um polinémio d(z) € K|[z]

¢ o maximo divisor comum de f(z) e g(x) se:

i) d(x) | fz) e d(z) | g(x)
ii) Vdy(x) € K[x], se di(x) | f(x) e di(x) | g(x) entdo di(z) | d(z).
O méximo divisor comum de f(x) e g(z) é denotado por MDC(f(z), g(z)).

Definicao 1.3.12. Seja K um corpo. Dados os polinémios nao nulos f(z), g(z) € K|z],
um polindémio m(z) € Kz] é o minimo maltiplo comum de f(z) e g(x) se:

i) m(x) é monico

i) () | m(z) e g(z) | m(z)

iii) Vmy (z) € Klz], se f(x) | mi(z) e g(x) | mi(z) entdo m(z) | my(x).
O minimo miltiplo comum de f(z) e g(x) é denotado por MMC( f(z), g(z)).

Teorema 1.3.13. Um polindmio de grau n com coeficientes num corpo possui, no ma-

ximo, n raizes distintas.

Demonstragio: Sejam o corpo K, o polindémio p(z) € Klz] e aq,...,q, € K raizes
distintas de p(x). Seja g;(z) € K[z]. Pela Proposicao 1.3.9,

fx) = (x = 1) - gi(2).

Como ap também é raiz de f(x). Entao f(az) =0, logo f(as) = (. — 1) - g1(ce). Como

a1 # ag, g1(ae) = 0, portanto as é raiz de g;(x). Entdo, existe go(x) € K[x] tal que

gi(z) = (x — a2) - g2().
Logo,
f@)=(z —a) - (r—a2) - ga().
Podemos repetir esse raciocinio até que tenhamos:
fla)=(r—o) (=) ... (T — ap) - gm(x)
entdo gr(f(x)) =n=m+ gr(gm(x)). Portanto, m < n. O

Voltaremos a defini¢oes e resultados envolvendo polindomios nos demais capitulos

deste trabalho sempre que for necessario.
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2 CORPOS FINITOS

2.1 Conceitos Basicos

Definicao 2.1.1. Seja K um corpo finito com elemento unidade 1. Definimos a carac-

teristica de K, como o menor inteiro positivo A, tal que

Exemplo 2.1.2. A caracteristica do corpo Zg ¢ 2, pois Y7, 1 =1+ 1= 0.

Teorema 2.1.3. Sejam K um corpo finito e \ a caracteristica de K, entao A é um nimero

primo.
Demonstrag¢do: Suponhamos que A nao seja primo. Entao existem A\, Ay € Z tais que
1< A <Ael< A <A onde A= A1 -\, Logo, temos que:

0=XA-1=0 ) 1=\-(Na-1)=(\-1)(Ag-1).

Como K ¢ também um dominio de integridade, temos entao que Ay -1 =0ou Ay -1 =0,
o que ¢ uma contradicao, pois A € o menor inteiro positivo tal que A -1 = 0. Portanto, A

¢ primo. ]
Teorema 2.1.4. Sejam K um corpo finito com ¢ elementos e & € K, onde o # 0. Entao,

a?™l =1.

Demonstragdo: Sejam K um corpo finito com ¢ elementos, 51,...,8,-1 0s ¢ — 1 ele-
mentos nao nulos de K e a um elemento nao nulo de K. Como a multiplicagao é fechada
em K, os ¢ — 1 elementos a.- f1, ..., a - B,—1 sao nao nulos e distintos entre si, dois a dois.

Entao, temos que

(a-B1) ..o (- Bye1) =P1- . By
@l By Byt) =B By
Mas como, por hipdtese, temos o # 0 e By - ... B,_1 # 0, devemos ter a?! = 1. n
Como consequéncia do Teorema 2.1.4, temos que a? = o, a # 0 € K.

Definicao 2.1.5. Sejam K* = K\{0} um corpo finito e « € K*. A ordem de « é o

menor inteiro positivo n tal que o™ = 1.

Teorema 2.1.6. Sejam K um corpo finito com ¢ elementos e « € K, onde o # 0. Seja

n a ordem de «. Entao, n divide g — 1.
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Demonstracdao: Suponhamos que n nao divida g—1. Ao dividirmos ¢—1 por n, obtemos

q—1=mns+r,onden>r > 0. Entao, temos que

Oéqfl — Oénerr — ans . ar — (an)s . OéT.

Mas como a? ! =1 e a" = 1, pois n é a ordem de o, entdo devemos ter o” = 1. Mas isto
¢ um absurdo porque n > r > 0 e n é o menor inteiro tal que o™ = 1. portanto, n divide
q— 1. O

Definicao 2.1.7. Seja K um corpo finito com ¢ elementos. Chamamos de elemento

primitivo a um elemento nao nulo o € K cuja ordem é ¢ — 1

Uma consequéncia direta da definicdo acima é que as poténcias de um elemento

primitivo de um corpo finito geram todos os elementos nao nulos desse corpo finito.
Teorema 2.1.8. Todo corpo finito possui elementos primitivos.

A demonstracao desse teorema pode ser consultada em (HEFEZ; VILLELA, 2017,
p. 78).
O exemplo a seguir ilustra o que foi dito nos teoremas e definicdes acima sobre

elemento primitivo e ordem de um elemento de um corpo finito.

Exemplo 2.1.9. Considere o corpo finito Zs, cujas operagoes de adi¢do e multiplicacao

estao ilustradas na tabela 2 a seguir.

Tabela 2 - Operacgoes em Zs

Adicao em Zs

+(0]1(2]3]4
010112314
1111213|14]0
2121314101
313/4(0]1] 2
41410123
Multiplicacao em Zs

01234
0/0[0[0]0]|O0
110(112|3]|4
210121413
31011234
410141321

Fonte: O autor, 2019
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O corpo finito Zs5 tem caracteristica A = 5 e possui ¢ = 5 elementos. Se usarmos a
tabela da multiplicacao para calcularmos as poténcias do elemento 2, obteremos: 2! = 2,
22 =4, 2% = 3 e 2* = 1. Observamos entdo que o elemento 2 é primitivo, pois 2°7! =
24 = 1. Isto é, a ordem do elemento 2 é ¢ —1 = 5 — 1 = 4. Portanto, as poténcias do
elemento 2 geram todos os elementos nao nulos do corpo finito Zs.

Por outro lado, o elemento 4 nao é um elemento primitivo em Zs. Isto pode ser
verificado analisando as poténcias desse elemento, que sdo as seguintes: 4! = 4, 42 = 1,
43=4e4*=1. Aordemdoelemento4é2 #4=5-1=¢g—1e2dividled =5—-1=q—1.

Logo, as poténcias do elemento 4 nao geram todos os elementos do corpo finito Zs.

Nas duas proximas segoes apresentaremos um método para construir extensoes do
corpo Zs e, em seguida, daremos algumas propriedades de corpos finitos que sejam relevan-
tes para o embasamento do c6digo corretor de erros BCH binarios. Alertamos que muitos
dos resultados serdo apenas mencionados no texto, sem que haja um aprofundamento por

exceder a finalidade deste trabalho.

2.2 Extensao de um Corpo Finito

Definicao 2.2.1. Sejam F' e K dois corpos finitos. F' é uma extensao de K se K C F,
F#£K.
Observacao 2.2.2. Nao ¢ dificil verificar que se F' é uma extensao de K, entdo F' é um

espaco vetorial sobre K. Para isso, basta termos as seguintes operagoes:

+: FxF — F e KxF — F

(u,v) +— u+wv (Au) — A-u

Definicao 2.2.3. O grau de extensao do corpo F' é sua dimensao como espago vetorial

sobre K, que serd denotada por [F : K].
Como F e K sao finitos, entdo [F : K] é um nimero inteiro positivo.

Proposicao 2.2.4. Sejam F' e K corpos finitos, K com ¢ elementos. Se F' é extensao de

K entao F possui ¢" elementos, onde m = [F : K].

Demonstragdo: Como F' pode ser visto como um espago vetorial sobre K, logo a di-
mensao deste espago vetorial é finita e igual a m, sendo m = [F : K].

Temos que F' possui uma base b = (by, b, ..., by,) e qualquer elemento y € F'; y pode ser
escrito de forma tnica como y = A1by+Xobo+- - -+ X\, b1, sendo Ap, Mg, ..., A, pertencentes

a K. Como K tem q elementos entao F' possui exatamente ¢ elementos. O

Exemplo 2.2.5. Se K = Z, entao qualquer extensao finita F' de K terd p™ elementos,

sendo m = [F': K| a dimensao do espago vetorial F'.
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Exemplo 2.2.6. Seja K = Z, e m = 3 entao a dimensao de F', como espago vetorial, é 3.
E F tem 23 elementos que sao: (0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,1,0),(1,0,1),(1,1,1).

2.3 Construcao de Extensoes de Corpos Finitos com 2™ elementos

O cédigo corretor de erros que mostraremos neste texto trabalha com polindmios
sobre extensoes F' de Zs, ou seja, sobre corpos com 2™ elementos, sendo m a dimensao de
F. Portanto, nesta secao apresentaremos um método para a construgao de corpos finitos
de 2™ elementos, com m > 1. E usaremos como base a referéncia bibliografica (LIN;
DANIEL, 1983).

Teorema 2.3.1. Seja p(x) um polindmio irredutivel em Zy com gr(p(z)) = m, entdo
pla) | ("1 +1).

Demonstragao: A demonstracao deste teorema encontra-se em (BERLEKAMP, 2015,
p. 103). 0

Definig¢ao 2.3.2. Seja p(x) um polinémio irredutivel em Zs, com gr(p(x)) = m. Dizemos
que p(z) é um polindmio primitivo se p(z) nao divide nenhum polinémio da forma
2t +1paral <t <2m™—1.

Exemplo 2.3.3. Seja o corpo K = Zj. Sejam os polindémios f(x),g(x) € Zy. O polino-
mio g(z) = 2® + z + 1 ¢ um polinémio primitivo sobre Zs,, pois ele divide f(z) = 27 + 1
com n = 2% —1 = 7, mas nao divide nenhum dos seguintes polinémios h(x) = 2% + 1,
uw(x) =2 +1,v(z) =2+ 1 e w(r) =23+ 1, onde h(z),u(r),v(z),w(r) € Zs.

Obviamente que g(z) nao divide w(x). Porém, os resultados das outras divisdes podem

ser verificadas nas figuras 1 e 2 a seguir.

Figura 1 - Divisdes de v(z) = 2* + 1 e u(x) = 2% + 1 por g(z) =23 +x + 1

x* +1 X +x+1 x> +1 | x*+x+1
X'+ X7+ x X X +x2+x° x*+1
xX*+x+1 X +x° +1
x> x+1
X+ X

Fonte: O autor, 2019



Figura 2 - Divisdes de h(z) =28 + 1 e f(x) =2" + 1 por g(z) = 2> + 2+ 1

x° +1 | x’+x+1
6 4 3 3
X +XxX +Xx X +x+1
x4+ x° +1
4 2
X X +Xx
3 2
X+x +x+1
x> x+1
2
X

Fonte: O autor, 2019

7

X +1
X +x’+x*
x+x* +1
x° x>+ x°
XX+ X +1
x* X +x
x3 x+1
x’ x+1
0
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3
X +x+1

4 2
X +x +x+1

Em geral, nao é facil identificar um polinémio primitivo. Além disso, dado um

valor de m, podem existir mais de um polindomio primitivo de grau m. Na tabela 3 a

seguir estao listados alguns polinémios primitivos sobre Z,, sendo um para cada valor de

m, onde 3 < m < 10, com o menor niimero possivel de termos.

Tabela 3 - Polinémios primitivos de grau m (3 < m < 10)

m | polinébmio primitivo | m | polinémio primitivo
3 >+ x+1 7 T4+ +1
4 | 8 |2+ at+ 2 +22+1
5 o+t +1 9 2+ 2t +1
6 S+ +1 10 20+ a3+ 1

Fonte: (LIN; DANIEL, 1983)

Consideremos os elementos 0,1 € Zy e um novo simbolo «. Construiremos um

conjunto formado por 0,1 e poténcias de « e, para isso, definimos a multiplicagao ” -

seguinte forma:

0-0=0,
0-1=1-0=0,

1-1=1,
O-a=a-0=0,
l-a=a-1=aq,
ozi:ozfq.)e.z.es-a, com ¢ > 2.

R da
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Como consequéncia da definicdo de multiplicacdo dada acima, temos que

l-a'=a'-1=0ao, (2)

cod = o = it

Dessa forma, temos o conjunto F = {0,1,a,a?,...,a’,...} no qual a operacio de multi-
plicacdo estd definida. Notemos que o elemento 1 serd denotado por a.
Necessitamos impor uma condi¢ao ao elemento a para que o conjunto E tenha
apenas 2™ elementos e seja fechado em relagao a operagao de multiplicacao definida em (1).
Seja p(x) um polindmio primitivo de grau m sobre Zs. Logo, p(x) é irredutivel em

Zs e divide 22"~ + 1. Entéo , temos que
"4 1= p(a) - g(x). com g(z) € Zo. )

Assumimos que « é raiz de p(z) em F, ou seja, p(a) = 0. Substituindo x por o em (3)
obtemos
a1+ 1=p(a) - q(@)

Mas como p(a) = 0, temos
" P+ 1=0-q(a)

O que resulta na seguinte igualdade, pelas operagoes definidas em (1)
A1 =0.
Adicionando 1 a ambos os lados dessa igualdade, usando a adi¢do em Z,, obtemos
i (4)

Portanto, sob a condigao de que « é raiz de p(x), obtemos a igualdade (4) que juntamente

com as operagoes em (1), torna FE finito contendo os seguintes elementos
E*={0,1,a,0?, ...,a*" %}

Observemos que o conjunto E* tem 2™ elementos, é fechado em relagao a operacgao de mul-
tiplicacao definida em (1) e ainda pode-se provar que £*\{0} forma um grupo comutativo
com a operagao 7 - 7",

A seguir, definiremos a operacao de adicao ” + 7 em E*.

Para 0 < i < 2™ — 1, dividimos o polindémio z* por p(x) e obtemos

' = qi(2)p() + ai(2) (5)
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sendo ¢;(x) e a;(x) polindmios sobre Zy e gr(a;(z)) < m — 1. Assim,
a;i(T) = a0+ 1T + a9 + ..+ Qi7" (6)

Como x e p(z) nao tém nenhum fator em comum diferente de 1, entdo = nao é divisivel

por p(z), logo
ai(z) # 0 (7)

para todo i > 0.
Além disso, mostraremos que a;(z) # a;(z) para todo 0 <i,j < 2™ — 1.
Suponhamos que a;(z) = a;(z) para algum i e j, i # j. Vamos considerar i < j.

Temos que

o'+ a2l = [gi(@) + ;(2)]p(r) + ai(z) + a;(2) = [g:(x) + ¢;(2)]p(x),

logo p(z) | (z° + 27) e, portanto, p(z) | 2°(1 4+ 27~%). Como z' e p(z) nio tém fator em
comum diferente de 1, entdo p(z) | (1 + 27~"). O que é um absurdo, pois p(z) é um

polindmio primitivo de grau m, logo p(z) nao divide (1 + 277%), entao

a;(z) # a;(x) (8)
Podemos observar que, desta forma, existirdo 2" —1 polinémios nao nulos ag(z), a;(x), . . .,

asm_o(x), todos distintos tais que gr(a;(z)) < m — 1.

Se substituirmos z por o em (5)

Como « ¢ raiz de p(z) entao

o' = a;(a) (9)

De (6) e (9), temos que
' = a0+ a0+ a;0” + .+ ™ (10)
Além disso, de (7), (8) e (10), vemos que os elementos nao nulos a’, o, a?, ..., a?" 2 de

E* podem ser representados por 2™ — 1 polindmios nao nulos de « sobre Z,, com graus
menores ou iguais do que m — 1.
O elemento 0 € E* sera representado pelo polindmio identicamente nulo. Dessa

forma, os 2" elementos de E*, que sao distintos entre si, serdao representados por 2™
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polindémios distintos de a sobre Z,, com grau menor ou igual a m — 1.

Definimos a operacao de adicao ” + 7 em E* da seguinte forma:

04+0 = 0,

0tal = ai+0=d

‘ + oz' o' + al, (11)
a'+al = (a0t i+ ™)+ (a0 + ajia 4+ aj o™

= (ai,o + (Zj70) + (Cl@l + (Ij71)0é + -+ (ai,m_1 + aj,m_l)am_l.

sendo 0(zero) o polindémio nulo em Z; e para 0 < 4,5 < 2™ — 1, cada coeficiente dado por
a;, + aj, pertence a Zy (0 <k <m —1).

Como consequéncia da definicdo dada acima, observamos que:

0 se 1=y,
(CLZ"() + CLJ”()) + (ai,l + CLjJ)CY + -+ (ai,m—l + aj,m_l)ozm_l se 1 7é j

o'+ ol =

A expressao polinomial (a;0 + aj0) + (a1 + aji)a+ -+ (aim-1 + Qjm-1)™

é nio nula e é a representacio de algum of € E*. Portanto, conforme (LIN; DANIEL,
1983) o conjunto E* é fechado em relagao a operacao de adi¢ao ” + 7 definida em (11) e
forma um grupo comutativo.

Nao é dificil mostrar que a multiplicacdo em E* é distributiva. Basta usarmos
a notacdo polinomial para os elementos de E*. Como a multiplicagdo em E*\{0} é

m __ z .
2 ...,a¥ 72} é um corpo finito

um grupo comutativo, entdao o conjunto E* = {0, 1, a, «
de 2™ elementos, que sera denotado por Fom. Notemos que as operagoes de adicao e
multiplicacao definidas em E* = Fom sdo as operagoes de adicao e multiplicacao em Zo.
Portanto, Zs é um subcorpo de Fom, cuja caracteristica é 2.

Durante o processo de construgao deste corpo a partir de Zs,, foram desenvolvidas
duas representacoes para os elementos nao nulos de Fom, que sao as seguintes: a represen-
tagao por meio de poténcias e a representagao polinomial. Nas operagoes de multiplicagao
¢é conveniente utilizarmos a primeira representacao. Enquanto que, nas operagoes de adi-

¢ao, é oportuno trabalharmos com a segunda representacao. Vejamos o exemplo abaixo.

Exemplo 2.3.4. Vamos construir o corpo finito Fes, por exemplo. Sejam m = 3 e
p(r) = 1+ 2 + 2® € Zy[zr] um polindémio primitivo. Seja « uma raiz de p(z). Entao,
pla) =1+ a+a®=0. Logo, a® = a + 1. Usando esta igualdade, podemos construir os

elementos de Fys cujos expoentes sao maiores que 3. Vejamos:

at=a-ad=a-(1+a)=a+a?
ad=a?-a?=a’ (1+a)=ac*+a®>=1+a+a?
add=ata*=(1+a) - 1+a)=1+a+a+a?*=1+a’
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Todos os elementos de Fys, gerados por p(z) = 1+ z + x3, estdo representados de

trés formas distintas na tabela 4.

Tabela 4 - Representacoes dos

elementos de Fo3

Poténcia | Polindmio | Vetor

0 0 (000)
1 1 (100)
« a (010)
o? a? (001)
o’ 1+« (110)
ot a+a? | (011)
o’ l+a+a?|(111)

(101)

ab 1+a?
Fonte: O autor, 2019

Observacao 2.3.5. No corpo finito Fqs, para efetuarmos a multiplicacdo de dois elemen-
tos, a’ e o/, 0 < 4,5 < 6, somamos seus respectivos expoentes e usamos o’ = 1 caso essa

soma seja maior do que 7. Por exemplo, a® - o = a!! = a* - a” = a*. Para efetuarmos

a divisao de a' por o/, multiplicamos o' pelo inverso multiplicativo de o/, que é o 7.

=3 = a?.a* = ab. Para efetuarmos a adicio de dois elementos a’

Assim, o?/a® = o? - a
e o/, usamos a representacao polinomial desses elementos dadas na tabela 4. Entdo, para

efetuarmos a adicao o + o, procedemos da seguinte forma:

4+ a’=14+a)+ (1 +a+a?) =a’

2.4 Algumas Propriedades de Corpos Finitos com 2™ elementos

Ao nos referirmos ao corpo R, sabemos que existem polindémios com coeficientes
reais cujas raizes nao pertencem a esse corpo, e sim ao conjunto C, que é uma extensao de
R. Para exemplificar, consideremos o polindémio p(x) = 22+ 2x+2 € R[z], que nao possui
raizes em R. As raizes de p(z) sdo os niimeros complexos —1 —i e —1+1, que estao em C.
Isto também ocorre com os polinémios com coeficientes em Zy. H& polinémios em Zs|x|
cujas raizes nao pertencem ao corpo Zs, mas estao em um corpo que é uma extensao de
Zsy. Por exemplo, consideremos o polindmio q(z) = z% + 22 + 1 € Zy[x], que é irredutivel
em Zso. Entretanto, ¢(x) possui trés raizes no corpo Fas, que é uma extensao de Zs. E
imediato que 0, 1 e a de Fys nado sao raizes de g(z). Mas, ao substituirmos os demais

elementos desse corpo em ¢(z), dados pela tabela 4, verificamos que a3, o® e af sdo as
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raizes de ¢(z) = 23 + 22 + 1, como podemos ver a seguir:

P+l=a"+a+1=a"+a’>+1+1=0,

Como ¢(x) = x* + 22 + 1 é um polindmio de grau 3, ele sé6 pode ter, no maximo, trés
raizes que sio a3, a® e ab. Entdo, temos que ¢(r) = 2® + 22 + 1 ¢ igual ao produto

(z +a®)(z + a®)(z + ab).

Definicao 2.4.1. Seja o corpo Fom e 5 € Fom. O elemento BQZ, para qualquer [ > 0, é
chamado de conjugado de 3.

Teorema 2.4.2. Sejam p(z) € Zz[x], o corpo Fom e 8 € Fam. Se  é uma raiz de p(x),

entdo todos os conjugados de 5 também sao raizes de p(z).
A demonstragao deste teorema pode ser vista em (LIN; DANIEL, 1983, pp. 34-35).

Exemplo 2.4.3. O elemento a® do corpo Fys é uma raiz de ¢(x) = 23+ 22+ 1. De acordo
com o Teorema 2.4.2; os conjugados de a® também sdo raizes de q(z) = 2% + 2% + 1. Isto

pode ser verificado, usando a tabela 4 ¢ a” = 1. Portanto, os conjugados de o sdo:

48 — of. Portanto, ndo calcularemos os valores dos proxi-

% e o préprio a?.

Notemos que (a?) = «

mos conjugados de o, pois obteremos os ja encontrados of, a

Teorema 2.4.4. Seja o corpo finito Fom. Entdo, os 2™ — 1 elementos nao nulos de Fom

geram todas as raizes de 22" 1 + 1.

Demonstrag¢do: Sejam um corpo finito Fom e € Fam, com [ # 0. De acordo com o

Teorema 2.1.4, temos que
[ =1,

Somando 1 a ambos os lados dessa igualdade, obtemos
Bt r1=0.

Isto significa que 8 é uma raiz do polindémio 22" ~! 4 1. Portanto, todo elemento niao nulo
do corpo Fym é uma raiz de 22" ~!' 4+ 1. Como o grau de 2”1 +1 é 2™ — 1, entdo os

2™ — 1 elementos nao nulos de Fym geram todas as raizes do polinémio #2” ! + 1. O]
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Corolario 2.4.5. Seja o corpo finito Fom. Os elementos de Fom geram todas as raizes de

m
x? + .

Demonstragdo: Seja o corpo finito Fam. Considerando que o elemento 0 (zero) de Fam
¢ a raiz do polindémio p(x) = z, e de acordo com o Teorema 2.4.4, temos que os elementos
nao nulos de Fom geram todas as rafzes de 22" ~! + 1. Portanto, os elementos de Fym

geram todas as raizes de z?" + z = x(2?" 71 + 1). O

Definicao 2.4.6. Sejam os corpos finitos Zy e Fom. Sejam 5 € Fom € ming(z) € Zs[z]
o polinémio de menor grau, tal que ming(8) = 0. O polindémio ming(z) é chamado de

polinémio minimo de 3.

Exemplo 2.4.7. O polinémio minimo do elemento 0 (zero) de Faom é 0 polindémio ming(z) =
x € Zs[x], pois ming(0) = 0. E o polinémio minimo do elemento 1 (unitério) de Fom é o

polinémio min,(z) = x + 1 € Zy[z], pois miny (1) =1+ 1=0.

Teorema 2.4.8. Sejam o corpo finito Fom € 8 € Fom. O polindémio minimo de 3, ming(z),

é um polindémio irredutivel.

Demonstragdo: Sejam o corpo finito Fam e § € Fom. Suponhamos que ming(z) nao seja
irredutivel e, portanto, pode ser escrito como produto dos dois polinémios py(x) e pa(x).
Entao, ming(x) = p1(z) - p2(z), onde os graus de ambos p;(z) e p2(z) sdo maiores do que
0 e menores do que o grau de ming(x). Como ming() = p1(B) - p2(B) = 0, entao temos
que p1(5) = 0 ou po(5) = 0. E, isto contradiz a hipdtese de que ming(z) é o polinémio

de menor grau, tal que ming(8) = 0. Logo, ming(x) é irredutivel. O

Teorema 2.4.9. Sejam os corpos finitos Zs e Fom. Sejam um polindmio p(x) € Zslz],

f € Fam e ming(x). Se p(f) = 0, entdo ming(z) divide p(z).

Demonstragdo: Na divisao de p(z) por ming(x), temos que p(x) = ming(z)-q(x)+r(x),
onde ¢(z) é o quociente e r(x) é o resto da divisdo. Logo, devemos ter gr(r(z)) <
gr(ming(z)) ou r(z) = 0. Como [ é raiz de p(x) e ming(x) é o polinémio minimo
de /3, entdo ao substituirmos x por 3, obtemos p(8) = ming(B) - ¢(B) + r(8) = 0. E,
consequentemente, temos que r(f) = 0. Se r(x) é o polindmio identicamente nulo, o
Teorema 2.4.9 estd provado. Por outro lado, se r(z) # 0, entdo r(z) é o polindémio
minimo de 8. O que contradiz a hipdtese de que ming(z) é o polinémio minimo de f.
Portanto, r(z) é o polinémio identicamente nulo e ming(x) divide p(x). O

Teorema 2.4.10. Sejam o corpo finito Fom, 5 € Fam e ming(z) o polindmio minimo de

2

B. O polindmio 22" + x é divisivel por ming(x).

Demonstragdo: Segue do Corolario 2.4.5 e do Teorema 2.4.9. O]

Considerando § um elemento do corpo finito Fom, 0 teorema acima nos diz que
todas as raizes de um polinémio minimo de 3 pertencem a Fom. Os dois seguintes teoremas

nos dirdo como encontrar essas raizes.
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Teorema 2.4.11. Sejam o corpo finito Fom, § € Fam e p(x) irredutivel em Zs[x]. Seja

ming(z) o polindmio minimo de 5. Se p(f) = 0, entao ming(x) = p(z).

Demonstragdo: De acordo com o Teorema 2.4.9, temos que ming(x) divide p(x). Como

ming(x) # 1 e p(x) é irredutivel, devemos ter ming(z) = p(z). O

Teorema 2.4.12. Sejam o corpo finito Fom, § € Fom e p(x) € Zs[x]. Seja e o menor
inteiro ndo negativo tal que $* = 3. Entdo
e—1 _
pla) = [[ (@ +5%)
i=0
¢ um polinémio irredutivel em Zs|x].

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em (LIN; DANIEL, 1983).

Teorema 2.4.13. Sejam o corpo finito Fom, 8 € Fom € ming(x) o polinémio minimo de

(. Seja e o menor inteiro nao negativo tal que 5% = 5. Entdo

e—1 )
mins(x) = [] (v + 82). (12)
i=0
sendo 42 os conjugados de f§.

Demonstracao. Esse teorema é uma consequéncia direta dos teoremas 2.4.11 e 2.4.12. [

Exemplo 2.4.14. Consideremos o corpo finito Fos, cujos elementos estao ilustrados na

tabela 4 (pdgina 31). Seja 5 = «. Entao, os conjugados de 3 sao
521 _ a2 o 522 _ a4.
O polinémio minimo de § = « é dado por
ming(r) = (v + a) - (x +a?) - (v + o).

Efetuando as multiplicagoes no lado direito dessa igualdade de acordo com as informacgoes

da tabela 4 (pagina 31), e considerando que a’ = 1, obtemos
ming(z) = (2> + (a + ®)x +a?) - (v + a*)

=(2*+ (a+a®+a")2* + (@® +a® + o)z +af

=24+ r+1.



35

Todos os polindmios minimos dos elementos de o3 sdo dados na tabela 5.

Tabela 5 - Polindmios minimos dos elementos

de Fys gerado por p(z) =23 + 2 + 1

Raizes conjugadas | Polinomios minimos
0 x
1 r+1
a,a?, ot +ar+1
a3, o’ ab 2+ a2 41

Fonte: O autor, 2019

Teorema 2.4.15. Sejam o corpo finito Fom, 5 € Fom e ming(z) o polinémio minimo de
B. Seja e o grau de ming(z). Entdo e é o menor inteiro tal que 8% = 5. Além disso,

e <m.
Demonstragdo: O Teorema 2.4.15 é consequéncia direta do Teorema 2.4.13. [

Teorema 2.4.16. Sejam o corpo finito Fom € 5 € Fom. Se 5 é um elemento primitivo de

Fom, entao todos os conjugados de S também sao elementos primitivos de Fom.

Demonstrag¢do: Sejam o corpo finito Fom e § um elemento primitivo de Fom. Seja n a
ordem de 5%, para [ > 0. Entdo (8%)" = 1, portanto

B =1, (13)
Além disso, de acordo com o Teorema 2.1.6, n divide 2™ — 1. Entao, podemos dizer que
2" —1=k-n. (14)

Como [ é um elemento primitivo de Fom, a ordem de § é 2™ — 1. Logo, temos que
gt =1, (15)

De (13) e (15) temos que
Bn-2l — 52’"—1

e portanto, n - 2" é um multiplo de 2™ — 1. Como 2! e 2™ — 1 sdo primos entre si, n é

divisivel por 2™ — 1. Entao
n=gq-(2"—1). (16)

De (14) e (16) concluimos que n = 2™ —1. Portanto, 5% é também um elemento primitivo

de Fgm . ]
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Exemplo 2.4.17. Considere o corpo finito Fas, dado pela tabela 4 (pagina 31), e o
elemento 3 = a® € Fys. As poténcias de 3 sdo as seguintes: ° = 1, ! = o,
B2 = (a%)? =ab, B = (%) = a® = a?, B = (a®)' = a2 = o, B = (%)% = a!® = q,

B8 = (a®)f = a8 =at, BT = (a®)" = a2 = 1.

Notemos que as poténcias de = a® geram todos os elementos nao nulos de Fs,

3 ¢ um elemento primitivo de Fys.

entao = «
Como j4 vimos anteriormente, os conjugados de o sdao os elementos o® e ab. As

poténcias desses dois elementos também geram todos os elementos nao nulos de Fas.
O teorema a seguir é uma forma generalizada do Teorema 2.4.16.

Teorema 2.4.18. Sejam o corpo finito Fom € 5 € Fom. Se a ordem de 3 é igual a n, entdao

todos os conjugados de [ tém ordem igual a n.
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3 CODIGOS CORRETORES DE ERROS

Conforme nos referimos anteriormente, neste texto pretendemos mostrar a utiliza-
¢ao de polindmios em codigos corretores de erros, mais especificamente, nos coédigos BCH
binarios, que pertencem a classe dos codigos lineares e a subclasse dos codigos ciclicos.
Para tanto, faremos uma introducao sobre os codigos corretores de erros. Em seguida,
veremos os codigos lineares e algumas propriedades dos codigos ciclicos.

Neste capitulo, tomaremos principalmente como base as referéncias bibliograficas
(HEFEZ; VILLELA, 2017) e (MILIES, 2009).

3.1 Introducao

Os codigos corretores de erros fazem parte do nosso dia a dia nas mais variadas
formas, tanto na transmissao como no armazenamento de informagoes digitalizadas. Sao
exemplos disso: o uso do celular, navegar pela internet, assistir a um filme em DVD e
usar uma rede Wi-Fi.

Uma determinada informacao pode sofrer algum tipo de alteracdo durante seu
armazenamento ou transmissao. Essa alteracdao é chamada de ruido e pode ser gerada
por um erro humano de digitacdo ou por uma interferéncia eletromagnética durante o
envio de uma mensagem, por exemplo. A finalidade dos cddigos corretores de erros é
justamente detectar e corrigir tais erros.

Em 1948, o matematico C. E. Shannon criou a Teoria dos Codigos Corretores de
Erros, que foi bastante desenvolvida nas duas décadas seguintes por outros matematicos.
Por causa das pesquisas espaciais e da grande popularizacao dos computadores, houve
grande interesse por essa teoria a partir da década de 70. Atualmente, a utilizacdo dos
c6digos corretores de erros visa garantir a confiabilidade das informagcoes ao se transmitir
ou armazenar dados.

O exemplo abaixo ilustra a utilizagdo de cédigos corretores de erros.

Exemplo 3.1.1. Vamos supor que um seméaforo (sinal de transito) com as trés cores
(vermelho, amarelo e verde) receba um comando da central de trafego. Cada comando
acendera uma dessas cores e ird apagar as duas restantes. Os trés comandos acima podem

ser codificados da seguinte forma:

Vermelho —— 00
Amarelo —— 01
Verde — 10
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O conjunto {00,01,10} é denominado cédigo da fonte. A central de trafego vai
transmitir esses codigos através de um canal que pode sofrer com interferéncias, as quais
podem causar apenas um erro no cédigo transmitido. Vamos imaginar que o comando
01 foi enviado ao semaforo, que recebeu o comando 10. Nesse caso, nenhum erro seria
percebido pelo codigo, pois o comando 10 pertence ao cdédigo da fonte, e o semaforo iria
acender a luz verde ao invés de acender a amarela e apagar as outras duas.

Por outro lado, se o comando 01 fosse enviado pela central de trafego e o sinal de
transito recebesse o comando 11. O codigo verificaria que houve um erro, pois o comando
11 nao pertence ao cédigo da fonte. Mesmo assim, ele nao conseguiria corrigir esse erro,
j& que nao teria como saber qual foi o comando realmente enviado pela central de trafego.

Nesse caso, o que pode ser feito, entao, é acrescentar redundancias que permitem a
detecgao e correcao de erros, gerando um novo codigo. Portanto, o cédigo seria modificado
como mostramos a seguir:

00 +~— 00000

01 ~— 01101
10— 10011

O conjunto {00000,01101,10011} é denominado cédigo do canal. Com esse novo
c6digo, se algum erro for causado pelo canal de transmissao, o erro podera ser detectado
e corrigido.

Suponhamos agora, que o comando 01101 foi enviado ao semaforo, mas este recebeu
o comando 01111, o qual ndo pertence ao cdédigo da fonte. Portanto, o codigo detectou
o erro. Sabendo que esse canal pode causar apenas um erro a cada comando enviado,
o codigo corrige o que foi recebido constatando que o comando efetivamente enviado foi
01101. Isto foi verificado porque o comando 01101 é o que tem o menor niimero de digitos

distintos em relacao ao comando 01111.
A figura 3 descreve o procedimento adotado acima.

Figura 3 - Diagrama simplificado de transmissdo ou armazenamento de dados

Fonte de Codificador i Decodificador Decodificador .
. —» dafonte [—¥» C%‘Bﬁcgi‘;fr —» Canal [—» decanal [ dafonte —# Destinatario
Informagao (transmissor) (receptor)
Ruido

Fonte: Adaptada de (LIN; DANIEL, 1983)

Ao trabalharmos com codigos corretores de erros, temos como objetivo acrescen-

tar redundancias ao codigo da fonte transformando-o em cédigo de canal. Com isso,
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poderemos detectar e corrigir os possiveis erros que surgiram durante a trasnsmissao da
informagao. E, finalmente, decodificar o c6digo de canal em cédigo da fonte.

A seguir mostraremos os conceitos basicos dos cddigos corretores de erros.

A construcao de um codigo corretor de erros é feita a partir de um conjunto finito
A, que sera denominado alfabeto. Denotaremos por ¢ = |A| o nimero de elementos de
A. Dessa forma, dizemos que A é um codigo g-ario. Além disso, um codigo corretor
de erros é formado por palavras, que sao sequéncias finitas de simbolos do alfabeto.
O comprimento de cada palavra do cédigo corresponde ao niimero de simbolos dessa
palavra. Um cédigo corretor de erros é um subconjunto proprio qualquer de A", para
algum nuimero natural n.

No Exemplo 3.1.1, utilizamos a quantidade de digitos distintos entre dois comandos
para decodificar e corrigir um erro. Nesse caso, o comando é uma palavra do codigo. Essa

quantidade de digitos diferentes entre palavras pode ser expressa como veremos a seguir.

Defini¢ao 3.1.2. Dados dois elementos = (z1,z9,...,2,) € y = (Y1,Y2, .- ., Yn) de um
conjunto finito A”, chama-se distdncia de Hamming de x a y ao nimero de coordenadas

em que estes elementos diferem entre si; isto é:

Exemplo 3.1.3. Usando a defini¢do acima, podemos calcular as distancias de Hamming
entre as palavras do codigo usado no Exemplo 3.1.1. Sendo assim, temos:
d(00000,01101) = 3, d(01101,10011) = 4 e d(00000, 10011) = 3.

Observamos que a distancia de Hamming satisfaz as seguintes propriedades:
i) Positividade: d(z,y) > 0, Vz,y € A", valendo a igualdade se, e somente se, x = y.
ii) Simetria: d(z,y) = d(y, ), Vr,y € A™.
iii) Desigualdade Triangular: d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

Demonstragdo: A terceira propriedade (desigualdade triangular) nao decorre direta-
mente da definicdo como as duas primeiras. Portanto, é a inica que serda demonstrada.
De fato, dados x,y € A", a contribuicdao das i-ésimas coordenadas de x e y para
d(xz,y) é igual a zero se x; = y;, e igual a um se x; # y;. Assim, dado z € A", se
a contribuigao das i-ésimas coordenadas para d(z,y) for zero, teremos que ela é sempre
menor ou igual as contribuigoes das i-ésimas coordenadas para d(z, z)+d(z, y), que podem
ser iguais a 0,1 ou 2. Por outro lado, temos que x; # y;, de modo que nao é possivel
termos x; = z; e y; = z;, 0 que nos da que a contribuicdo das i-ésimas coordenadas
para d(z,z) + d(z,y) é sempre maior ou igual a um, que é a contribuigdo das i-ésimas

coordenadas para d(z,y). O

As propriedades citadas acima caracterizam uma métrica. Portanto, a distancia

de Hamming entre elementos de A™ é também chamada de métrica de Hamming.
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Usaremos a distancia de Hamming para definir disco e esfera em A".

Definigao 3.1.4. Dados um elemento z € A™ e um inteiro positivo r, chama-se disco de

centro em x e raio r, ao conjunto
D(z,r) ={y € A" d(z,y) <r},
e esfera de centro em « e raio r, ao conjunto
S(z,r)={y € A"; d(z,y) =r}.
Definigao 3.1.5. Dado um cédigo C' € A" chama-se distancia minima de C' ao niimero
d = min{d(z,y); z,y € C ex # y}.

Dado um coédigo C' com distancia minima d, define-se

=[]

onde [t] representa a parte inteira de um ntimero real t.

Lema 3.1.6. Seja C' um codigo com distancia minima d. Se ¢ e ¢’ sdo palavras distintas
de C, entao
D(c, k)N D(d, k) = 0.

Demonstragdo: Vamos supor que existe x € D(c, k)ND(c, k). Entao, teriamos d(z, ¢) <

ke d(z,c) <k, e, portanto, pela simetria e pela desigualdade triangular,
d(e,d) <d(c,z) +d(x,d) <2k <d-1,

o que é um absurdo, pois d(c¢, ) > d. ]

Teorema 3.1.7. Seja C' um codigo com distancia minima d. Entao C' pode corrigir até

k= [%] erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstragdo: Se durante a transmissao de uma palavra ¢ do cédigo C' forem cometi-
dos t erros, com t < k, e por causa disso, for recebida a palavra r, entdo d(r,c) =t < k.
Pelo Lema 3.1.6, a distancia de r a qualquer outra palavra de C' é maior do que k, o que
determina ¢ univocamente a partir de r.

Por outro lado, dada uma palavra ¢ do c6digo, podemos nela introduzir até d — 1

erros sem encontrar outra palavra do cédigo, e assim, sera possivel detectar o erro. O

Exemplo 3.1.8. O cédigo do Exemplo 3.1.1 possui distancia minima d = 3, pois esta é

a menor distancia de Hamming entre duas palavras distintas do cédigo. Ele pode corrigir

até k = [%} =1 erro e detectar até 3 — 1 = 2 erros.
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O teorema acima evidencia a importancia de se calcular a distancia minima, visto
que quanto maior for a distancia minima de um cédigo, maior serd a sua capacidade de

deteccao e correcao de erros .

Definicdo 3.1.9. Seja C' C A" um c6digo com distancia minima d e seja k = [41]. O
c6digo C serd dito perfeito se

U D(c, k) = A"

ceC
Assim, podemos dizer que um cédigo C' sobre um alfabeto A possui 3 paramte-
tros fundamentais [n, M, d], que sdo, respectivamente, o comprimento n, o nimero de
elementos M e a distancia minima d.
Muitas vezes queremos saber se dois coédigos sao equivalentes, para isso daremos a

seguir a definicao de isometria em A™.

Defini¢ao 3.1.10. Sejam A um alfabeto e n um ntmero natural. Diremos que uma
funcao F': A" — A™ é uma isometria de A" se ela preserva distancias de Hamming. Isto
€,

d(F(z), F(y)) = d(z,y); Va,ye A"
Teorema 3.1.11. Toda isometria de A™ é uma bijecao em A".

Demonstragdo: Seja F uma isometria em A". Suponhamos que F'(z) = F(y), entdo
d(F(x),F(y)) = 0=d(z,y). Logo x = y. Assim, provamos que F' é injetora, e como toda,
aplicagao injetora de um conjunto finito nele proprio é sobrejetora, temos que F' é uma

bijecao. O

Definig¢ao 3.1.12. Sejam C' e C’ dois cédigos em A™, diremos que C’ é equivalente a C'

se existir uma isometria F' de A" tal que F(C) = C".

A seguir, enunciaremos um teorema que indica quando dois c6digos sao equivalen-

tes.

Teorema 3.1.13. Sejam C e C’ dois cddigos em A™. Temos que C' e C’ sdao equivalentes
se, e somente se, existem uma permutagao m de {1,...,n} e bije¢des fi,..., f, de A tais
que

C" = {(fry(@z)s -+ fr) (@r))s (21, 20) € CF.

Demonstragdo: A demonstragdo deste teorema pode ser vista no apéndice 2 de (HE-

FEZ; VILLELA, 2017). O

Como consequéncia do teorema acima, temos que dois cédigos C' e C’, de compri-
mento n sobre um alfabeto A, sdo equivalentes se, e somente se, um deles pode ser obtido
a partir do outro através de uma sequéncia das seguintes operacoes:

(i) Substitui¢do dos simbolos numa dada posicao fixa em todas as palavras do c6digo
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por meio de uma bijecao de A.
(ii) Permutagao das posigoes dos simbolos em todas as palavras do cddigo, mediante

uma permutagao fixa de {1,2,...,n}.

Exemplo 3.1.14. Consideremos o c6digo C' = {00000,01101, 10011} usado no Exemplo
3.1.1. Utilizaremos as operagoes citadas acima para gerarmos c6digos equivalentes a C'.
Aplicando a operagao (i), substituindo os simbolos da segunda coordenada em cada pala-
vra de C' da seguinte forma: 0 — 1 e 1 — 0, obtemos o cdédigo C' = {01000,00101, 11011},
que é equivalente a C'. E, aplicando a operagao (ii), permutando os simbolos da primeira
coordenada com os da terceira coordenada em cada palavra de C', obtemos o cddigo
C” = {00000, 11001,00111}, que é equivalente a C.

Os coédigos que apresentaremos na proxima segao sao subespacos vetoriais. Por-
tanto, partiremos do principio que o leitor esteja familiarizado com as principais defini¢oes

e resultados a respeito de espagos vetoriais.

3.2 Cddigos Lineares

Incialmente, faremos uma introdugao aos codigos lineares apresentando algumas
de suas propriedades basicas.
Consideremos um corpo finito K com ¢ elementos, que denominaremos alfabeto.

Seja n € N, temos que K™ é um espaco vetorial de dimensao n sobre K.

Definicao 3.2.1. Um cédigo C' C K" serd chamado de cédigo linear se for um subes-

paco vetorial de K™.

Observacao 3.2.2. As palavras de um cédigo linear sdo representadas por vetores (n-

uplas) de elementos de K. Tais vetores sao também chamados de palavra cédigo.

Exemplo 3.2.3. Consideremos o alfabeto K = {0,1}, que é o préprio Zs, e o cbdigo
linear C' = {(0000), (1011), (0110), (1101)}, que é um subespaco vetorial de Z3. Portanto,
temos que: C' C Zj.

Observacao 3.2.4. O codigo do Exemplo 3.2.3 é binario, pois seu alfabeto é o con-
junto Zs, que possui dois elementos. Tal cédigo é um subconjunto de Zj porque tem

comprimento n = 4. Isto é, cada palavra cddigo de C' possui 4 simbolos.

De acordo com a definicdo acima, todo cédigo linear é um espaco vetorial de
dimensao finita. Seja ' € K um codigo linear de dimensao k com ¢ elementos. E seja
{v1,v9, ..., v} uma base de C. Entdo, C possui M = |C| = ¢* elementos e todo elemento

de C é escrito de maneira inica como

a1y + a2V + -+ apVk,
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onde os a;, 1 =1,...,k, sao elementos de K. Portanto,
dim C' = k = log, ¢* = log, M.

Além disso, se denotarmos por 0 o elemento neutro da soma no espago vetorial,
temos que 0 € C. Abaixo, definimos o peso de um elemento pertencente a um espago

vetorial.

Definicao 3.2.5. Dado x € K", chama-se peso de x ao nimero inteiro
w(z) = d(z,0),

onde d é a distancia de Hamming.

Definicao 3.2.6. O peso de um cédigo linear C' é o inteiro
w(C) = min{w(x); z € C\ {0}}.

Proposicao 3.2.7. Seja C' C K™ um co6digo linear com distancia minima d. Temos que
1) vxayeKnv d(x,y):w(x—y)
i) d = w(C).

Demonstragdgo: A partir das defini¢des de distancia de Hamming e de peso, a prova
do item (i) é torna trivial. Para provar o item (ii), vamos considerar um codigo linear C'
de distdncia minima d. Entao, para quaisquer elementos z e y de C' com x # y, temos
que x — y também pertence a C\{0}. Além disso, d(x,y) = w(z — y), pois o nimero
de coordenadas diferentes entre x e y é igual ao nimero de coordenadas nao nulas da
diferenca entre x e y. Portanto, minimizar o peso do cédigo é equivalente a minimizar a

distancia entre quaisquer duas palavras dele. O

Cabe a observacao de que para conhecermos a distdncia minima de um codigo

. , . . M C A . ;.
com M elementos, necessitariamos (teoricamente) avaliar <2> distancias minimas. No
entanto, a proposi¢do acima garante que tal nimero é reduzido para (M — 1) célculos,

pelo fato de o peso do codigo ser igual a sua distancia minima.

Exemplo 3.2.8. Seja o codigo linear C' = {(00000), (01011), (10110), (11101)} C Z3
de distdncia minima d = 3. Os pesos das palavras nao nulas de C sao: w(01011) =
3,w(10110) = 3 e w(11101) = 4. De acordo com a Defini¢do 3.2.6, o peso do cddigo linear
C é w(C) = 3, pois este é o menor valor entre os pesos das palavras nao nulas de C.
Conhecendo sua distancia minima, poderemos calcular o peso de C' de outra forma. Isto

é, de acordo com a Proposi¢ao 3.2.7, temos que: w(C) = d = 3.

Como cédigos lineares sao subespacos vetoriais de K", as isometrias a serem con-

sideradas sao lineares.
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Definicao 3.2.9. Um cédigo linear C' € K™ é linearmente equivalente ao codigo

C’" € K™ se existir uma isometria linear 7" : K™ — K™ tal que

T(C) ="

Desta defini¢cao, podemos concluir que dois codigos lineares sao linearmente equi-
valentes se, e somente se, cada um deles puder ser obtido a partir do outro mediante uma
sequéncia de operacoes do tipo:

(i) Multiplicagao dos elementos numa dada posigao fixa por um escalar nao nulo em
todas as palavras.

(ii) Permutacao das posigoes de todas as palavras do c6digo, mediante uma permu-
tagao fixa de {1,2,...,n}.

Definicao 3.2.10. Seja C € K™ um cédigo linear. Chamaremos de parametros do
c6digo linear C' a terna (n, k, d), onde n é o comprimento de C, k é a dimensao de C' sobre

K e d é a distancia minima de C.

Observacao 3.2.11. Em algumas situagoes utilizaremos a notagao codigo linear (n, k),
para nos referirmos a um cédigo linear de comprimento n, distancia minima d e dimensao

k de C sobre K.

Exemplo 3.2.12. O cédigo linear dado no Exemplo 3.2.8 possui M = 4 elementos e é
binario, pois ¢ = 2. Entao, temos que k = dim C' = log, 4 = 2. Logo, podemos denotar

tal cédigo C' por codigo linear (5,2).

A seguir, mostraremos um tipo de matriz que é utilizada para gerar um codigo

linear.
Definig¢ao 3.2.13. Sejam C' € K™ um cédigo linear e B = {vy, ..., v} uma base ordenada
de C'. A matriz G, cujas linhas sao os vetores v; = (vj1,...,0in), 7 = 1,...,k é denominada

matriz geradora do cédigo C associada a base B. Isto é,

(%1 V11 V12 -+ Vin

Vg Vk1 Vk2 - Ukn

A matriz G nao é a unica matriz geradora de C, pois ela depende da escolha da
base. Isto é, para cada base diferente de C' obtemos uma matriz geradora diferente.
Consideremos uma transformacao linear T : K* — K™ definida por T'(x) = x - G,

com z € K*. Se x = (x1,..., ), temos que

T(x) =2G = zv1 + -+ + Tx0g,
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logo T(K*) = C. Sendo assim, temos K* como o cédigo da fonte e C' como o cédigo
de canal. A transformagao T é considerada uma codificacao, que transforma o coédigo da
fonte no c6édigo de canal.

Sabemos que uma base de um espaco vetorial pode ser obtida a partir de outra
por meio de sequéncias de operacoes elementares. Analogamente, também obtemos uma
matriz geradora a partir de outra matriz geradora, efetuando operacoes elementares.

Vamos supor que seja dada uma palavra y € K" de um codigo linear C, que
foi gerado por uma matriz G. Desejamos decodificar a palavra y. Entao, precisamos
determinar a palavra x € K™ da qual y se origina, por meio da transformacao 7. Logo,
temos que resolver o sistema

r-G=y

Definicao 3.2.14. Uma matriz geradora G de um codigo C' esta na forma padrao se
G = [Idi| Al

onde Idj é a matriz identidade de ordem k e A é uma matriz k x (n — k).

Ao efetuarmos sequéncias de operagoes como: permutagao de duas colunas ou
multiplicagdo de uma coluna por um escalar ndo nulo, sobre a matriz geradora G de um

codigo linear C', obtemos uma matriz G’ de um cédigo C”’ linearmente equivalente a C'.

Teorema 3.2.15. Dado um codigo C, existe um codigo equivalente C’ com matriz gera-

dora na forma padrao.

Demonstragdo: A demonstracao deste teorema encontra-se em (HEFEZ; VILLELA,
2017, p. 92). m

Exemplo 3.2.16. Consideremos o c6digo linear (5,2) do Exemplo 3.2.8, que tem dimen-
sdo k = 2 sobre Z3. Sejam b = {10110,01011} uma base e

1 0{1 10
0 1/]0 1 1

G —

uma matriz geradora associada a base b, ambos desse c6digo linear. Observemos que a

matriz G = [Idg|A] estd na forma padrao. Logo, temos que

1 10
011

A=

Seja a transformgao linear T : Z2 — Z35 definida por T'(z) = z- G, com = € Z3. Aplicando
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T para z = (10), temos

10110
T(lO)Z{lO]'Ol()ll:lOllO,

que pertence ao cédigo linear (5,2) acima. Portanto, a palavra = = (10) do cédigo da
fonte foi codificada como T'(10) = (10110) do cédigo do canal.

Definig¢ao 3.2.17. Seja C' C K™ um codigo linear, o complemento ortogonal de C|

denotado por C*, é definido como
Ct={ve K" (u,v) =0, Yu € C}.

sendo (u,v) o produto interno dos elementos u e v pertencentes a K.

A partir das propriedades de produto interno, temos que C* é um subespaco

vetorial de K™. Logo, C* também é um c6digo linear. Além disso, (C+)+ = C.

Definicdo 3.2.18. Seja C' C K™ um cédigo linear. O cédigo linear C+ chama-se cédigo
dual de C.

Proposigao 3.2.19. Seja C C K™ um cddigo linear, com matriz geradora G. Dado

r € K", teremos = € C* se, e somente se,
G-zt =0.

Demonstracdo: Seja x € K". Teremos z € C* se, e somente se, x for ortogonal a todos
os elementos de C se, e somente se, x for ortogonal a todos os elementos de uma base de

C, o que é equivalente a dizer que G - 2' = 0, pois as linhas de G sdo uma base de C. [J

Proposicao 3.2.20. Seja €' C K™ um cddigo de dimensao k com matriz geradora
G = [Idi|A], na forma padrao. Entao
i) dimC* =n — k;

ii) H = [~ A'|Id,_] é uma matriz geradora de C*.

Demonstracgdo: (i) Pela Proposicio 3.2.19, 2 = (21,...,7,) € C+ <<= G-2'=0.

A matriz G estd na forma padrao e a matriz A é de ordem k x (n — k), temos entao que:

1 X1 Th+1

Tn Tk T,

nx1 kx1 (n—k)x1

Portanto, O possui ¢"~* elementos, que sdo as possiveis escolhas arbitrarias de

Thtt, ..., Tn. Logo, C* tem dimensdo n — k.
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(ii) Por causa de Id,_y, as linhas de H sao linearmente independentes, portanto, geram
um subespaco vetorial de dimensao n — k. Como as linhas de H sao ortogonais as linhas
de G, temos que o espaco gerado pelas linhas de H estd contido em Ct; e como esses
dois subespagos vetoriais tém a mesma dimensao, eles coincidem, provando assim que
H = [-AYId, ;] é uma matriz geradora de C*. O

A matriz H, que é a geradora do cédigo linear C*, pode ser considerada também

uma matriz na forma padrao, quando estiver escrita na forma

H = [~ AYId,_]

Lema 3.2.21. Seja C € K™ um c6digo linear de dimensao k, com matriz geradora G.
Uma matriz H de ordem (n — k) x n, com coeficientes em K" e com linhas linearmente

independentes, é uma matriz geradora de C* se, e somente se,
G-H =0.

Demonstracio: (=) E imediata.
(<) Como as linhas de H sdo linearmente independentes, elas geram um subespaco ve-
torial de K™ de dimensdo n — k, que é igual a dimensdo de C*. Se representarmos por

hi,...,h,_r e por gi,..., gk, respectivamente, as linhas de H e de G, temos que
(G- H'ij = (gi hy).

Por hipétese, G - H' = 0, logo todos os vetores do subespaco vetorial gerado pelas
linhas de H estdo em C*. Porém, como esse subespaco tem a mesma dimensdo de C*,

concluimos que sao o mesmo subespago vetorial. O

Proposicio 3.2.22. Sejam C um cédigo linear e H uma matriz geradora de C*. Temos
entao que

v € C se, e somente se, H - v' = 0.

Demonstragdo: E consequéncia imediata do Lema 3.2.21 e do fato de que (CH)*+ = C.
O

Observacio 3.2.23. A matriz geradora H de C* ¢é chamada de matriz teste de pa-
ridade de C. A proposi¢ao acima nos permite utilizar essa matriz para verificar se um

dado vetor v pertence ou nao a um determinado cédigo.

Observacao 3.2.24. Sejam C € K™ um codigo linear com matriz teste de paridade H e

um vetor v € K™, chamamos o vetor H - v de sindrome de v .
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Exemplo 3.2.25. Consideremos o cdigo linear (5,2) do Exemplo 3.2.8. A matriz teste
de paridade deste codigo é

10100
H=111010
01001

Utilizaremos essa matriz H para verificarmos se a palavra v = (11101) pertence ao c6digo

mencionado acima. Efetuando o produto H - v, obtemos

1
01 100 1 0
11010 11=101,
10001 0 0

1

que é o vetor nulo. Portanto, v = (11101) pertence ao c6digo linear (5,2) em questao.

Além disso, a sindrome de v é o vetor H - vt = 0.

A proposicao a seguir nos mostrarda que a matriz teste de paridade de um cédigo

contém informagoes sobre o valor do peso do cédigo, ou seja, sua prépria distancia minima.

Proposicao 3.2.26. Sejam C' € K™ um cédigo linear e H a matriz teste de paridade de

C. Temos que
w(C') > s <= quaisquer s — 1 colunas de H sdo linearmente independentes.

Demonstragdo: Sejam r = (w1,...,r,) uma palavra nio nula de C e h' ... h" as
colunas de H. Suponhamos que cada conjunto de s — 1 colunas de H é linearmente

independente. Como Hz! = 0, temos que
H-2'=zht + 2oh® + ...+ 2,h" = 0. (17)

O peso w(z) é o nimero de componentes nao nulas de z, entao se w(z) < s — 1,
terfamos por (17) uma combinacao nula de ¢ colunas de H, com 1 <t < s—1, o que é
uma contradigdo. Logo, w(x) > s e, portanto, w(C) > s.

Por outro lado, suponhamos que w(C') > s. Suponhamos também, por absurdo,
que H tenha s — 1 colunas linearmente dependentes, digamos h®, h®2,... h*-*. Logo,

existiriam z;,,...,x;,_,, nem todos nulos, tais que
Ly h“ —+ -+ .CEZ'S_lhls_l = 0.

Portanto, x = (0,...,2;,,0,...,2;,_,,0,...,0) € C e consequentemente,
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w(z) < s—1 < s, 0 que seria um absurdo, pois a hipétese inicial é a de que w(C) >s. O

Teorema 3.2.27. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C'. Temos que o
peso de C' é igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sado linearmente

independentes e existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstragdo: Suponhamos que w(C') = s, logo da Proposigao 3.2.26, todo conjunto
de s — 1 colunas de H é linearmente independente. Por outro lado, existem s colunas de
H linearmente dependentes, pois, caso contrario, terfamos w(C') > s + 1.
Reciprocamente, suponhamos que todo conjunto de s — 1 vetores colunas de H é
linearmente independente e existem s colunas linearmente dependentes. Logo, da Pro-
posicao 3.2.26, temos que w(C) > s. Caso w(C) seja maior do que s, novamente da
Proposicao 3.2.26, todo conjunto com s colunas de H é linearmente independente, ge-

rando uma contradigao. O

Corolario 3.2.28. (Cota de Singleton) Os pardmetros (n, k,d) de um cédigo linear sa-
tisfazem a desigualdade
d<n-—k+1.

Demonstrag¢do: Sejam C' um cédigo linear de distancia minima d e H uma matriz teste
de paridade de C'. Pelo Teorema 3.2.27, temos que d — 1 é menor ou igual ao posto de H,
que é n — k. Portanto, temos: d—1<n—k=d<n—k+1. O

Caso se verifique a igualdade d = n — k + 1 em um c6digo, este serd chamado de
MDS (Maximum Distance Separable). Isto é, um cédigo que tem maxima distancia
minima.

O processo de decodificagao consiste na deteccao e correcao de erros num determi-
nado codigo. A seguir, introduziremos um método de decodifica¢ao que, segundo (HEFEZ;
VILLELA, 2017), é um aperfeicoamento do que foi inventado por D. Slepian na década

de 60. Além disso, consideraremos que um vetor é uma palavra do codigo.

Definicao 3.2.29. O vetor erro v, é a diferenca entre o vetor recebido v, e o vetor
transmitido vy, isto é,

Ve = U, — Vg

Podemos citar duas caracteristicas importantes em relacdo ao vetor erro v.. A
primeira é que o peso de v, corresponde, exatamente, ao nimero de erros cometidos num
vetor durante sua transmissdo. A segunda é que v, tem a mesma sindrome que o vetor
recebido v,. De fato, se considerarmos H a matriz teste de paridade de um codigo C,

como v; pertence a C', temos que H v§ = 0. Portanto:

Hv! = H(v! —v}) = Hv!. — Hv; = Hv!.
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De outra forma, se denotarmos por h’ a i-ésima coluna de H e considerarmos

ve = (aq,..., ), teremos entao que
n .
Z%’hl = Hv! = Hv'.
i1

Lema 3.2.30. Seja C' € K™ um codigo linear com capacidade de correcao k. Se v, € K"
e vy € C sdo tais que d(vg, v,.) < k, entdo existe um unico vetor v, com w(v.) < k, cuja
sindrome ¢ igual a de v, e

Vg = Up — Ve

Demonstracao: Inicialmente, para provarmos a existéncia do vetor v., basta conside-
rarmos v, = v, — vy, ja que w(ve) = d(vy,v,) < k. Para provarmos a unicidade, vamos
supor dois vetores ve, = (T1...%,) € Ve, = (Y1...Yy,) tais que w(ve,) < k e w(ve,) < k
e tenham mesma sindrome que v,. Entdo, se H é uma matriz teste de paridade de C,

temos " "
H'U(tzl :H./Ué2 :Zl‘lhzzzylh17
i=1 i=1
A igualdade acima nos fornece uma relagdo de dependéncia linear entre 2k (< d — 1)

colunas de H. De acordo com o Teorema 3.2.15, quaisquer d — 1 colunas de H sao

linearmente independentes. Entao, temos que x; = y; para todo ¢, portanto ve, = ve,. [

Consideradas as hipéteses do Lema 3.2.30, o problema que surge, entao, é como
determinar esse tnico vetor erro v, a partir de H - v.. Vejamos como v, podera ser
determinado a seguir:

Vamos supor um coédigo C' com distancia minima d > 3, matriz teste de paridade
H e que o vetor erro v., introduzido entre o vetor transmitido v; e o vetor recebido v,., seja
tal que w(v.) < 1. (No méximo, apenas um erro foi cometido durante a transmissao).

Observamos que se H - v} = 0, entdao v, € C e, neste caso, tomamos v; = v,.. Isto
é, nenhum erro foi introduzido durante a transmissdao. Por outro lado, se H - v} # 0;
w(ve) = 1 e, portanto, v, tem apenas uma coordenada nao nula. Vamos considerar que

Ve =(0,...,a,...,0) com a # 0 na i-ésima posigao. Logo,
H v = ah',
onde h' é a i-ésima coluna de H. Como v, e v, tém a mesma sindrome, entdo,
H-v'=H-v. = ah'.

Podemos determinar v, como sendo o vetor com todas as componentes nulas exceto a

1-ésima componente que é a. Note que 7 acima é bem determinado, pois d > 3.
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A seguir apresentamos o algoritmo de decodificacao em codigos corretores de um
erro, que foi extraido de (HEFEZ; VILLELA, 2017).

Algoritmo 1 - Algoritmo de Decodificagdo em Codigos Corretores de Um Erro

Seja H a matriz teste de paridade do cédigo C e seja v, um vetor recebido.
(Suponha d > 3.) Passo 1: Calcule H - vf.

Passo 2: Se H - vt
Passo 3: Se H - vt = s' # 0, compare s’ com as colunas de H.

= 0, aceite v,, como sendo o vetor transmitido.

Passo 4: Se existirem i e « tais que s’ = ah’, para o € K, entdo v, é a n-upla com o
na posicao ¢ e zeros nas outras posigoes. Corrija v, colocando v; = v, — .

Passo 5: Se ocorrer o contrario do Passo 4, entao foi cometido mais de um erro.

Exemplo 3.2.31. Consideremos o cddigo linear (5,2) do Exemplo 3.2.8 com matriz teste

de paridade

10100
H=111010
01001

Suponhamos que este codigo seja utilizado por um monitor de TV, que possui 4 canais.
Cada um desses canais é selecionado através de um comando enviado por um controle
remoto para o monitor. E cada comando é um elemento do cédigo. Suponhamos tam-
bém que o controle remoto enviou um comando para o monitor e, por causa de alguma

interferéncia, o comando recebido foi v, = (01010). Utilizando a matriz teste de paridade

0
1 0100 1
11010 0 :{001]7
01001 1

0

verificamos que v, = (01010) ndo pertence ao cdédigo, pois o resultado do produto acima
nao foi o vetor nulo. Vemos que a sindrome de v, corresponde a quinta coluna de H, ou
seja,

H-vl=1-h"

Entéo, pelo algoritmo acima, temos que v, = (00001). Logo, poderemos corrigir v; fazendo
vy = v, — v, = (01010) — (00001) = (01011).

Portanto, o comando enviado pelo controle remoto ao monitor foi v; = (01011).
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Em algumas situacoes podem ser introduzidos mais de um erro durante a trans-
missao de um vetor. Para corrigir um vetor v,, que foi recebido com mais de um erro,
iremos apresentar algumas defini¢oes e outro algoritmo de decodificacao mais geral.

Seja C' C K™ um cbédigo corretor de erros com matriz teste de paridade H. Sejam

d—1

d a distancia minima de C' e k = [%~]. Como v, e v, tém a mesma sindrome e, se

w(ve) = d(vy, 1) < k, entdo v, é univocamente determinado por v,.

Definicao 3.2.32. Seja v € K". Chama-se classe lateral de v determinada por C
ao conjunto
v+ C={v+u ueC}.

Note que
v+C=C<«<=vel.

Lema 3.2.33. Os vetores v e v de K™ tém a mesma sindrome se, e somente se, u € v+ C.
Demonstragio: H-u'=H - v' <= H-(u—v)!=0<=u—velC << uecv+C. O

A seguir, apenas enunciaremos as propriedades das classes laterais determinadas

por C.

Proposicao 3.2.34. Seja C' € K" um codigo linear de dimensao k£ com ¢ elementos.
Temos que

v+ C=v+Cev—-2 el

i) (v+C)NEW +C)#D=v+C=0+C,

iii) Uyeren (v + C) = K™

iv) [(v+C) =10 = ¢".

Segue imediatamente de (ii)-(iv) da Proposi¢do 3.2.34 que o nimero de classes

laterais segundo C' é

Notemos que o Lema 3.2.33 estabelece uma correspondéncia 1 a 1 entre classes
laterais e sindromes. Todos os elementos de uma classe lateral determinada por um cédigo

tém a mesma sindrome, e elementos de classes distintas possuem sindromes distintas.

Definicao 3.2.35. Um vetor de peso minimo numa classe lateral é chamado de elemento

lider dessa classe.

Proposicao 3.2.36. Seja C' um co6digo linear em K™ com distancia minima d. Se v € K"

w(u) < [‘H] 1k,

é tal que

2

entao u é o unico elemento lider de sua classe.
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Demonstracdao: Suponhamos que u,v € K" tais que

ww (55 e ) < (S

Se u—wv € C, entao

w(u—v) <w(u) +wv) <

d—1 d—1
< _ .

logo, u — v = 0 e, portanto, u = v. L]

A seguir, apresentaremos um algoritmo que permite corrigir vetores que tenham
sido recebidos com até k erros. Devemos lembrar que k = [%] ¢ a capacidade de correcao
do codigo.

Inicialmente, precisamos determinar os lideres de classes laterais, sendo cada um
deles o unico lider em sua classe. Faremos isso encontrando todos os elementos u de K",
tal que w(u) < k.

Em seguida, devemos calcular as sindromes desses elementos e inserir esses vetores
com suas respectivas sindromes numa tabela. Apos esses passos, é s6 seguir o algoritmo

abaixo, que foi extraido de (HEFEZ; VILLELA, 2017):

Algoritmo 2 - Algoritmo de Decodificagdo em Cddigos Corretores de k Erros

Seja v, um vetor recebido.

Passo 1: Calcule a sindrome s' = H - vf.

Passo 2:  Se s esta na tabela, seja [ o elemento lider da classe determinada por s;
troque v, por v, — [.

Passo 3:  Se s nao esta na tabela, entdo foram cometidos mais do que k erros

no vetor recebido.

Se v,., v; e v, forem respectivamente os vetores recebido, transmitido e erro, como
H -t = H -vf, temos que a classe lateral onde v, se encontra estd determinada pela
sindrome de v,. Se w(v.) < k, entdo v, é o unico elemento lider [ de sua classe e,
portanto, é conhecido e se encontra na tabela. Consequentemente, pelo Lema 3.2.30,

vy = U, — Ve = U, — | & determinado.

3.3 Cddigos Ciclicos Binarios

Os codigos ciclicos formam uma subclasse importante dos cédigos lineares e pos-

suem propriedades algébricas que simplificam a sua implementacao. Nesta secao, aborda-
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remos tais propriedades dos cddigos ciclicos binarios, em particular trataremos os codigos

BCH binérios, que também sao ciclicos.

Definigao 3.3.1. Sejam o corpo Zs, um cédigo linear C' C Z5 e v = (vg, vy, ..., Up_1) UM
vetor de C'. Se cada uma das n — 1 primeiras componentes de v forem deslocadas uma
posicdo para a direita e a ultima componente v,,_; for deslocada para a primeira posi¢ao

a esquerda, obteremos o vetor
Vdy = (Un—l, Vo, U1y - - - 7Un—2)7

que é chamado de vetor deslocamento ciclico de v. Neste caso, o deslocamento foi de
uma posicao. Se o deslocamento ciclico for de i € N (1 < i < n — 1) posi¢oes para a

direita no vetor v, o vetor deslocamento ciclico obtido sera o seguinte
Vg; = (Un—ia <o Uos e 7Un—1—7l)-

Observagao 3.3.2. O deslocamento ciclico de ¢ = n posigoes para a direita gera um vetor
deslocamento ciclico igual ao vetor original. E o deslocamento ciclico de uma posicao para

a esquerda ¢ o mesmo que um deslocamento ciclico de ¢ = n — 1 posicoes para a direita.

Definicao 3.3.3. Um cddigo linear C' C Zi sera chamado de cédigo ciclico bina-
rio C se, para todo vetor v = (vp,...,v,—1) de C, entdo o vetor deslocamento vy, =

(Un—iy -+, Vp_1-;) também pertence a C, Vi =1,...,n— 1.

Observagao 3.3.4. Em algumas situagoes utilizaremos a notagao C'(n, k), para nos re-

ferirmos a um c6digo ciclico binario de comprimento n, distancia minima d e dimensao k
de C sobre Zs.

Sabemos que um polindémio p(x) = ag + a1z + - - - + a,_12" ! pode ser represen-
0

tado como uma n-upla p = (ag,as,...,a,—1), onde as componentes da n-upla p sao os
9 ? 9 Y

coeficientes de p(z) e vice-versa. Portanto, cada vetor v = (ag, a1, ...,a,_1) de um cé-

digo ciclico C' esta associado a um polindémio p(z) = ag + a1x + - - - + a,_12" " tal que

0
gr(p(x)) < n—1. A representacao vetorial de um polindémio é 1til no desenvolvimento de
propriedades algébricas dos cédigos ciclicos bindrios, e serd usada em algumas situacoes

daqui em diante neste trabalho.

Observagao 3.3.5. Sejam v = (vg, vy, . ..,v,_1) um vetor de um cédigo ciclico C' e
~1
v(z) =vo+ 1T+ F+ V2" (18)
o polinémio associado a v. Como C' ¢ ciclico, o vetor vy, = (Vn—i, Un—it1, - - Un—i—1), COM

0 <i<n-—1, também pertence a C.
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Podemos escrever a representagao polinomial de vy, da seguinte forma:

i1 ; i1 1
Vg, (T) = Vp_s + Vp_i1T + ..+ U 12 vt + o2t + v

Existe uma relagao entre v(x) e vy, () que veremos a seguir.

Multiplicaremos v(x), dado em (18), por z
gv(x) = vor' + v+ v L vt
A expressdao acima pode ser reescrita como:

T0(T) = Vpoi F V1T + A @ vt v

Ui (" + 1) + v x(@® + 1) + .+ v T (2" + 1),

E obtemos
2'0(@) = [Vpi + Vnmia® + - o2 (@ 1) + vy, (o) (19)

De (19), temos que vg,(x) é o resto da divisao de z'v(zx) por (z" + 1).

Exemplo 3.3.6. Consideremos o polindémio v(z) = vy + v12 + v92% + v32® + vyt + vs2®.

Vamos efetuar um deslocamento ciclico de trés posigoes para a direita em v(z). Entao,

multiplicando v(z) por 23, obtemos

du(x) = verd + vt + ver® + v3z® + vyx” + vs®

= (vs2% + vax + v3)(2® + 1) + vy, (2).

De (19), temos que vg, () ¢é o resto da divisdo de z3v(z) por (2 + 1). Logo,
Vg (1) = vox® + vy2t + vo2® + vsz? + Vg + vs.

Observagao 3.3.7. Ao longo deste texto, usaremos o vetor v = (v, V1,...,Up_1) € O

n=1 associado a ele indistintamente como elemen-

polinémio v(z) = vo + vz + -+ + V1
tos de um cédigo ciclico C'(n, k). O polinémio v(z) poderd ser chamado de polindémio

codigo.

A seguir, mostraremos algumas propriedades dos codigos ciclicos binarios que ser-
virao de base para a apresentacao dos codigos BCH binarios.
Teorema 3.3.8. O polinémio nao nulo de grau minimo de um codigo ciclico binério
C(n, k) é tnico.

Demonstragdo: Seja g(x) = go + 1o + -+ + g,_12" ' + 2" um polinémio nio nulo de

grau minimo 7, de um cédigo ciclico binario C'(n, k). Suponhamos que g(z) ndo seja tnico
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e que exista outro polinémio de grau r,
h(x) =ho+hiz + -+ ho_2" " + 2"
Como C(n, k) é linear, a soma de grau r — 1,
g(x) + h(z) = (go + ho) + (g1 + h1)x + -+ + (gr_y + hpy)2"™!

pertence a C'(n, k). Se g(z) + h(z) # 0, entdo g(z) + h(x) é um polindmio nao nulo de

grau menor do que 7. Isto é um absurdo, pois r é o grau minimo. Entao, devemos ter
g(x) + h(x) = 0.

Logo, g(x) = h(zx). Portanto, g(x) é tnico. O

Teorema 3.3.9. Seja g(x) = go + 1o + -+ + g,_12" ' + 2" um polindmio nao nulo de
grau minimo r de um cédigo ciclico binario C'(n, k). Entao, o termo independente gy de

g(x) é igual a 1.

Demonstrag¢do: Suponhamos que gy = 0. Entao
g(x) = g1z + g’ + -+ gz + 2"

Efetuando um deslocamento ciclico de n — 1 posigoes para a direita, obtemos

g(@) =g+ gor+ -+ gad’ P 2" 2"
que tem grau menor que r, que é o grau minimo. Isto é um absurdo. Pela hipétese, g(x)

¢ o polindbmio nao nulo de grau minimo r. Logo, gy = 1. O]

Teorema 3.3.10. Seja g(z) = 14+ g1z + -+ + g,—12" " + 2" um polinémio ndo nulo de
grau minimo r de um cédigo ciclico binéario C'(n, k). Um polindmio p(x) de grau s < n—1

pertence a C'(n, k) se, e somente se, p(z) for multiplo de g(z).

Demonstragdo: (=) Seja p(z) um polinémio de grau s < n — 1. Suponhamos que p(z)

seja multiplo de g(x). Entao

p(z) = (po +p1v + -+ psa’) - g(w) = pog(x) + prwg(x) + - + psrig(x).

De acordo com a Observagao 3.3.5, os polinémios g(z), xg(x), ..., xsg(x) sdo deslocamen-
tos ciclicos de g(z) e, portanto, pertencem a C'(n, k). Se p(z) é uma combinagao linear dos

polinémios ¢(z),zg(z), ..., zsg(x) e como C(n, k) é linear, entao p(x) pertence a C'(n, k).
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(<) Seja p(x) um polinémio de um codigo ciclico binario C(n, k). Dividindo p(z) por
g(x), obtemos

p(x) = g(x) - q(x) +7r(x),

onde r(x) = 0 ou gr(r(xz)) < gr(g(z)). A equagdo acima pode ser escrita da seguinte
forma

r(xz) = p(x) + g(x) - g(x).

Segue da prova da primeira parte do teorema, que g(z)q(x) pertence a C(n,k). Como
p(z) também pertence a C'(n, k), entdo r(x) deve pertencer a C'(n, k). Se r(x) # 0, entdo
r(z) é um polindmio nao nulo de grau menor do que o grau de g(z). Isto é um absurdo.
Pela hipétese do teorema, g(x) é um polindmio nao nulo de grau minimo. Entao, devemos

ter r(z) = 0. Logo,

p(x) +g9(x)q(z) =0 e p(x)=g(z)q(x)
Ou seja, p(x) é multiplo de g(z). ]

Observagao 3.3.11. De acordo com o Teorema 3.3.8, g(z) é tnico. Como C(n,k) é
bin4rio e possui dimensio k, existem 2* polindmios nesse cédigo. Por outro lado, existem
2"~" polinémios de grau s < n — 1, que sao multiplos de g(x) de grau minimo r. Esses
polindémios formam todos os polindmios de um cédigo ciclico binéario C(n, k), conforme o
Teorema 3.3.10. Dessa forma, devemos ter: 2"" = 2*. E, consequentemente, r = n — k.

Isto é,

gr(g(z)) =r=n—F.

Teorema 3.3.12. Seja g(z) =1+ g1x + go2® + -+ - + gp_12" ' + g,2" um polindmio nao
nulo de grau minimo r de um cédigo ciclico binario C(n, k). Existe um e somente um

polinémio de grau n — k em C(n,k) e r = n — k. Entao,

n—k—1

g(@) =14+ go+ g’ 4+ + gnpr17 + Gn_px" . (20)

Definigdo 3.3.13. Seja g(7) = 1+g12+g22%+- - -+ gn_p_ 12" 14+ g,_x2" ¥ um polinémio
nao nulo de grau minimo n — k de um cédigo ciclico binario C'(n, k). O polinémio g(z) é

chamado de polinémio gerador de C(n, k).

Observagao 3.3.14. Seja g(z) um polinémio ndo nulo de grau minimo n — k de um
codigo ciclico binario C'(n, k). O ntimero de digitos de verificagao de paridade de C'(n, k)

é igual a n — k.

Exemplo 3.3.15. O c6digo ciclico binario C(7,4), que esta representado na tabela 6, é
gerado pelo polindmio g(x) = 1+ x + 2. Notemos que neste codigo, n =7 e k = 4. Além

disso, gr(g(z)) = 7—4 = 3 e todos os polinémios pertencentes a C' sdo multiplos de g(z).
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Tabela 6 - Cédigo ciclico bindrio C(7,4) gerado por g(x) = 1+ x + 3

Mensagem | Palavra codigo | Polinémios
(0,0,0,0) | (0,0,0,0,0,0,0) | 0=0-g(x)
(1,0,0,0) | (1,1,0,1,0,0,0) | 1+ 2+ 2 = g(z)
(0,1,0,0) | (0,1,1,0,1,0,0) | z + 2 + 2* = zg(2)
(1,1,0,0) | (1,0,1,1,1,0,0) |1+ 2*+ 23+ 2= (1+2)g(x)
(0,0,1,0) | (1,1,1,0,0,1,0) | 1+ 2+ 2>+ 2° = (1 + 2¥)g(x)
(1,0,1,0) | (0,0,1,1,0,1,0) | 2® + 23 + 2° = 2%g(x)
(0,1,1,0) | (1,0,0,0,1,1,0) | 1+2*+2°=(1+ 2+ 2H)g(x)
(1,1,1,0) | (0,1,0,1,1,1,0) | oz + 2+ 2* + 2° = (z + 2?)g(x)
(0,0,0,1) | (1,0,1,0,0,0,1) | 1+ 22+ 25 = (1 + 2+ 2%)g(x)
(1,0,0,1) | (0,1,1,1,0,0,1) | z 4+ 2® + 2* + 2° = (z + 2%)g(x)
(0,1,0,1) | (1,1,0,0,1,0,1) | 1+ 2+ 2*+ 25 = (1 + 2%)g(x)
(1,1,0,1) | (0,0,0,1,1,0,1) | 23 + z* + 2° = 23g(x)
(0,0,1,1) | (0,1,0,0,0,1,1) | 2+ 2%+ 2° = (x + 2% + 2%)g(x)
(1,0,1,1) | (1,0,0,1,0,1,1) |1+ 2*+2°+25= 1+ 2+ 22+ 2%)g(x)
(0,1,1,1) (0,0,1,0,1,1,1) | 22 4+ 2% + 2% + 2° = (2% + 2%)g(x)
(1,1,1,1) | (,1,1,1,1,1,1) [ 1+z+2?2+ a3+ 2t + 25+ 2% = (1 + 22 + 25)g(2)

Fonte: (LIN; DANIEL, 1983)

Teorema 3.3.16. O polinémio gerador g(z) de um cédigo ciclico binario C'(n, k) é um
fator de 2™ + 1.

Demonstragdo: Multiplicando g(z) por 2* obtemos o polindmio z*g(x), que tem grau

n. Dividindo x¥g(x) por 2™ + 1 obtemos
2*g(x) = (2" + 1) + g4, (2), (21)

onde g4, (z) é o resto da divisao. De acordo com a Defini¢ao 3.3.3, g4, () representa o
vetor deslocamento ciclico de k posigdes para direita do vetor g(x). Portanto, g4, () é
um multiplo de g(x). Isto é, gq () = g(x)p(z). Substituindo essa igualdade em (21),

obtemos

ztg(r) = (a" +1) + g(2)p(2).

Reorganizando essa igualdade, temos
2"+ 1= [o* + p(a)]g @),

Portanto, g(x) é um fator de 2™ + 1. ]

Teorema 3.3.17. Se g(z) é um fator de 2" + 1 e gr(g(x)) = n — k, entdo g(z) gera um

c6digo ciclico binério C'(n, k).
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Demonstragdo: Sejam os k polinomios g(), xg(x),...,x*!

g(x), todos com grau menor
ou igual a n — 1 e g(z) um polinémio de grau n — k. Seja v(z) uma combinagao linear

desses k polinémios,

v(z) = aog(x) + arwg(x) + - + a2 g(x) = (a0 + ez + -+ a2t )g(x).
O polinémio v(z) é um polindémio de grau menor ou igual a n — 1 e é miltiplo de g(z).
Existe um total de 2* polinomios que formam um cédigo ciclico bindrio C(n, k).
Seja v(z) = vo+v1T+ - - +v,_12" 1 um polindmio de C(n, k). Multiplicando v(x)

por z, obtemos

wv(z) = vor + v 4+ v, 02" v, 2"
= U1 (" + 1)+ (Vpy + 0T + -+ + Vp_ox™Y)
= Up1(@"+ 1) +vg (),

onde vg, (z) é um deslocamento ciclico de v(z). Se os polinémios zv(z) e 2"+ 1 sdo multi-
plos de g(x), entao vy, () também deve ser miltiplo de g(x). Logo, vy, () é um multiplo

k-1

de g(x) e é uma combinagao linear dos k polinémios g(z), xg(x),...,x" 'g(x). Portanto,

vg, (x) também pertence a C(n,k). De acordo com a Defini¢ao 3.3.3, o cddigo linear

xk—l

gerado pelos polinoémios ¢(z), zg(z), .. ., g(x) é um codigo ciclico binario C'(n, k). O

Exemplo 3.3.18. O polinémio z” + 1 pode ser fatorado da seguinte forma:
7 _ 3 2 3
' +1l=01+2)1+x+2°)(1+2°+2°).

Na fatoracdo acima ha dois fatores de grau 3: 1+ 22 + 23 e 1 + 2 + 23. Cada um deles
gera um c6digo ciclico binario C(7,4). O polindmio g(z) = 1+ x+ 23 gera o cdigo ciclico
bindrio C(7,4) do Exemplo 3.3.15, que esté representado na tabela 6 (pagina 58). Este

codigo tem distancia minima d = 3 e é um codigo corretor de 1 erro.

Dada uma mensagem u(z) que foi transmitida por um canal de comunicacao.
A codificagdo de u(x) é feita multiplicando-se u(z) por g(z), gerando o vetor v(z) =
vi(z)g(z), pertencente ao cddigo ciclico binario C(n, k).

Suponhamos que a mensagem u = (ug, Uy, ..., u,_1) foi transmitida e precisa ser

codificada. O polinémio correspondente é

w(z) = up + wurr + - -+ up_ 12"

multiplicando u(z) por 2" %, obtemos um polindmio de grau menor ou igual a n — 1,

2" Fu(r) = upr™F w2 4 2™
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Dividindo 2" *u(z) pelo polinomio gerador g(x), temos

2" *u(z) = g()q(w) +r(z) (22)

onde ¢(x) e r(z) sdo respectivamente o quociente e o resto da divisdo. Como o grau de
g(z) é n — k, entao o grau de r(z) tem que ser menor ou igual a n — k — 1. Isto é,
r(z) =ro+ 1w+ "L

Reorganizando a igualdade (22), obtemos o seguinte polinémio de grau menor ou igual a

n — k:

r(z) + 2" Mu(z) = g(x)q(w). (23)
O polindmio 7(x) + 2" *u(z) é multiplo do polinémio gerador g(x) e, portanto, pertence
ao codigo ciclico bindrio gerado por g(z). Escrevendo 7(x) + 2" *u(x) em funcio de seus
coeficientes, temos

r(@) + 2" Fu(x) =ro+re 4 A g @ Fugr P 4 ™, (24)

cujo vetor correspondente é

(7“0,7“1; ey Tnk—1, U0, - - - 7uk—1)~
Notemos que o vetor acima consiste de k digitos de informagao (o, 71, ..., n—k—1), Segui-
dos de n — k digitos de verificagdo de paridade (ug,...,ux_1). O processo descrito acima

gera um codigo ciclico binario C'(n, k) na forma sistemética. Dessa maneira, considerando

n—k—1

o polindémio 7(x) + 2" *u(z), os coeficientes de 1,z,..., sao os n — k digitos de

n—1

verificacdo de paridade, e os coeficientes de 2" %,z n—k+1,...,x sao os k digitos

da informacao, que correspondem a mensagem transmitida.

Exemplo 3.3.19. Consideremos o cddigo ciclico bindrio C(7,4) gerado por g(z) = 1+
r+ 23 Seja u = (1,0,0,1) a mensagem transmitida que serd codificada. O polindémio

correspondente de u é u(x) = 1 + 3. Dividindo z?u(x) = x3 + 2% por g(z), obtemos
P+ =1 +z+ 2% (x+2°) + (v + 2?),
onde 7(x) = x + 2% é o resto da divisdo. Entao, o polindmio resultante da codificagao ¢

v(z) = r(z) + 2Pu(r) = 2 + 2* + 2° + 25,
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cujo vetor correspondente é
v=1(0,1,1,1,0,0,1),

onde os quatro (k = 4) dltimos digitos da direita sao os digitos da mensagem u = (1,0, 0, 1).

E os trés (n—k = 3) primeiros digitos da esquerda sao os digitos de verificagao de paridade.

Na proxima sec¢ao, veremos uma classe de coédigos corretores de erros chamados co-
digos BCH binarios. Tais codigos foram primeiramente descobertos por A. Hocquenghem
em 1959 e, de forma independente, por R.C. Bose e D.K. Ray-Chaudhuri em 1960.

Embora os cédigos BCH sejam ciclicos, nao nos aprofundaremos a respeito disso,
pois nossa intencao é exemplificar a utilizagao de polinéomios vinculando-os aos codigos

corretores de erros. Muitas das defini¢goes e resultados que apresentaremos encontram-se
mais detalhados em (LIN; DANIEL, 1983).

3.4 Cobdigos BCH Binarios

Inicialmente, apresentaremos algumas propriedades béasicas dos cédigos BCH bi-
narios.
Vimos na Defini¢ao 3.2.10 que os parametros de um c6digo linear C' sdao: a dimensao

k de C sobre o corpo finito K, a distadncia minima d de C' e o comprimento n de C.

Definicao 3.4.1. Chamamos de c6digo BCH binario com capacidade de correcao
de t erros ao cédigo ciclico bindrio de distancia minima d > 2t + 1, com n — k < mt
digitos de verificagdo de paridade e comprimento n = 2™ — 1, para quaisquer inteiros
positivos m >3 et < 2™ — 1.

O coédigo BCH binario definido acima é gerado por um polinémio que é especificado

em termos de suas raizes no corpo finito Fom. Isto nos conduz a seguinte definigao.

Definicao 3.4.2. Sejam o corpo finito Fom e a um elemento primitivo de Fom. Seja
Ming: () o polindmio minimo de o’. O polindémio gerador g(x) do cddigo BCH bindrio
de comprimento n = 2" — 1 com capacidade de correcao de t erros é o polinémio de menor

grau de Zs[x], que tem como raizes os elementos

a0, al o (25)

Entao, g(z) deve ser o minimo multiplo comum de min,:(x), mingz(z),. .., ming:, ou
seja,

g(x) = MMC(ming: (x), mingz(x), ..., mingz:(z)). (26)

Em (25), se i € Z é par, entdo pode ser expresso como um produto da seguinte
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forma: i = j-2', onde j € Z é fmpar e [ > 1 € Z. Logo, &' = (/)% & um conjugado de

o’ e, portanto, o' e o’ tém o mesmo polindmio minimo, ou seja,
MiNG: = MiNgJ -

Como resultado, cada poténcia par de a tem o mesmo polinémio minimo de alguma
poténcia impar de « precedente na mesma sequéncia. Consequentemente, o polindémio
gerador g(z) de um cédigo BCH binério de comprimento n = 2™ — 1 com capacidade de

corregao de t erros dado por (26) pode ser reduzido para
g(x) = mme(ming (x), ming(x), ..., mingze—1(x)). (27)
Como o grau de cada polindmio minimo é menor ou igual a m, entdo temos que
gr(g(x)) =n—k < mt.

De acordo com (LIN; DANIEL, 1983), nao existe uma férmula simples para a enumeragao
de n—k, mas para valores pequenos de t, n —k é exatamente igual a mt. Na tabela 7 estao
indicados os parametros de todos os cddigos BCH binarios de comprimento n = 2™ — 1,

com m < 5.

Tabela 7 - Pardmetros dos cdédigos BCH(n, k) binarios para 3 < m <5

Cédigo Parametros Cédigo Parametros
n=2"—1|k |t n=2"—11|k |t
BCH(7,4) 7 4 | 1 || BCH(31,26) 26 | 1
BCH(15,11) 11 | 1 || BCH(31,21) 21 | 2
BCH(15,7) 15 7 | 2 || BCH(31,16) 31 16 | 3
BCH(15,5) 5 | 3 || BCH(31,11) 11 |5
XXXXX X X | X || BCH(31,6) 6 |6

Fonte: O autor, com informagoes extraidas de (LIN; DANIEL, 1983), 2019

Observacao 3.4.3. Em algumas situagoes, utilizaremos a notagdo BCH(n, k) para nos
referirmos a um c6digo BCH de comprimento n = 2™ — 1 com capacidade de correcao de

t erros.

De (27) podemos observar que um cédigo BCH bindrio de comprimento n = 2™ —1

com capacidade de correcao de um erro é gerado pelo polinémio

g(x) = ming (),
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ming(xr) = mingze—1(x).

Observacao 3.4.4. De acordo com a Defini¢ao 3.4.2, a é um elemento primitivo de Fom.
Logo, min,(x) é um polindmio primitivo de grau m. Portanto, um cdédigo BCH bindrio
de comprimento n = 2™ — 1 com capacidade de corre¢do de um erro ¢ um coédigo de

Hamming.

Exemplo 3.4.5. Consideremos o corpo finito Fys gerado por p(x) = 1 + z + 2% e dado
pela tabela 4 (pagina 31). Seja o um elemento primitivo de Fys. Da tabela 5 (pagina 35),

obtemos o polindmio minimo de « que é
ming(z) =1+ 2z + 2°.

De (27) verificamos que o c6digo BCH bindrio de comprimento n = 23 — 1 = 7 com

capacidade de corre¢ao de um erro é gerado por
g(x) = mme(ming(x)),

ou seja

g(x) = mingy(z).

Entao, temos que
g(x) =1+x+2°

Portanto, de acordo com a tabela 7, o c6digo acima é um cédigo BCH(7,4) binario, que
tem distdncia minima maior ou igual a 3. Como o polinémio gerador g(z) tem peso
3, a distdncia minima deste codigo BCH binario é exatamente 3. Além disso, o c6digo
BCH(7,4) binério é o cédigo ciclico C(7,4) binario dado pela tabela 6 (pagina 58). Isto
porque, este codigo ciclico atende as condigdes da Definicao 3.4.1 e ambos os codigos

citados possuem o mesmo polindmio gerador g(z) = 1+ x + z°.

De acordo com as defini¢oes 3.4.1 e 3.4.2, o polinémio gerador g(z) de um c6digo
BCH binario de comprimento n = 2™ — 1 com capacidade de correcao de t erros possui
como raizes, os elementos o, o2, . .., o' e seus conjugados. Com isso, podemos verificar se
um determinado polinémio pertence a um c6digo BCH binario. Para tanto, consideremos
o polindémio v(z) = vg + viz + -+ + v,_12"" 1 € Zy[z]. Se os elementos a,a?, ..., a*
sdo as raizes de v(x), entdo, pelo Teorema 2.4.9, v(z) é divisivel pelos polindémios mini-
mos Mming(x), mingz(x),. .., minyz:(z). E, consequentemente, v(z) é divisivel pelo MMC
desses polindémios, que é polindmio gerador g(z) do cddigo BCH binario de comprimento
n = 2™ —1 com capacidade de corregao de t erros, dado por (26). Portanto, v(x) pertence

ao codigo BCH binario. Isso nos conduz as seguintes definigoes.
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Definigao 3.4.6. Sejam o corpo finito Fom € 0 polindmio v(z) = vg+vix+- - -+v, 12" ! €
Zs|z]. Se o polindémio v(z) pertence a um cédigo BCH binario de comprimento 2 — 1

com capacidade de corregao de t erros, entdo v(z) é um polinémio cédigo.

Conforme mencionado no capitulo 1, um polinémio p(z) = ag + ayx + axz® + - - - +
a,x™ pode ser expresso como uma n-upla, da seguinte forma: p = (ag, a1, as, ..., a,). Esta
representacao vetorial de um polinomio serd utilizada na proxima definicdo e em outras

partes desta secao.

Definigao 3.4.7. Sejam o corpo finito Fom, 0 polindmio v(z) = vo+v12+- - +v, 12" €
Zs|x] e os elementos «,a?,...,a* € Fym. A n-upla bindria v = (v, vy,...,v,_1) ¢ uma
palavra cédigo se, e somente se, os elementos o, a?, ..., o sdo as raizes do polindmio

v(x).

Seja v(x) um polinémio cédigo de um cédigo BCH binario de comprimento n =
2™ — 1 com capacidade de correcio de t erros. Seja o' uma raiz de v(z). Entdo, para

1=1,...,2t, temos que
v(a?) = vo + via + vea® + -+ + v,V =0 (28)

Esta igualdade pode ser escrita como o seguinte produto de matrizes

T
o
[UQ, Uiy .- 7Un—1] : O[Qi =0 (29)
a(n—l)i
para ¢ = 1,...,2t, e onde (v, v1,...,v,-1) é a representacao vetorial de v(x). Em (29),
temos a condigdo de que o produto interno de (vg, vy, ..., v, 1) por a,a?, ..., a* é igual
a zero.
Consideremos a seguinte matriz de ordem 2t x n
(1 4 2 o3 a1
1 (@2) (a2)2 (a2)3 (a2>’n—1

H=11 () (@) (a?) -+ (@) |- (30)

1 (a2t) (a2t)2 (a2t)3 L (a2t)n—1 ]

De acordo com (29), se v = (vg,v1,...,V,-1) € uma palavra cédigo de um c6édigo BCH
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bindrio de comprimento n = 2™ — 1 com capacidade de correcao de t erros, entao

v-HT =0. (31)
Se uma n-upla v = (vg, vy, ...,v,-1) satisfaz a condigao da igualdade (31), segue de (28)
e (29), que o' é uma raiz do polindémio v(z), parai = 1,...,2t. Neste caso, v deve ser uma,

palavra cédigo de um cédigo BCH binario de comprimento n = 2™ — 1 com capacidade
de correcao de t erros. Consequentemente, o produto em (31) é o vetor nulo do cédigo.
E a matriz H é a matriz teste de paridade do cédigo. Se para algum i e j, temos que o’
¢ um conjugado de o/, entdo, de acordo com o Teorema 2.4.2, v(a’) = 0 se, e somente se,
v(a’) = 0. Assim sendo, se o produto interno de v = (vg,v1,...,V,_1) € a i-ésima linha
da matriz H é zero, entdo o produto interno de v = (vg, vy, ...,v,_1) € & j-ésima linha da
matriz H também é zero. Logo, a j-ésima linha da matriz H pode ser omitida e a matriz

H dada em (30) pode ser reduzida a uma matriz de ordem ¢ x n, da seguinte forma:

1« o? o? s an!
1 (a?) (a%)? (%) (31
H=|1 (& (a°)? (a®)3 (aP)n1 (32)

Notemos que as entradas da matriz H sdo elementos do corpo finito Fom. Cada elemento de
Fom pode ser representado por uma m-upla sobre Z,. Se cada entrada de H ¢é substituida
por sua correspondente m-upla sobre Z, e colocada na forma de coluna, obtemos uma

matriz bindria de teste de paridade do cédigo.

Exemplo 3.4.8. Consideremos o cédigo BCH(7,4) bindrio com capacidade de corregao
de 1 erro, dado no Exemplo 3.4.5. Seja a um elemento primitivo do corpo finito Fas.

Entao, a matriz teste de paridade deste codigo BCH binério é

H=11 a o®> a® o* o® of
Agora, vamos utilizar essa matriz H para verificarmos se a palavra v = (1,1,1,1,1,1,1)
¢ uma palavra cédigo. Isto é, se v pertence ao cédigo BCH(7,4) binario com capacidade

de correcao de 1 erro. Para tanto, usaremos os valores da tabela 4, que se encontra na
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pagina 31. Efetuando o produto de v e H, temos

1

v 2

w

1,1,1,1,1,1,1] - =l4+a+l+al+at+’+al =+t +ab =0.

S L o L Qo

Como o resultado foi o vetor nulo, entdao a identidade (31) foi verificada. Portanto,
v=1(1,1,1,1,1,1,1) pertence ao cdédigo BCH(7,4) binério.

Observacao 3.4.9. A distancia minima d de um cédigo BCH binario de comprimento
n = 2™ — 1 com capacidade de correcao de t erros é maior ou igual a 2t + 1. A prova
desta afirmagao pode ser verificada em (LIN; DANIEL, 1983, pp. 148-150).

A observacao acima nos conduz a definicio de um novo parametro, conforme a

seguir.

Definig¢ao 3.4.10. Seja um cédigo BCH binario de comprimento n = 2™ — 1 com capa-
cidade de correcao de t erros. O parametro 2t + 1 é chamado de distancia projetada
dy de um c6digo BCH binéario.

Na realidade, a distancia minima de um c6digo BCH binario pode ser ou nao igual
a distancia projetada.

Veremos agora, uma defini¢ao mais geral de codigo BCH binario.

Definicao 3.4.11. Sejam o corpo finito Fom, o elemento 8 € Fom € lp > 0 € Z. Um
c6digo BCH binario com distancia projetada dy é gerado pelo polindémio binario

g(x) de grau minimo que tem como raizes as seguintes poténcias consecutivas de [3:

ﬁ(lo) ﬁ(lo—i-l) 5(zo+d0_2)

Para i =0,...,dy — 1, sejam o polindmio minimo mingu,+i (x) de Bt ¢ n; a ordem de
[t Entéo

g(x) = mme(mingay (), mingae+ (T), - . ., Mingag+dy-2 ()
e o comprimento do cédigo é

n=mmc(ng, Ny, ..., Ngy—2)-
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Observacao 3.4.12. O c6digo BCH binario definido acima tem distancia minima maior
ou igual a dy e, no maximo, m(dy — 1) digitos de verificagdo de paridade. Entao, esse
c6digo BCH binério possui capacidade de corrigir até [(dy — 1)/2] erros. Caso [y = 1,
dy = 2t +1 e se f é um elemento primitivo de um corpo finito Fom, temos um cédigo
BCH primitivo binario de comprimento n = 2™ — 1 com capacidade de corregao de ¢
erros . Se fizermos: [ = 1, dy = 2t + 1 e se § ndo é um elemento primitivo de um corpo
finito Fom, temos um cédigo BCH nao primitivo binario com capacidade de corre¢ao
de t erros e de tamanho n que é a ordem do elemento 3. Neste texto, trabalharemos

apenas com codigos BCH primitivos binérios.

Observemos que, na Definicao 3.4.11, foi exigido que o polindémio gerador g(x) do
cbdigo tenha dy — 1 poténcias consecutivas do elemento S como raizes. Essa exigéncia
garante que a distancia minima do cédigo BCH binario assim definido seja maior ou igual
a dp. Desta forma, dy é um limite inferior para a distancia minima do c6digo BCH binério
e é denominado de BCH bound.

Apresentaremos a seguir o processo de decodificacao dos cddigos BCH binarios,
que ¢é similar ao da decodificagdo de codigos lineares mostrado na secao 3.3.

Suponhamos que uma palavra cédigo v; = (vg,v1,...,v,—1) seja transmitida, e
que os erros introduzidos pelo canal durante a sua transmissao tenham gerado a seguinte

palavra recebida

Up = (TOarla s arn—l)-

Consideremos as representagoes polinomiais da palavra cédigo transmitida v; e da palavra

recebida v, como sendo, respectivamente, os polindémios vy(x) = vy, + vy, T+ - +vp, 2"

e v.(T) = Vpy + VT + -+ v, _, 2" Seja v, 0 padrao de erro introduzido pelo canal,

cuja representacao polinomial é v.(z), entdo temos que
v () = ve(x) + ve (). (33)

O primeiro passo do processo de decodificagao de um cédigo BCH binario com capacidade
de corregao de t erros é o calculo da sindrome do vetor recebido v, (ou v,.(x)). E nesse

processo de decodificagao, essa sindrome é uma 2t-upla como a seguir
52(51,52,...,52t):UT'HT, (34)

onde H é a matriz teste de paridade dada por (30). De (30) e (34), temos que a sindrome

S; do i-ésimo componente é dada por
S; = v,.(a) = vy + U @'+ v0% 4 - F v, @MY (35)

para ¢ = 1,...,2t. Podemos observar que as componentes da sindrome sao elementos
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do corpo finito Fom. Essas componentes podem ser calculadas a partir de v,(x), como
mostraremos a seguir.

Dividindo v,(x) pelo polindmio minimo min,:(z) de o', obtemos
ve(z) = a;(x) - ming () + b;(x),

onde b;(x) é o resto dessa divisdo e possui grau menor que ming: (). Como min,:(a') = 0,

temos que
S; = v.(a) = bi(al). (36)

Logo, a sindrome S; do i-ésimo componente é obtida substituindo-se z por o’ em b;(z).

Exemplo 3.4.13. Consideremos o cdédigo BCH(7,4) binario com capacidade de cor-
recao de um erro dado no Exemplo 3.4.5. Suponhamos que a palavra codigo v, =
(0,0,0,0,0,0,0) foi transmitida por um canal de comunicagdo. E que, por causa de
algum ruido durante essa transmissao, foi recebida a palavra v, = (0,1,0,0,0,0,0). O
polinémio correspondente a v, é

v(z) = x.

A sindrome consiste de 2 componentes, pois para t = 1, 2t = 2 . Entao, temos que
S = (54,52).

De acordo com a tabela 5 (pdgina 35), os polinomios minimos de a e a? sdo iguais e,
portanto, temos ming(z) = ming:(z) = 1 + x + 3. Dividindo v,(z) = & por min,(z) =
1+ 2 + 2%, obtemos o resto

bi(x) = x.

Usando os valores do corpo finito Fas dados pela tabela 4 (pagina 31) e substituindo « e

a? em by (x), obtemos

Portanto, a sindrome procurada é
S = (a,a?).

Os componentes dessa sindrome também podem ser obtidos substituindo-se o e o? em

v.(z) = x, de acordo com (35). Entao, dessa forma, temos que
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Logo, a sindrome procurada é
S = (a,a?).

Como a,a?, ..., a? sdo as raizes de cada polinomio c6digo, entdo vi(a') = 0 para
i =1,...,2t. De (33) e (35) obtemos a seguinte relacdo entre os componentes S; da

sindrome e o padrao de erro:
S; = v.(a") (37)

para i = 1,...,2t. Notemos que, de acordo com (37), a sindrome S depende apenas
do padrao de erro. Suponhamos que o padrao de erro v.(x) tenha w erros nas posigoes

o iz i Isto é,
e(x) =2 + a2 + - 4 2l (38)

onde 0 < j; < jo < -+ < Jyu < n. De (37) e (38) obtemos o seguinte conjunto de equagdes:

Sl — Oﬂl_’.aﬂ?_i__'_@]w
Sy = <&j1)2 + (aj2)2 + o+ (ajw)Q
Sy = (a/)+ (aB2) 4o 4 (adv)? (39)
Sy = (a7)* 4+ () + - + (o),
onde o/t,a’2, ..., a/v sdo desconhecidos.

Observacgao 3.4.14. Qualquer método para a solucao do sistema de equagoes (39) é um

algoritmo de decodificacdo dos codigos BCH.

As poténcias ji, Ja, . .., Ju indicam as posigdes dos erros no padrao de erro e(z)
como em (38), ao serem encontrados os valores de a/', a2, ..., a?». De um modo geral, o
sistema de equagoes (39) tem muitas solugoes possiveis. E cada solugao gera um padrao
de erro diferente. Entéao, entre as solugdes cujo padrao de erro e(x) possui um nimero
de erros menor ou igual a ¢, a solugdo correta é a que tem o menor nimero de erros. Ou
seja, o padrao de erro correspondente & esta solugdo é o mais provéavel padrao de erro e(x)
causado pelo ruido do canal de comunicagao. Para valores grandes de ¢, calcular uma
solugao direta para o sistema de equagoes (39) é dificil e ineficaz.

Apresentaremos a seguir, o algoritmo de Peterson (3) (citado em (LIN; DANIEL,
1983)), que é um procedimento eficaz para a determinacao de o, para | = 1,...,w, dos
componentes S; da sindrome.

Nosso objetivo sera apenas apresentar o algoritmo sem entrarmos em detalhes sobre

sua fundamentagao matematica, a qual envolve conhecimentos que fogem do escopo deste
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trabalho. Para mais informagoes, consultar <http://www.professores.uff.br/nmedeiros/
wp-content /uploads/sites/88/2017/08 / Algebra-111-2016__ 2-galois.pdf>.

Algoritmo 3 - Algoritmo de Peterson
Paral=1,...,w, seja

Estes elementos sao chamados de niimeros de localizagao de erros, pois eles indicam

as posigoes dos erros. Entao, o sistema de equagoes (39) pode ser escrito da seguinte

forma:
S = h+0+---4+0,
6?2 = 0 +63+---+0 (41)
Sy = 0% 4024 402

Consideremos o seguinte polinomio

olx) = (1+60x)(1+6z) ... (14 0,x) (42)

= og+ox+o9x®+ -+ o,
As raizes de o(x) sdo os inversos dos niimeros de localizacdo de erros: 6;%, 605", ..., 0L,

Por esta razao, o polinémio o(z) é chamado de polinémio localizador de erros. Ob-
servemos que o(x) é um polinémio desconhecido com coeficientes que precisam ser deter-
minados. Os coeficientes de o(x) e os nimeros de localizac¢ao de erros estao relacionados

pelo seguinte sistema de equacoes:

Op = 1
o1 = ‘91+92+"'+9w

O = ‘9192 + ‘9293 + -t 9w719w (43)

Ow — ‘9182'---'011)-

De (41) e (43) vemos que os o;’s se referem as componentes S; da sindrome. Essa relacao


http://www.professores.uff.br/nmedeiros/wp-content/uploads/sites/88/2017/08/Algebra-III-2016_2-galois.pdf
http://www.professores.uff.br/nmedeiros/wp-content/uploads/sites/88/2017/08/Algebra-III-2016_2-galois.pdf
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estd indicada nas seguintes identidades:

51+O'1 = 0
52+0'151+20'2 =0
Sz + 0152 + 0251 + 3 = 0
.3 0102 T 0201 03 (44)
Sw+o-lsw—l+"'+0w—lsl+wgw =0
Sw+1 + Ulsw +---+ O'w_182 + 0w51 = 0

Para o caso binario, como 1 4+ 1 = 2 = 0, temos que

o; para ¢ Impar

0 para ¢ par.

Portanto, ao aplicarmos as alteragoes de (45) nas identidades (44), temos que as iden-
tidades dos componentes de ordem par nao estabelecem relagoes entre os o;’s com os

componentes S;’s da sindrome. Logo, o sistema (44) resulta em:

Sl + o1 =0
Sz + 0159 + 0251 + 0 =0
3 102 201 3 (46)
S5+0154+0'253+0'352+0'451+U5 =0
que é um sistema de % =t identidades.
Suponhamos que seja possivel determinar as fungoes elementares oy, 09, ..., 0,
das equagbes (44). Entdo, os ntmeros de localizacao de erros 6,0s,...,60, podem ser

encontrados pela determinagdo das raizes do polindomio localizador de erros o(z). As
equagoes (44) possuem muitas solugoes possiveis. Entretanto, a solugao serd aquela que
gerar um o(x) de grau minimo. Este polindémio o(z) produzird um padrao de erro com
um nimero minimo de erros. Se w < t, o polinémio o(x) fornecera o verdadeiro padrao
de erro.

Basicamente, o algoritmo de Peterson (3) pode ser resumido em 3 passos principais:

1) Calcular a sindrome S = (57, Sz, ..., Sy) a partir do polinémio recebido v, (x);

2) Determinar o polindémio localizador de erros o(z) dos componentes Sy, S, ..., S, da
sindrome;

3) Determinar os nimeros localizadores de erros 61,0, ..., 0, através das raizes de o(x)

e corrigir os erros em v, ().

Observacao 3.4.15. Os passos 1 e 3 sao simples. Por outro lado, o passo 2 é o mais

complicado da decodificacao de c6digos BCH binarios.
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Exemplo 3.4.16. Consideremos o codigo BCH(7,4) binério com capacidade de corregao

de 1 erro dado no Exemplo 3.4.5. Suponhamos que a palavra cédigo v, = (0,0, 0,0,0,0,0)

foi transmitida por um canal de comunicacao. Mas, por causa de algum ruido no canal,

foi recebida a palavra v, = (0,0,0,1,0,0,0) . O polinémio correspondente a palavra v, é

v () = 2°.

Como o cédigo é bindrio usaremos as identidades do sistema (46). Logo, da primeira

identidade desse sistema, obtemos a igualdade

Sl =01.

Além disso, pelo fato de o cédigo BCH(7,4) bindrio ter capacidade de corregao de 1 erro,

a sindrome tem apenas um componente, entao, temos que

S = (51),

e o polinémio localizador de erros, dado por (42), fica

o(x) =1+ oyz.

Entao, calculando S; temos que

S; = v (a) = o’

E o polinémio localizador de erros para esse caso é

o(r)=1+0z=1+a’r

Calculando as raizes de o(x) temos que

Observamos que «

4

o(l) = 1+a®=a
(

a) = 1+ad-a=1+a'=0a"

2

a?) = 1+a-a?=1+0a° =0t

3

ad) = 1+a-a®=1+a=0a?

5

o = 14+ a®>=14+af=14a=a°

Q

6

o' = 14+ af=1+a’=14+0a%?=af

Q

Cy)
(a?)
ola?) = 1+ at=14+a"=1+1=0
(a”)
(a”)

é raiz do polinoémio localizador de erros o(z) =1+ o2 = 1 + .
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A posicao do erro é o inverso da raiz o*. Entdo, temos que

vi(z) = ve(w) + v,(z) = 2° + 2° = 0,

que é o polindémio identicamente nulo correspondente a palavra v, = (0,0,0,0,0,0,0).

No Exemplo 3.4.16 foi utilizado o c6digo BCH(7,4) bindrio com capacidade de
correcao de 1 erro. Porém, existem situacoes em que ocorrem mais de um erro. Veremos

a seguir um exemplo que ilustra como é feita a correcao de 2 erros, usando um cédigo
BCH binario.

Exemplo 3.4.17. Consideremos o corpo finito Fgs, gerado por p(z) = 1 + z + 2*, dado
pela tabela 8.

Tabela 8 - Representagoes dos elementos de

Fos, gerado por p(z) =1 + 2 + 2*

Poténcia Polinémio Vetor
0 0 (000 0)
1 1 (1000)
« a (0100)
o? a? (0010)
o? a? (0001)
o’ 1+a (1100)
a® a+a? (0110)
ab o +ao? (0011)
af 1+a+a? (1101)
ab 1+a? (1010)
a? a+ad (0101)

ol 1+a+a? (1110)
all ata?+a® | (0111)
alt? l+a+a?+a® | (1111)
al? l1+a?+a® | (1011)
att 1+a? (1001)

Fonte: (LIN; DANIEL, 1983)

Consideremos agora os polinomios minimos de Fys, gerado por p(x) = 1 + x + 2*,

dados pela tabela 9.
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Tabela 9 - Polindmios minimos dos elementos

de Fys gerado por p(z) =1+ z + z*

Raizes conjugadas | Polindmios minimos
0 x
1 z+1
a,a?, ot a® 24+ 41
a3, a8 0, at? 4B +r+1
ad, at? 224+ x41
a’, o't a3 al PR

Fonte: (LIN; DANIEL, 1983)

Sejam « e o dois elementos primitivos de Fys. Da tabela 9, obtemos o polindmio

minimo desses elementos, que sao os seguintes:
: _ 4 , _ 2 3, .4
ming(x) =1+x+2° e ming(z)=14+zx+z°+2° + 2",

De (27) verificamos que o cédigo BCH com capacidade de corre¢ao de dois erros e com-

primento n = 2* — 1 = 15 ¢ gerado por
g(x) = MMC(ming(z), mings(z)),

ou seja

glr) =1 +z+aH(1+2+2°+2° +2%).

Entao, temos que
g(z) =1+ 2" + 25 + 27 + 2%

Logo, de acordo com a tabela 7 (pagina 62), o cddigo acima é o c6digo BCH(15,7) bindrio,
que tem distdncia minima maior ou igual a 5. Como o polinémio gerador g(x) tem peso
5, a distdncia minima deste codigo ¢é 5.

Suponhamos que a palavra cédigo v, = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) tenha
sido transmitida por um canal de comunicagao e que, por causa de alguma interferéncia
neste canal, a palavra codigo recebida foi v, = (1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0). O

polinémio correspondente desta palavra codigo é
ve(r) =14 x.

Como estamos trabalhando com o c6digo BCH(15,7) binério, devemos calcular as seguin-
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tes sindromes, usando os valores da tabela 8 e considerando que o'® = 1:
Si=v(a)=1+a e Sz3=v.(a)=1+0a’.
Usando as identidades do sistema (46), obtemos
oo=14+a e o09y=a0.
E o polindémio localizador de erros é
o(r) =1+ (1+a)z + ax®.

Efetuando os célculos
cl)=1+(1+a)-1+a-1=0

cla)=1+1+a)-a*+a- (o) =1+a"+a" +a* =0,

verificamos que as raizes de o(z) sdo os elementos 1 e a!*. Como as posicdes dos erros

sao os inversos dessas raizes, temos que

1 1 _
012121 e 92:@:(114:0@

e os erros estao nas posigoes 1 e x. Portanto, o padrao de erro é v.(z) = 14 x e a palavra
transmitida foi

vi(@) = vela) +vp(0) = L+ a+ 142 =0,

que corresponde ao vetor v; = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).
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CONCLUSAO

Em nossa pratica docente como professores de Matematica, vemos que é comum
os alunos questionarem sobre a necessidade de estudarem esta disciplina e quais sao as
aplicagoes dos conteuidos matematicos vistos por eles. Isso também é observado quando
ensinamos polinomios e fun¢des polinomiais na Escola Béasica. Os exemplos que apresen-
tamos em sala de aula, tais como: trajetérias de projéteis, expressoes de areas ou alguns
modelos de fend6menos naturais, entre outros, envolvem expressoes polinomiais cujos coefi-
cientes sao nimeros reais ou complexos. No entanto, conforme comentamos na introducao
deste texto, podemos ter polinémios que nao usam tais conjuntos, como ¢é o caso daqueles
que ocorrem em Criptografia, mais precisamente em alguns tipos de codigos corretores de
erros.

Estes tipos de codigos foram criados com o proposito de tratarem da seguranga da
informacao, tanto no armazenamento como na transmissao de dados e sdo cada vez mais
usados no nosso dia-a-dia. Neste texto, escolhemos abordar cddigos corretores de erros
BCH que trabalham sobre Corpos Finitos. Mostramos de maneira direta e objetiva e por
meio de varios exemplos, como os polindmios sao utilizados nesses codigos. Fizemos isso
de uma forma que nao fosse muito aprofundada, mas nem por isso, superficial.

Além de polinémios, abordamos, de forma direta ou indireta, outros contetidos
matematicos essenciais para o estudo desses cddigos corretores de erros, tais como: anéis,
corpos, transformagao linear, matrizes, vetores e aritmética modular. Dessa maneira,
trouxemos uma aplicagao de polinémios vinculada a um tema da atualidade (seguranga
da informagao) e provavelmente do futuro; um assunto estudado nas aulas de Matematica
e que é usado diariamente por todos que acessam a internet, assistem TV digital, usam

celular, entre outras tecnologias.
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