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RESUMO

AGUIAR, Daniele Vidal. Logaritmos: historia, teoria e ensino-aprendizagem. 2021.
126 f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT) — Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade do Estado do Rio
de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

O presente trabalho desenvolve uma pesquisa descritiva e bibliografica, onde
foram analisados livros, artigos, dissertacoes e documentos, a fim de descrever a
historia dos logaritmos, contextualizando sua descoberta e mostrando os logaritmos
da atualidade. Bem como, entender como 0s logaritmos estiveram presentes na
cultura escolar brasileira, constatar a importancia da interdisciplinaridade, da
contextualizacdo, das novas tecnologias e da histéria no processo de ensino e
aprendizagem da matemética. A fim de saber de fato como estdo sendo abordados
os logaritmos em sala de aula, foram analisados cinco livros didaticos, todos
aprovados pela Programa Nacional do Livro e do Material Didaticos (PNLD) e
adotados por escolas do ensino médio no Brasil. Com base nesta anélise, seguindo o
mesmo raciocinio encontrado nos livros e como os logaritmos sdo estudados por
alunos, este trabalho descreve as defini¢cdes, consequéncias, propriedades, a funcao
logaritmica, sua inversa e a relacdo existente entre elas. A presente pesquisa
apresenta a concepcdo geomeétrica dos logaritmos, que embora ndo abordada em
livros didaticos do ensino médio, € defendida por muitos autores por sua simplicidade
e ligacdo com conteudos de nivel superior, como o Célculo Integral. Este trabalho traz
uma proposta de ensino e aprendizagem sobre os logaritmos que podera ser utilizada
por professores de matematica do ensino médio em suas aulas, a fim de enriquece-
las e dar mais significado a tal estudo. Ele esta dividida em cinco atividades, que de
modo dinamico, serdo trabalhados a histéria, a interdisciplinaridade e
contextualizacdo, as novas tecnologias, utilizando calculadora e computador com
software, e a concepc¢do geomeétrica dos logaritmos.

Palavras-chave: Logaritmos. Historia. Contextualizacdo. Interdisciplinaridade.

Concepcao geométrica. Novas Tecnologias. Ensino. Aprendizagem. Livro didatico.



ABSTRACT

AGUIAR, Daniele Vidal. Logarithms: history, theory and teaching-learning. 2021. 126
f. Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT) — Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade do Estado do Rio
de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

The present work develops a descriptive and bibliographic research, where
books, articles, dissertations and documents were analyzed in order to describe the
history of logarithms, contextualizing their discovery and transforming into what is
meant by logarithm today. As well as, understanding how logarithms were present in
Brazilian school culture, to verify the importance of interdisciplinarity, contextualization,
new technologies and history in the process of teaching and learning mathematics. In
order to know in fact how logarithms are being approached in the classroom, five
textbooks were analyzed, all approved by the National Program of Books and Didactic
Material (PNLD) and adopted by high schools in Brazil. Based on this analysis,
following the same reasoning found in the books and how logarithms are studied by
students, this work describes the definitions, consequences, properties, logarithmic
function, its inverse and the relationship between them. This research presents the
geometric conception of logarithms, which although not addressed in high school
textbooks, is defended by many authors for its simplicity and connection with higher-
level contents, such as Integral Calculus. This work brings a teaching and learning
proposal about logarithms that can be used by high school mathematics teachers in
their classes, in order to enrich them and give more meaning to such study. It is divided
into five activities, which in a dynamic way, will be worked history, interdisciplinarity
and contextualization, new technologies, using calculator and computer with software,
and geometric conception of logarithms.

Keywords: Logarithms. History. Contextualization. Interdisciplinarity. Geometric

design. New Technologies. Teaching. Apprenticeship. Textbook.
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INTRODUCAO

No século XVI, houve o desenvolvimento da Astronomia e da Navegacao, com
isto, surgiram dificeis célculos aritméticos. Deste modo, iniciou-se uma busca de
métodos que auxiliassem na resolucédo de tais calculos de forma mais simples e com
menos erros. E foi nesse contexto que surgem os logaritmos. Seu advento
provavelmente se deu com a transformacéo da multiplicacéo e divisdo em adicéo e
subtracdo, respectivamente, por meio de algumas formas trigonométricas (KATZ,
1992).

Os pioneiros no estudo dos logaritmos foram Jost Birgi (1552-1632) e John
Napier (1552-1632). Devido a muitos na época estarem se dedicando a estudos que
facilitassem calculos, Burgi e Napier, concidentemente, publicaram simultaneamente
e independente as primeiras tdbuas dos logaritmos (LIMA, 2016).

A partir de seu surgimento e ao longo dos anos seguintes, os logaritmos
receberam contribuicdo de muitos estudiosos o0 que promoveu seu desenvolvimento.
Como exemplo, podemos citar, Briggs (1561-1631), que construiu as tabelas de
logaritmos Briggsianos (BOYER, 1974), Amédée Mannheim (1831-1906), que
padronizou as modernas réguas de calculo com a escala log (EVES, 2011) e Euler
(1707-1783) que foi o primeiro a provar que ndo existe logaritmo real de niumeros
negativos (CARVALHO; ROQUE, 2012).

Com o passar do tempo e com a evolugcdo das maquinas de calcular, os
logaritmos deixam seu papel de instrumento essencial e simplificador de célculos
aritmético. Na contemporaneidade, segundo Lima (2016), eles se destacam no ensino
de matematica, pois ocupa uma posi¢cao central nesta ciéncia e suas aplicacdes,
estando presente em fenébmenos fisicos, quimicos, biolégicos e econémicos.

Os docentes da atualidade buscam tornar a matematica mais concreta no
processo de ensino e aprendizagem. Isto se da, pois muitos alunos apresentam
dificuldades em tal disciplina, e consideram-na dificil e abstrata. Carvalho e Roque
(2012) afirmam que os discentes anseiam ndo somente por conceitos aplicados em
situacdes do cotidiano, mas também em conecta-los a uma rede de significados e de
relacdo com outras ideias, matematicas ou ndo. A histéria da matematica
desempenha um papel fundamental nesse sentido, pois exibe os problemas iniciais

de onde se originaram 0s conceitos.
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Sendo assim, o ensino dos logaritmos e de sua historia revelam-se essenciais
no processo de ensino e aprendizagem. E neste sentido que essa pesquisa se
justifica.

O presente trabalho desenvolve uma pesquisa descritiva e bibliografica, onde
sdo analisados livros, artigos, dissertacdes e teses. A tendéncia metodoldgica adotada
€ a histérico-dialética, pois utiliza a histéria com a finalidade de compreenséo e
explicacdo cientifica. Segundo o processo de coleta de dados, essa pesquisa utiliza
modalidade historico-bibliografico, pois faz analise de documentos escritos e
producoes.

Esse trabalho apresenta como objetivo geral estudar os logaritmos, desde sua
criacdo até o que, em tempos atuais, sdo trabalhados pelos docentes em salas de
aula do ensino meédio. A fim de alcancar tal objetivo, apresentamos a seguir 0s
objetivos especificos:

e Estudar a historia dos logaritmos, contextualizando sua descoberta e
mostrando os logaritmos da atualidade;

e Entender como os logaritmos estiveram presentes na cultura escolar
brasileira;

e Constatar a importancia da interdisciplinaridade, da contextualizacao,
das novas tecnologias e da histéria da matematica no processo de
ensino aprendizagem;

e Investigar, por meio da analise de livros didaticos, como os logaritmos
séo abordados em sala de aula;

e Descrever as definicbes, consequéncias, propriedades, a funcéo
logaritmica, sua inversa e a relacdo existente entre elas;

e Apontar a importancia do estudo dos logaritmos pela concepcéo
geométrica no ensino médio, bem como, descrever, por meio desta,
sua definicdo, os logaritmos naturais, 0 nUmero e e ele em outras
bases;

e Apresentar uma proposta de ensino e aprendizagem, para 0 ensino

médio, sobre os logaritmos.

Nessa tematica que pretendemos promover um novo olhar para o estudo e a

importancia dos logaritmos e sua histéria. Esperamos que o material produzido possa
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contribuir para o docente, a fim de aprimorar e enriquecer seus conhecimentos e suas
aulas, e para o discente, que encontre mais significado e desperte o desejo pelo
estudo dos logaritmos.

O trabalho esta dividido do seguinte modo:

No primeiro capitulo, trataremos da parte histérica dos logaritmos. A priori
falaremos do que antecede a seu surgimento, isto €, como as fun¢des trigonométricas
eram calculadas e o método de prostaférese. Posteriormente falaremos de fato dos
logaritmos, de seu surgimento, 0S pioneiros nessa tematica e as contribuicdes de
estudiosos ao longo do tempo. E importante observar que este capitulo conta com um
exemplo que descreve a situacdo cineméatica criada por Napier a fim de definir os
logaritmos.

No segundo capitulo descreveremos sobre os logaritmos na cultura escolar
brasileira. Faremos a abordagem sobre as concepcdes aritmética, algébrica e
algébrico-funcional dos logaritmos. Partimos para trés topico que falam da importancia
da interdisciplinaridade e contextualizacdo, da histéria da matematica e das novas
tecnologias no processo de ensino aprendizagem.

No terceiro capitulo temos a analise dos logaritmos em cinco livros didaticos,
gue conta com a descricdo, pontos relevantes e exemplos do conteudo em cada livro.
Com base nessa analise, prosseguimos para dois tépicos que abordam a definicéo,
consequéncias e propriedades operatéria dos logaritmos, e a funcéo logaritmica, seu
grafico e sua relacdo como a funcdo exponencial, como séo trabalhados em sala de
aula. Finalizando o capitulo descreveremos sobre os logaritmos pela concepcao
geométrica, que conta com uma breve introducéo, a definicdo, os logaritmos naturais,
0 numero e e ele em outras bases.

No capitulo 4, apresentamos uma proposta de ensino e aprendizagem sobre
os logaritmos. Nele descrevemos cinco atividades que abordam quatro pontos
primordiais para o estudo dos logaritmos. Eles sdo a histéria dos logaritmos, a
contextualizacdo e interdisciplinaridade como ferramentas introdutérias, as novas
tecnologias, através do uso da calculadora e computados com software, sua
concepcao geométrica, que se distribuem nas atividades.

Chamamos atencdo ao apéndice deste trabalho, onde consta as cinco
atividades citadas no capitulo 4, que estdo organizadas para serem aplicadas pelos

docentes em sala de aula.
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1 HISTORIA DOS LOGARITMOS

Com o desenvolvimento da Astronomia e da Navegacéo, que se deu no século
XVI, houve o surgimento de calculos aritméticos de dificeis resolu¢éo. Deste modo,
tornou-se necessaria a busca de novas ferramentas para resolvé-los de modo
simples. Segundo Katz (1992), os logaritmos surgiram provavelmente com a
transformacgao da multiplicacéo e divisdo em adicao e subtracéo, respectivamente, na
utilizacdo de algumas formas trigonométricas, afim de simplificar e reduzir os erros
nos calculos.

Folkerts, Launert e Thom (2016) observam a necessidade de voltar a tempos
anteriores a invencado dos logaritmos, para entender melhor como as funcdes
trigonométricas eram calculadas. Deste modo, nos cinco paragrafos seguinte,
usaremos como base o artigo Jost Burgi’s Method for Calculating Sine, publicado em
2016 por Folkerts, Launert e Thom.

Na antiguidade grega, os gregos usavam as funcdes trigopnométricas em
diversas situacdes, como por exemplo, para determinar alturas e distancias nas
geodésias, bem como, calcular triangulos esféricos em astronomia, utilizando, em
terminologia moderna, a tangente e o seno, respectivamente. A fim de diminuir as
dificuldades de calculos astronémicos, os gregos desenvolveram métodos, tabelas e
teoremas relacionados as cordas.

De forma mais desenvolvida, Ptolomeu, apresentou sua tabela de cordas, onde
constavam os valores das cordas para os arcos entre 0° e 180°, possibilitando os
célculos de angulos, lados de triangulos e quadrantes arbitrarios. Seus métodos e
tabelas foram utilizados em calculos trigopnométricos e astronomia tedrica até o século
XVI.

Segundo Folkerts, Launert e Thom (2016), nao foi apenas na Grécia que foram
desenvolvidas tabelas trigonométricas, eles relatam que em Dently na india também
foram encontrados trabalhos semelhantes, sendo que os hindus ndo partiram dos
arcos, como 0s gregos, e sim do que hoje conhecemos como seno. Tal substituicdo
foi de grande valia, pois se tratando do lado de um triangulo retangulo, era possivel
usar os teoremas para tais triangulos.

Folkerts, Launert e Thom (2016), prosseguem enfatizando a importancia para

o mundo arabe-islamico, das traductes das tabelas astronémicas, dos escritos dos
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hindus e da tabela de cordas de Ptolomeu para o arabe, nos séculos VIII e IX. Nos
séculos posteriores, surgiram as tabelas Zijes, que auxiliavam em calculos
astronémicos e astrologicos, como o célculo do movimento dos corpos celestes.

Prosseguindo, tais autores, citam que do final do século IX ao XI, surgiram
tabelas senoidais mais exatas; do século XII em diante chegaram a Europa Ocidental,
através dos arabes, outras tabelas desenvolvidas na india; no Ocidente, do século XIII
ao século XIV, surgiram escritos baseados nas “tabelas Toledanas”; no século XV os
valores dos senos foram recalculados por estudiosos da Universidade de Viena; no
século XVI, os que se destacaram foram Nicolaus Copernicus (1473-1543), calculou
uma tabela de seno usando o método de Ptolomeu, George Joachim Rheticus (1514-
1574), publicou seu Canon Doctrinae Triangulorum, e Bartholomaeus Pitiscus (1561-
1613), publicou em 1613 o Thesaurus Mathematicus, que marcou o fim do calculo das
tabelas trigonométricas usando de métodos mencionados anteriormente.

Seguindo uma cronologia historica, faremos a seguir uma menc¢ao do método
de simplificar calculos que se destacou, antes do surgimento dos logaritmos.

Um dos métodos de transformar multiplicacéo (divisdo) em adicéo (subtracao),
utilizando formulas trigonométricas, muito utilizado entre final do século XVI e comeco
do século XVII, ficou conhecido por prostaférese, vem do grego
prosthesis e apharesis que significam adicao e subtracao.

De acordo com Boyer (1974), o surgimento de identidades trigonométricas, no
periodo jA& mencionado, ocorreu em toda Europa e promoveu a dedicacdo de
estudiosos a métodos eficazes para calculos analiticos. Folkerts, Launert e Thom
(2016) mencionam quatro identidades trigonométricas, que foram demasiadamente
utilizadas por matematicos e astronomos no final do século XVII. Os autores ainda
complementam que tais formulas, descritas a seguir, provavelmente foram utilizadas
pelo alemdo Johannes Werner (1468-1528) para facilitar célculos presentes na

astronomia, e por isso sao muitas vezes conhecidas por formulas de Werner.

2cosAcos B = cos(A+ B) + cos(A— B)
2senAcosB = sen(A+ B) + sen(A — B)
2cos AsenB = sen(A + B) — sen(A — B)
2senAsenB = cos(A— B) — cos(A+ B)
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Convém ressaltar ainda que as regras descritas acima s6 tenham sido
comumente conhecidas no final do século XVII, Boyer (1974) afirma que os arabes,
no tempo de ibn-Yunus, conheciam pelo menos a identidade que transforma um
produto de cossenos numa soma de cossenos.

Utilizando notacdes modernas, vamos propor, a seguir, um exemplo de como
calculavam a multiplicacdo naquela época aplicando as formulas trigonométricas,
mencionadas acima.

Suponha que queremos calcular a multiplicacio 8 768 por 9 063. A priori vamos

atribuir aos valores dados a cosseno de angulos desconhecidos, como segue:

8768
COSA = — = 4384

cosB=9063

Observe que tomamos como cosseno de A a metade do valor dado 8 768. Isto
se da, pois queremos calcular cosAcosB, e nas formulas trigonométricas temos
2cosAcosB.

Agora, vamos consultar a tabela trigonométrica, dada abaixo, a fim de encontrar
os angulos A e B. E fato que, em nota¢des modernas, dividiriamos cada nimero por

10*, com o objetivo de encontrar valores proximos nas tabelas atuais. Assim, segue:

cosA =0,4384
cosB =0,9063

Consultando a tabela dada (Figura 1), obtemos A = 64°e B = 25°. Em seguida,

utilizaremos a identidade trigopnométrica,
2 cos 64° cos 25° = cos(64° + 25°) + cos(64° — 25°) = cos 89° + cos 39°
Usando novamente a tabela trigonométrica, obtemos:
cos 89°+c0s39°=0,0175+0,7771 = 0,7946

Observe que os numeros originalmente foram divididos por 10*. Deste modo,
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8768 x 9063 = (0,8768 x 10*) x (0,9063 x 10*) = (0,8768 x 0,9063) x 108

Portanto, para chegar ao resultado final é necessario multiplicar o valor
encontrado por 108. Logo, o produto de 8 768 por 9 063 é 79 460 000.

Figura 1 — Tabela Trigonométrica

Angulos em Graus  Seno Cosseno Tangente Angulos em Graus ~ Seno Cosseno Tangente
1° 0,0175 0,0008 0,0175 48° 07183 0,6047 1,0355
2° 0,0349 0,0004 0,0349 47* 07314 0.8820 1,0724
3° 0,0523 0,2038 0,0524 48 07431 0,6691 1,1108
4° 0,0808 0,80878 0,0698 4g° 0,7547 0,6561 1,1504
52 0,0872 0,0082 0,0875 50° 0,7660 064238 1,1918
6° 0,1045 0,8045 0,1051 51° 07771 0,6293 1,2348
7 0,1218 0,8025 0,1228 52° 0,7880 0.86157 1,2799
e° 0,132 0,0003 0,1405 53° 0,7086 06018 1,3270
e 0,1564 08877 0,1584 54° 0.8080 0,5878 1,3764
10° 0,1736 00842 0,1763 55° 0.8102 0,5738 1,4281
11° 0,1008 0,8818 0,1044 56° 0,8200 0,55082 1,4828
12¢ 0,2079 0.e781 0,2128 57 0,8387 0,5448 1,5309
13° 0,2250 08744 0,2308 58° 0.8480 05289 1,6003
14° 0,2418 0,8703 0,2403 5g° 0.8572 0,5150 1,6643
15¢ 0,2588 0,8659 0,2679 80° 0.8660 0,5000 1,7321
16* 0,2756 0,8613 0,2867 g1 0.8748 0,4843 1,8040
17 0,2024 0,8563 0,2057 g82° 0.8829 0,4695 1,8807
18° 0,2080 0,8511 0,3249 83° 0,8010 0,4540 1,8628
18° 0,3256 0,8455 0,2443 84* 0.80838 0,4384 2,0503
20° 0.,2420 0,8397 0,2640 85° 0,2083 0.4228 2,1445
21* 0,2584 0,8338 0,283¢8 gg*® 0,8135 0,4087 2,2460
22° 0,3746 08272 0,4040 a7 0,8205 0,3807 2,3558
23 0,3807 0,8205 0,4245 gs8* 08272 0,3748 2,4751
24° 0.4067 0,8135 0,4452 ge* 0,8338 0,3584 2,6051
25° 0,4226 0,2063 0,4663 70° 0,8397 0,3420 2,7475
28° 0,4284 0,8083 04877 71 0,8455 0,2258 2,0042
27° 0,4540 0,2010 0,5095 72° 0,851 0,3090 3,0777
28 0,4605 0,8829 0,5317 73 0,8563 0,2024 3,2708
2g° 0,4848 0,8748 0,5543 74° 0,8613 0,2758 3,4874
30° 0,5000 0,8660 05774 75° 0,8659 0,2583 3,7321
31 0,5150 0,8572 0,6009 76* 0,8703 02419 4,0108
32 0,5209 0,8480 06249 77 0,8744 0,2250 43315
33 0.5446 0,8387 06404 78° 0,8781 0,2079 4,7048
34 0,5502 0,8290 06745 78° 0.8818 0,1008 5,1448
35° 0,5738 0.8192 0,7002 80 0,8848 0,1738 56713
38 0.5878 0,8090 0,7265 a1° 0.8877 0,1564 86,2138
37 0,6018 0,7888 0,7538 82* 0,8003 0,1302 7.1154
38 0.6157 0,7880 07813 83 0,8825 0,1218 58,1443
3g* 0,6203 07771 0,8003 34° 0,8845 0,1045 05144
40° 0,6428 0,7660 0,8301 a5 0.8862 0,0872 11,4301
41° 0.6561 0,7547 0,8693 ag* 0,9876 0,0693 14,3007
42 0.,6801 0,7431 0,2004 a7 0,0086 0,0523 18,0811
43° 0.6820 0,7314 0,8325 a8* 0,0004 0,0349 28,8383
44 0,6047 07183 0,8657 8e° 0,8008 0,0175 57,2800
45° 0,707 0,7071 1 20° 1 0 w3

Fonte: Site Proenem, acessado em 21/09/20.
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E notorio que, na atualidade, com a ajuda das calculadoras, fazendo o produto
proposto, encontramos 79 464 384, um namero maior que o encontrado usando a
prostaférese. Porém, como afirma Boyer (1974), no contexto historico que estamos
estudando, era comum tabelas trigonométricas com doze a quinze algarismos
significativos, o que possibilitava ao método uma economia de esfor¢os, bem como
um resultado mais preciso.

E importante ressaltar que o exemplo a cima n&o tem por objetivo encontrar o
resultado preciso como fazemos na atualidade, e sim, mostrar como procediam na
utilizacdo do método de prostaférese.

Feito um breve apanhado histérico, na matematica, antes do surgimento dos
logaritmos, vamos dar inicio ao que de fato se propde este capitulo.

De formas simultaneas, porém independentes, houve as primeiras publicacdes
de tabuas de logaritmos por Jost Burgi (1552-1632) e John Napier (1552-1632). Lima
(2016), justifica tal coincidéncia ao fato de que muitos, na época, estavam se
dedicando a solucdes de problemas desse tipo. Tais tAbuas logaritmicas, apesar de
serem longas e trabalhosas em sua construcdo, eram de grande valia, pois facilitavam
os célculos, por exemplo, de multiplicacéo transformada em adicéo. A fim de entender
melhor como se organizavam e eram utilizadas as tabuas de logaritmos, segue o

trecho:

“Uma tabua de logaritmos consiste essencialmente em duas colunas
de nimeros. A cada nimero a esquerda corresponde a um ndmero a sua
direita, chamado de logaritmo. Para multiplicar dois nimeros, basta somar
seus logaritmos [...]. Para achar o produto basta ler a tabua da direita para
esquerda, qual o nimero que tem esse logaritmo. Semelhantemente, para
dividir dois nimeros basta subtrair os logaritmos. Finalmente, para extrair a
raiz n-ésima de um numero, basta dividir o nimero pelo indice da raiz.” (LIMA,
2016, p. 2)

Napier (1550-1617), escocés, residiu por muito tempo, proximo a Edimburgo,
no castelo de Merchiston, propriedade de sua familia (EVES, 2011). Um baréo, que
além de administrar suas propriedades, era muito culto e escrevia sobre varios
assuntos. Um admirador da matematica, apesar de ndo ter sido matematico
profissional, interessava-se por certos aspectos dela, prioritariamente os que a

relacionava com a computagéo e trigonometria (BOYER, 1974).
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Figura 2 — John Napier

Fonte: “Portrait Gallery -
Nz,” Convergence , autor
Swetz, julho de 2007, da
pagina da MMA, acessado
em 12/08/20.

Napier destacou-se no estudo dos logaritmos, devido a suas publicacbes e
convivio no meio académico (LIMA, 2016). Com o intuito de simplificar calculos, ele
se dedicou aproximadamente 20 anos a tal estudo (MIGUEL; MIORIM, 2002). Em
1614, publicou sua primeira obra, a respeito dos logaritmos, o livro Mirifici
Logarithmorum Canonis Decriptio (Descricdo da Maravilhosa Regra dos Logaritmos).
Nesta obra, além das tabelas, constava apenas uma sucinta explicacdo de como
utiliza-las (KATZ, 1992). Segundo a pagina digital da Universidade de Lisboa (acesso
em 02/07/2020), ela continha técnicas que simplificavam problemas de calculo
numeérico, relacionados com o desenvolvimento do comércio e do progresso da

navegacao e Astronomia.
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Figura 3 — Capa do livro
Mirifici Logarithmorum

Canonis Decriptio de Napier.

Fonte: "Mathematical Treasure:

John Napier's Mirifici
Logarithmorum," (Swetz, setembro
de 2013), pagina da MMA, acessado
em 12/08/20.

Miguel e Miorim (2002), observaram que Napier justifica o uso dos logaritmos,
em sua primeira obra, quando descreve na capa da mesma: ejusque usus, in utraque
Trigonometria, ut etiam in omni Logistica Mhathematica Amplissimi, Facillimi et
expedissimi explicatio (e de seu uso em uma ou outra trigonometria, bem como em
todo célculo matematico, com a explicacdo mais ampla, mais facil e mais livre de
complicagBes). Justificativa que se comprova pela obra conter um suplemento de
trigonometria esférica, e este estar presentes em muitos célculos astronémicos da
época. Nesse livro, Napier alcancou os logaritmos para senos, tangentes e secantes
de comprimento de arco, como podemos constatar na figura 4.

Eves (2011), menciona que por Napier ter restringido inicialmente os logaritmos
aos senos de angulos, suponha-se que ele esteva familiarizado com o método de
prostaférese, embora a abordagem feita por ele, para reduzir multiplicagbes e

divisdes, associou-se as progressdes, como veremos mais a frente.
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Figura 4 — Paginas 10 e 11 do livro Mirifici Logarithmorum
Canonis Decriptio de Napier
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Fonte: Extraida de "Mathematical Treasure: John Napier's Mirifici

Logarithmorum," (Swetz, setembro de 2013), pagina da MMA, acessado
em 12/08/20

Sua primeira obra atraiu interessados pelo assunto, gerando mais

aperfeicoamento de seus métodos e, consequentemente, aprimorando o estudo dos
logaritmos, como mostra o trecho a seguir:

“A publicagdo em 1614 do sistema de logaritmos teve sucesso
imediato, e entre seus admiradores mais entusiasticos estava Henry Briggs,
professor de geometria em Oxford. Em 1615 ele visitou Napier em sua casa
na Escécia, e 14 eles discutiram possiveis modificacdes no método dos
logaritmos. Briggs prop6s o uso de poténcia de dez, e Napier que ja havia

pensado nessa possibilidade e concordava. Napier uma vez tinha proposto
uma tabela usando:

logl=0 e logl0=1

Os dois finalmente concordaram em que o logaritmo de 1 deveria ser 0 e 0
logaritmo de 10 deveria ser 1. Mas Napier ja ndo tinha energia suficiente para
por em pratica essas ideias, pois morrera em 1617. Por isso recaiu sobre

Briggs a tarefa de construir a primeira tabela de logaritmos comuns.” (O
BARICENTRO DA MENTE, acesso em 02/07/2020)

A teoria para a construcdo das tdbuas de logaritmos, foi publicada em sua
segunda obra, Mirifici Logarithmorum Canonis Constructio (Uma Construgdo da

Maravilhosa Regra dos Logaritmos), no ano de 1619, dois anos apds morte de Napier
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(KATZ, 1992). Segundo Miguel e Miorim (2002), em tal obra, os logaritmos surgiram
por meio de um cendario geomeétrico, cinematico, funcional e trigonomeétrico,

entrelacados.

“Geomeétrico, porque o logaritmo ndo aparecia como um namero puro,
mas como a medida de um segmento de reta; cinematico, porque a situacéo
utilizada para descrever tal conceito envolvia a coordenagdo de dois
movimentos; aritmético, porque 0 mesmo conceito era expresso por meio do
relacionamento entre duas seqiiéncias de niumeros, uma geométrica e outra
aritmética; funcional, porque a situagdo cineméatica envolvia uma grandeza
variando em funcdo de outra; e trigonométrico, porque Napier se propds a
determinar, ndo os logaritmos de segmentos de reta genéricos, mas os
logaritmos de segmentos de reta representativos dos senos de certos
angulos.” (MIGUEL; MIORIM, 2002, p. 36)

E valido ressaltar que, a priori, Napier estava a procura de um facilitador da
multiplicacdo de senos, visto que a trigonometria era necessaria as observacdes
astrondémicas e a navegacao; s6 mais tarde este estudo abrangeria qualquer nimero

(Pagina digital da universidade de Lisboa, acesso em 02/07/2020).
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Figura 5 — Capa do livro
Mirifici Logarithmorum

Canonis Constructio de

Napier

Fonte: "Napier's Binary
Chesshoard Calculator - Napier
and Logarithms" (Kolpas e
Tomash, dezembro  2018),
pagina da MMA, acessado em
12/08/20.

Para descrever os logaritmos, Napier criou uma situacdo cinematica, que
descrevia dois segmentos, onde continham duas sequéncias numéricas, sendo uma
geométrica e outra aritmética. Para melhor entendimento, considere um segmento
QoA4, figura 6. Suponha, que este segmento seja percorrido, por um corpo movel, que
parte de Q,, com velocidade que diminui a medida que se aproxima de A. A velocidade
adotada é igual ao tamanho do segmento Q,4, o qual Napier atribuiu a medida igual
ao raio de uma circunferéncia que determinava a medida de outros segmentos
menores que representavam o seno de alguns angulos para a sua tabela de senos,
isto é, Q,A tinha medida igual a 10 000 000 = 107. Vale a pena transcrever aqui a

passagem de Miguel e Miorim (2002) que justifica essa escolha de Napier:
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“E claro que, por um lado, para que a sua imaginada tabua
calculadora pudesse ser Uutil, na época, a realizacdo de calculos
trigonométricos — os quais requeriam, com freqiéncia, que divisdes e
multiplicagBes entre os senos de certos nimeros fossem realizadas — seria
conveniente que o primeiro termo da PG a ser construida coincidisse com o
ndamero a ser tomado como raio do circulo trigonomeétrico. [...] Desse modo,
Napier escolheu para o primeiro termo de sua PG o nimero 107, e é por essa
razao que ambos os pontos méveis de sua definicdo cinematica iniciam seus
movimentos com a velocidade de 107.” (MIGUEL; MIORIM, 2002, p. 41)

Em seguida marcamos sobre este, um ponto Q; tal que Q;4 = pQ,A, onde p é
uma razao dada e p < 1. Depois assinalamos os pontos: Q, tal que Q,A = pQ; A4, Qs
tal que Q;4 = pQ,A, Q, tal que Q,A = pQsA4, ..., Q; tal que QA = pQ,_,A. Observe
que:

Q14 = pQoA
Q24 = p(Q14) = p(pQoA) = p*QoA & QA= p*Qo4
Q34 = p(Qz4) = p(p*QoA) = P*QA & Q34 =p3QoA
QA = p(Q34) = p(p?Qod) = p*QoA © Q.4 =p*QoA

Qr-14 = p(Qr—24) = p(P*2QoA) = p* QA © Qx_14 = p*1QyA
QrA = p(Qx-14) = p(P*1QpA) = P*QpA & QA = p*QoA

Figura 6 — Segmento Q,A

® o ® 6 o |

®
Qo Q1 Q: Qr-10Qx A

Fonte: O autor, 2021.

Deste modo, temos que (pQo4, p2QoA, p3QuA, p*QoA, ... ,p* 1QoA, p*QuA, ) é
uma progressao geométrica de razéo p, ou seja, 0s segmentos Q;A representam uma
progressdo geométrica de razéo p. Miguel e Miorim (2002), descrevem que tal razdo
era escolhida, para que essa progressao tivesse seus termos 0 mais proximo uns dos
outros, isto porque, almejava-se abranger angulos cujas medidas estivessem

préximas. Com esse objetivo, Napier adotou a razdo p=1- %: 0,9999999.

Portanto, (107,107(1 — 1/107),107(1 — 1/107)%,107(1 — 1/107)3,---) foi a

progressédo geométrica adotada por ele na época.
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Segundo Carvalho e Roque (2012), Napier, a fim de definir o logaritmo de pX,
criou uma correspondéncia entre os pontos Q;, descritos acima, com outros pontos
definidos por uma progressé@o aritmética. Esta, sobre um segmento de tamanho
também igual a 107. Deste modo, tome tal segmento como B,B (figura 7) e os pontos

B;, i=0,1,2,..,k, sobre ele, mantendo a mesma distancia um do outro.

Figura 7 — Segmento B,B

B, B, B, B, B, B

Fonte: O autor, 2021

Agora, considere dois moveis T e V, um partindo de B, e outro de Q,,
respectivamente, num mesmo instante e com velocidades iguais. T move-se por B,B
de forma aritmética, enquanto, V move-se por Q,A de forma geométrica. Observe, que
T cobre cada segmento, definidos pelos pontos B;, i =0,1,2,...,k, no mesmo tempo,
visto que eles sdo de igual tamanho e a velocidade é constante. A velocidade de V ira
variar para que ele cubra cada intervalo Q;A, i =0,1,2,...,k, que sdo decrescentes,
no mesmo tempo. Napier afirma que o logaritmo de Q;A, i=0,1,2,...,k, € dado,
respectivamente, pelo comprimento do segmento ByB;, i =0,1,2, ...,k (CARVALHO,;
ROQUE, 2012). E valido ressaltar, que ele, criou um artificio para fornecer o logaritmo
dos senos dos angulos compreendidos entre 0° a 90° e que podiam ser representados
por numeros inteiros. Deste modo, Q;A, i =0,1,2, ..., k, S0 segmentos que possuem
comprimentos iguais aos valores do seno de alguns angulos, enquanto ByB;, i =
0,1, 2, ...,k eram, respectivamente, o logaritmo desses valores.

Estabelecendo, essa relacdo entre as progressoes, Napier define logaritmo e
cria uma forma de calcula-lo. De acordo com Boyer (1974), Napier, a principio,
nomeou sua novo descoberta de numeros artificiais, porém depois fez a juncéo de
duas palavras gregas, Logos e Arithmos, que significam, respectivamente, razéo e

numero, obtendo a palavra Logaritmo.

“Assim, o significado etimologico da palavra logaritmo é o niumero de razdes,
sendo que o termo razao refere-se a razéo da PG, e nimero de razdes, ou
seja, o logaritmo de um termo n da PG, refere-se ao nimero n de vezes em
gue a razdo (1 — 1/10” ) da PG deveria ser sucessivamente aplicada ao
primeiro termo - 107 - dessa mesma PG a fim de se obter o nimero 107 (1 -
1/107 )" (MIGUEL; MIORIM, 2002, p. 43)
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Através da definicdo de logaritmo descrita por Napier, é de facil observacao
que, quanto menor for Q;A, i=0,1,2,...,k, seno de um angulo, maior sera B,B;, 0
logaritmo do seno desse angulo. Isso se d&, devido p, razdo da progressao
geométrica, adotada por Napier, ser um numero menor que um, tinha-se uma
progressdo geométrica decrescente. Outro fato importante, que segue da definicdo de
logaritmo feita por ele, e que o logaritmo de Q,A4 é igual a ByB, , ou seja, ele sera nulo.

Porém, tal definicdo nado fornecia diretamente um modo de construir a tabela
do logaritmo dos senos, e sim justifica a propriedade fundamental que fornecera os
valores da tabela. Afim de exemplificar, vamos considerar uma forma mais simples e
usando notacéo atual, como segue.

A priori, vamos adotar log para logaritmo, apesar de Napier, ndo ter feito.
Agora, vamos adotar a razéo da progressao aritmética (ByB;, BoB2, BoBs,***, BBy, *** ),

como uma constante t. Dai segue,

BoBlzt
BOB2=t+t=2t=2BoBl
B033=t+t+t=3t=3BoB1

ByBy =t+t+ -+t =kt =kByB;
Assim, escrevemos a progressao aritmética como

(B()Bl, 2B0B1' 3BoB1, ctey, kBOBll )

Pela definicdo de logaritmo estabelecida por Napier, temos:
log(QrA) = BoBy

Sabendo que Q,A = 107 e que QA = p*Q,A4, segue:
log(QrA) = BoBy

log(p*QyA) = k ByB;
log(p*107) = kt



30

Por outrolado, como Q;4, i =0,1,2, ..., k, formam uma progressao geometrica,

dadosm <n er <s, tais que:

0nA QA
0. A QA

Como QA = p*Q,A, segue:

P QoA _ p" QoA
pP"QoA  pQoA

entao,

P QoA = p"TQpA

ou ainda,

log(p™ " QoA) = log(p"*QpA)

Pela definicdo de logaritmo, dada por Napier, temos log(Q,A) = log(p*QuA) =

B,B;.. Deste modo, como B,B), = kBB, segue:

log(p™ " QoA) = log(p"*QoA)
(m —n)ByBy = (r —s)ByB;

ou,

mByB, — nByB; =71 ByB; —s ByB;
Usando novamente a definicdo de logaritmo feita por Napier, segue:
mByB, — nByB; =1 ByB; —s ByB;
ByB,, — ByB, = ByB, — BB
log(QmA) — log(QuA) = log(Q,A) — log(QsA)

Logo,
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se 22 = 22 entdo log(QmA) — log(Q,A) = log(Q,A) —log(QsA) ()

QnA  QsA’

Assim, chegamos a igualdade acima, que representa a propriedade
fundamental, a qual permite construir tabelas de logaritmo, como queriamos
demonstrar.

Como mencionado anteriormente, Napier calculava o logaritmo do seno de
algum angulo. Por exemplo, calcular o log(Q,A) era determinar o log(sen a), sendo
sen a = Q,A. Assim, a fim de exemplificar como ele calculava os logaritmos, usando
a mesma forma adotada por Katz (1992), iremos considerar um triangulo retangulo,
representado abaixo, de hipotenusa a e cateto c, valores conhecidos, onde a é oposto

a um angulo a, que se deseja determinar.

Figura 8 — Triangulo retangulo

Fonte: O autor, 2021

Para solucionar tal problema, ele considerava a relagéo trigonomeétrica:

sena b

r

onde r = 107, o raio da circunferéncia com que Napier determinava os senos.

Em seguida, por meio da propriedade fundamental (I), segue-se

log(sena) — log(r) = log(b) — log(a)

ou ainda, sabendo que log(r) = log(107) = 0, temos

log(sen a) = log(b) — log(a) + log(r)



32

log(sen a) = log(b) — log(a)

Assim, determinava-se o logaritmo do seno de a através do logaritmo dos lados
conhecidos dos triangulos.

O método adotado por Napier para os logaritmos foi de extrema importancia na
histéria. Com a aplicacdo de sua primeira obra, foi dada a largada para que
matematicos e outros estudiosos desenvolvessem mais trabalhos a respeito do tema,
chegando ao logaritmo utilizado na atualidade. O primeiro a sugerir uma mudancga no
logaritmo de Napier foi Briggs, de quem falaremos a seguir.

Especialista em geometria e professor na Universidade de Oxford, Briggs
(1561-1631) foi um grande admirador de Napier. Como citado anteriormente, ele
visitou Napier em 1915, quando fizeram alguns aprimoramentos no sistema de
logaritmos, tais como, considerar poténcias base 10. Segundo Boyer (1974), com a
morte de Napier em 1917, recaiu sobre Briggs a responsabilidade de construir tabelas
de logaritmos comuns ou Briggsianos, publicando neste mesmo ano sua obra
Logarithmorum Chilias prima (Os Primeiros Mil Logaritmos), onde calculava os
logaritmos de 1 a 1000 com quatorze casas. JA em 1924, ele publicou a obra
Arithmetica Logarithmica (Aritmética Logaritmica), em que fez uma ampliacdo da
tabela acrescentando os logaritmos comuns de 1 a 20 000 e de 90 000 a 100 000,
mantendo o numero de casas. Com esta obra, chega-se a um trabalho com os
logaritmos que semelhante aos da atualidade. Posteriormente, John Speidell,
publicou, em 1619, New Logarithmes (Novos Logaritmos), em que calculava os

logaritmos naturais das funcdes trigonométricas.
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Figura 9 — Capa do livro
Arithmetica  Logarithmica

de Briggs
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IONES x624
Fonte: Mathematical
Treasure: Arithmetica

Logarithmica of Henry Briggs
(Swetz, abril de 2013), a pagina
da MMA, acessado em 10/08/20.

Agora, falaremos de Burgi, que embora ndo tenha publicado antes de Napier a
respeito dos logaritmos, também teve seu destaque nesse estudo. Vamos comecar
fazendo uma singela citacdo da bibliografia de Birgi escrita por Clark (2015).

Nascido em 28 de fevereiro de 1552, o suico, natural da comuna de
Lichtensteig, Jobst Blirgi (1552-1632) provavelmente recebeu uma educacao inicial
de aproximadamente 6 anos. Apds tal formacdo, que terminou em 1564, ele
experimentou varias profissdes, o que mais tarde, o ajudou a construir instrumentos.
Em 1571, depois do termino de seu ensino profissionalizante, Burgi trabalhou como
relojoeiro em diversos lugares. Devido aos conhecimentos e habilidades adquiridas,
em 1579, ele foi nomeado para trabalhar no observatorio de Kassel na Alemanha,
como artesao e relojoeiro. A partir desse ano ele se dedicou a tal oficio, bem como a
astronomia e matematica. Um de seus grandes inventos, deu-se em 1584, quando
construiu o primeiro relégio com precisdo de segundos. Tal criagdo, exigiu que Burgi
criasse métodos e sistemas mecénicos necessarios a distribuicdo uniforme e
constante das forcas iniciais de um peso ou mola. Buscando formas de melhorar seu

trabalho, ele se dedicou ao aprimoramento dos calculos astronémicos, buscando
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métodos e férmulas para melhorar a prostaférese, processo que transforma
multiplicacdo e divisdo, em adicdo e subtracdo, respectivamente. Assim, Bulrgi
precisou deter conhecimentos iniciais de prostaférese envolvendo senos. A partir de
1587, ele comecou a se dedicar a medicao de corpos celestes, e mais uma vez, fez-
se necessario a busca por novos métodos mateméaticos. Deste modo, além de
trabalhar nas medicbes celestes e construgbes de instrumentos, ele se dedicou a
matematica, desenvolvendo trabalhos em trigonometria, trilhando, assim, seu

caminho na invengé&o dos logaritmos.

Figura 10 — Jobst Burgi

Fonte: “Portrait Gallery - A -
M," Convergence , autor
Swetz (2007), da pagina da
MMA, acessado em
12/08/20.

O suico Birgi, foi o Unico rival de Napier quanto a prioridade da invencéo dos

logaritmos (EVES, 2011). Praticamente de forma simultdnea, eles tiveram ideias

semelhantes, porém independentes como relata o trecho abaixo:

“Napier foi de fato o primeiro a publicar uma obra sobre logaritmos,
mas a idéias muito semelhantes foram desenvolvidas independentemente na
Suica por Jobst Birgi mais ou menos ao mesmo tempo. Na verdade, é
possivel que a idéia de logaritmo tenha ocorrido a Biirgi em 1588, o que
seria meia duzia de anos antes de Napier comecar a trabalhar na mesma
direcdo. Porém, Birgi s6 publicou seus resultados em 1620, meia duzia de
anos depois de Napier publicar sua Descriptio.” (BOYER, 1974, p. 230)

A funcéo de relojoeiro no século XVI era de extrema importancia, pois além de
construir relégios para fins decorativos, tal profissdo era considerada uma atividade
cientifico-tecnolégico (MIGUEL; MIORIM, 2002). Isso se dava porque a construcdo de

relégios, na época, exigia conhecimentos astrondmicos. Para construir rel6gios
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astronomicos! e muitas vezes fazer observacdes astrondmicas, Biirgi se deparava
com calculos extremamente trabalhosos e que exigiam muita precisdo. Deste modo,
com o intuito de simplificar calculos, ele, assim como Napier, desenvolve um estudo
sobre logaritmos vinculado as progressoes.

Seu primeiro trabalho foi publicado em Praga no ano de 1620, um livro cujo
nome era Arithmetische und Geometrische Progress-Tabulen (Tabuas de
progressfes aritméticas e geométricas). A obra de Birgi se assemelha a de Napier,
pois ambos principiaram com as propriedades das sequéncias aritméticas e
geométricas. Porém, apesar de terem o mesmo principio fundamental, elas diferem,
pois foram usadas terminologias e valores distintos (BOYER, 1974). E valido ressaltar,
que Birgi utilizou uma abordagem algébrica, enquanto Napier, como citado
anteriormente, fez mao de uma abordagem geométrica (EVES, 2011).

Complementando as diferencas entre suas obras segue o trecho:

Em vez de partir de um nimero um pouco menor que um (como Napier que
usava 1 —1071), Blrgi escolheu um ndmero um pouco maior gue um — o
nimero 1 + 10~%; e em vez de multiplicar as poténcias desses nimeros por
107, Burgi multiplicava por 108. Havia ainda outra pequena diferenca: em sua
tabulacdo Burgi multiplicava todos os seus indices de poténcia por dez.
(BOYER, 1974, p. 231)

Eves (2011) afirma que alguns matematicos foram responsaveis pela
propagacdo dos logaritmos pela Europa, como por exemplos, na lItalia o grande
responsavel em divulgar tais teorias foi Bonaventura Cavalieri, assim como na
Alemanha foi Johann Kepler e na Franca foi Edmund Wingate.

Existiram outras contribuicbes para aprimoramento dos logaritmos. Eves
(2011), cita que William Oughtred, criou a régua de célculo logaritmica reta e Amédée
Mannheim (1831-1906), que em 1850 foi responsavel por padronizar as modernas
réguas de calculo com a escala log.

Nascido na Suica, Euler, foi 0 mais importante matematico de seus pais de
todos os tempos e também deu contribui¢des valiosas para a evolucdo dos logaritmos.
E certo que ele foi o primeiro a tratar o logaritmo como expoente e usou e para a base
dos logaritmos naturais (EVES, 2011). Carvalho e Roque (2012), relatam que Euler

foi o primeiro a provar que nao existiam logaritmos reais de nimeros negativos, bem

1 Reldgio capaz que exibe informacdes astrondmicas, tais como as posic¢des relativas do Sol, da Lua
e de alguns planetas e constelacdes.
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como que tanto os logaritmos dos numeros negativos quanto os logaritmos de
ndmeros imaginarios, resultam em numeros imaginarios, ainda se estendem como

mostra o trecho a sequir,

“Apds analisar os pontos de vista de Leibniz e Johann Bernoulli, Euler
esclareceu a questdo no artigo De la controverse entre Mrs. Leibniz et
Bernoulli sur les logarithmes des nombres négatifs et imaginaires. Para provar
a existéncia de logaritmo de nimeros negativos, ele partiu do principio de que
0 numero e é base para todos os logaritmos e exponenciais. Ele observou
que, se o simbolo log w for interpretado como o conjunto de todos os nimeros
complexos z tais que e? = w, continua valida a propriedade do logaritmos do
produto, isto é, se um nimero complexo é logaritmo de wz, entdo log(wz) =
logw +logz , como pretendia Johann Bernoulli.

Isto significava que, ao admitir-se uma infinidade de logaritmos para
cada nimero, manteve-se a validade da regra e'°9% = w, o que ndo ocorreria
se para cada numero houvesse apenas um logaritmo. A relacéo

e®V=1 = cosx + V—1senx,
Conhecida como identidade de Euler, estabeleceu a tdo necessaria conexao
entre os logaritmos e as funcfes trigonométricas. Além dessa conquista, a
identidade de Euler deu significado aos logaritmos de nimeros negativos.”
(CARVALHO; ROQUE, 2012, p. 315-316)

Figura 11 — Leonhard Euler

Fonte: “Portrait Gallery - A -
M," Convergence , autor Swetz
(2007), da pégina da MMA,
acessado em 12/08/20.
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2 OS LOGARITMOS NA CULTURA ESCOLAR BRASILEIRA

Os logaritmos, por muito tempo, foram um instrumento essencial para o célculo
aritmético. Possibilitavam, de forma rapida, a resolucdo de operacdes complicadas
gue envolviam multiplicacdo e divisdo de nimeros com muitos algarismos, bem como,
a potenciacdo com expoentes fracionarios. Na atualidade, com a evolugdo das
maquinas de calcular, a funcéo do logaritmo na aritmética, ou seja, como instrumento

simplificador de calculos, tornou-se obsoleto.

De acordo com Panagiotou (2011) os logaritmos sdo um bom exemplo de algo
gue muda fundamentalmente seu papel dentro da matematica, pois sua utilidade
inicial que era de simplificagéo de calculos dimimuiu em importancia, enquanto o uso

da funcao logaritmica para a solucéao de problemas ascendeu.

Concebido de forma aritmética por Napier, o logaritmo, ao logo do tempo,
passou a ser visto sob concepcdes algébricas e algébrico-funcionais. Fazendo uma
analise da matematica em livros do século XIX ao XXI, Soares (2017), afirma que na
matematica escolar brasileira, os logaritmos eram tratados por meios aritméticos,
adotando uma concepcéao aritmética, mantendo sua esséncia de criacdo, na qual
Napier fez uma relacdo com as progressodes. Aponta ainda, que na década de 1890,
esse cenario muda, e eles passaram a ser expoentes numa equacao ou funcao,
adotando uma concepcao algébrica. A partir de 1930, perdurando prioritariamente até
a atualidade, eles passaram a ser tratados segundo uma concepcao algébrico-

funcional.

Apesar de John Walllis e Johnn Bernoulli, em 1685 e 1694, respectivamente, terem
reconhecido uma possibilidade de definir os logaritmos por uma concepcéo
particularmente algébrica, foi apenas em 1742, 140 anos ap0s a concepcao aritmética
original de Napier, que William Gardiner publicou, em seu livro Tables of Logarithms
of numbers tal abordagem. Em sua obra, Gardiner define o logaritmo de um namero

como expoente de uma poténcia de base dez, e esta sendo igual ao préprio niumero.
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Figura 12: Capa do livro Tables of
Logarithms de Willian Gardiner
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Em programas oficiais brasileiros de ensino de Matematica, Miorim e Miguel
(2002), relatam que o logaritmo, entre 1856 a 1912, estava majoritariamente presente
na Aritmética, vindo apos o estudo das razdes e proporcdes e a teoria das
progressées. No ano 1892, segundo tais autores, pela primeira vez o logaritmo passa
a estar no campo da Algebra, mantendo sua conexdo com as progressées, mudanca
impulsionada pela Reforma da Educacao Brasileira. Assim, houve uma oscilacao de

tal tema entre a Aritmética e a Algebra, no periodo de 1893 e 1912.

A mudanca para a concepcdo algébrico-funcional dos logaritmos foi
proporcionada por uma conexao entre sua teoria e um campo de matematica que se
iniciava, o do Calculo Diferencial e Integral. Isto se deu, devido aos estudos que
evidenciaram a relacéo dos logaritmos a fenémenos naturais, almejando investigar o

movimento e as grandezas variaveis.
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Miorim e Miguel (2002), afirmam que na cultura educacional brasileira, essa
mudanca se deu no século XX, inicio da década de 70, quando a funcéo exponencial
foi associada a funcdo logaritmica, e esta, por sua vez, comec¢a a destacar-se no
estudo de problemas envolvendo variagdes de grandezas. Concepcgdo adotada por
livros didaticos na atualidade, e que esta relacionada ao avancgo tecnolégico.

Mais adiante, abordaremos a concepcdo geométrica dos logaritmos que,
embora pouco abordada em sala de aula, tem uma posi¢cao de destaque no estudo
dos logaritmos, pois “apresenta uma vantagem incontestavel de simplicidade
conceitual e técnica” (LIMA, 2016).

Visto, como se comportou e para que foram utilizados os logaritmos ao longo

do tempo, fagcamos uma pergunta: por que estudar os logaritmos hoje em dia?

A fim de mostrar que, mesmo com todo o avango tecnoldgico, o estudo dos
logaritmos é necessario e fundamental na atualidade, transcrevemos o trecho a

seqguir:

“[...] o estudo dos logaritmos ainda é e continuara a ser de central
importancia. Com efeito, embora eles tenham sido inventados como
acessorio para facilitar operacBes aritméticas, o desenvolvimento da
Matematica e da ciéncia em geral veio mostrar que diversas leis matematicas
e varios fendmenos fisicos, quimicos, biolégicos e econbmicos séo
estritamente relacionados com os logaritmos, que no principio eram
importantes apenas por causa das tdbuas, mostraram ter apreciavel valor
intrinseco.” (LIMA, 2016, p. 3)

Por outro lado, os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio

(PCNEM), prop6em que o Ensino Médio deve propiciar,

“[...] um aprendizado util a vida e ao trabalho, no qual as informacdes, o
conhecimento, as competéncias, as habilidades e os valores desenvolvidos
sejam instrumentos reais de percepcdo, satisfacdo, interpretacao,
julgamento, atuagdo, desenvolvimento pessoal ou de aprendizado
permanente, evitando tépicos cujos sentidos s6 possam ser compreendidos
em outra etapa de escolaridade.” (PCNEM, 1999, p. 4)

Além disso, este documento, expbe que o ensino da matematica, no nivel

médio, tem por finalidade levar o aluno a “aplicar seus conhecimentos matematicos a



40

situacdes diversas, utilizando-o0s na interpretacéo da ciéncia, na atividade tecnologica
e nas atividades cotidianas” (PCNEM, 1999, p. 42)

Com base no que propdem os PCNEM (1999) e o fato dos logaritmos estarem
diretamente relacionas a fendbmenos fisicos, quimicos, biolégicos e econdmicos,
possibilitando aplicagbes em situacgdes reais do cotidiano, e tornando seu aprendizado
atil & vida do discente, chagamos a uma justificativa, com base em documentos

oficiais, sobre a importancia de seu estudo.

2.1 A importancia da interdisciplinaridade e contextualizacdo no processo de

ensino e aprendizagem

A fim de que o conhecimento desenvolvido pelo aluno ndo seja de forma
fragmentada, tornando-se ineficaz, a interdisciplinaridade deve estar presente em todo
0 processo de ensino e aprendizagem, e esta sera promovida por ensino pautado na

contextualizacéo.

“O critério central é o da contextualizacdo e da interdisciplinaridade, ou seja,
€ o potencial de um tema permitir conexdes entre diversos conceitos
matematicos e entre diferentes formas de pensamento matematico, ou, ainda,
a relevancia cultural do tema, tanto no que diz respeito as suas aplicacdes
dentro ou fora da Matematica, como a sua importancia histérica no
desenvolvimento da prépria ciéncia.” (PCNEM, 1999, P.43)

No ensino médio, 0s objetivos educacionais vao além do aprofundamento dos
saberes nas disciplinas, eles também envolvem a articulacdo interdisciplinar desses
saberes, propiciados pelos “conteudos tecnoldgicos e praticos, ja presentes junto a
cada disciplina, mas particularmente apropriados para serem tratados desde uma
perspectiva integradora” (PCNEM, 1999, P.6).

Uma das competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em matematica é
a contextualizagéo sociocultural, de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais
para o Ensino Médio (1999). Uma forma de desenvolvé-la, segundo tal documento, é
“Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situacdes reais, em especial em

outras areas do conhecimento”. Dai, revela-se a busca para, além de relacionar os
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conteudos a situagdes do cotidiano do aluno, também o objetivo de os relacionar a

outras disciplinas.

Com o intuito de citar um exemplo pratico de como é desenvolvida essa
articulacdo interdisciplinar, segue o trecho abaixo, retirado dos Parametros

Curriculares Nacionais:

“O principio fisico da conservagéo da energia, essencial na interpretagéo de
fendbmenos naturais e tecnoldgicos, pode ser verificado em processos de
natureza biolégica, como a fermentagéo, ou em processos quimicos, como a
combustéo, contando em qualquer caso com o instrumental matematico para
seu equacionamento e para sua quantificagcdo.” (PCNEM, 1999, p. 8)

Com base no PCN+, ampliamos o exemplo acima, em que se trata do estudo
da energia, conceito comum as distintas ciéncias. Na fisica a energia pode ser
apresentada no calculo da energia cinética do movimento de um veiculo, na biologia
e na quimica, a energia esta presente nas reacdes quimicas e na fotossintese, e a
matematica se integra a todos pois permite quantificar os conceitos e efetuar calculos
precisos. Além da integracdo na Area das Ciéncias da Natureza e Matematica, a
necessidade de, por exemplo, quantificar, interpretar, utilizar instrumentos adequados
para medir, compreender o contexto social e histérico, promove a articulagdo entre
outros campos do saber. Agora, com o intuito de dar um contexto social e cultural aos
conhecimentos, segue um trecho, presente no PCN+, que envolve o estudo da

energia.

“Poderiamos igualmente retomar a discussao do aprendizado da
energia, no conjunto das ciéncias e em cada uma delas, para ilustrar como
dar contexto social e cultural aos conhecimentos. Para compreender a
energia em seu uso social, as consideracgdes tecnoldgicas e econémicas nao
se limitam a nenhuma das disciplinas, tornando essencial um trabalho de
cardter interdisciplinar. Na producdo de combustiveis convencionais ou
alternativos, com a utilizac@o de biomassa atual, como a cana-de-acUcar, ou
de biomassa féssil, como o petréleo, a fotossintese, estudada na Biologia, é
o inicio para a produc¢éo natural priméaria dos compostos organicos, enquanto
outros processos quimicos sao necessarios a sua transformacédo e
industrializagdo. Na geracgdo hidrelétrica, termelétrica ou edlica, além da
eventual contribuicdo de conceitos quimicos e biolégicos, a produgédo de
eletricidade decorre de técnicas e processos estudados na Fisica, centrais
para compreender e manipular fluxos naturais de matéria e energia, como a
radiagdo solar, a evaporacgéo, as conveccgdes, as inducdes eletromagnéticas,
as correntes elétricas e sua dissipacao térmica. Tratar energia nesse contexto
social e produtivo € bem mais do que compreender sua producdo ou
expressa-la em unidades usuais, sabendo converter joules ou calorias em
quilowatts-hora ou toneladas equivalentes de petroleo. E preciso investigar e



42

compreender, além das contas domésticas de luz ou de gas, também a matriz
energética que relaciona os setores sociais que demandam energia, como
industria, comércio, transporte ou residéncias, com as diferentes fontes de
oferta, como petréleo, gas natural, hidroeletricidade, termeletricidade, carvdo
mineral ou vegetal.

E preciso, ainda, levar em conta os impactos ambientais e 0s custos
financeiros e sociais das distintas op¢des energéticas, temas fronteiricos com
a Economia e a Geografia, da area de ciéncias humanas. Por exemplo, a
producdo do &lcool de cana, o etanol, que complementa os derivados de
petréleo como combustivel automotivo, € uma alternativa que ndo é decidida
simplesmente pelo preco, mais caro se comparado ao da gasolina, pois
também envolve a balanca de pagamentos de importagéo, ja que o alcool é
produto nacional e o petréleo consumido no Brasil € em parte importado,
assim como envolve geracgédo local de empregos e alivio ambiental urbano.
De uma perspectiva historica, o estudo da energia pode discutir a importancia
da invengéo das rodas d’agua, dos moinhos de vento e do aperfeicoamento
dos arreios de animais de tracdo para o acumulo de producdo no periodo
medieval, ou o papel da maquina a vapor para impulsionar a primeira
revolucdo industrial, ou do motor elétrico, da iluminagao elétrica e da
eletroquimica para a segunda revolugdo industrial e dai para a frente, até
alcancar a enorme rede de oferta e demanda de insumos energéticos, dos
guais depende tdo profundamente a vida contemporanea. Esses tratamentos
de aspectos geograficos, sociais e histéricos podem ser feitos
articuladamente com as demais areas, mas ndo € preciso que sejam
deixados para a area de ciéncias humanas, por conta da “natureza do
conteudo”. Pelo contrario, precisamente por sua natureza humanista, esses
aspectos sao significativos para dar contexto sécio-cultural a disciplinas
cientificas como a Biologia, a Fisica e a Quimica, e as linguagens
matemdticas de que fazem uso, propiciando assim um aprendizado mais
eficaz.” (PCN+, 2002, p. 31)

Portanto, a interdisciplinaridade e a contextualizacdo sao pecas fundamentais
a serem desenvolvidas pelos docentes em todas as areas de conhecimento. A
matematica, por estar relacionada a fenbmenos naturais e sociais, possibilita seu
ensino pautado nessa perspectiva interdisciplinar e contextualizada. Os logaritmos,
por estarem ligados a fenémenos fisicos, quimicos, bioldégicos e econbmicos,
possibilitam uma interacdo entre as diversas areas de conhecimento e varios
contextos sociais. Mais adiante, na andlise de livros didaticos, veremos alguns

exemplos da interdisciplinaridade e contextualizacéo possiveis com os logaritmos.
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2.2 A importancia da historia da matemética no processo de ensino e

aprendizagem

Segundo Carvalho e Roque (2012), nem sempre o0s discentes anseiam por
conceitos aplicados em situagdes do cotidiano, mas também em conecta-los a uma
rede de significados e de relacées com outras ideias, matematicas ou ndo. A histéria
da Matemética desempenha um papel fundamental nesse sentido, pois exibe o0s

problemas iniciais de que se originaram conceitos.

De certo, a humanidade é fruto de seu desenvolvimento social e econémico ao
longo da historia. Inserir um contexto historico ao aprendizado do aluno, possibilita-o
compreender como foi e esta sendo o desenvolvimento social, econdmico e cultural

da sociedade na qual esta inserido, bem como a evolugéo da ciéncia.

Na area de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias, segundo 0s
PCN+, deseja-se que os estudantes compreendam o conhecimento cientifico e o
tecnolégico, como produto de uma construcdo humana, através de um processo
historico e social. De acordo com tal documento, mais especificamente, com relacéao

a matematica, temos:

e Por meio de um processo historico relacionado as condi¢des sociais, politicas
e econdmicas de uma dada época, almeja-se que o discente compreenda a
construcdo do conhecimento matematico. Desta forma, ele podera ter uma
visao critica de que a ciéncia estd em constante construcao.

« E necessario que o aluno compreenda o desenvolvimento histérico no que se
relaciona a matematica, para que assim reconheca sua presenca e influéncia
no mundo, na transformacao, na sociedade e suas necessidades ao longo do
tempo. Como exemplo, temos a criacdo dos logaritmos, que surgiram devido
ao avanco tecnoldgico no periodo das grades navegacdes. Neste sentido, a
matematica, além de mostrar-se um instrumento essencial para solucionar
problemas do cotidiano na época, como 0 uso das tabelas logaritmicas para
resolver dificeis célculos, desenvolveu-se e possibilitou novas aplicacfes fora
do contexto inicial, situagdes estas que veremos exemplos mais adiante, junto

a andlise de livros didaticos.
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e O estudante deve ser capaz de reconhecer a importancia do conhecimento
matematico para desenvolvimento tecnoldgico, e a relagdo desta com a ciéncia,

ao logo da historia.

Panagiotou (2011) defende que a histéria da matematica pode ajudar ao aluno
a compreender conceitos matematicos, métodos e provas mostrando-lhes como foram
descobertos e desenvolvidos; ajuda-o a perceber que ela provem do ser humano e é
uma atividade dindmica que sofre influéncia de fatores sociais e culturais, moldada de
acordo com as necessidades de cada época; estimula-o a aprender e melhorar suas

atitudes e percepcdes em relacao a ela.

Com tudo isso, a historia da matematica revela-se uma ferramenta importante
no processo de ensino aprendizagem, pois com ela, o aluno tem uma visao ampla dos
motivos que levaram ao surgimento de um conteudo, além de constatar a importancia

de seu estudo e motivar-se a procura de novos conhecimentos.

No caso dos logaritmos, sua histéria desempenha um papel de extrema
importancia para o processo de ensino e aprendizagem. De acordo com Panagiotou
(2011), estudar a histéria dos logaritmos possibilita ao aluno perceber que eles séo
uma resposta a um problema, desfazendo o estigma que sdo um simples produto da

funcao exponencial, percepcao que se tem quando saltamos direto para definicao.

2.3 Aimportancia das novas tecnologias no processo de ensino e aprendizagem

da matematica

E de extrema importancia que na atualidade que o processo de ensino e
aprendizagem da matematica esteja associado as novas tecnologias. O trecho a
seguir revela o que se espera do ensino da matematica a cerca dos recursos

tecnoldgicos.

“[...] que se propde hoje € que o ensino de Matemética possa aproveitar ao
mMAximo 0s recursos tecnologicos, tanto pela sua receptividade social como
para melhorar a linguagem expressiva e comunicativa dos alunos.
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E esperado que nas aulas de Matematica se pudesse oferecer uma
educacdo tecnoldgica, que ndo signifique apenas uma formacao
especializada, mas, antes, uma sensibilizagdo para o conhecimento dos
recursos da tecnologia, pela aprendizagem de alguns conteddos sobre sua
estrutura, funcionamento e linguagem e pelo reconhecimento das diferentes
aplicacdes da informatica, em particular nas situacGes de aprendizagem, e
valorizagdo da forma como ela vem sendo incorporada nas praticas sociais.”
(Brasil, 1998, p. 46)

De acordo com os PCNEM (1999), as calculadoras e os computadores séo
importantes instrumentos no processo de ensino aprendizagem, pois eles possibilitam
trabalhar com dados e situagdes reais inseridas no mundo contemporaneo, promovem
a articulacao das diferentes areas do conhecimento, contribuem para compreenséao e
representacao de graficos, identificacdo de regularidades, interpretacdo e o uso de

modelos matematicos.

No estudo dos logaritmos, esses instrumentos se destacam. A calculadora, por
exemplo, auxilia no calculo de logaritmos de infinitos valores, possibilitando uma
rapida resolucéo de questdes que abordam este tema. Por sua vez, os computadores
proporcionam a utilizacéo de softwares, jogos, tabelas entre outros. Como exemplo, o
software GeoGebra, que enseja uma analise precisa do comportamento grafico dos
logaritmos e sua relacdo com o grafico da funcéo exponencial. Mais a frente, dentro
da analise dos livros didaticos, veremos exemplos do uso das calculadoras e do

software GeoGebra em sala de aula.
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3 UMA ANALISE DOS LOGARITMOS EM LIVROS DIDATICOS

A fim de saber de fato como estdo sendo abordados os logaritmos em sala de
aula, faremos uma analise de como alguns livros didaticos adotados por escolas do
ensino médio no Brasil, aprovados pela Programa Nacional do Livro e do Material

Didéticos (PNLD) apresentam os logaritmos.

O Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD), uma juncédo do
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) e do Programa Nacional de Biblioteca
na Escola (PNBE) proporcionada pelo decreto n° 9.099, de 18 de julho de 2017, avalia
e disponibiliza gratuitamente materiais de apoio a pratica educativa, tais como obras
didaticas, literarias, educativas, softwares e jogos educacionais, entre outros, as

escolas publicas.

Foram escolhidos cinco livros, descritos abaixo, de diferentes editoras todos
com edicdo no ano de 2016 e que constam na relacéo de abras aprovadas pelo PNLD?
2018, Portaria n° 62, de 1° de agosto de 2017. Ao fazermos referéncias dos livros

adotados para analise, mencionaremos segundo a numeragcao como segue.

1. IEZZI, Gelson et al. Matematica: ciéncia e aplicacdes - 1° ano: Ensino
Médio. 9 ed. Sao Paulo: Saraiva, 2016. 416 p.

2. BALESTRI, Rodrigo. Matematica: iteracdo e tecnologia — Volume 1:
Ensino Médio. 2 ed. S&o Paulo: Leya, 2016. 416 p.

3. DANTE, Luiz Carlos. Matemética: contexto e aplicacdo — Volume 1:
Ensino Médio. 3 ed. Sdo Paulo: Atica, 2016. 408 p.

4. LEONARDO, Fabio Martins de. Conexfes com a matematica — Volume
1: Ensino Médio. 3 ed. S&do Paulo: Moderna, 2016. 416 p.

5. SOUZA, Joamir Roberto de. #Contato matemaética, 1° ano: Ensino
Médio. - 1. ed. — Sao Paulo: FTD, 2016. 288 p.

2 https://www.fnde.gov.br/index.php/programas/programas-do-livro/pnld/guia-do-
livrodidatico/item/11148-guia-pnld-2018, acesso em 10/11/2020.
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3.1 Anélise do livro 1

O livro (1), tem o tépico logaritmo no capitulo intitulado Funcéo Logaritmica,
entre os capitulos Funcdo Exponencial e Progressdes. Inicia o capitulo com duas
situacOes problema, representadas na figura a seguir. Na situacdo 1, os autores
expressam o limiar de audibilidade, valor minimo de intensidade de som, medida em
gue abaixo ndo se ouvem sons, e 0 valor da intensidade que proporciona dor,
10712 wW/m? e 1 W/m?, respectivamente. Apontam a dificuldade de trabalhar com
valores desse tipo e justificam que as escalas logaritmicas auxiliam nesse sentido. Ja
a situacdo 2, trata-se da desvalorizacdo do preco de um caminhdo em que, ao
equacionar este problema, chegaram a equacao exponencial (0,9)* = 0,5, na qual ndo
€ possivel reduzir as poténcias a uma mesma base, sendo necessario utilizar o

logaritmo para resolvé-la.

Posteriormente, o livro (1), segue com a definicdo de logaritmo, propriedades
decorridas dela e alguns exercicios diretos e de facil resolucdo. Antes de prosseguir
para as propriedades operatorias, funcéo logaritmica e gréafico, os autores fazem um

pequeno relato historico da invencao dos logaritmos.

Finalizam esse capitulo mencionando uma aplicacdo dos logaritmos nos
terremotos, explicam a resolucdo de equacdes exponenciais usando logaritmos e

voltam a situacéo 1, expressa no inicio, para que de fato possa ser resolvida.
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Figura 13 — Logaritmos, limiar de audibilidade e desvalorizagao financeira

B Introducio

Situagao 1

Vocé sabia que uma pessoa com audigao normal é capaz de ouvir uma grande faixa de sons de inten-
sidades bem diversas?

Extste um valor minimo de intensidade de som, abao do qual n3o se ouve som algum: € o limiar de
audibilidade, cujo valor &, em W/m?, igual a 10-; ha também um walor de intensidade a partir do qual ha
dor: 1 W/m’. W é o simbolo de watt, unidade de poténaa.

Manipular e comparar valores nessa faixa numérica, de 10"~ = 0,000000000001 até 1,0 (além
da faixa de sons cujas intensid ades superam o limiar de dor), n3oc é tarefa fAcil nem préatica. A saida
encontrada pela Ciéncdia é a utilizacao de uma escala logaritmica, cuja estrutura e vantagens vamos
conhecer neste capitulo.

Situacao 2

Suponhamos que um caminhdo zero-quildmetro
custe hoje RS 120000,00 e sofrauma deswalorizagdo

de 10% por ano deuso.

Depots de quanto tempo de uso ¢ valor do veiculo
serd igual a RS 60 000,007

A cada ano que passa ¢ walor do caminhao fica
sendo 90% do que era um ano atrds. Entdo, seu
valor evolui da sequinte forma:

« apds 1 ano de uso:

90% de 120000 reais, ou seja, 108000 reais
« apds 2 anos de uso:

90% de 108000 reais, ou seja, 97200 rears
+ apds 3 anos de uso:

90% de 97 200 reais, ou seja, 87480 reais

THRSCONETIY MG S

Na 8msi, o tran=sporte rodavidso € um das pancpes
e assim por diante. meis de ditribuiclo de cargas.

O valor do veiculo em reais evolui, ano a ano, de acordo com a sequénga:

120000; (0,9) - 120000; (09) - 120000; (0,9) - 120000; ... (0,9r - 120000

em que X indica o nimero de anos de uso.

Para responder 3 pergunta feita, devemos resolver a equacdo (0,9 - 120000 = 60000, ou seja,
(0,9 = 0,5, que € uma equacdo exponencial.

No entanto, nao é possivel reduzir as poténdas a uma mesma base. Para resolver essa equacao usare-
mos logarntmos.

Esses problemas, além de outros, mostram a importancia de se estudar a fungao logaritmica e os
logaritmaos.

No decorrer deste capitulo, vamos conhecer a solucao desses problemas.

Fonte: lezzi et al., 2016, p. 148.

Analisando o livro em questdo, observa-se que existem poucos exercicios
contextualizados e que também proporcionem a interdisciplinaridade. Outro ponto que
chama atencdo é o fato de a parte historica dos logaritmos estar depois de sua
defini¢do. Introduzir o capitulo com fatos histéricos, estimularia ainda mais seu estudo,
pois assim, os discentes seriam capazes de entender para que foi criado e em que

contexto histérico.
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3.2 Anélise do livro 2

No livro (2), o logaritmo encontra-se num capitulo composto pela funcao
modular, exponencial e logaritmica, antecedido pelo capitulo funcdo quadréatica e
antecedente ao capitulo sequéncias e progressfes. O autor inicia o tépico logaritmo
mencionando que uma equacao exponencial pode ser resolvida reduzindo os dois
membros a uma poténcia de mesma base, e apds um exemplo, expde a equacao
10* = 900, que ndo se pode resolver assim. Afirma, portanto, que nesses casos usam-
se os logaritmos. Depois de uma breve abordagem histérica, define de fato os
logaritmos e segue expondo as consequéncias da definicdo. As propriedades
operatorias, equacoes e fungdes logaritmicas vém intercaladas por exercicios simples

e poucos contextualizados.

E valido ressaltar que o autor aborda dois fatos que s&o exemplos de
interdisciplinaridade. Segue abaixo sua primeira abordagem, que trata do decaimento

radioativo, onde se tem uma relacdo da matematica com a quimica.
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Figura 14 — Logaritmos e o decaimento radioativo

Decaimento radioativo

Todo elemento radioativo, seja ele natural ou artificial, se transmuta a uma velocidade caracteristica pelos
processos de decaimento ou desintegracao. Para se determinar & duragao de um elemento radioativo fol preciso
estabelecer parametros de comparagao, como a vida média e a meia-vida, que correspondem, respectivaments,
a0 tempo médio que um Isotopo Instavel leva para decair ou desintegrar e 30 tempao NECessSaro pars que a massa
de um determinado radicisétope caia, por desintegracdo, pela metade. Vamos associar a vida média e a meia-vida
de isétopes por meio da formula P=Y, -In2, em que P é 3 meia-vida e V, a vida média. A massa de um isdlopo
pode ser calculada em fungdo do tempo pela foarmula M=M, -e"", em que M é a massa, M, a massa iniial, & a

constante de desintegragdo  t 0 tempo, em bilhdes de anos. A mela-vida € o tempo I, para o qual M= h—;ﬂ

Na natureza existem elementos radioativos que realizam transmuta-
c0es sucessivas ate que seu nucleo atingg uma configuragao estavel, Um
desses elementos & o uranio-238, utilizado, por exemplo, na datagao de
rochas, que apds uma série de transmutagdes da origem ao chumbo-206,
que & estavel. Considerando a constante de desintegracao do uranio-238
igual a 0,154, responda as guestoes

a ) Qua a formula para calcular a massa de 5 quilogramas de uranio-233
apos o tempo 7 Mes g

it Tt s Oy Giter Pages

b) Qual sera a massa de uma tonelada de uranio-233 apos 3 bilhdes
gde 3N0S7 apconmaciaments 143 nelada

€ ) ApGs quanto tempo a massa inicial de 2 toneladas de uranio-238

sera de 1,5 tonelada? apoormadaments 157 5ihao ce anas - ’ _
Na folografia temos o urdnio na forma

d ) Qual a vida média do uranin-238? aprowmatamense 4 &9 bihoes fe anas como & enconlrado na ratureza.

0 urdnio ¢ um dos minerais mais evidanciadoes nos witimos
anos por causa da sua grande capacidade de geragdo de
anargia e, consequentamente, do seu grande poder destrutivo,
caso seja utilizado na fabricagio de armas.

O urénio encontrado na natureza € composto por carca de 99%
de urinio-238 e 1% de urdnio-235, sendo essa Ultimo o
utilizado em usinas de produgao de energia elétrica e também
am bombas nucleares. Para ser utiizado em usinas nucleares,
0 urdnio encontrado na natureza € enriquecido atingindo de 2%
a 4% de urdnin-235. Ja para as bombas nuckares, esse nival
dewa ficar antre 90% e 99%. .

Realize uma pesquisa sobre as principals aplicacdes pacificas  caniras nucsear Amirante Alvara Alberto, focallzada
de elomentos radioalives, ou seja, aplicagdes que ndo t8m cilade de Angra dos Reis (RJ). Na imagem vemas as
como finalidade a fabricagio de armas. usinas nucleares Angra 1 8 Angra 2 tlotografia de 2015).

Fonte: Balestri, 2016, p. 168.

Neste exemplo, ele expde as formulas P =V,, In2 e M = M,€* onde P é a
meia-vida, V,, é a vida média, M é a massa de um isotopo, M,a massa inicial, 1 a
constante de desintegracdo e t o tempo. Deste modo, mostra ao aluno uma aplicacao
dos logaritmos numa situacéo real, que envolve outra disciplina e também com um

contexto social.
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O segundo exemplo, que segue abaixo, o autor faz uma relagdo entre os
. . . . N - _ L . &
logaritmos e a geologia. Os cientistas, por meio da formula T = (logz) log (1 + Nl),

conseguem medir a idade de uma rocha, a qual possibilita entender e analisar melhor
a evolucao da Terra. Com tal exemplo, é proporcionada a interdisciplinaridade entre a

matematica e a geografia, usando um assunto real e atual.

Figura 15 — Logaritmos e geologia

Idade das rochas

Analisando as idades e caracteristicas das rochas atuais,
cientistas buscam entender como era o planeta em tempos
anteriores aos do surgimento de formas de vida complexa.
Entretanto, para entender a evolugdo da Terra e o significado
dos processos geologicos nessa evolugao, é necessario esta-
belecer relacoes temporais entre os registros geologicos
Partanto, definir metodos para estabelecer essas relagbes é
um dos objetivos dos gedlogos.

A radioatividade tornou-se o principal instrumento na
comprovacao do tempo geologico longo. Os métodos para
datacao radiométrica baseiam-se no decaimento radioativo,
que & constante para cada tipo de isotopo atdmico.

Para datar rochas, um isdtopo conveniente & o uranio-238,
um isdtopo radioativo que se transforma em chumbo-206, o
qual & estavel. Para medir a idade de uma rocha, pode ser utili-

B
H
g
:
1
£
2
g
'}

[ )iogl 1™ S | :
zada a formula T ‘(Iogzl Iog(1 N ] em que t € igual a meia

-vida do uranio, ou seja, aproximadamente 4,5 bilhdes de anos, N,
& a quantidade de &tomos de uranio-238, N, a quantidade de
atomos de chumbo-206 e T a idade da rocha em bilhdes de anos.

&

;\‘a\ ‘:
e

Gedlogo retirando uma
amostra da rocha.

[

a) Qual a idade de uma rocha cuja amostra contém 100 atomos de urénio-238 e 25 atomos de chumbo-206?
apraximadamante 1,45 bilhdo de anos

b ) A amostra de uma rocha com 500 milhdes de anos possui 150 atomos de chumbo-206. Quantos atomos de
urdnio-238 possui €ssa amostra? soroxmadamente 1874 S10mos de urénio-238

¢ ) Considerando uma amostra com 500 atomos de uranio-238, escreva a lei de formacao da funcao T que
relaciona a idade da rocha com a quantidade de dtomos de chumbo-206. Essa fungdo é crescente ou

45 N, )
? TN V= —— . |02 - 3 raccante
decrescente? Tin, )= log2 'C,—.[ T+ %00 ' crescente

Fonte: Balestri, 2016, p. 174.

3.3 Anélise do livro 3

Analisando o livro (3), constata-se que o logaritmo vem num capitulo nomeado
de logaritmo e funcdo logaritmica, e este localiza-se entre os capitulos funcdo
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exponencial e sequéncias. O autor inicia o capitulo em questdo, propondo que 0s
alunos se dividam em grupos e resolvam as equacg0fes: a) 2* =4, b) 2* =8, ¢) 10* =
1000, d) 2*=5, e) 10*=8000 e f) 10*¥ =990. Com isto, pretende-se que 0s
discentes percebam que 5 néo pode ser representado como poténcia de base 2, nem
8 000 e 990 nao podem ser representados como poténcia de base 10, nos itens d) e
f), respectivamente, sugerindo solu¢cdes com valores aproximados. Em seguida,
propde um problema sobre juros que resulta numa equacéo exponencial (1,1213)% =
2, que também ndo pode ser resolvida reduzindo a igualdade a poténcias de mesma
base. Com esses dois problemas, o autor almeja despertar e estimular no aluno o

interesse pelos logaritmos.

Prosseguindo, no livro (3), definem-se os logaritmos, expdem-se suas
consequéncias, relacionam-se as propriedades operatorias e propde-se exercicios
diretos e de facil resolucédo. Posteriormente, em meio aos conteudos de funcédo e
equacao logaritmica, até o final do capitulo, o autor trabalha com algumas conexdes
gue o logaritmo proporciona. Uma delas é a audicéo e os logaritmos. A intensidade

sonora (1), fornece dados que permite avaliar se o som é forte ou fraco, e calculo do

nivel de intensidade sonora (I4g) de uma onda € dado pela féormula I, = 10log (Ii)
0

Outro exemplo, é o logaritmo na era da informéatica, onde o autor expde a expressao,

I =log, %, onde I representa 1 bit de informacao e p é a probabilidade de um evento

ocorrer.

Dois pontos se destacam no livro (3); um deles é que o autor reserva o final do
capitulo para trabalhar com questfes de vestibular. Outro ponto, € a utilizacdo da
tecnologia no estudo dos logaritmos: Ele apresenta uma atividade para ser
desenvolvida, com o auxilio do software GeoGebra, na constru¢cdo do grafico da
funcdo logaritmica e na relacdo entre a funcdo exponencial e logaritmica,

representada a seguir.



Figura 16 — Construcao do grafico da funcéo logaritmica através do GeoGebra

Para anstruin grafices de fungdes logaritmicas vamos movamente utilizar o soff ware Geolebra_
Construcdo do grafico de funcoes logaritmicas

Wameas construin o grifiom da funcio logaritmica fx) = log; xe destacar alguns pontos import ante< Para
B0, Sga 08 PASS0S A Segiir.

Fpasmoe Mo campo Entrada de comands Bituade na parte esquenda da tels), digite a funco fx) = log(2, x] e
tecke “Enter”. No GeoGebra, ffx] = log(2, &) 2 notaciode M) = lag, [x).

¥ passoe Do ladodireitoda Barra de ferra mentas (parbe superionda te la), cligue na Barra de estilose de pois em
“Exibir ou esconder 3 malha®; s lecions a malha quadriculada Voos agora dever 4 ter wma imagem igual i apra-
sentada ababion

P ool et
IF
-
d

Copriera de tella do Fpasso

3 passoe Para abter a raiz da funcio |, sinda no cam po de entrada, digite Raiz [f, 0, ¥00]  tecle *Enter*. Comao
afunche nio & polinemial, o Geotebia analisa a5 raizes dentio de um intervalo. Nesse catn estames utilizan-
der @ invber val a0, 100] veja que foi eriado o ponto 4 = (1,0), logo x = 1& raiz de

d2pasin: Mo campo Entrada de comande, insiaospontes B = (21, C= @, D = /2 = eF = (174, =2

& werifique que todos perlencem ao grafics da funcio (A cads pontoinderido tede *Enter”)

Oibesiaf v ainda que o grifio da funcio ndo inlersec La oeixo das ordenadad O eivo das orde nadas serd uma
msintota dografico da fungbo.

r—..-_--_-._--_--_--_.-_--_--_-._--_--ﬂ\l
1 Fgue atental “
1 Yook pode moneT, il tar on Tedn T & sn&imagem oz ando |--E- da Barm de feramentzs

! O opcio PEra Smendar oo dimin oo & utilizar o serolldomeuse {aqueda “rodimha® que !

I'_:I".i:.m]n:rempm dla matoria dos muouses) _/J

Fonte: Dante, 2016, p. 195.
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Figura 17 — Relacédo entre os graficos das funcdes logaritmica e exponencial
através do GeoGebra

™
Relacdo entre o grafico de uma funcao logaritmica

e de uma funcao exponencial de mesma base

Edtudamas que os gri fims d e duas fungies inversas Sosimétrims em relaciod bissetir dos quadrantes
impanss (y = x| &gora, teremos 2 oportunidade de verificar melhor =sa relacio om fungies logaritmices =
Exponenciak

P passo: Repita os mesmos passos da comtrucaa da grafica da funcaa flx) = log; (k). Em s=guida, digit= na
campa Entrada de comandagix] = 2*x & tecle "Enter” = blx) = xetede "Enter®

. m@sso: Mo campo Entrada de comando digite os pontos (um decadawer} A= (1L 0L B = (2 1L C= & 2L
D=2 L E=(14 2 F=a o= H={24L ] = (-1 WH e / = (L1 4} Olmerve que os pantos
de= Aa E pertencem 3 funcao logaritmica, enquania as pantas de= Fa J pertencem & fung o exponencial

BersbbbaDdlms s oy =

Faschs LR
SR 1 ,l'.5

o e 7 i .l,-"r .
—— . _,_;-'—"'_'-'_'_'-'_'_'_

B 1 =

i rrinm
B =i _’J_,_,—‘L'fy
@ can —

@ bedden T =7 ] - | o ~ — | ; 1 T 1] ¥ I T
A §iAIL

0 fagpn

B gLy

W e .1
B 13408

B iearidss A |

P o i s e o o

Capghura de tela do 2€ msso.

[ o———————
y Fique atentol _\]
g o steayecade aimy i

u.:.rm.:.m.::-rm:;:ﬁ_fj

L Repita oo passas arerionss & construa as grifices das fungbes a seguir:

3l fld = loge ) PP P —

b} @) = logz i + 1)

<) bl = log (4

d) () = log (v + 1} LA atsca dopimeio ponte #igial 3 ordenada 8o segund, 3 awdenada do primsis &igia

d abeeciveg dosegunda Eemipi: A = (L0 )& F =30, 1) 08 pontos perienosma Tungles et

2. Qual & a relac3o enie a5 cooslenadas de dods pontos simétdms em relaco 3 reta y = xf

3 Repesente 25 funddes flx) = logyx.glc] = log , & =suas respectivas fungdes inversas.
'-'1l||:h_rr'|::\|':'|l'r|.i iy o . B
§. Existe uma func3s logaritmica muito impor tante: trata<e de fx) = lag. x, =m que e representa o ndmena
de Euler Comtrm o graficoda funda flx] = Inix), determine sua imagem s raiz.

o g mo Marms | do Profaee I f] = & rEe: x =1 Jl,i

Fonte: Dante, 2016, p. 196.
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3.4 Anélise do livro 4

Num capitulo com o titulo Fung¢do Logaritmica, entre os capitulos Funcdo
Exponencial e Sequéncias, o conteudo sobre logaritmos se encontra no livro (4). O
capitulo € iniciado por meio do relato do terremoto que ocorreu no Chile, em setembro
de 2015, que atingiu 8,3 graus na escala Richter e seus tremores foram sentidos até
na cidade de Sdo Paulo. O autor prossegue explicando que o calculo da magnitude
do terremoto é obtido por uma funcao logaritmica, assim, ele pretende despertar o

interesse do aluno e justificar, com uma situacéo real, o estudo dos logaritmos.

Antes de definir de fato os logaritmos, o livro relembra a importancia da funcao
exponencial, por situa¢gdes abordadas no capitulo anterior, para assim, mencionar sua
inversa, a funcéo logaritmica, que sera estudada no capitulo em questédo. Prossegue,
com o exemplo abaixo, que se refere ao numero de bactérias em relacéo ao tempo,
onde equacionado chega-se a equacdo exponencial n = 2¢. Ao perguntar em quantas
horas havera 1 024 bactérias, tem-se a necessidade de utilizar o logaritmo para que

possa determinar o valor de t na equacéo 1 024 = 2¢.
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Figura 18 — O logaritmo na determinacéo do numero de bactérias

Determinada bactéria se divide ao meio a cada hora, conforme indica a tabela
abaixo.

Tempo (t) 0 1 2 3 4

Numero de bactérias (n) 1 2 4 8 16

Analisando os dados, concluimos que o niumero n de bactérias em funcao da
quantidade t de horas pode ser descrito por: n = 2°

Com base nessas informacoes, podemos responder as seguintes perguntas:

e Quantas bactérias havera ap6s 10 horas?
Essa é uma pergunta que envolve potenciacao, e a resposta é:
n=2'=n=2"=n=1024
Logo, havera 1.024 bactérias.

e Em quantas horas havera 1.024 bactérias?

Essa é uma pergunta que envolve logaritmo, pois, para respondé-la, devemos
encontrar o valor do expoente t na equagao: 1.024 - 2

O valor de t é 10 horas, pois 2'° = 1.024.
Dizemos que 10 é o logaritmo de 1.024 na base 2. Representamos assim:
10 = log, 1.024 ou log, 1.024 = 10

Fonte: Leonardo, 2016, p. 169.

O livro (4) aborda nos topicos seguintes as consequéncias da definicéo,
propriedades, funcdo logaritmica, equacao logaritmica, inequacdo logaritmica e
sistema, com exercicios de aplicacdo direta e poucos contextualizados e envolvendo

a interdisciplinaridade.

E valido ressalvar que, ao iniciar o topico de funcéo logaritmica, o autor volta
ao problema que iniciou o capitulo, sobre bactérias que se multiplicavam por divisbes
sucessivas, numa relacdo de 2 bactérias por hora. Como inicialmente apenas
chegara-se a equacdo exponencial n = 2t, agora com parte de conhecimentos
adquiridos, descreve-se a igualdade n = 2t = t = log,n, possibilitando determinar a
guantidade t de horas em funcdo da quantidade n de bactérias. Com o resgate desse
assunto das bactérias, o autor promoveu o prosseguimento da questao interdisciplinar
com a biologia, fez com que o aluno pudesse utilizar o que foi aprendido, ampliando
seu entendimento no assunto em questdo, e despertou seu maior interesse em
prosseguir com tal estudo, uma vez que se chega a uma funcgéo logaritmica, assunto

do tépico a ser abordado.
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O gancho promovido com a questdo das bactérias ndo aconteceu com o
assunto sobre o terremoto ocorrido no Chile, mencionado na introdug&o do capitulo.
Seria de grande valia o autor retomar essa questdo para que de fato o discente
pudesse ver tudo que foi adquirido sobre os logaritmos, sendo utilizado em uma
situacao real e histérica.

E importante observar que, em meio aos exercicios intitulados
complementares, constam duas questdes de vestibulares anteriores, que envolvem o
tema terremoto. Uma delas é a questdo, numerada por 5, que esta na pagina 185,
trata-se de uma questdo retirada do vestibular da PUC de Minas Gerais, a qual

enunciaremos abaixo.
As indicagbes R; e R, de dois terremotos, na escala Richter, estéo relacionadas
Eq

pela formula R, — R, = log,, (E—) em que E; e E, medem as respectivas energias,
2

liberadas pelos terremotos em forma de ondas que se propagam pela crosta terrestre.
Nessas condicbes, se R; = 8,5e R, = 7,0, é correto afirmar que a razao entre E; e E,,

nessa ordem, é igual a:

a) 0,5
b) 1,5
c) 10%°

d) 1025

Resolvendo a questdo, como pretende-se que o discente a faca, primeiro

iremos substituir os valores de R, = 8,5 e R, = 7,0 na formula dada, obtendo:

E; E; Ey
Rl _— R2 == loglo (E_> = 8,5 _— 7,0 == loglo (E_> = 1P5 = lOglO (E_)
2 2 2

Pela definicdo de logaritmo, temos:

B ot

2
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Encontrando a razdo desejada, que corresponde ao item d) 10%°.

Ao propor questdes neste contexto, o autor proporciona a interdisciplinaridade
da matematica com a geografia, relacionando, assim, os logaritmos com o0s
terremotos.

3.5 Anélise do livro 5

O livro (5) foi o ultimo a ser analisado. Nele o capitulo nomeado logaritmos e
funcao logaritmica, esta entre os capitulos funcéo exponencial e fungcdo modular. Este
capitulo inicia-se com 0 assunto microrganismos, mais especificamente tratando da
bactéria chamada Salmonela, presente na figura abaixo. O texto bem escrito trata do
assunto com grande clareza, que além de explicar sobre o que sdo microrganismos,
explica 0 que € a Salmonela, meio de transmissédo, sintomas e como evita-la,
transmitindo conhecimento amplo para o aluno sobre o assunto. Ao final do texto em
guestdo, o autor propde trés perguntas, e uma delas comeca a relacionar o tema a
matematica. Ela relata que um certo microrganismo se prolifera dobrando sua
populacdo a cada 30 min, e propde que o discente estime em quantas horas uma
populacdo desse microrganismo atinja 1 000 individuos a partir de apenas um deles.
Com esse exemplo, espera-se que o aluno, por meio de multiplicagbes sucessivas por

2, encontre que apos 5 horas atingira mil individuos.
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Figura 19 — O logaritmo e 0s microrganismos

. \ Microrganismos
-~ Um dos perigos na alimentagdo humana sdo as contami-

nagdes por microrganismos, como bactérias, virus, fungos e
alguns parasitas, que costumam se reproduzir rapidamente em
ambientes favoraveis. Essas contaminagdes, que em geral cau-
sam diversas doengas, podem ser prevenidas com cuidados a
serem tomados durante o preparo e armazenamento dos ali-
mentos.

Entre esses microrganismos esta a bactéria Salmonela, que &
transmitida ao homem por meio da ingestdo de alimentos con-
taminados, principalmente os de origem animal, como ovos, lei-
te e carnes. Os principais sintomas das pessoas infectadas por
essa bactéria sao: diarreia, dor abdominal, nauseas, vomitos e
febre.

Para evitar essa transmissao algumas medidas podem ser
adotadas, como:

« cozinhar bem ovos e carnes e ferver o leite antes de in-
geri-los;

« verificar se o estabelecimento que fornece alimentacao
segue as normas da vigilancia sanitaria;

» lavar bem as maos antes do manuseio de qualquer ali-
mento;

* ndo misturar alimentos crus com cozidos.

Fonte de pesqusa cwwaw.biog. saude.gorba 35057 hige: preparo-d
contaminacan:par-s¥monellas. Acesso em: 28 mar. 2016

- Drienta 08 alunos a ascreveram as respostas no cademo.
(A Quais cuidados vocé tem, ou pode adotar, para evitar a

contaminacao de doengas por microrganismos?
Hesposta pessoal.

(B’ Cite alguns sintomas que a infecgdo por Salmonela pode
provocar. diarreia; dot abdominal; nduseas; vbmitos; lebre

’£ Sabendo que certo microrganismo se prolifera dobrando
sua populagado a cada 30 min, estime em quantas horas -
uma populacao desse microrganismo pode atingir 1000 in- ]

\-\‘ dividuos a partir de apenas um dsles. aproximadaments 5 b ]

» . e
? -

Fonte: Souza, 2016, p. 157. Critério do leitor o calculo do item em questdo, seria valido,

gue ele desenvolvesse com o aluno o seguinte raciocinio,

Horas (t)

Microrganismo (M)

Inicio
1

0,5h
2-1=2=2'=2%205



1,0h
2 .2 =4= 22=22'1,0

1,5h
2+4=8= 23=22'1’5

2,0h
2:8=16= 2%=2220

2,5h
2 :16 =32 = 2°=2225

30h
2 -32=64= 26=2230

35h
2 -64=128= 27 =223

th
M = 22¢

60
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Figura 20 — O estudo dos logaritmos e as bactérias
H Ao final do estudo deste capitulo podem ser
/EStUdand 0 logarltm 0 Kl‘:l':“ ados o v.'l:-'(. :1;‘1‘11“ i::i »;hf. .3,,|;,-(~< '::v:
pagina 269 da secado Acessando tecnologias.
Veja a seguir uma situacao relacionada a equacgao exponencial, assunto estuda-
do no capitulo anterior.
A taxa de crescimento diario de certa cultura de bactérias & de 5%. Em quantos

dias uma populagio BJ dessa bactéria ira triplicar, se a taxa de crescimento se
mantiver?

Para responder a essa pergunta, construiremos um quadro a partir das informa-
cOes apresentadas.

g
Dia Populacao f—:
inicio B, X
2
3
1o dia B,=B,+B,0,05=8,-105
B, =B,+B,-0,05= B,-105=8, -(105f

2° dia T o
B, 105

B, =B, +B,-005= B, 105=RB, -{(105)°

3e dia 2 Bactéria Staphylococcus aureus (aumento apraximado
A 1L = .
B (105 de 11800 vezes). Essa bactéria € encontrada em seres
humanos e outros animais.
' B, =B, +B,-0,05= B, -1,05=B,-(105)’
4% dia L, g
x!o (105}
Lembre-se de que podemos
escrever porcentagem na
forma decimal, como
apresentada ao lado, isto é:
; B, =B_+B_-005=8_ -105=B,-(105/ 5% =—>_—0.05
enesimo dia deydin 100 T
By{105]

Fonte: Souza, 2016, p. 158.

Chegando a uma equacdo exponencial, quando seria sugerido o uso do
logaritmo, contetdo a ser estudado, para soluciona-la. Assim, o aluno além de fazer
a conexao da biologia com a matematica, iria relaciona-la ao logaritmo, mais
especificamente, despertando seu interesse pelo contetdo a ser estudado, dentro do

contexto que foi amplamente descrito.

E importante observar, que para introduzir o topico logaritmo, antes de sua
definicdo, o autor expde outro exemplo que envolve as bactérias, como segue abaixo.
De certo, ele ainda esta dentro do tema trabalhado na introdugéo do capitulo, porém,

com outros valores e deixando o primeiro momento sem uma ligacao direta com o0s
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logaritmos. Ainda antes da definicdo, ele ainda faz um breve apontamento histérico

sobre a criagao dos logaritmos.

Esse livro prossegue basicamente seguindo a mesma ordem de tépicos como
os outros livros analisados, adotando em sua maioria exercicios de simples aplicacdo

e alguns abordados por meio da contextualizagéo e da interdisciplinaridade.

Nas atividades resolvidas, R 11 na pagina 172, temos um exemplo da conexao
dos logaritmos com a economia. Na questao deseja-se determinar quantos meses, no
minimo, seriam necessarios para que uma aplicagcdo de R$ 200,00 resulte num
montante de R$ 250,00, a uma taxa mensal de 0,8%. Para o desenvolvimento dessa
guestdo, faz-se necessario o uso da formula M = C (1 + i)t , em que M é o montante
obtido por um capital C, aplicado a uma taxa de juros i durante t meses. Substituindo

os valores na formula obtemos,

M=C(l+i)t
250 = 200 (1 + 0,008)*
250 = 200 (1 + 0,008)*

1,25 = (1,008)¢

Aplicando os logaritmos decimais dos dois lados da igualdade, temos:

log(1,25) = log (1,008)*

Usando a propriedade da poténcia log,a * = x log,a, segue:

log(1,25) = tlog (1,008)

Os valores de log(1,25) = 0,097 e log (1,008) = 0,003 foram informados no

enunciado da questédo, portanto:

0,097 = t-0,003
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0,097
~ 0,003

~ 32,333

Logo, sdo necessarios, no minimo, 33 meses.

Como vimos anteriormente, utilizar a tecnologia, mais especificamente a
calculadora, é benéfico no processo de ensino aprendizagem. No livro (5), o autor
propde uma atividade, presente na pagina 162, para ser resolvida por meio do uso da

calculadora, como segue.

Figura 21 — A calculadora e os logaritmos decimais

i 7 Calcvlv.‘l‘la do‘r“a = Para calcularmos o logaritmando de um logaritmo
- decimal como logb=0,95, por exemplo, digita-
Veja como podemos calcular logaritmos decimais =

L3 i mos o a tecla EZB, registramos o nimero
utilizando uma calculadora cientifica.

; . 0,95 e digitamos a tecla [EB:
Para calcular o logaritmo decimal de 11, por

exemplo, procedemos da seguinte maneira: -

- B-0-D-0D-
Digitamos a tecla logaritmo 1o § registramos o o-O-B-0-8-a
numero 11 e, em seguida, digitamos a tecla B:
o-E-E- 8 .
6. 25 A i
—E
835 1250938 | 5
lo3t1 : . , -
104 1392585 Utilizando uma calculadora cientifica e proceden-
L do de maneira semelhante a apresentada, cal-
cule em cada equagao o valor de x com aproxi-
macao de uma casa decimal.
Em alguns modelos de calculadoras cientificas, a) log7=x x=08
o calculo do logaritmo decimal de 11 deve ser b) logx=0,903 x=8
realizado da seguinte maneira: ¢) Iog13=x x=11
B-B-0-8B d) logx=1322 x=21

e) log20-log17=x x=01
f) logx=3+l0g25 x=251189
Fonte: Souza, 2016, p. 162.

Nessa questdo, o aluno recebe orientacdes de como utilizar a calculadora
cientifica para o calculo do logaritmo decimal de um dado nimero, ou do logaritmando
de um logaritmo decimal, por meio de ilustragcdes dos comandos que deverdo ser
aplicados a calculadora. Em seguida prop&e-se a resolucao de equacdes utilizando a

calculadora cientifica.

Mais a frente, nas atividades da pagina 167, o livro prop6e o célculo de

logaritmos ndo decimais por meio da calculadora. A priori, utiliza-se a propriedade de
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mudanca de base e depois com a calculadora resolve-se a divisao de dois logaritmos

decimais. No exemplo, temos logs14 =

log14

, COmo segue abaixo.
log5

Figura 22 — A calculadora e os logaritmos nao decimais

32.//Caleuladora & -
Veja como podemos calcular logaritmos de base
nao decimais utilizando uma calculadora cientifica.
Para calcular log 14, por exemplo, procedemos
da seguinte maneira:
Inicialmente, utilizando a propriedade de mudan-

ca de base, temos logs14=M. Em seguida,

. log5
efetuamos os calculos:

o-m-0-E-0-8B-8

A sequéncia de teclas a serem
pressionadas pode variar dependendo

do modelo da calculadora cientifica.
*Se os alunos estiverem

losid+loas" .

153971385 13

Camila Ferreira

atividada 4 Aacta ~anitila

Fonte: Souza, 2016, p. 167.

Utilizando uma calculadora cientifica e proceden-
do de maneira semelhante a apresentada, cal-
cule o valor de cada logaritmo com aproximagao

de uma casa decimal.
a) log,3 06 c) log,,10 0.8 e) log,15% 117
b) log,9 14 d) log,,8 18 f) log,¥12 04

Para resolver os itens e e f em calculadoras
cientificas que possuem as funcoes x” e ¥,
nao é necessario simplificar o
logaritmando; pode-se calcular diretamente
digitando-se as teclas correspondentes.

3.6 Definicdo, consequéncias e propriedades operatdrias dos logaritmos

Feita a andlise dos livros didatico, observa-se que, de modo geral, eles

expressam as defini¢cdes, consequéncias e propriedades dos logaritmos, bem como a

funcao logaritmica e sua inversa da mesma forma. Seguindo o mesmo raciocinio, com

0 objetivo de mostrar como elas sao trabalhadas com os alunos em sala de aula, a

seguir as transcreveremos.
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3.6.1 Definicdo dos logaritmos

Sejam a e b, nUmeros reais positivos com a # 1. Chama-se logaritmo de b na

base a o0 expoente x, tal que a* = b, ou seja,
logshb=x<a*=b

sendo, b a base do logaritmo, a o logaritmando e x o logaritmo.

Exemplos:

1. log,16 = 4, pois 2* = 16

.1\ 73
2. log127 = =3, pois (- =27
gs pois (3)

3.6.2 Consequéncias da definicdo

De acordo com a definicdo dos logaritmos, segue:

1. logsa=1

De fato, tome log,a = x. Pela definicdo dos logaritmos, segue:

2. log,1=0

De fato, tome log,1 = x. Pela definicdo dos logaritmos, segue:

ad=1=2a=a’"2x=0
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3. log,b =log,c e b=c

1) log,b = log,c = b =c

De fato, tome log,b = x e log,c = x. Pela definicdo dos logaritmos, temos a* = b e

a* = c. Portanto, b = c.

)b =c=log,b =log,c

De fato, tome log,b = x. Pela definicdo de logaritmo, segue a* = b. Como b = c,

temos a* = c¢. Deste modo, log,c = x. Portanto, log,b = log,c.

Logo, de I) e Il), provamos log,b = log,c © b = c.

4. qlodab = p

De fato, tome log,b = x. Pela definicdo de logaritmos, temos a* = b. Portanto,

substituindo log,b = x em a* = b, segue:

a* = b = qlo9ab = p

5. log,a™ =n

De fato, tome log,a™ = x. Pela definicdo de logaritmos, temos a* = a™ = x = n. Logo,

log,a™=n
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3.6.3 Propriedades operatorias dos logaritmos

3.6.3.1 Logaritmo do produto

O logaritmo do produto de dois ou mais niumeros reais positivos € igual a soma

dos logaritmos desses numeros, todos na mesma base a > 0e a # 1.
log,(b X ¢) =log,b + log,c

De fato, considere log,(b X c) =k, logsb=p e log,c =q. Pela definicdo de
logaritmo, temos a* =b xc, a’? =b e a? =c, respectivamente. Substituindo o
segundo e o terceiro no primeiro, segue a® = a? x a4. Pela propriedade de poténcia,
temos a? x a? = a4, Portanto, a* = a?*4. Dai, segue k=p+gq. Logo,
substituindo log,(b X ¢) =k, log,b = p e log,c = q na Ultima igualdade, chegamos

log,(b x ¢) =log,b + log,c.
3.6.3.2 Logaritmo do quociente

O logaritmo do quociente de dois numeros reais positivos € igual a diferenca dos

logaritmos de cada um desses numeros, todos na mesma base a > 0e a # 1.

b
log, (E) = log,b — log,c
De fato, considere log, (?) =k, log,b =p e log,c = q. Pela definicdo de logaritmo,

b . . .
temos a* = ~ a? = b e a? = c, respectivamente. Substituindo o segundo e o terceiro

no primeiro, seque a* = a—p. Pela propriedade de poténcia, temos @ aP~4. Portanto,
ad ad
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a® = aP~9. Dal, segue k = p — q. Logo, substituindo log, (g) =k,log,b =pelog,c =

g na ultima igualdade, chegamos log, (g) = log,b — log,c.

3.6.3.3 Logaritmo de uma poténcia
O logaritmo de uma poténcia de base positiva é igual ao produto do expoente pelo
logaritmo da base dessa poténcia.
log,b™ =n X log,b
De fato, considere log,b = k e log,b™ = p. Pela definicdo de logaritmo, temos que
a® = b e aP = b™. Agora, substituindo a®¥ = b em a? = b", segue a? = (a®)* = ak*".

Portanto, p = k X n. Logo, substituindo log,b = k e log,b™ = p na ultima igualdade,

temos log,b™ =n X log,b.
3.6.3.4 Mudanca de base
Se a, b e ¢ S&0 numeros reais positivos, com a # 1 e ¢ # 1, entéo:

log.b
log.a

log,b =

De fato, pela definicdo de logaritmo, segue:
(I) logyh = x = a* =
(1) log.b=y=>cY=b

(II) log.a=z=c*=a

De (I) e (I1I), temos a* = ¢”. Agora, substituindo (III) na igualdade a* = ¢?, segue
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logcb

()*=c"=>c" =V sz x=y=>x="2logh = 22,

3.7 Funcéo logaritmica, seu grafico e suarelacdo com a funcéo exponencial

Com base no PCNEM (1999) e no PCN+ (2002), destacamos abaixo dois
trechos que relatam a importancia do estudo das funcdes, e que esta vai além da

matemaética, revelando-se primordial em outras disciplinas e na vida cotidiana.

O estudo das funcdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacédo entre
grandezas e modelar situag@es-problema, construindo modelos descritivos
de fendbmenos e permitindo varias conexdes dentro e fora da propria
matematica. Assim, a énfase do estudo das diferentes funcdes deve estar no
conceito de funcdo e em suas propriedades em relacdo as operacfes, na
interpretacdo de seus gréaficos e nas aplicac6es dessas fungdes.” (PCN+,
2002, p. 121)

Além das conexfes internas a prépria Matematica, o conceito de
funcdo desempenha também papel importante para descrever e estudar
através da leitura, interpretacdo e construcdo de graficos, 0 comportamento
de certos fendbmenos tanto do cotidiano, como de outras éareas do
conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao
ensino de Matematica garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para
lidar com o conceito de fungcdo em situacdes diversas e, nesse sentido,
através de uma variedade de situagfes problema de Matemética e de outras
areas, o aluno pode ser incentivado a buscar a solucdo, ajustando seus
conhecimentos sobre fun¢des para construir um modelo para interpretacéo e
investigacdo em Matematica. (PCNEM, 1999, p. 43)

Panagiotou (2011) enfatiza que o estudo da funcao logaritmica e exponencial
sempre permanecera um assunto importante, visto que elas descrevem muitos
fendmenos naturais e sociais, como decaimento radioativo, evolucédo da populacdo e
dissiminacdo de doencas contagiosas.

Em grande parte dos livros analisados anteriormente, os capitulos que tratavam
de logaritmos sdo nomeados Func¢do Logaritmica. Dai, revela-se a importancia do
conceito de funcdo dentro desse estudo. A partir da analise dos livros didaticos, feita
anteriormente, pode-se observar que em sua maioria a funcdo logaritmica fora
enunciada como inversa da fungao exponencial. No livro (1), os autores definem
diretamente a funcdo logaritmica e depois descreve sua relacdo com a funcéo

exponencial. Apenas o livro (4) trabalha a fungéo logaritmica de modo diferente. Como
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vimos anteriormente, ao iniciar esse tdpico, o autor volta ao problema das bactérias,
visto de modo breve no inicio do capitulo, e d4 segmento, achando uma equacéo
exponencial e obtendo uma funcao logaritmica. De fato, essa € a forma mais
adequada de dar inicio ao estudo de fungdes, pois 0 assunto € trabalhado de forma
interdisciplinar, podendo envolver temas ricos e reais. Como uma orientagdo nesse

sentido, segue abaixo um trecho retirado PCN+ (2002).

“Os problemas de aplicagdo ndo devem ser deixados para o final desse
estudo, mas devem ser motivo e contextos para o aluno aprender fungdes. A
rigueza de situagBes envolvendo fun¢des permite que o ensino se estruture
permeado de exemplos do cotidiano, das formas graficas que a midia e outras
areas do conhecimento utilizam para descrever fenébmenos de dependéncia
entre grandezas. O ensino, ao deter-se no estudo de casos especiais de
fungbes, ndo deve descuidar de mostrar que o que esta sendo aprendido
permite um olhar mais critico e analitico sobre as situagdes descritas. As
fungBes exponenciais e logaritmica, por exemplo, sdo usadas para descrever
a variagdo de duas grandezas em que o0 crescimento da variavel
independente é muito rapido, sendo aplicada em areas do conhecimento
como matematica financeira, crescimento de populagGes, intensidade
sonora, pH de substancias e outras. A resolucéo de equac¢bes logaritmicas e
exponenciais e o estudo das propriedades de caracteristicas e mantissas
podem ter sua énfase diminuida e, até mesmo, podem ser suprimidas.”
(PCN+, 2002, p. 121)

Definiremos abaixo a funcéo logaritmica como € apresentada aos alunos em

sala de aula e como consta nos livros didaticos.

Seja a um numero real positivo e a # 1. Denomina-se func¢ao logaritmica de

base a a funcdo f: R} — R tal que f(x) = log,x paratodo x € R}.

Agora, falaremos sobre a importancia do estudo dos gréficos, o grafico da
funcao logaritmica e como ele é apresentado e trabalhado em sala de aula.

E certo, que muitas informacées presentes em jornais, revistas, noticiarios e
até mesmo em livros didaticos de varias disciplinas sédo transmitidas por meio de
graficos. Sabendo |é-los e interpreta-los, o discente estara preparado para se
posicionar frente a diversas situacdes a ele apresentadas. Deste modo, na
matematica o estudo dessa ferramenta tdo valiosa é primordial. Um dos contetdos
gue insere gréaficos em seu estudo é o das fungbes. Segundo os PCN+ (2002), o aluno
além de compreender o conceito de funcdo, associando-o a vida cotidiana, devera

associar as diferentes fungfes a seus respectivos graficos.
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A funcgéo logaritmica que modela diversas situacdes reais do nosso cotidiano,
coloca seu grafico em posicdo de destaque para a interpretacdo, analise e
conhecimentos de tais situacdes. Na analise dos livros didaticos, constatamos em
algumas questdes que envolviam a funcdo logaritmica com a interdisciplinaridade,
onde era necessario o conhecimento se sua curva. Como exemplo, escolhemos a
questdo presente nas paginas 174 e 175 do livro (5). Nela trabalha-se com os

logaritmos nos terremotos, como segue abaixo. Em seu item c) pede-se para
identificar qual dos gréaficos dados melhor representa a funcao y = glog (7;?) .

Tendo em vista que os alunos ja adquiriram o conhecimento de funcédo
exponencial e quadrética, eles podem descartar as opcdes | e lll, por tratarem de
graficos de tais fungdes, respectivamente. Ficando apenas com as opc¢oes Il e IV, por
serem graficos de func¢des logaritmicas. Agora, os estudantes devem analisar se a
funcdo dada é crescente ou decrescente, e assim, opinar por um dos dois graficos
restantes. Observe que a funcdo dada tem a base do logaritmo igual a 10, portanto,
uma base maior que um, que implica em uma funcéo crescente. Logo, o grafico que
representa a funcdo dada é o de numero Il. Neste item, além de exigir 0s
conhecimentos detalhados acima, € preciso que o discente conheca o comportamento
da curva dessa fungao de estudo, saber a “cara” que o grafico de uma dada fungao,

possibilita uma analise mais detalhada da questéo.



Figura 23 — Terremoto, fungéo logaritmica e seu grafico (continua)

W Terremotas

51. O terremoto é um fendmeno natural decorrente de movimentos da

Placas tectbnicas

blocos rochosos que crosta terrestre, geralmente resultantes do choque entre duas
compoem a superficie . " . .
e aa e S U 68 glacgs tectdnicas, que liberam grande quantidade de energia e
continentes e 0ceanos ocasionam tremores na terra.

Com base na quantidade de energia liberada por um terremoto,
& possivel determinar, utilizando um aparelho chamado sismdgra-
fo, sua magnitude na escala Richter, desenvolvida em 1335 pelo
sismalogo norte-americano Charles Richter (1800-1985). Para sua
elaboragao, esse sismélogo atribuiu aos terremotos mais fracos,
que ja haviam sido registrados, valores proximos de zero, e ado-
tou uma escala logaritmica.

0 terremoto gerado
pelo movimento das
placas tectdnicas

Nos altimos anos, terremotos provocaram estragos que puderam
ser vivenciados pela populagao de diversos paises. Em abril de
2015, por exemplo, um terremoto de 7,8 graus atingiu o Nepal,
onde milhares de pessoas foram mortas ou feridas. Em agosto de
2014 um terremoto com magnitude de 3,0 graus, atingiu a cidade
de Montes Claros, em Minas Gerais, ocasionando estragos em

0 ponto de origem de um terremoto algumas edificacdes.

B F Diante disso, apesar do enorme progresso ja realizado pelos
hipocentro ou foco. A ene  ap prog i p

acumulada pelo movimento d cientistas no sentido de identificar as causas de terremotos e
placas tectdnicas é liberada sob a desenvolver aparelhos que informam sua magnitude e origem, o
forme 8 T empenho tem sido em encontrar uma maneira de prevé-los, para
que a populagao possa ser alertada, e assim tomar medidas de
epicentro seguranca necessérias antes de sua ocorréncia.

ondas sismicas

prabhat kumar ver ma/Dematix Torbis/Latkstock

De acordo com as informacdes apresentadas, resolva as questoes.
a) Qual € o nome do ponto pelo qual se propaga o terremoto na superficie terrestre?

epicentro
b) Sabendo-se que a magmtude y de um terremoto na escala Richter pode ser  fontes de pesquisas: <ttip/
gl.globo.com/mundo/
e/ 201505/ -08 -
expressa pela fungao y= Iog( ) na qual x representa a energia libe- e o el
passa-de-8500-u-bate-recorde.
rada em quilowatts-hora, pelo terremoto, determine: ntml>. Aceseo em: 20 ago. 2015
<htipedgl.globo.com/mglgrande-
= a energia liberada pelo terremoto ocorrido no Nepal € pelo ocorrido em — Minasfotca/2014/04/temar.no-
% im-da-node-ce-segunda-acorda-
Montes Claros; Nepal: 710" kWh; Maontes Claros: 7-10* kWh moradares-de-mantes-claros
g . P X hirnl>. Acesso em: 21 ago. 2015
= a magnitude de um terremoto que liberar 7-10° kWh de energia e suas <htip/irevistagalileu globo com/

GaileuwD 6353 E
possiveis consequéncnas 8 graus na escala Richiter. Com isso, as construgdes T AOaBAD T S o0 s

sofrem danos severos e podem ocorrer grandes rachaduras no solo : 9 dez. 201
Dentre us graficos a seguir, qual melhor representaria a fum,au apresentada Acosec N e ol

no item b? i

-

L

hustragdes: Acer vo da edtora

) {0 V)
Y Y Y y
%‘ il X
0 X
D| X 0 X

d) Pesquise sobre a magnitude, na escala Richter, de outros terremotos ja regis-
trados e suas consequéncias. Com base na magnitude obtida, determine a
quantidade de energia liberada. Resposta pessoal. ‘

Fonte: Souza, 2016, p. 174 e 175.
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Dos cinco livros analisados anteriormente, quatro iniciam a abordagem ao
topico gréfico da fungéo logaritmica expondo dois exemplos de fun¢des logaritmicas,
em que constréi-se uma tabela, atribuindo valores para x e obtendo os valores de vy,
e marcando os pares ordenados em um grafico, para cada uma das fungfes. Desses
exemplos dados, chega-se que uma delas representa a funcao logaritmica crescente
e outra decrescente. Depois dessa analise, generaliza-se o comportamento do grafico
da funcdo em estudo. E valido ressaltar, que apenas o livro (2), aborda esse topico de
modo distinto, como ilustramos abaixo. Nele, o assunto é introduzido lembrando que
a funcéo logaritmica é a inversa da exponencial, visto antes de definir tal fungéo, e,
portanto, seus graficos sdo simétricos em relacdo a funcdo identidade y = x.
Prossegue, lembrando que ja € conhecido o grafico da fungcéo exponencial, e constroi

o gréfico da logaritmica com a ajuda dele e da identidade.
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Figura 24 - Grafico da funcdo logaritmica a partir do grafico da funcéo

exponencial

Observando o gréfico da funcao logaritmica, note que log, x. #log, X, < X, # X,.
Consequentemente, log, x, =10g, X, © X, = X,.

Y y
log X 4= ==emmrmmmmme . 0
E loge‘i
log.x, i
| : 108 X1
of A x x, X
Funcao logaritmica crescente Fungao logaritmica decrescente

Observe a seguir alguns exemplos de fungdes exponenciais e suas respectivas
inversas (funcodes logaritmicas), obtidas simetricamente em relacao ao grafico de
y=X

Gréfico da funcao logaritmica

Como a fungao logaritmica € inversa da fungdo exponencial, entao seus gréficos
sdo simétricos em relacéo & funcao identidade y =x.

Assim, uma vez que ja estudamos o grafico da fun¢ao exponencial y =a’, vamos
eshocar o grafico da funcao Iogaritmica y =log, x da seguinte maneira:

= Para a>1, as fungoes séo = Para D <a<1, as fungdes sao
crescentes: decrescentes:
y y=a y=’)’(' ywat y y=§"
/ § \ :
SR \ Nesses graficos, a reta
/ \ P = pontilhada corresponde
/ y=log.x \‘\ & g ao grafico da fungéo
// \1\ g identidade y = x.
HIEE S At R g
0l 4 X ..'n 1 X§
y=logx £
=

Fonte: Balestri, 2016, p. 169.

A seguir abordaremos o estudo do grafico da funcéo logaritmica como

apresentado pela maioria dos livros analisados e como majoritariamente faz-se em

sala de aula. Como exemplo, escolhemos o livro (5) pagina 169. O tépico € iniciado

com a construcao das fungdes logaritmicas f(x) = log,x e g(x) = logix. Em seguida,
2

. 1 1 7 )
considere-se os valores oy 1, 2 e 4 para x, constréi-se a tabela e os graficos das

duas func¢bes dadas, como segue abaixo.
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Figura 25 — Grafico da funcao logaritmica obtido a partir dos pares
ordenados (X, y)

Grafico de uma funcao logaritmica
Vamos esbogar o gréfico das fungdes logaritmicas f(x)=log, x e g(x)=log, x. Para

isso, atribuimos alguns valores para x e calculamos os valores correspondentes de y,
determinando pares crdenados (x.y). Em seguida, representamos esses pares or-
denados em um plano cartesiano.

¢ 70\
» f(x)=log, x . gl‘x‘;-—-loglx
X f(x) = Log % (x,y) X g(x) =log, x (x,v)
1| i(Doat-s | [Ee) :
8 \8)” ™8 \8'" " 1 _ ;)_m 1.3 ria]
8 3(8 93 &
: [ stogi e | [Xoa
4 3]_ e P IKI") 1 1 1
—- fl[—):'m-—=? |—~?]
’ ] 1 qa 4 z 4 v 4
- i{ |=tog, 5=-1 (Z -1)
3 ll‘|_,o Xy [11
1 f(1)=log,1=0 {1,0) 2 %2)" 3}2' 2
2 H2)=leg.2= (21
{ ) g, ] 1 g{‘ll—h}g,l-o |1.D|
< f{4)=log,4=2 (4.2) =
8 t(8)=log,8=3 (8.2) 2 9(2)=log, 2=~1 (2.-1)

A
“

a g(8)=lcg,.8=-3 (8.-3)

a(4)=log,4==2

Hustregdex Acor va de editone

Fonte: Souza, 2016, p. 169.

Analisando os graficos, tem-se que ambos cortam o eixo das abscissas no

ponto (1,0) e nunca interceptam o eixo das ordenadas. Além disso, f é crescente e a
. , . . Z 1
base do logaritmo € a =2, g é decrescente e a base do logaritmo é a = >

Generalizando, temos que para qualquer fungéo logaritmica f(x) = log,x, com a >
0e a # 1, segue que:

e seu grafico intersecta o eixo x no ponto (1,0) e ndo cruza o eixo y;



76

e f écrescente sea>1,o0useja, x; > x, © log,, > log,,;

e fédecrescentese 0 <a<1,ouseja, x; >x, © log,, <log,,.

Antes de estabelecer uma importante relacdo entre as func¢des logaritmica e
exponencial, € necessario que o discente tenha em méaos informacgdes adquiridas em

estudos anteriores, como descreveremos abaixo.

v" Funcéo Inversa: Dada uma funcgao bijetiva f: A — B, chama-se fungao inversa
de fafuncdo f~1:B —» Atalque, g(f(x)) =xe f(gly)) =y, paraxeEAdeyE
B.

v' Os graficos de uma funcéo e sua inversa sao simétricos em relagédo areta y =
X.

v' Funcédo Exponencial: é toda funcdo f: R - R’ tal que f(x) =a*, onde a é
um numero real positivo e a # 1.

v' A funcao exponencial é bijetiva.

Vale a propriedade f(x; + x,) = a*1™¥2 = g*1 . q*2 = f(x;) + f(x).

<

v' A funcado exponencial admite inversa.

De acordo com a analise dos livros didaticos, podemos perceber que, de modo
geral, ao descrever a relacéo entre as funcdes logaritmica e exponencial, expdem-se
os graficos e observa-se a simetria em relacéo a reta y = x. Assim, constando-se que
a funcéo logaritmica é inversa da exponencial, e vice-versa. A fim de ilustrar como o
topico € abordado em sala de aula, escolhemos o livro (3) pagina 194, como segue

abaixo.
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Figura 26 — Relacdo entre as func¢des logaritmica e exponencial

Uma relacao importante

Ja estudamos, na pagina 190, que os graficos de duas funcdes inversas sdo simétricos em relacao
a reta y = x (bissetriz dos quadrantes | e Ill). Observe os graficos das funcdes inversas f(x) = a* e g(x) =
= log, x a seguir:

a)a=1 b)0 <a<1

flx) =2

bissetriz

bissetriz

nsldrquiva da aditora

gix) = log, x

Banca de imagons! Arquiva da o ditors

Banco deimege

Observacao: Veja no grafico do item a (a = 1) que a funcdo exponencial cresce rapidamente, enquanto a
funcao logaritmica cresce muito lentamente.

Fonte: Dante, 2016, p. 194.

3.8 Logaritmo pela concepcdo geomeétrica

3.8.1 Introducédo

A relacédo entre os logaritmos e a area de uma faixa de hipérbole foi observada
por Grégoire de Saint-Vincent e Isaac Newton em 1647 e 1660, respectivamente.
Segundo, Lima (2016), embora na época néo tenham identificado de fato esta area
com os logaritmos naturais, muito menos tenham reconhecido o nimero e, seus
escritos nos revelam o quanto € antiga a concepcao geométrica dos logaritmos; além
disso revela-se natural, intuitiva e instrutiva por construir uma o6tima introducdo do
Célculo Integral.

De acordo com Soares (2017) a concepcao geomeétrica dos logaritmos néo é

utilizada nos livros didaticos do ensino médio. A partir dos livros analisados



78

anteriormente, constatou-se que essa afirmacéo se cumpre, visto que nenhum deles
abordou tal concepcéo.
A seguir, citaremos um trecho de Klein (1927), onde ele defende a concepcao

geométrica dos logaritmos j4 no ensino médio.

"O resultado dessas observacges relativas ao inicio do século XIX pode ser
resumido dizendo-se que a introducdo dos logaritmos naturais partindo
da quadratura da hipérbole tem o mesmo rigor que qualquer outro
método, com a vantagem, como temos assinalado, de superar a todos
em simplicidade e intuicdo. E indubitavel que este desenvolvimento
moderno passou de um modo estranho pelo ensino secundario sem
deixar qualquer vestigio fundamental (...)"” . (apud MIGUEL; MIORIM,
2002, p. 59)

O autor ainda relata a importancia de haver uma continuidade da forma em que
foi abordado um conteddo do ensino médio ao superior, para que este possa continuar
construindo a partir da base que fora adquirida no ensino que o antecede. Portanto,
introduzir os logaritmos no ensino médio sob a concepc¢cdo geomeétrica, na qual se
utiliza faixas retangulares sob uma hipérbole, auxiliaria no ensino superior a outros
procedimentos.

Lima (2016), defende a concepcao geométrica dos logaritmos por apresentar a
vantagem da simplicidade conceitual e técnica. Ele menciona que trabalhar com a
definicdo log,b = x & a* = b, proporciona trés inconvenientes destacados no trecho

a sequir.

“O primeiro inconveniente é que ela requer que se estudem
preliminarmente as propriedades da func@o exponencial, em particular que
se saiba o significado de a” quando y € irracional, e que se provem regras
como a¥-a? =a”Y*% para y, z € quaisquer. Tais preliminares envolvem
dificuldades técnicas que conduzem ao seguinte dilema: ou passar por cima
dessas dificuldades, fazendo de conta que elas nao existem - 0 que deixa a
desejar do ponto de vista de honestidade cientifica - ou esgotar a paciéncia
do aluno (ou leitor) com longos detalhes rebarbativos.

O segundo inconveniente da definicdo de logaritmos como expoente
€ que, tratando todas as bases da mesma maneira, ela ndo permite
apresentar espontaneamente o nimero e como uma base especial, que se
distinga naturalmente das demais. Como se sabe, e sera amplamente
mostrado neste texto, os logaritmos de base e surgem naturalmente em
problemas de origens as mais diversas, dai serem chamados de logaritmos
naturais. Na definicdo de logaritmo como expoente, 0 nimero e aparece
artificialmente.

O terceiro inconveniente da definicdo de logaritmo como expoente é
a dificuldade de se estabelecerem certas desigualdades fundamentais, como
por exemplo L(1 + x) < x (valida para logaritmos de base ¢), que é 6bvia na
definigdo geométrica.” (LIMA, 2016, p. x)
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Ainda segundo o autor, tais inconvenientes poderdo ser evitados quando
adotada a concepcdo geométrica. Ele aponta que a definicAo geométrica dos

logaritmos:

I.  Exige apenas o conceito de area de figura plana e da propriedade fundamental
L(x-y) =L(x)+ L(y), sendo esta resultado do fato de que a area de um
retdngulo se mante inalterada quando se multiplica e se divide,
respectivamente, sua base e altura pelo mesmo namero.

II.  Possibilita 0 nUmero e surgir mais naturalmente e os logaritmos definidos por
esse meio sdo de base e.

lll.  Definir L(1 + x) como area tornam as propriedades fundamentais, tais como

L(1 + x) < x, mais evidentes.

3.8.2 Definicao

A fim de expor de fato a concepcdo geométrica dos logaritmos, inicialmente
introduziremos a definicdo de area de uma faixa da hipérbole.
Considere o plano cartesiano e 0s pontos presentes nele representados pelos

pares ordenados (x,y), onde x e y sdo nimeros reais.
Seja o grafico da funcéo y = % para x > 0. Dados dois himeros positivos a e
b, como a < b, tome por faixa da hipérbole a regido limitada pelo pela funcdo f(x) =

1 . . . .~
> pelo eixo das abscissas e pelas retas x = a e y = b. Indicaremos tal regido do plano

por K?.
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Gréfico 1 — A regido hachurada é a faixa K?

Vs

Fonte: O autor, 2021.

Observe que a faixa da hipérbole é a regido formada pelos pontos (x,y) tais

1 .
uea<x<belO<y<-ousea,
y X

1
KC’{:{(x,y);anSbeOSyS;}

Agora, vamos expor como se calcula a area da faixa da hipérbole K?.

Faremos a decomposi¢éo do intervalo [a, b], por meio de pontos intermediarios,
em um numero finito de subintervalos justapostos, todos com 0 mesmo comprimento.
Em cada um dos intervalos [f, g] da decomposicéo, f < g, consideremos o retangulo

de altura 1/g. A reunido de todos esses retangulos inscritos forma um poligono

retangular inscrito na faixa K?. Deste modo, ao somar a area de cada um desses

retangulos, vamos obter o valor da area da faixa K2, aproximadamente por falta.
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Gréfico 2 — Intervalo [a, b] dividido em cinco retangulos de

mesma base

Vs

Fonte: O autor, 2021.

A fim de ilustrar como se da esse calculo, propomos os exemplos a seguir.
Considere a faixa K¢, ilustrada na figura a seguir. O intervalo [1, 6] sera dividido
em cinco subintervalos por meio dos pontos intermediarios 2, 3, 4 e 5. Deste modo,

obtemos um poligono retangular cuja area é dada pela soma da area dos cinco

retangulos de base 1 e alturas 1/2, 1/3, 1/4 e 1/5, respectivamente. Assim, segue:

(el (oo =Y o123 -

1 87~145
6 60 '
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Gréfico 3 — Aproximagdo por falta com 5 retadngulos para a
area da faixa K¢

Yi
]
1II
af
2 [
1l A
1. 31 .
4 1a—7ij--7- .
J f/
1
6
123456 hx

Fonte: O autor, 2021.

E importante ressaltar que quanto maior a divis&o do intervalo [1, 6], melhor sera

a aproximacao por falta da area da faixa K¢. Deste modo, ao dividirmos o intervalo
[1,6] em 10 subintervalos iguais por meio dos pontos 1/,, 2, 5/2, 3,7/5.4,%, 5e
11/, obtemos 10 retangulos todos de base 1/, e alturas 2, 1/,, 2/c, 1/5, 2/, 1/,,

2/s, 1/5, 2/,1€ 1/, respectivamente, como podemos verificar na figura a seguir. Da,
temos:

(1><2>+<1x1>+(1x2>+(1x1>+<1x2)+

2 2 72 275 2 73 2 7

+1x1>+(1x2>+(1x1>+(1x2)+<1x1)—

(2 4 279 275 2 11 2 "6/
1 1 1 1 1 1 62921

1 1 1
=ltytstetrtetot ot T 12 27720

= 2,26987
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Gréfico 4 — Aproximacao por falta com 10 retdngulos para a

area da faixa K¢

Y
ll"'.
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1l A
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, 4L:-33//;E;':' g
i1 r_/
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1529,
E_ZE_
2 2

Fonte: O autor, 2021.

3.8.3 Logaritmos naturais

A seguir definiremos o logaritmo natural, também conhecidos como logaritmos
neperianos, sob uma concepcdo geométrica. Usaremos como base bibliografica para
descrever este e dois proximos tdpicos a obra Logaritmos de Elon Lages Lima, do ano
de 2016.

O logaritmo natural de x, onde x € R}, € a area da faixa K{*. Deste modo, pela
definicdo e considerando In x para indicar logaritmo natural de x, quando x > 0, segue
Inx = Area (K{). Se 0 < x < 1 tomaremos Area (K¥) < 0. Em particular, para x = 1,

temos K um segmento de reta, tendo area igual a zero.
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Gréfico 5 —Inx é igual a area hachurada

Va

/4

1 X X

Fonte: O autor, 2021.

Como exemplo calculemos um valor aproximado para In3. O intervalo [1, 3]

sera dividido em dez subintervalos por meio dos pontos a seguir.

12 14 16 18 20 22 24 26 28 3

Os valores de 1/x guando x assume os valores dados, sdo aproximadamente:
0,888 0,714 0,625 0,555 0,500 0,454 0,416 0,384 0,357 0,333

Uma aproximacdao inferior de In3 é dada pela area do poligono retangular
inscrito na faixa K3, composta por dez retangulos todos de base 0,2 e alturas iguais

aos ultimos valores expostos acima. Assim,

(0,2 x0,888) + (0,2 x0,714) + (0,2 x 0,625) + (0,2 x 0,555) + (0,2 x 0,500)
+ (0,2 x 0,454) + (0,2 x 0,416) + (0,2 x 0,384) + (0,2 x 0,357)
+ (0,2 x 0,333) = 1,0452
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Deste modo, a area do poligono retangular € igual a 1,0452. Logo, o valor

aproximado por falta de In3 é 1,0452.

3.8.4 NUmero €

Antes de falarmos de fato da constante e, definiremos dois teoremas, omitindo

suas respectivas provas, deixamos a cargo do leitor.

Teorema 1: Toda funcao logaritmica f € sobrejetiva, ou seja, dado qualquer nimero

real a, existe um Unico nimero real positivo x tal que f(x) = a.

Teorema 2: A uma funcéo real Inx: R} — R tal que a cada numero real x > 0, que faz

a correspondéncia com seu logaritmo natural In x, € uma funcado logaritmica.

De acordo com o teorema 1, existe um Unico numero real positivo x tal que seu
logaritmo natural seja igual a 1, isto €, In x = 1. Este numero é representado pela letra
e, que é a base do sistema de logaritmos naturais. Portanto,

nx=1eox=c¢

Sabemos que pela definicdo geométrica os logaritmos naturais é a area da faixa

K. Deste modo, a faixa K;{ tem area igual a 1.
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Grafico 6 — Area Kf = 1

Ya

7)) g

Fonte: O autor, 2021.

Observe que, e > 1, pois numeros reais positivos menores que 1 tém
logaritmos negativos.

Calculando a area da faixa da K2, obtemos aproximadamente 0,6685, calculo
deixado a cargo do leitor. Vimos anteriormente que a area da faixa K é
aproximadamente 1,0452. Como K; tem éarea igual a 1, segue In2 < 1 < In3. Dali,

concluimos que 2 < e < 3.

3.8.5 Outras bases

E possivel definimos outros sistemas de logaritmos usando a faixa da &rea
sobre a hipérbole, ou seja, a concepcdo geométrica. Para isto, usaremos a hipérbole
y =t/,, onde t é uma constante positiva. Para cada t escolhido define-se um novo
sistema de logaritmos.

Sejam dois pontos a e b no eixo das abscissas. Considere a hipérbole y = t/,

e a faixa K[t]2 delimitada por ela, pelo eixo das abscissas e pelasretasy =a ey = b.
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Mostremos que a area de K[t]? é t vezes a area de K?.

Considere 0 mesmo namero de retdngulos de mesma base inscritos nas faixas
K[t]? e K2. Sabemos que a area de K2 por falta é determinada pela soma das areas
dos retangulos inscritos. Assim, dado um subintervalo [c,d] de [a, b], 0 retangulo de
base [c, d] inscrito na hipérbole y = 1/x tem altura 1/d e area (d- C)/d. Agora, um

retangulo de mesma base inscrito sob a hipérbole y = £/, tem altura £/, e area

t(d- C)/d. Logo, concluimos que a area do segundo € t vezes a do primeiro. Isto se

repetird em cada subintervalo de [a,b]. Portanto, a soma da area dos retangulos

inscritos em y = t/, é t vezes a soma dos retangulos inscritos em y = 1/x. Assim,
Areade K[t]} =t X Area de K?,

visto que sdo numeros reais com as mesmas aproximacoes inferiores.

Observe a figura a seguir, nela temos as hipérboles y = 1/x ey= 2/x. A area

da faixa K[2]5 € o dobro da area K?.

Grafico 7 — Area sob as faixas das hipérbolesy = 1/, e y = 2/,

delimitadas pelo eixo das abscissas e asretasy =a ey = b.

Y, ‘{Z%
‘r’=%

e
e
P ]

P
el

R R
o

Fonte: O autor, 2021.
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Sabemos que Inx = Area (K{) e Area de K[t]2 =t x Area de K}. Dai,
AreadeK[t]f =t X Areade K =t-Inx

Tomemos,
log, x = Area de K[t]¥

Assim, definimos um novo sistema de logaritmos para um dado t > 0. Como

Area de K[t]¥ =t - Inx, Ssegue:
logox=t-Inx

Se o numero a > 0 € base de um sistema de logaritmos, sabemos que log, a =

1. Deste modo,
logo,a=t -lna=1=>t=1/lna=>a=el/t

Comoy=1t/ret= 1/lna’ entdo y = 1/x Deste modo, definiremos log, x

Ina

como a area da faixa da hipérbole y = 1/x compreendida entre 1 e x.

Ina
E valido observar que ao fazer t >0 estamos considerando apenas 0s

. . 1
logaritmos com base a > 1, vistoque a = e /t. Para calcularmos log, x,onde 0 <a<
1, pela concepcao geométrica definida anteriormente, devemos observar que log,x =

— log:. Por exemplo, para determinar log: x, basta calcular — log,x.
a 2
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4 UMA PROPOSTA DE ENSINO E APRENDIZAGEM SOBRE OS LOGARITMOS

Com a pesquisa tedrica realizada até entédo e a analise dos livros didaticos do
ensino médio, observamos que o estudo dos logaritmos se dard de modo mais
satisfatorio, eficaz e envolvente para o discente quando desenvolvido através de
alguns pontos primordiais. Selecionamos quatro pontos principais necessarios para
tal estudo, que sédo a histéria dos logaritmos, a contextualiza¢ao e interdisciplinaridade
como ferramentas introdutérias, as novas tecnologias, utilizando calculadora e
computador com software, e sua concepgcdo geométrica, presentes nas atividades 1,
2, 3, 4 e 5, respectivamente.

Portanto, a presente proposta de ensino e aprendizagem possibilita ao docente
aplicar tais atividades em suas aulas sobre logaritmos, como o objetivo de enriquecé-
las e proporcionar um aprendizado mais significativo.

A seguir descreveremos cada uma das atividades, como elas deverdo ser
aplicadas e o que se deseja alcancar.

ATIVIDADE 1 - Esta atividade propde o passo inicial, o primeiro contato do
aluno com o tema logaritmo. Ela trabalha com a histéria dos logaritmos, os
fundamentos e contextos histdricos presentes na época de seu surgimento.

Como visto anteriormente, a historia da matematica é uma ferramenta
fundamental para o processo de ensino e aprendizagem. Através de fatos historicos,
o discente conhecera a origem do conceito a ser estudado, bem como o cenario social,
econdmico e cultural que impulsionaram seu desenvolvimento, percebera que ele é
um sujeito ativo de uma sociedade em constante transformacdes, reconhecera a
importancia da matematica no desenvolvimento tecnolégico e a relacdo desta com a
ciéncia ao longo do tempo.

Segundo Panagiotou (2011), a maioria dos autores limita-se a discussédo da
importancia de usar a histéria da matematica, enquanto um namero limitado de artigos
sugere um material, onde se tenha o uso da historia da matematica como ferramenta
didatica, para ser aplicado em sala de aula. Nesse sentido, a presente atividade
também propde ao docente uma forma de introduzir na pratica a histéria dos
logaritmos.

Panagiotou (2011) alerta que o aluno pode ndo entender como era dificil

realizar no passado, onde nao se tinha o sistema numérico adquado que dispomos na
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atualidade, as quatro operacdes aritméticas. Assim, ele enfatiza que uma forma de
fazer o discente compreender o problema e valorizar as conquistas obtidas no
passado, € envolvé-lo numa atividade em sala de aula com célculos, que envolvam
grandes nameros, antes da evolugdo dos algoritmos conhecidos.

Com a atividade 1 deseja-se que o discente tenha o contato com a historia dos
logaritmos, entenda o que antecedeu a ele, o método da prostaférese, o que
impulsionou de fato seu estudo e os métodos utilizados por Napier, 0 pioneiro nessa
tematica.

A primeira parte dessa atividade tratard do método da prostaférese. Para tal,
sera desenvolvida a multiplicacdo de 8 768 por 9 063 utilizando este método e
seguindo quatro passos. Utilizaremos conhecimentos basicos de trigonometria e uma
tabela trigonomeétrica fornecida na atividade.

Sera proposto ao aluno que calcule a multiplicacdo de 13 640 por 7 771,

seguindo os passos utilizados no exemplo. Espera-se que ele expresse,

13 640
COS A = > = 6820

cosB=7771

ou ainda,

cosA =0,6820
cosB=0,7771

Em seguida, o discente devera consultar a tabela trigonométrica, concluir que

A =47° e B = 39° e aplicar a identidade trigonométrica abaixo.

2cosAcosB = cos(A+ B) + cos(A — B)
2cos47°cos 39° = cos(47° + 39°) + cos(47° — 39°) = cos 86° + cos 8°

A fim de encontrar de fato a multiplicacdo desejada, o aluno consultara a tabela
para obter cos86° + cos8° = 0,0698 + 0,9903 = 1,0601. Ele dever& observar que 0s
dois numeros originalmente foram divididos por 10%, sendo necessario no final

multiplicar o valor encontrado por 108. Logo, concluira que o resultado da multiplicacéo
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de 13 640 por 7 771 € 106 010 000. Seguindo uma cronologia historica, a atividade 1
terd uma segunda parte, onde trataremos da histéria dos logaritmos.

E fato que, seguindo o curriculo de matematica do ensino médio, o aluno ainda
ndo teve contato com as progressodes aritméticas e geométricas, utilizadas para a
compreensao das sequéncias adotadas por Napier em seu método para calcular os
logaritmos. Deste modo, a presente atividade, lanca um exemplo simples, exigindo
apenas conhecimentos prévios de poténcias, para que o discente entenda de forma
superficial como eram calculados os logaritmos.

Por meio de uma relacdo entre duas sequéncias, (1,2,3,4,56,::-) e
(a',a? a3, a* a® a® ), almeja-se que o aluno entenda que a multiplicacdo de
numeros positivos corresponde a uma adicdo, uma vez que se representarmos 0sS
numeros em forma de poténcias e for feita sua associacdo com seus expoentes, que
seriam somados, obtendo um namero que daria a correspondéncia ao resultado final.
Em termos matematicos, calcular o produto de dois nimeros A-B, emque A=a™ e
B = a™, significa calcular a soma m + n, que vemde A-B = a™ - a" = a™*". Uma vez
encontrado o resultado de m + n, consulta-se a tabela fornecida e encontra-se a
correspondéncia deste numero, o qual seria o resultado desejado.

Apdés um exemplo apresentado, sera proposta ao aluno, no item a), que
calcule 9 -2 187 fazendo uso do método apresentado. Pretende-se que ele consulte

a tabela fornecida e siga o raciocinio abaixo, obtendo o resultado da multiplicacao.

72 coluna 92 coluna
da tabela da tabela

N '

9 -2187 =32-37 =32"7 =39 =19683

U Repete-se a base 3

€ Ss0mam-Sse 0S

22 coluna expoentes.
da tabela

No item b), deseja-se que o discente complete a tabela com as poténcias de 3,
311 =177 147, 312 =531441, 33 =1594 323, 31* = 4782969 e 3> = 14 348 907.
Com base nos dados obtidos neste item, o aluno respondera o item c). Deseja-se que

ele calcule 2 187 - 6 561, seguindo o raciocinio a seguir.
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72 coluna 152 coluna
da tabela da tabela

N N

21876561 =37 -38 =37%8 = 315 = 14348 907

‘_'_,‘_v_’

\_/ Repete-se a base 3

mam-
Foolna ST
da tabela P '

ATIVIDADE 2 — Esta atividade tem por objetivo iniciar o estudo dos logaritmos
por meio de um exemplo real, um acontecimento atual, que foi vivenciado direta ou
indiretamente por pessoas do todo o mundo, sendo assim, um assunto presente no
cotidiano do aluno. Usar um tema de extrema importancia para introduzir logaritmo,
ajuda ao aluno dar mais significado e utilidade ao conteudo além de despertar o
interesse em adquiri-lo.

Como mencionado anteriormente, os Parametros Curriculares Nacionais do
Ensino Médio (1999), defendem que para mais de aplicar conhecimentos matematicos
em situacdes reais, faz-se necessario promover a relagéo destes com outras areas de
conhecimentos. E nessa dinamica que a presente atividade também se desenvolve,
pois trabalhar a matematica pautada no tema da pandemia da COVID-19, faz com que
esta se associe com a historia, biologia e com a prépria matematica, quando faz uso
de conteudos vistos em anos anteriores.

No desenvolver da atividade 2, até o item c, almeja-se que o discente chegue
a P, = P,(1,02)". E valido ressaltar que s&o necessarios conhecimentos basicos de
porcentagem, uma vez que a taxa de contaminacao é de 2%. Com auxilio do professor

o aluno devera seguir uma linha de pensamento, mostrada na tabela abaixo.

Tabela 1 — Raciocinio almejado com os itens a), b) e c) da atividade 2

Dias Numero de pessoas contaminadas
Inicio P,
1°dla P1:P0+P0'0,02:P0(1,02)1

20 dla Pz = P]_ + Pl b 0,02 = P1(1,02)1 = P0(1,02)1 b (1,02)1 = P0(1,02)2
30 dla P3 = Pz + Pz b 0,02 = P2(1,02)1 = P0(1,02)2 b (1,02)1 = P0(1,02)3
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°0dia [P, =P;+ Py-0,02 = P5(1,02) = Py(1,02)% - (1,02) = Py(1,02)*
50 dia P, =P, + P,- 0,02 = P,(1,02)! = P,(1,02)* - (1,02)! = P,(1,02)5

EnéSImO dla P‘l’l = Pn—l + Pn—l b 0,02 = Pn_1(1,02)1 = P0(1,02)n_1 - (1,02)1
= Py(1,02)"

Uma vez chegando a férmula B, = P,(1,02)", o préximo item tem por objetivo
que o] aluno chegue a equacao exponencial
(1,02)" = 5, uma vez que se pede para determinar em quantos dias o nimero de

contaminados ira quintuplicar, seguindo o raciocinio:

PTl = 5 b PO
P5(1,02)" =5 - Py
(1,02)" =5

E sabido que o aluno de ensino médio adquire primeiramente 0s
conhecimentos de funcéo e equacao exponencial antes de ser introduzido o estudo
dos logaritmos. Deste modo, neste ponto da atividade, referente ao item d), ele ndo
encontrara forma de resolver essa equacao exponencial obtida com conhecimento
prévios, pois para resolver uma equacdo exponencial é necessario reduzir os dois
lados da igualdade a poténcias de mesma base. Assim, o docente devera auxilia-lo a
observar que se faz necessarios a detencdo mais conhecimentos, que no caso sao
acerca dos logaritmos.

Na atualidade o ensino da matematica deve ser desenvolvido com auxilio de
recursos tecnoldgicos, pois dessa forma o aluno desenvolvera uma linguagem e
comunicacdo com o mundo ao qual esta inserido. Nesse contexto, de inserir a
tecnologia no processo de ensino aprendizagem que as atividades 3 e 4 serdo
propostas.

O PCNEM (1999) nos aponta que calculadoras e computadores além de
possibilitar a compreensdo e representacdo de graficos, permitem trabalhar com

dados reais e proporcionam a articulacdo das areas de conhecimento. Como vimos
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anteriormente, eles se destacam no estudo dos logaritmos, visto que possibilitam
calculos de forma rapida e precisa, bem como a utilizagéo de softwares.

ATIVIDADE 3 — Tem por objetivo introduzir a calculadora, um instrumento das
novas tecnologias, no estudo dos logaritmos. Ela poder& ser aplicada pelo docente
em suas aulas sobre os logaritmos, apds o estudo dos conceitos iniciais, célculo e as
propriedades, visto que sdo conhecimentos prévios a atividade em questdo. Nela
trabalharemos com uma calculadora cientifica simples que disponha da tecla log. E
valido ressaltar que muitos celulares da atualidade possuem aplicativo de calculadora
com essa funcgdo. Portanto, caso o aluno ndo possua de fato uma calculadora, seria
interessante oferecer-lhe a oportunidade de usar seu préprio celular.

Essa atividade se divide em quatro exemplos, e para cada, um desafio onde o
aluno ira seguir seus passos. O exemplo 1 tem por objetivo que o discente constate
gue é possivel fazer o calculo de logaritmos de numeros inteiros e decimais utilizando
a funcéo log de sua calculadora. No desafio referente a esse exemplo, espera-se que
o aluno encontre, seguindo 0s passos apresentados, log47 = 1,672098 e

log 3,59 = 0,555094. Ja4 no exemplo 2, antes de usar a calculadora para obter o valor

r
do logaritmo desejado, faz-se necessario a aplicacdo das propriedades YMP = M4 e

log, MY = N .log, M . No desafio correspondente, espera-se que o discente escreva,

1
log 3/3,49 = log(3,49)s = - .log 3,49,

com o auxilio da calculadora finalize encontrando log 3,49 e dividindo o resultado por

3. Portanto, obtendo log /3,49 = 0,180942.

Prosseguimos com o exemplo 3, nele é necessario fazer a mudanca da base 3

- l M .
para a 10 utilizando log, M = l‘;“‘;—“b. No desafio, espera-se que o aluno chegue a,
a

099 ~ 6599856,

log2 ~—

log, 95 =
Finalizamos com o exemplo 4, onde € necessario aplicar a propriedade
loga%z logs M —log, N para depois utlizar a calculadora. No desafio

correspondente, é apresentada uma questéo, extraida de Dante (2016), onde deseja-
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se calcular o pH de uma solucéo cuja contragdo de H;0% é 4,5.107° mol/L. Para

alcancar este objetivo, o discente devera seguir 0s passos abaixo.

1
S _ s B .
45. 10-5> log1—10g4,5.107% = log1— (log4,5 + log 10°)

=logl—(log45—-5. log10)

pH = log(

Neste momento, seria interessante que o professor, com auxilio da calculadora,
constatasse com seus alunos que o logaritmo de um é sempre zero e que logaritmo
de um numero na mesma base do numero é igual a um. Para finalizar, o discente
calculara log 4,5 = 0,653213 e, fazendo as operacdes com os valores encontrados,

resultara em,

pH = log (4‘5 ) = 4346787 .

ATIVIDADE 4 — A presente atividade trabalhara com o software GeoGebra.
Esse software matematico € gratuito e possibilita trabalhar com algebra, geometria,
célculos, graficos e tabelas de modo dinamico. Com ele pretendemos possibilitar ao
aluno uma analise precisa do grafico da funcao logaritmica e transparecer sua relacéao
com o grafico da funcéo exponencial.

A atividade 4 podera ser aplicada por docentes em suas praticas de ensino
guando se desejar trabalhar com o grafico da funcao logaritmica. Deste modo, faz-se
necessario o estudo prévio dos topicos que o antecede, como a definicdo dos
logaritmos, consequéncias, propriedades, equacéo e funcéo logaritmica. E importante
observar que, a presente atividade segue como modelo inspirador uma atividade de
Dante (2016), que consta na analise do livro 3.

Nessa atividade é necessario que a escola disponha de um laboratério de
informatica com computadores. A priori 0 docente deverd se certificar se 0s
computadores possuem instalados o software GeoGebra. Caso ndo o tenham é
possivel baixa-lo gratuitamente no site https://www.geogebra.org/download?lang=pt.
A versao utilizada foi a GeoGebra Classico 6.

A realizacdo do item a) tem por objetivo a construcéo e analise do grafico da

funcdo logaritmica. Nele, o professor podera explorar com os alunos o fato da
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fungdoy = log,x, com a>0 e a=#1, nesse exemplo uma fungao crescente,
intersecta o eixo das abscissas no ponto (1,0), ndo corta o eixo das ordenadas, e que
o ponto (x,y) pertence ao grafico quando satisfaz y = log,x.

Ao fazer os itens f), g) e h), espera-se que os discentes percebam o
comportamento da fungédo exponencial, que os pontos dados pertencem a ele e que
seu zero é dado no ponto (0,1). Ja o item i), com a construcdo do grafico de h(x) = x,
sera 0 passo intermediario para se chegar a relacdo existente entre a funcéo
exponencial e logaritmica, visto que duas funcdes inversas sdo simétricas em relacéo
a bissetriz do 1° e 3° quadrantes do plano cartesiano. A conclusédo final de que as
funcdes logaritmica e exponencial sdo inversas sera o objetivo almejado no item j).

Finalizando a atividade, o item |) ajudara o aluno a ver o comportamento de
uma fungao logaritmica decrescente, confirmar que seu grafico também cruza o eixo
das abscissas no ponto (1, 0), observar sua inversa e confirmar com mais um exemplo
a relagdo entre as duas fungdes.

Contudo, a atividade 4 busca analisar o comportamento do grafico da funcao
logaritmica e sua relagcdo com a exponencial de forma mais dinamica, utilizando uma
ferramenta que as novas tecnologias dispdem, trazendo a atualidade para a sala de
aula e fazendo com que o aluno encontre mais significado no que esta aprendendo
em matematica.

Como foi constatado anteriormente, muitos autores defendem a concepcao
geométrica dos logaritmos. Embora ela seja pouco utilizada no ensino médio, Lima
(2016) afirma que esta se revela uma ponte valiosa para introduzir o Calculo Integral.
Além de proporcionar uma continuidade do que € visto no ensino médio ao superior,
este método, de utilizar faixas retangulares sob uma hipérbole para introduzir os
logaritmos, contém o mesmo rigor que qualquer outro, porém se revela simples e
intuitivo.

Por outro lado, na analise dos livros didaticos, podemos constatar que o
conteudo de logaritmo sempre € posterior ao de exponencial. Desta forma, definir os
logaritmos como expoente, ou seja, por log,b =x & a* =b , ndo causa tanta
estranheza aos discentes. Assim, também havera uma conexao entre os dois temas.

Porém, isso ndo anula a importancia de se trabalhar a concepcédo geomeétrica
no ensino médio. Dar o aluno a oportunidade de ampliar seus conhecimentos quanto
ao tema, para que assim, ele possa escolher o que lhe cabe melhor, o que é de

extrema importancia no processo de ensino e aprendizagem. Para aqueles, por
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exemplo, que optarem no ensino superior pela area de exatas, tera uma bagagem
importante no estudo de célculo, quando visto no ensino que o antecede a concepgao
geomeétrica dos logaritmos.

ATIVIDADE 5 — Defendemos a importancia de o docente trabalhar a concepcao
geométrica, mesmo que a outra seja instrumento introdutério para o estudo dos
logaritmos. Seguindo essa ideia, a atividade 5 se propde. Ela podera ser utilizada
pelo professor em suas préticas de ensino apés ao estudo dos logaritmos, como esta
presente nos livros didaticos do ensino médio, para ampliar os conhecimentos de seus
alunos, possibilitando-os adquirir tal conhecimento sob outra concepcao.

Como na atividade 4, esta utilizaré laboratério de informéatica com o software
GeoGebra instalado nos computadores. O software esta disponivel para download
gratuitamente no site https://www.geogebra.org/download?lang=pt e versao utilizada
neste trabalho foi GeoGebra Classico 6.

A priori, a atividade 5 orienta a construcdo do grafico da funcdo f(x) = 1/,,
para x > 0. E valido observar com os alunos que esta é a funcéo da hipérbole para
valores x > 0 e que o grafico obtido € o seu ramo positivo.

Em seguida, do item c) ao f), o aluno construird as retas r:x =1 e t:y =4,
determinara a area da regido K; e achara os pontos de intersecéo da fungédo com as
retas. Com esta sequéncia, espera-se que o discente conclua que dados dois

nimeros positivos a e b, como a < b, a faixa da hipérbole K? é a regi&o limitada pelo

pela funcéo f(x) = % pelo eixo das abscissas e pelas retas x = a e y = b, ou ainda,

KC?:{(x,y);anSbeOSyS%}.

Dos itens g) ao j), o objetivo é a compreensao, construcdo e célculo da area da
regido S, composta pelos retangulos inscritos em K3, concluir Area (Kj) > Area (S) e
gue quanto maior o numero de retangulos inscritos, menor sera a diferenca entre as
areas. Generalizando, o professor deverd induzir que para todo S, sempre teremos
Area (K*) > Area (S).

Nesta parte da atividade o aluno estara preparado para a compreensdo da
definicdo de logaritmo natural sob a concepcdo geométrica. Deseja-se que ele
compreenda In4 = Area (K;") e que reforce o conhecimento adquirido com o célculo

de In7, no item k.
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A presente atividade se limitara ao célculo do logaritmo natural pelo GeoGebra.
O professor podera propor ao aluno que calcule manualmente a area de Area (S), nos
dois exemplos, e que constate que este valor € aproximado, ndo chegara aos
encontrados pelo software. Além disso, fica a critério do docente estender o estudo
dos logaritmos sobre a concepgédo geométrica.

E valido ressaltar que embora essa atividade utilize as fungdes Integral e Soma
de Riemann Inferior no GeoGebra, tais assuntos ndo serdo abordados, pois ela é
direcionada aos alunos do ensino médio. Porém, cabe ao professor comentar com
seus discentes a titulo de curiosidade.

As atividades 1, 2, 3, 4 e 5 encontam-se nos apéndices A, B, C, D e E.
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CONSIDERACOES FINAIS

O surgimento da matematica originalmente esta relacionado a vida cotidiana
do homem, e a sobrevivéncia deste, por sua vez, estd associada ao seu
desenvolvimento de conceitos matematicos (Boyer, 1974). Estudar a mateméatica vai
além de memorizar férmulas e conteddos. Se ela surge em meio a um contexto social,
expressando os anseios de uma determinada época, faz-se necessario que seu
estudo se justifigue por meio dessa historia. S6 assim, o aluno entenderd o que
antecedeu ao assunto a ser estudado, tomando-o de significado e langando a ideia
gue a matematica € uma ciéncia em transformacgéo.

O estudo dos logaritmos € de extrema importancia. Um conteddo que muitas
vezes € introduzido e apresentado, aos alunos de ensino médio, de modo mecanico,
limita todo o potencial historico e atual que ele representa.

Neste trabalho, com o estudo historico dos logaritmos, pode-se constatar que
seu surgimento ocorreu pela busca de meios que facilitassem os calculos que sugiram
com o desenvolvimento da Astronomia e da Navegacéo, ocorrido no século XVI.
Apesar dos pioneiros neste estudo, Napier e Bulrgi, terem como objetivo criar uma
ferramenta facilitadora de calculos, ao logo da historia dos logaritmos, com trabalhos
desenvolvidos por outros matematicos e as necessidades da sociedade em cada
época, 0s objetivos e métodos foram se modificando e chegando ao que conhecemos
na atualidade. Fato que expfe o0 quanto a matematica € uma ciéncia em
transformacéao e que surge e se modifica para atender os desejos de uma sociedade.

N&o apenas defender a utilizacdo da histéria da matematica, mas sim buscar
formas de trabalha-la em sala de aula € um ponto primordial. InGmeros sao os
beneficios que esta ferramenta pode proporcionar no seu estudo. Com os logaritmos
esta percepcédo nao é diferente, como pode-se constatar ao decorrer dessa pesquisa.
Ja mencionava Panagiotou (2011), que recapitulando a histéria dos logaritmos o aluno
reconhecerd sua importancia. De acordo com o autor, histéria é capaz de despertar o
interesse do aluno pela aprendizagem, a pesquisa e investigacdo; mostrar a
importancia, utilidade e valor da matematica, motivando o seu estudo; eliminar a
percepcdo de que a mateméatica é para génios, pois percebe que sua histéria é
pautada por tentativas, erros e acertos, fazendo com que o aluno perceba que néo é

o Unico a encontrar problemas, aumentando assim, sua confianga e perseveranca.
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Na cultura escolar brasileira, pode-se constatar que o logaritmo esti presente
h& muito tempo e que percorreu 0os campos aritmético, algébrico e algébrico-funcional.
Este dltimo, o qual esta presente nos livros didaticos da atualidade, evidencia a
relacéo dos logaritmos a fendmenos naturais. E importante observar, que por anos a
relacdo fundamental entre os logaritmos e a fungéo exponencial ndo foi enfatizada,
eles eram vistos separadamente, pertenciam a “gavetas” diferentes no curriculo
escolar. Vale salientar que nao ha estudos abrangente que compare esta situacgao,
histérica e atual, do Brasil com a de outros paises.

Com o tempo, os logaritmos perderam sua esséncia inicial e apresentam-se na
atualidade como uma ferramenta valiosa para estudar e modelar fen6menos naturais,
aproximam-se das novas tecnologias. Por documentos oficiais, foi possivel constatar
gue instrumentos tecnologicos, como computador e calculadora, sédo importantes no
estudo dos logaritmos e de toda a matematica.

Os logaritmos, por estarem relacionados a fenémenos fisicos, quimicos,
biologicos e econbmicos, proporcionam facilmente uma interacdo entre as diversas
areas de conhecimento e varios contextos sociais, propiciando um ensino pautado na
interdisciplinaridade e na contextualizacdo, fundamentais ao processo de ensino e
aprendizagem.

Essa pesquisa enriqueceu-se muito com a analise dos logaritmos nos livros
didaticos, pois desse modo, pode-se constatar como tal assunto esta sendo abordado
em sala de aula. Com ela pode-se concluir que logaritmos estdo quase que
predominantemente presentes entre os topicos funcdo exponencial e progressoes.
Com essa andlise conclui-se que os livros didaticos trabalham a interdisciplinaridade
e a contextualizacéo, por meio de exemplos e exercicios. A histdria dos logaritmos
guando abordada é vista resumidamente e nem sempre inicia tal assunto. Ja as novas
tecnologias sdo pouco abordadas no estudo do tépico em questdo, vista em sua
maioria como exemplo ou exercicio.

Com a presente pesquisa verificou-se que a concepcado geométrica dos
logaritmos € pouco utilizada no ensino médio. Klein (1927) e Lima (2016) sédo autores
gue defendem esta concepcao por ser simples e de facil compreenséo, além de ser
uma o6tima introducéo ao Calculo Integral. Adotar esse método elimina a necessidade
de se ter conhecimentos prévios de propriedades da funcdo exponencial, possibilita

apresentar o numero e e algumas desigualdades de forma natural (LIMA, 2016).
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A proposta de ensino e aprendizagem se deu por meio do que constatamos
com a pesquisa tedrica e a andlise dos livros didaticos. As atividades que as compdem
foram desenvolvidas com o objetivo de propor algo que se possa trabalhar de forma
simples e envolvente, aos olhos dos alunos, os quatro pontos que julgamos
primordiais no estudo dos logaritmos. As atividades buscam um modo préatico do
professor trabalhar os logaritmos com seus alunos utilizando a sua histéria, as novas
tecnologias, sua concep¢do geométrica, a contextualizacao e a interdisciplinaridade.

Diante de toda a presente pesquisa espera-se que ela possibilite ao professor
formas ampliar sua abordagem didatica sobre logaritmos, tornando o seu estudo mais
significativo e atrativo para os discentes. As atividades apresentadas certamente
contribuirdo para se desenvolver em sala de aula uma abordagem concreta dos
logaritmos pautada em sua historia, utilizando recursos tecnolégicos, abordando sua
concepcdo geometrica, trabalhando também a contextualizacdo e a
interdisciplinaridade.

Para pesquisas posteriores a partir desta, uma sugestdo seria aplicar as
atividades em sala de aula, gerar e analisar os resultados fazendo um comparativo do
ensino dos logaritmos dado de forma direta, com exposicdo dos conceitos, e outra
utilizando a presente proposta. Além deste trabalho, poderdo ser analisados livros de
acordo com o novo ensino médio, verificando como os alunos irdo estudar os
logaritmos a partir de agora. Além disso, visto que a atividade 2, que apresenta um
texto sobre a Covid-19, tenha sido desenvolvida antes de muitos acontecimentos que
ocorreram sobre tal doenca, seria interessante que ela fosse atualizada, para que

assim o aluno possa ter informag¢des mais precisas.
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APENDICE A - Atividade 1

Os logaritmos e sua historia

Na atualidade resolver contas de multiplicacdes e divisbes se revela uma tarefa
facil e rapida, pois dispomos de instrumentos tecnoldgicos, como calculadoras e
computadores, que nos auxiliam. Vocé sabia que nem sempre foi assim, que a alguns
séculos atras essa tarefa era ardua e demorada? Vamos embarcar em uma viagem
histérica que nos revelara como e porque surgiram os logaritmos.

No século XVI se deu o desenvolvimento da Astronomia e da Navegacéo, com
isto, ocorreu o surgimento de calculos de dificeis resolucéo. Resolver calculos
presentes em estudos astrondémicos da época como, por exemplo,
2,794753.1,981042 ou 2,794753 : 1,981042, tomava tempo e eram bem custosos.
Desta forma, despertou-se o desejo de descobrir formas de facilitar essa tarefa.

Antes do surgimento dos logaritmos, entre o final do século XVI e comeco do
século XVII, utilizava-se um método para simplificar calculos que ficou conhecido por
prostaférese, vem do grego prosthesis e apharesis que significam adicao e subtracéo.
Tal método transformava multiplicacdo (divisdo) em adicdo (subtracdo) utilizando

férmulas trigonomeétricas, como as descritas a seguir.

2cosAcosB = cos(A+ B) + cos(A — B)
2senAcosB =sen(4 + B) + sen(4 — B)
2cosAsenB = sen(4 + B) — sen(A — B)
2senAsenB = cos(A — B) — cos(A + B)

Vocé gostaria de entender como esses céalculos aconteciam?
Utilizando notacdo moderna, vamos construir um exemplo de como calculavam

a multiplicacdo naquela época através das formulas trigonométricas.

Calcule a multiplicacdo 8 768 por 9 063 utilizando o método da prostaférese de
acordo com os passos abaixo.
Passo 1: Atribua aos valores 8 768 e 9 063 o cosseno de angulos

desconhecidos, como cos A e cosB, respectivamente. Observe que em todas as
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formulas trigonomeétricas expostas anteriormente, tém-se 2 cos A cos B. Desta forma,

para se calcular cos A cos B, adote cos A como a metade de 8 768.

8768
COSA = T= 4 384

cosB=9063

Passo 2: Consulte a tabela trigonométrica abaixo e obtenha os &ngulos A e B.
Como a tabela é utilizada atualmente, vamos colocar uma virgula antes de cada
ndamero para encontrarmos valores proximos. Desta forma, encontraremos A e B,
sendo cos4 = 0,4384 e cosB = 0,9063 .

A = 64°
B = 25°

Passo 3: Utilize a identidade trigonométrica abaixo, substituindo A = 64°e B =
25°.
2cosAcosB = cos(A + B) + cos(4 — B)
2 cos 64° cos 25° = cos(64° + 25°) + cos(64° — 25°) = cos 89° + cos 39°

Passo 4: Consulte novamente a tabela fornecida e descubra quanto vale
cos 89°+cos 39°.
c0os 89°+ cos39°=0,0175+0,7771 = 0,7946
Observe que os nimeros originalmente foram divididos por 10*. Deste modo,

8768 x9063 = (0,8768 x 10*) x (0,9063 x 10*) = (0,8768 x 0,9063) x 108

Portanto, para chegar ao resultado final é necessario multiplicar o valor
encontrado por 108. Logo, o produto de 8 768 por 9 063 que é 79 460 000.

Agora, seguindo os passos realizados para a multiplicagdo pelo método da

Prostaférese e com auxilio do professor, calcule o produto de 13 640 por 7 771.



Angulos em Graus  Seno Cosseno Angulos em Graus ~ Seno Cosseno Tangente
1° 0,0175 0,0008 48° 07183 0,6047 1,0355
2° 0,0349 0,0004 47 07314 0,8820 1,0724
3° 0,0523 0,0088 48 07431 0,6691 1,1108
4° 0,0808 0,80878 4g° 0,7547 0,6561 1,1504
52 0,0872 0,0082 50° 0,7660 064238 1,1918
6° 0,1045 0,8045 51° 07771 0,6293 1,2349
7 0,1218 0,8025 52° 0,7880 08157 1,2799
g 0,132 0,0003 53° 0,7086 06018 1,3270
e 0,1564 08877 54° 0.8080 0,5878 1,3764
10° 0,1736 00842 55° 0.8102 0,5738 1,4281
11° 0,1008 0,8818 56° 0,8200 0,55082 1,4828
12¢ 0,2079 0.e781 57 0,8387 0,5448 1,5309
13° 0,2250 08744 58° 0.8480 0,5299 1,6003
14° 0,2418 0,8703 5g° 0.8572 0,5150 1,6643
15¢ 0,2588 0,0659 80° 0.8660 0,5000 1,7321
16* 0,2756 0,8613 g1 0.8748 0,4843 1,8040
17° 0,2024 0,8563 g82° 0.8829 0,4695 1,8807
18° 0,2080 0,8511 83° 0,8010 0,4540 1,8628
18° 0,3256 0,8455 64* 0.80838 0,4384 2,0503
20° 0.,2420 0,8397 as® 0,8063 0,4228 2,1445
21* 0,2584 0,8338 gg*® 0,8135 0,4087 2,2460
22° 03746 08272 a7 0,8205 0,2807 2,3558
23 0,3807 0,8205 gs8* 08272 0,3748 2,4751
24° 0.4067 0,8135 g6e* 0,8338 0,3584 2,6051
25° 0,4226 0,2063 70° 0,8397 0,3420 2,7475
28° 0,4284 0,8083 71 0,8455 0,2258 2,0042
27° 0,4540 0,2010 72° 0,851 0,3090 3,0777
28° 0,4805 0,8829 73 0,9563 02024 3,2709
2g° 0,4848 0,8748 74° 0,8613 0,2758 3,4874
30° 0,5000 0,8660 75° 0,8659 0,2538 37321
31 0,5150 0,8572 76° 0,8703 0,2419 4,0108
32 0,5209 0,8480 77 0,8744 0,2250 43315
33 0,5446 0,8387 78° 0,8781 0,2079 4,7048
34 0,5502 0,8290 78° 0.8818 0,1008 5,1448
35° 0,5738 0.8192 80 0,8848 0,1738 56713
38 0,5873 0,8000 81 0,8877 0,1564 6,3138
37 06018 0,7988 82* 0,8003 0,1302 7.1154
38 0.6157 0,7880 83 0,8825 0,1218 8,1443
3g* 0,6203 07771 34 0,8845 0,1045 05144
40° 0,6428 0,7660 a5 0.8862 0,0872 11,4301
41 0.6561 0,7547 85* 0,9876 0,0693 14,3007
42* 0.,6801 0,7431 a7 0,0086 0,0523 18,0811
43° 0.6820 07314 a8 0,0004 0,0349 28,8383
44 0.6047 0,7193 8e° 0,8008 0,0175 57,2900
45° 0,707 0,7071 20° 1 0 w3

Tabela trigonométrica

Extraida do site Proenem, acessado em 21/09/20.
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E foi nessa tematica, com o objetivo de simplificar calculos, que os matematicos
Jost BUrgi (1552-1632) e John Napier (1552-1632), de forma simultanea e
independentes, desenvolveram estudos e apresentaram trabalhos sobre a teoria dos

logaritmos.
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Devido a suas publicacdes e convivio no meio académico na época (LIMA,
2016), Napier tornou-se pioneiro no estudo dos logaritmos, e apds 20 anos de
dedicacao, no ano de 1614, publicou sua primeira obra o livro Mirifici Logarithmorum
Canonis Decriptio (Descricdo da Maravilhosa Regra dos Logaritmos). Nesta obra
constavam tabelas de logaritmos e explicac6es de como utiliza-las.

A ideia de Napier era associar os termos de duas sequéncias. Por meio de um
exemplo simples, vamos ver como isso acontecia. Considere as duas sequéncias
(1,2,3,4,5,6,---) e (at,a? a3 a*a®ab ). Associaremos os termos das duas
sequéncias, de forma a relacionar o produto de dois nUmeros quaisquer da segunda
sequéncia, a™ - a™ = a™*™", a soma de dois nimeros da primeira, m + n. Considere a

tabela a seqguir.

3 9 27 81 243 729 2187 | 6561 | 19683 | 59 049

Observe que na tabela apresentada anteriormente, os nimeros da segunda
linha podem ser representados por poténcias de base 3 e expoente igual ao niumero
correspondente da primeira linha. Deste modo, representaremos 0s numeros positivos

da segunda linha como poténcias de base 3.

3 4 5 6 7 8 9 10
3 9 27 81 243 729 2187 6561 | 19683 | 59 049
31 32 33 34 35 36 37 38 39 310

Agora, vamos calcular o produto 81 -729. Esses nimeros correspondem aos
nameros 4 e 6 na primeira linha da tabela. Assim, multiplicar 81 - 729 corresponde a
somar 4 + 6 = 10, que representa o niumero 59 049 na segunda linha da tabela, que
€ o resultado da multiplicacdo apresentada. A fim de entender melhor a associacéo
feita, segue o esquema abaixo onde utiliza-se as poténcias presentes na terceira linha

da tabela acima.
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62 coluna 102 coluna
da tabela da tabela

N N

81 -729=_3j-36=34+6=310=59049

U Repete-se a base 3

€ somam-Se 0S

42 coluna expoentes.
da tabela

Vamos exercitar o método usado por Napier para calcular as multiplicacdes?
Responda as atividades a seguir.

a) Utilizando o mesmo método apresentado acima, faca a multiplicacéo 9 - 2 187.

b) Complete a tabela a seguir calculando as poténcias de base 3.

3 9 27 81 243 729 2187 | 6561 | 19683 | 59049

C) Utilizando a tabela obtida no item anterior, calcule a multiplicacdo 2 187 -
6 561.

E importante observar que a sequéncia de poténcias de base 3, utilizada no
exemplo anterior, ndo foi a utilizada por Napier, ele usou uma sequéncia onde seus
termos eram bem préximos uns dos outros.

A publicacdo da primeira obra de Napier sobre logaritmos, despertou o
interesse de muitos estudiosos da época, que proporcionaram aperfeicoamentos aos
métodos publicados por ele. Um fato importante ocorreu em 1615, onde o professor
de Oxford, Henry Briggs (1561-1631), visitou Napier na Escocia e o propds o uso de
poténcia de base dez em seu método.

Ao longo da histéria dos logaritmos, até chegar ao que estudamos na
atualidade, diversos matematicos e estudiosos deram suas contribui¢des. Isso nos
revela que a ciéncia esta em constante transformacao e que é o resultado dos desejos

e necessidades encontradas pela sociedade que compdem cada época da historia.
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APENDICE B - Atividade 2

A Covid-19

Desde 2020, o mundo vem sendo devastado por um virus denominado SARS-
CoV-2, causador da doenga Covid-19. Possivelmente originario da cidade de Wuhan
na China, os primeiros relatos se deram em 31/12/2019 e j&a nas primeiras semanas
apresentaram um crescimento exponencial com taxa de transmisséo de 2,75%.

Com letalidade global de 3,4%, o coronavirus (Covid-19) se mostrou de grande
risco para os idosos e pessoas com doencas crdnicas. Este ultimo grupo que
representa de 25 a 50% dos infectados, apresentou taxas de mortalidade superiores
comparado as pessoas inicialmente saudaveis. Como por exemplo, pessoas
contaminadas que possuiam cancer apresentaram taxa de mortalidade de 5,6%, os
hipertensos de 6%, doencas respiratorias cronicas de 6,3%, diabetes de 7,3% e
doencas cardiovasculares de 10,5%.

Por ser uma doenca nova, nao se sabe ao certo todos os sintomas da Covid-
19. De 70-80% dos infectados sdo assintomaticos, porém, 0s sintomaticos
apresentaram tosse (65-80%), febre (45-85%), dispneia (30-40%) e sintomas

gastrointestinais (10%)*.

A transmissdo do novo coronavirus se da por meio de contato préximo de uma
pessoa com outra infectada. O aperto de mao, goticulas de saliva, espirros, tosse,
catarro, objetos ou superficies contaminadas, tais como celulares, mesas, talheres,
macanetas, brinquedos, teclados de computador, entre outras, sdo meios da
transmissao do virus.

De acordo com o Ministério da Saude, para se prevenir da Covid-19 é
necessario utilizar mascara em todos os ambientes, lavar as mados com frequéncia
utilizando sab&o ou alcool em gel 70%, cobrir 0 nariz e a boca com um len¢o ou parte
inferior do cotovelo ao tossir e respirar, manter distancia de um metro entre pessoas
em lugares publicos e de convivio social, higienizar os objetos que séo utilizados com

frequéncia, manter ambientes limpos e ventilados, dormir bem e manter uma

! Informagbes obtidas no site: sanarmed.com/coronavirus-origem-sinais-sintomas-achados-
tratamentos, acesso em 13/01/2021.
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alimentacdo saudavel. Para aquelas pessoas que estiverem doentes, evitar contato
préximo com outras pessoas, principalmente aquelas com doencas cronicas e idosos.

A forma de identificar a magnitude do novo coronavirus em uma populacgéo se
da por meio dos testes. Para enfrentar o virus, a Organizacdo Mundial da Saude
(OMS) recomenda a testagem num maior numero possivel de pessoas. Desta forma,
tanto os governantes quanto os profissionais de saude identificardo a dimenséo real
da propagacdao desse virus na sociedade, bem como, identificar os assintomaticos, a
transmissao do virus por via area e faixa etaria.

Sao dois os tipos principais de testes para a Covid-19. O RT_PCR ou teste
molecular, analisado em laboratério, ele tem duracdo de aproximadamente duas horas
para produzir o resultado e pesquisa a presenca do Acido ribonucleico (RNA) viral. O
outro € o teste sorologico rapido, que pesquisa a presenca de anticorpos contra o virus
e tem duracdo de 20 min para oferecer o resultado?

Desde o inicio da pandemia houve uma corrida de cientistas em todo o mundo
para a descoberta de vacinas que combatessem a COVIID-19. De acordo com a OMS
(Organizacdo Mundial de Saude), todas as vacinas desenvolvidas tem por objetivo
ensinar o sistema imunologico do corpo a reconhecer e bloquear com seguranca o
virus que causa essa doenca. Em 15 de fevereiro de 2021 a OMS emitiu uma Lista de
Uso de Emergéncia (EULs) para duas versdes da vacina AstraZeneca / Oxford
COVID-193.

Com base no site G1, com atualizacdo em 24/02/2021, o Brasil registrava 10
326 008 casos de COVID-19 e 250 079 mortos*. Além dos milhares de brasileiros
mortos, a pandemia gerou no Brasil uma grande crise econémica, afetando grandes
setores como comércio, servicos e industrias.

Vejamos a seguir uma situacao que envolve o tema abordado no texto anterior
e 0 estudo dos logaritmos.

A taxa de crescimento diaria dos contaminados pelo Covid-19 de uma certa

populacéo € de 2%. Considere P, a quantidade inicial de pessoas contaminadas.

2 https://portal.fiocruz.br/noticia/testes-para-covid-19-como-sao-e-quando-devem-ser-
feitos#: ~:text=Existem%20dois%20tipos%20principais%20de,duas¥%20horas%20para%200%20re
sultado, acesso em 13/01/2021.
3 https://www.who.int/news-room/g-a-detail/coronavirus-disease-(covid-19)-
vaccines?adgroupsurvey={adgroupsurvey}&gclid=Cj0KCQIiAst2BBhDJARIsAG02ldXzhJleuJJLIVM
ct4hUr8Xe40KhrBMbO7_puyEHMudxUYgFIOknbxAaAsZ EALw_wcB, acesso em 25/02/21.
https://especiais.gl.globo.com/bemestar/coronavirus/estados-brasil-mortes-casos-media-movel/,
acesso em 25/02/2021.

4
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Com base nas informag0es apresentadas e considerando B, a quantidade de
contaminados no dia n, responda:
a) Qual o nimero de contaminados no primeiro dia (P,;) em funcédo de P,? E no

segundo dia (P,)?

b) Seguindo a mesma linha de raciocinio do item anterior, complete a tabela a

seqguir.

Dias Numero de pessoas contaminadas
Inicio P,

1° dia P, =

2° dia P, =

3°dia P; =

4° dia P, =

5° dia Ps =

C) Se P, representa o numero de contaminados no enésimo dia e seguindo 0s
mesmos passos dos itens anteriores, vocé consegue determinar a formula que o

representa?

Vocé conseguiu concluir com item anterior que B, = P,(1,02)"? Se sim, vocé

esta pronto para continuar. Se ndo, peca auxilio de seu professor.

d) Agora com através da formula obtida B, = P,(1,02)", determine em quantos

dias a quantidade inicial P, de contaminados ira quintuplicar?

e) Vocé conseguiu responder o item anterior? Se ndo, o que te impossibilitou?
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APENDICE C - Atividade 3
Os logaritmos e a calculadora

Com auxilio de uma calculadora cientifica vamos calcular os logaritmos
decimais e também com outras bases. Observe os exemplos a seguir e responda as

questdes propostas.

EXEMPLO 1: Neste exemplo vamos utilizar a funcdo log da calculadora. Ela nos
permite calcular o logaritmo decimal de um numero dado, seja inteiro ou decimal.
Vamos calcular log 24. Para isto, selecione a tecla log, digite 24 e selecione a tecla
=, obtendo o resultado aproximado 1,380211. Logo, log 24 = 1,380211.

Agora é com vocé!

Calcule log 47 e log 3,59 seguindo os mesmos passos do exemplo acima.

EXEMPLO 2: Vamos calcular log Y/7,36. Antes de usarmos a calculadora, € preciso

aplicarmos as propriedades abaixo.

p
YMP = M4 e log, MY = N .log, M
Dai,

11
log /7,36 = log(7,36)5 = = -log7.36

Agora, selecione atecla log, digite 7,36 e aperte =, obtendo o valor aproximado
0,866878. Finalize dividindo o valor encontrado por 5 e obtendo 0,173376. Logo,
log ¥/7,36 = 0,173376.

Agora é com vocé!

Calcule log ¥/3,49 seguindo os mesmos passos do exemplo 2.

EXEMPLO 3: Calcularemos log; 872. Para isso, devemos fazer a mudanca de base

para a base 10 aplicando a propriedade a sequir.

log, M

log, M = log. b
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Assim,

log 872

log; 872 = l0g 3

Prosseguindo, selecione na calculadora log, digite 872 e aperte =,
encontrando aproximadamente 2,940516. Em seguida, selecione log, 3 e =,
encontrando o valor aproximado 0,477121. Por fim, divida os dois valores obtidos,
encontrando 6,163038. Logo, log; 872 = 6,163038.

Agora é com vocé!

Calcule log, 95 de acordo com o exemplo 3.

EXEMPLO 4: Calcule log%. Para tal, utilizaremos a propriedade abaixo.

M
logaﬁ =log,M —log, N
Dali,
2
loggz log2 —1log5

Agora, com o auxilio da calculadora, calculemos log 2, log5 e a diferenca entre
os valores encontrados. Selecione log, o nimero 2 e =, obtendo 0,301029. Depois

selecione log, o numero 5 e =, obtendo 0,698970. Finalize subtraindo os valores
encontrados temos — 0,397940. Logo, log% = —0,397940.

Agora é com vocé!

O pH de uma solucédo é p logaritmo decimal do inverso da concentracdo de
H;0%. Qual é o pH de uma solugédo cuja concentracdo de H;0% € 4,5.107° mol/L?
(Questéao extraida de Dante, 2016)
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APENDICE D - Atividade 4
O gréfico da funcao logaritmica e sua inversa no GeoGebra

Vamos utilizar o software GeoGebra para estudarmos o grafico da funcdo
logaritmica e entendermos qual é sua relacdo com o grafico da fungédo exponencial.
a) Construa o grafico da fungéo f(x) = log;x no GeoGebra, seguindo os passos

abaixo.

Passo 1: Abra o aplicativo.
ApOs abri-lo vocé encontrara a seguinte tela:

€ GeoGebra Classic

A0 LN e Q
+

1

Captura da tela inicial.
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Passo 2: Digite no campo “Entrada”, que se localiza no canto superior esquerdo, a

funcdo f(x) =log(3,x), que corresponde a f(x) =logs;x, e clique em “Enter” no

teclado.

€ GeoGebra Classic

oA / ’;, I’_‘:- ) &
@

f(x) = logs(x)

+

o
TP

-5

f

Captura da tela do passo 2 / item a.

Lo (>

b) Vocé consegue identificar o zero da funcdo? Vamos determina-lo no grafico

realizando o passo 1:

Passo 1: Afuncéo f(x) ndo é polinomial, sendo assim, no GeoGebra, para determinar

o zero da funcao é preciso estipular um intervalo. Adotaremos o intervalo [0,50]. No

campo de “Entrada” digite raiz [f, 0, 50].

€ GeoGebra Classic

Do

Q 1 = lomi)
@ A= FReelio50)

= (1,0

+

f

Captura da tela do passo 1/ item b.
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) Qual ponto foi obtido no gréfico encontrado no item anterior? Vocé sabia que o
grafico da fungdo y = log,x, com a >0 e a # 1, intersecta o eixo X no ponto de
coordenadas (1,0) e nunca corta o eixo Y? Discuta esses fatos com seus colegas e
professor.

d) Insira os pontos B = (3,1), € =(9,2), D =(1/3,—-1) e E = (1/9,-2) através
do passo que segue.

Passo 1: No campo “Entrada” insira cada um dos pontos por vez e clique em “Enter”,

a cada ponto digitado.

€2 GeoGebra Classic - X
A PO0 4L N 2 Q=
Q f(x) = logs(x) Y s @
@ = Raiz(f, 0,50) %
- (10) .
O B-(31 3
Q c=(0.2 pA

o
[
N
W=
|
L
N
Lod
o
\

L P (>

f

Captura da tela do passo 1/ item d.

e) Analise o grafico obtido no item anterior e diga se pontos dados pertencem a
ele. Discuta as respostas com os outros alunos e peca auxilio do professor, caso

necessario.

f) Agora, vamos construir o grafico da funcao exponencial g(x) = 3*.

Passo 1: Digite no campo “Entrada”, que se localiza no canto superior esquerdo, a

funcdo g(x) = 3”x, que corresponde a g(x) = 3%, e aperte “Enter”.
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£ GeolGebra Classic - X
Rl 004N = Q =
Q f(x) = logs(x) A 6 @
@ A = Raiz(f,0,50) 5
) :
Q@ B-031
3
O c=(02 -
2
1
o o-(r) 1 /
— (0.33,-1) A
g e -2 -7 -5 -5 n -3 2 0 ﬁ 2 3 4 5 5 7 8 9
E- (3.72) Ll
O 9
— (0.11, -2) S
(@) g(x) = 3
3 N
+
)
5 Q

-6

f

Captura da tela do passo 1/ item f.

9) Insira os pontos F = (0,1), 6 =(1,3), H=(2,9), I =(-1,1/3) e J =(-2,1/9)

através do passo que segue.

Passo 1: No campo “Entrada” insira cada um dos pontos por vez e clique em “Enter”,

a cada ponto digitado.

€ GeoGebra Classic
Blé s 004N =
-
Y
o °-(G '

m
I
c —
o=
|
8]
RN . =

g -14 -2 -0 - -5

@ © 0 @

o

G
C
2
F B
.
J A
g 2 3 5 B 10 2 14
P

-2 0
f
-2
-1
~
-5
Q
'

Captura da tela do passo 1/ item g.

h) Analise o gréfico obtido no item anterior e diga se pontos dados pertencem a

ele. Discuta as respostas com 0s outros alunos e pega auxilio do professor, caso

necessario.
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i) Sabemos que duas fungdes inversas sdo simétricas em relagdo a bissetriz do
1° e 3° quadrantes do plano cartesiano. Assim, vamos construir a funcéo bissetriz
h(x) = x.

Passo 1: Digite no campo “Entrada”, que se localiza no canto superior esquerdo, a

funcdo h(x) = x e clique em “Enter”.

€3 GeoGebra Classic — bd
AP O LN 2 Q =
— (0.33,-1) 7 - r'y
: H
@ F- (3'*2) :
— (011, -2)
O =3 s
O F=(01
Q -3 /’3 r
Q H-(29) i 2l /,,://
1
. 21
0] I = (*1, 3) g -1a -12 -10 8 & ) 2 :(' 2 4 5 8 10 12 1
— (-1,0.33) ,5
1 f
O Jl= (—2,5 T "
— (-2,0.11)
O h(x) = x 7 Q,
+
3 yl + f
Captura da tela do passo 1/ itemi.
)] Analisando os gréficos plotados e os pontos neles marcados, o que vocé pode

concluir em relacdo as funcdes logaritmicas e exponenciais? Discuta a resposta com

0s outros alunos e o professor.

k) Agora, seguindo os passos realizados para a construcao dos graficos nos itens

anteriores, construa, no GeoGebra, o grafico da funcéo logaritmica i(x) = log: x, de
3

X
sua inversa j(x) = (g) e da bissetriz h(x) = x.
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2 GeofGebra Classic - X
(K] &~ L OO 4L N = % Q =
@ i(x) = logy(x) N ! 5 @&
© - (3) : :
Q h(x) = x 4
+ 3
H .
s Q
=5 Q
: i -
Captura da tela do item j.
) Analisando os graficos obtidos no item anterior, vocé consegue obter as

mesmas conclusdes obtidas anteriormente com 0s outros graficos?
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APENDICE E - Atividade 5
A concepgdo geomeétrica dos logaritmos

A concepcgdo geométrica dos logaritmos sera abordada com o auxilio do
software GeoGebra.
a) Sejaafuncao f(x) = 1 x» parax > 0. Seguindo os passos abaixo, construa seu
grafico.
Passo 1: Abra o aplicativo.

ApOs abri-lo vocé encontrara a seguinte tela:

€ GeoGebra Classic

A0 LN e Q
+

1

Captura da tela inicial.
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Passo 2: Digite no campo “Entrada”, que se localiza no canto superior

esquerdo, a fungéo f(x) = 1/x, x > 0, e clique em “Enter” no teclado.

o)
f(x):%, (x>0) A

o
A OO LN S Q
Q@

+

L
Jol

Captura da tela do passo 2 / item a.

b) Vocé sabia que este é o ramo positivo do grafico de uma hipérbole? Discuta

esse fato com seus colegas e professores.

C) Sejam 0s numeros positivos 1 e 4. Trace asretas r:x =1 e t:x =4, sob o

grafico obtido no item a.

Passo 1: No campo “Entrada” insira r: x = 1 e clique em “Enter” no teclado.

Passo 2: No campo “Entrada” insira t: x = 4 e clique em “Enter”.
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Captura da telado passo 1 e 2 /item c.

d) Considere K; a regido da faixa hipérbole limitada pela a fungdo f(x) = 1/x,

pelo eixo das abscissas e pelas retas r: x = 1 e t: y = 4. Determinar sua area.

Passo 1: No campo “Entrada” insira Integral [f,1,4] e selecione “Enter”. A funcéo
integral calculara a area desejada. Observe o valor da area aparecera no grafico.
Podemos alterar as configuracdes dessa area, como por exemplo, mudar a cor
e estilo. Vamos alterar a cor para azul e estilo tracejado, como expresso no passo 2.
Passo 2: Clique com o botao direito do mouse e selecione “Configuragbes”. Agora,
clique em “Cor” e selecione o azul. Depois, clique em “Estilo”, selecione a opgao

“Tracejado” em “Preenchimento”.
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a = Integral(f, 1,4)

— 139

>

05

P (P

Captura da tela do passo 1 e 2 / item d.

e) Considere, Area (K;) = a. Qual o valor da area obtida no item anterior?

f) Determine os pontos de intersecéo da funcéao f com as retas r e t, seguindo 0s

passos abaixo.

Passo 1: Na parte superior da tela, selecione a ferramenta ,f “Intersecgao de
Dois Objetos”. Cligue no grafico onde se localiza o ponto de intersecdo de
fungéo f e r. Note que aparecera o ponto A de coordenadas (1,1).

Passo 2: Selecione novamente a ferramenta “Interse¢cao de Dois Objetos” e clique no
gréfico onde se localiza o ponto de intersecéo de funcéo f e t. Note que aparecera o
ponto B de coordenadas (4, 0,24).
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Captura da tela do passo 1 e 2/ item f.

Observe que os pontos A = (1,1) e B = (4,0,25) equivalem a A = (1,%) eB =

(4, i), pois pertencem ao grafico de f.
De forma geral, dados dois niUmeros positivos a e b, como a < b, a faixa
da hipérbole K? ¢ a regifo limitada pelo pela funcéo f(x) = i pelo eixo das abscissas
e pelas retas x = a e y = b. Esta regido é formada pelos pontos (x, y) tais que a <

1 .
beeOSyS;,ouseja,

1
K5={(X,y);anSbe0§y§;}

0) Agora, iremos inscrever quatro retangulos na regido K? e calcular a soma de

suas areas. Para tal, usaremos a funcdo Soma de Riemann Inferior, do seguinte modo:

Passo 1: No campo “Entrada” insira SomaDeRiemanninferior [f,1,4,4] e selecione

“Enter”. Observe que [f, 1,4,4] especifica a funcéo f, o intervalo [1,4] e o niUmero de

retangulos inscritos.
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Captura da tela do passo 1/ item g.
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h) Denotaremos por S a regido composta pelos retangulos. Assim, b = Area (S).

Qual é a area obtida no item g?

i) Qual é a menor, Area (S) ou Area (KH?

)] Utilizando os mesmos passos do item g, inscreva dez retangulos na regido K;

e calcule a area dessa nova regido. Qual é a area obtida?

€ GeoGebra Classic

(R] A~ L OO &N =2 %

f
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¢ = SomaDeRiemannlnferior(f, 1,4, 10) °
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Captura da tela do item j.
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Observe que guanto maior a quantidade de triangulos inscritos na regido Ky,
menor sera a diferenca entre suas areas. Porém, Area (S) sempre sera menor que

Area (K}"). De forma geral,
Area (K{*) > Area (S),paratodo S
Vocé sabia que a area de K{* é o logaritmo natural de x , para x € R%;? Quando
calculamos Area (K} estavamos calculando o logaritmo natural de quatro, ou seja,
In 4.
k) Utilizando o GeoGebra calcule In 7.
Passo 1: Digite no campo “Entrada”, que se localiza no canto superior esquerdo, a

funcdo f(x) = 1/x, x > 0, e clique em “Enter” no teclado.

Passo 2: No campo “Entrada” insira Integral [f,1,7] e selecione “Enter”.

£ GeolGebra Classic - X

AP0 O LN 2 Q =
35§ f

@ )=, (x>0) N @

O a = Integral(f,1,7) *

— 1.95 25
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Captura da tela do item k.



