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RESUMO

LAU DE ALMEIDA, M. Modelagem epidemiologica com um modelo SIR estocdstico
utilizando Cadeia de Markov de tempo continuo. 2020. 75 f. Dissertacao (Mestrado em
Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

Na modelagem epidemiolégica, a implementacao de modelos matematicos e suas
respectivas simulacoes computacionais sao ferramentas vantajosas para estimar carac-
teristicas acerca da propagacao de doencas infecciosas. Um dos modelos amplamente
utilizados nessa modelagem é o Suscetivel-Infectado-Recuperado (SIR), proposto por Ker-
mack e McKendrik em 1927, utilizando uma abordagem deterministica. Nesta dissertacgao,
¢ apresentado o modelo SIR com uma abordagem estocéstica, utilizando Cadeia de Mar-
kov de Tempo Continuo. A modelagem estocastica permite inserir aleatoriedades nos
parametros do modelo e, dessa forma, analisar situacoes nao previstas pelo modelo de-
terministico. Isto traz algumas vantagens como o acesso a distribuicoes de probabilidade
de algumas propriedades que sao exclusivas do modelo estocastico. No presente traba-
lho, é feita uma revisao bibliografica atualizada e apresenta-se o embasamento tedrico da
modelagem estocastica usando Cadeias de Markov. Uma adaptacao do modelo SIR es-
tocéstico usando Cadeia de Markov de Tempo Continuo (SIR CTMC) é considerada para
duas situagoes epidemioldgicas, um surto de Sarampo na Ilha Grande, Brasil, em 1976, e
a pandemia de COVID-19 no estado do Rio de Janeiro, Brasil, em 2020. Sao realizadas
simulagoes computacionais usando a liguagem Python, a partir das quais é efetuada uma
comparacao entre os modelos deterministico e estocastico. Nas simulagoes sao utilizados
valores dos parametros reportados na literatura. Desta forma, tem sido possivel validar
o modelo estocastico e algumas das suas vantagens ficam em evidéncia.

Palavras-chave: Modelagem epidemioldgica estocastica. Modelos compartimentais.
Cadeias de Markov. Modelo SIR CTMC.



ABSTRACT

LAU DE ALMEIDA, M. Epidemiological Modeling with a Stochastic SIR Model using
Continuous Time Markov Chain. 2020. 75 f. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias
Computacionais) — Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade do Estado do
Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

In epidemiological modeling, the implementation of mathematical models and their
respective computer simulations are advantageous tools for estimating characteristics
about the spread of infectious diseases. A well-known and widely used model for this
aim is the Susceptible-Infected-Recovered (SIR), proposed by Kermack and McKendrick
in 1927, by using a deterministic approach. In this dissertation, the SIR model is presented
with a stochastic approach, using Continuous Time Markov Chain. Stochastic modeling
allows to insert some randomness into the model’s parameters and, thus, analyze situa-
tions that are not foreseen by the deterministic model. It brings some advantages such
as the access to probability distributions for some properties that are exclusive to the
stochastic model. In the present work, an updated bibliographic review is made and the
theoretical background of stochastic modeling using Markov Chains is given. An adapta-
tion of the stochastic SIR model using Continuous Time Markov Chain (SIR CTMC) is
considered for two epidemiological situations, a measles outbreak in Ilha Grande, Brazil,
in 1976, and the COVID-19 pandemic in the state of Rio de Janeiro, Brazil, in 2020.
Computer simulations are performed using the Python language, from which a compari-
son is made between the deterministic and stochastic models. In the simulations, values
of the parameters reported in the literature are used. In this way, it has been possible to
validate the stochastic model and some of its advantages are in evidence.

Keywords: Epidemiological stochastic models. Compartmental models. Markov Chains.

CTMC SIR Model.
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INTRODUCAO

A epidemiologia pode ser definida como a ciéncia que é voltada para o estudo das
causas, da evolugao e da distribuicdo das doengas em populagoes [1]. Inicialmente, a
epidemiologia preocupava-se somente com doencas infecciosas, porém, seus estudos foram
ampliados, incluindo também outros agravos a saude. Através desses estudos podem-se
implementar estratégias de prevencao e controle das doencas, sendo o objetivo geral da
epidemiologia obter medidas para a melhoria da satide da populagao [2].

Na epidemiologia matematica o interesse em modelar doencas infecciosas tem como
objetivo geral melhorar as estratégias de prevencao e controle, assim como auxiliar gover-
nos e agentes de saide na tomada de decisao. Os modelos matematicos sao ferramentas
importantes para realizar a andlise da propagacao e de controle de doencas infecciosas.
Sao usados para comparar, planejar, implementar e otimizar programas de detecgao, pre-
vencao e controle. Estimar a duracao de uma epidemia e o nimero de pessoas que pode
adoecer é um dos objetivos mais importantes na modelagem epidemiologica matematica.
Além dos modelos, simulacoes computacionais também sao tteis para construir e testar
teorias e determinar a sensibilidade a mudancas nos valores dos parametros. A modela-
gem epidemioldgica pode contribuir para fazer previsoes gerais e estimar as incertezas nas
previsoes [3].

Os modelos para predi¢ao e andlise da propagacao de doencas podem ser deter-
ministicos ou estocasticos. Nos modelos deterministicos o processo epidémico é represen-
tado por equacgoes diferenciais ordinarias, que sao utilizadas para descrever a evolugao
temporal da doenca, dada uma condicao inicial, e é possivel controlar os fatores que mo-
delam esse processo, como, por exemplo, o termo de transmissao da doenca, definido na
Secao 1.3. Com isso, é possivel prever resultados precisos de acordo com esses fatores.
Uma forma de modelagem deterministica extensivamente usada sao os modelos com-
partimentais. Esses modelos dividem a populagao em classes (ou compartimentos), que
representam os varios estados da doenca de acordo com o modelo utilizado. Os estados
podem ser, entre outros, de (S)uscetiveis, (I)nfectados, (R)ecuperados, (Q)uarentenados,
usando-se a primeira letra da palavra para representar um compartimento especifico.
Maiores detalhes serao apresentados na proxima segao.

Por outra parte, a modelagem estocastica fornece uma abordagem importante para
o estudo de fenomenos naturais. Quando essa modelagem é aplicada a descricao de pro-
blemas da biologia, em particular a modelagem epidemioldgica, permite estudar compor-
tamentos e fazer conclusoes que nao seriam possiveis com uma modelagem deterministica,
pois estimam as distribuicoes de probabilidade dos resultados possiveis. Os modelos es-
tocasticos sao ferramentas que permitem inserir uma certa aleatoriedade nos parametros

estudados. Por exemplo, através dos modelos estocasticos pode-se falar da probabilidade
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de surto de uma epidemia ou probabilidade de extincao, ao invés de tratar essas situagoes
como totalmente certas a partir de modelos deterministicos. Pode-se também considerar
efeitos sobre os quais nao temos conhecimentos suficiente ou que podem ser aleatorios,
permitindo, dessa forma, uma modelagem mais realista [4]. Nessa categoria, encontram-
se fundamentalmente dois tipos de modelos: os modelos compartimentais, considerando
cada classe antes indicada como uma variavel aleatéria e, modelos baseados em equagoes
diferenciais estocasticas. Geralmente sao usados em populacoes pequenas devido ao alto
custo computacional para tratd-los. [4].

O objetivo geral do trabalho é o estudo de modelos compartimentais estocésticos,
do ponto de vista analitico e computacional.

Serd considerado o modelo SIR (Suscetiveis-Infectados-Recuperados), proposto por
Kermack e McKendrick [5] e muito utilizado em modelagem epidemiolégica [6, 7, 8], vi-
sando fazer uma introducao a teoria da modelagem estocastica e analisar o comportamento
desse modelo na descricao da evolugao de epidemias. No trabalho sera apresentado o mo-
delo SIR deterministico, modelado por equacoes diferenciais. O modelo servira de base
para a compreensao da modelagem e da extensao ao modelo estocastico. Serd apresentada
a sua versao estocéstica através do uso de Cadeias de Markov [9].

Uma outra pratica comum nas simulacoes em dinamica estocéstica é baseada em
Simulagoes de Monte Carlo [10]. O presente trabalho tem também por objetivo o estudo e
desenvolvimento de estratégias computacionais para realizar a simulacao dessa dinamica
estocastica usando a metodologia dos modelos compartimentais. Para verificacao dos
resultados, vamos estabelecer uma comparacao com aqueles obtidos pela simulacao dos
modelos compartimentais deterministicos. Em geral, a simulacao da dinamica de sistemas
estocdsticos tem um custo computacional muito elevado, dada a necessidade de multiplas
repeticoes para realizar uma estatistica valida. No caso dos modelos compartimentais, por
outra parte, o custo computacional é ainda maior, pelas razoes acima descritas. Nesse
trabalho, vamos formular e implementar rotinas para a simulacao da dinamica estocastica
na linguagem Python.

A dissertacao estd organizada em cinco capitulos, sendo apresentada, no primeiro, a
origem da epidemiologia matematica, bem como alguns conceitos e termos epidemiolégicos
utilizados no decorrer do trabalho. No Capitulo 2, uma revisao de conceitos basicos de pro-
babilidade, variaveis aleatorias e uma introdugao aos processos estocasticos sera realizada.
Na sequéncia, sera feito um estudo sobre Cadeia de Markov de Tempo Continuo, processo
no qual foi baseada a construcao do modelo estocastico. No Capitulo 4 apresentam-se con-
ceitos importantes das versoes deterministica e estocastica do modelo SIR. No Capitulo 5,
sao apresentados os resultados do trabalho realizado, seguido pelas Conclusoes. Por fim,

uma abordagem preliminar do modelo compartimental SIQR é apresentada no Apéndice.
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1 EPIDEMIOLOGIA MATEMATICA

A epidemiologia é definida como o estudo de fatores que geram a frequéncia e a
distribuigao das doengas em populagdes [11]. O estudo é realizado em grupos de pessoas,
podendo ser um grupo pequeno mas, na maioria das vezes, em uma populagao numerosa.
A aplicacao desse estudo é utilizada no controle de doencas, visando propor medidas
especificas de prevencao, controle e erradicacao das doencas, fornecendo indicadores que
servem para planejar, administrar e avaliar acoes realizadas para promover a saude da

populagao [12].

1.1 Origem da Epidemiologia Matematica

A histéria da epidemiologia acompanha a histéria da medicina, especialmente da
medicina preventiva, entao nao ha certeza de quando e quem foi o primeiro a definir essa
ciéncia. Devido a esse fato, considera-se que Hipéerates (460 — 377 a.C), conhecido como
o “pai da medicina”, deu inicio as principais bases para os estudos epidemiolégicos. Para
ele, as doencas poderiam ser descritas através de perspectivas racionais, como fatores
climaticos, raciais e do meio onde as pessoas viviam, contrastando com as ideias que
existiam naquela época, que explicavam as doengas por argumentos sobrenaturais [1, 13].

Ja na Idade Moderna, John Graunt (1620 — 1674) identificou diferencas na morta-
lidade de grupos populacionais de acordo com o sexo e com o lugar de residéncia. Com
isso, conduziu os primeiros estudos analiticos de estatistica vital [14]. Um marco im-
portante na valorizacao da matematica como suporte para o estudo e entendimento no
campo cientifico da satide se deve a Daniel Bernoulli (1700 — 1782) que estabeleceu a
primeira modelagem matematica da propagacao de doencas infecciosas. Bernoulli dedu-
ziu férmulas para estimar os anos de vida ganhos pela vacinacao contra a variola e para
avaliar o custo-beneficio em intervencoes clinicas. Os parametros definidos por ele sao
utilizados ainda hoje para examinar rumos de epidemias [1, 15].

Estimado por sua pesquisa minuciosa sobre célera, John Snow (1813 — 1858) é
considerado o “pai da epidemiologia moderna”. Sua pesquisa sobre a célera, em Londres,
se baseou na teoria de que a doenca havia sido transmitida a partir de 4gua contaminada.
Ele analisou a dgua que era distribuida por duas companhias e observou que as pessoas que
recebiam agua por elas eram contaminadas com a doenga. Esse trabalho ficou conhecido
como um experimento natural [14]. Muitos conceitos, abordagens e métodos utilizados
por Snow sao uteis em estudos epidemioldgicos recentes [16].

Ronald Ross (1857 —1932) comegou seu estudo sobre a dinamica da transmissao da

malaria em 1892 e realizou um experimento para justificar que a propagacao da doenca
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era dada através de mosquitos, o que foi concretizado em 1897. Também formulou a
hipdtese de que ocorreria a extin¢ao natural da doenca se existisse um valor limite para
a densidade de mosquitos [17]. Essa hip6tese foi um prentincio do Teorema do Limiar,
proposto por Kermack e McKendrick em 1927 [5].

No inicio do século XX foram formuladas teorias especificas sobre a transmissao
de doengas infecciosas. William Hamer (1862 — 1936), em 1906, propos a curva epidémica
do sarampo e desenvolveu a expressao matematica tendo por base a sua “teoria mecanica
de nimeros e densidade”. Hamer definiu que uma epidemia se desenvolve através do
numero de suscetiveis e de infectados e da taxa de contato entre eles, o que resultou em
um dos conceitos mais importantes na epidemiologia matematica, o principio de agao de
massas [18]. Por sua parte, Wade Hampton Frost (1880 — 1938) foi quem introduziu o
elemento estocdastico nas curvas epidémicas, possibilitando com isso uma excelente diver-
sificacao dos objetos de investigacao da epidemiologia e uma impactante ampliacao da
aplicabilidade de seus conhecimentos [18]. Frost ficou bastante conhecido também pelo
desenvolvimento do modelo Reed-Frost para transmissao de doencas infecciosas, em par-
ceria com Lowell Jacob Reed (1886 — 1966), e também pelo estudo do desenvolvimento
da imunidade por rebanho [14].

No entanto, foi a partir do final da Segunda Guerra Mundial que a metodologia
epidemioldgica obteve um intenso desenvolvimento, com o auxilio da estatistica, propi-
ciado pelo aparecimento de computadores. Dessa forma, a aplicacdo da epidemiologia

consegue se estender a diversos agravos a satde.

1.2 Conceitos Basicos da Epidemiologia

Na dinamica populacional de doencas infecciosas, os objetivos sao impedir o pro-
gresso de uma epidemia, compreender quais razoes levaram a ocorréncia dessa epidemia
e também adotar medidas preventivas para evitar que novas ocorréncias acontecam.

A seguir, relacionam-se os principais termos epidemioldgicos que serao usados no

decorrer do trabalho.

agente infeccioso: agente bioldgico capaz de produzir infecgao ou doenca infec-

ciosa.

endemia: doenca infecciosa que ocorre habitualmente.

epidemia: propagacao de uma doenga infecciosa acima do que seria teoricamente
esperado.

hospedeiro: organismo simples ou complexo, incluindo o homem, capaz de ser
infectado por um agente especifico.

incidéncia: nimero de novos casos surgidos em uma determinada populacao em
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um determinado intervalo de tempo.

infecgao: reproducao de um agente em seu hospedeiro podendo haver ou nao
doenga.

infectado: hospedeiro que tem uma infeccao.

pandemia: propagacao mundial de uma doenca infecciosa. Termo utilizado
quando uma epidemia ocorre em diferentes continentes.

periodo latente: é o intervalo de tempo que transcorre desde que se produz a
infeccao até que a pessoa se torne infecciosa.

suscetivel: individuo acessivel ou capaz de ser infectado.

transmissao: processo pelo qual um agente passa de uma fonte de infeccao para
um novo hospedeiro.

vetor: hospedeiro de parasitas com ciclos indiretos de vida ou qualquer coisa que

transmite parasitas ou um invertebrado transmissor de virus para vertebrados.

Na epidemiologia, os determinantes de doencas, que sao fatores que interferem
na transmissao de uma doenca infecciosa, podem ser relacionados ao meio ambiente,
ao hospedeiro ou ao agente infeccioso. Os fatores geograficos e climaticos sao aqueles
determinantes relacionados ao meio ambiente. Os fatores relacionados ao hospedeiro sao
o gendtipo (composigao genética de um individuo), idade e sexo. J& os determinantes
relacionados ao agente infeccioso sao a viruléncia (capacidade do agente infeccioso gerar
manifestagoes graves e fatais), a patogenicidade (capacidade do agente produzir doenga
em pessoas infectadas), e o resultado da infeccao [19]. Esses fatores acabam influenciando
no espalhamento da doenca em populacoes. A transmissao de doencas infecciosas pode
acontecer de forma direta, através do contato direto entre um hospedeiro infectado e um
hospedeiro suscetivel, e pode ser de forma indireta, onde o contato entre esses hospedeiros

¢é intermediado por um vetor.

1.3 Teorema do Limiar e Principio de Acao de Massas

Uma das definicoes fundamentais na epidemiologia é o Teorema do Limiar, que
esta relacionado a ideia de que se a densidade de individuos suscetiveis de uma populagao
estiver abaixo de um determinado limiar, entao a epidemia de uma doenca infecciosa nao
se propaga nessa populacao. Ao contrario, se a densidade estiver acima desse limiar, entao
pode favorecer a propagacao dessa doenca.

Relacionado ao Teorema do Limiar tem-se o conceito de numero de reproducao
bdsico, Ry. Esse conceito tem um papel fundamental na modelagem epidemiolégica. Ele
é utilizado para medir o potencial de transmissao de uma doenga. R, representa o nimero

médio de casos secundarios que um individuo infeccioso pode produzir, considerando uma



15

populacao totalmente suscetivel. Pode-se determinar quando ha uma epidemia através
do valor do niimero de reprodugao béasico. Quando Ry > 1, hé a ocorréncia de epidemia;
se Ry < 1, a doenga é facilmente eliminada da populacao e nao ocorre epidemia; por fim,
quando Ry = 1, a doenca é endémica, isto é, hd um equilibrio endémico.

No caso de ja estar ocorrendo uma epidemia em uma populagao, ou seja, ha in-
dividuos doentes e, portanto, a populagao nao é suscetivel na sua totalidade, define-se o

numero de reproducao efetiva R, por
R =RoS, (1)

onde S é a densidade de individuos suscetiveis a contrair a doenca. O nimero de re-
producao efetiva representa quantos casos secundarios ocorrem, em média, a cada in-
dividuo que é infectado. Dessa forma, para que a doenca nao seja propagada em uma
populagao, o nimero de reproducao efetiva definido pela equagao (1) tem que ser menor

que um. Daqui, obtem-se, como relacao alternativa,

<o 2)
Ro

Esta relacao indica qual o valor limite de individuos suscetiveis para que a doenca nao
seja propagada.

Sejam S e I as densidades de individuos suscetiveis e infectados, respectivamente,
numa populacdo dada, e seja 5 a taxa de contato entre esses individuos (suscetiveis e
infectados). O Principio de A¢ao de Massas estabelece entao a existéncia de um termo
de transmissao, representado por SS1.

A ideia do Principio de Agao de Massas utilizado aqui é semelhante ao Principio de
Acao de Massas utilizado na quimica, onde massas de diferentes reagentes se misturam e
interagem e resultam em uma certa concentracao de produtos. No caso da epidemiologia,
tém-se massas de suscetiveis que interagem com massas de infectados de uma maneira
homogénea. A partir do termo de transmissao, podem-se elaborar algumas estratégias de
prevencao e controle da doenca. Por exemplo, para controlar uma doenca é necessario
reduzir o termo de transmissao. Por sua vez, para reduzir o termo de transmissao pode-
se reduzir qualquer um dos seus elementos. Uma estratégia possivel para reduzir os
individuos suscetiveis é a vacinagao. Por outra parte, para reduzir a taxa de contato
pode-se pensar na estratégia de isolar os individuos infectados. Dessa forma, é possivel

tragar estratégias que controlem uma epidemia.
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1.4 Modelos Compartimentais

Os modelos matematicos sao ferramentas muito utilizadas na epidemiologia a fim
de simular e analisar a propagacao de doencas infecciosas. Além disso, através da modela-
gem ¢ possivel prever impactos de intervencgoes e otimizar agoes de controle. Nesta area, os
modelos mais utilizados sao os modelos compartimentais, que recebem esse nome pois di-
videm a populacao em classes ou compartimentos que representam os diversos estados da
doenca. Esses compartimentos sao definidos de acordo com as particularidades da doenca
e o modelo proposto para o seu estudo. Além disso, cada compartimento é representado
pela primeira letra, em maitscula, do estado da doenca que estd sendo considerado.

Alguns dos modelos compartimentais mais empregados sao:

O modelo SI = Suscetivel - Infectado é utilizado para modelar doencas onde
os individuos suscetiveis tornam-se infectados e permanecem nesse compartimento até a
morte, ou seja, nao ha cura nesse modelo. Um exemplo de doenca que pode ser modelada
através do modelo ST é a AIDS.

O modelo SIS = Suscetivel - Infectado - Suscetivel é utilizado para modelar
doencas onde os individuos suscetiveis tornam-se infectados e apds se recuperarem voltam
ao compartimento de suscetiveis. Esses individuos nao possuem imunidade. Um exemplo
de doenca utilizado para essa modelagem é a gripe comum.

O modelo SIR = Suscetivel - Infectado - Recuperado é utilizado para modelar
doencas onde os individuos suscetiveis tornam-se infectados e apds se recuperarem tornam-
se imunes a doenca. Esse modelo é muito utilizado na modelagem de doengas como, por
exemplo, sarampo, rubéola e dengue.

A partir do modelo SIR diversas variacoes tém sido propostas, bem como variagoes
das variacoes. Trata-se de adaptar o modelo a situagoes diferentes, acrescentando novos
compartimentos e/ou relagoes de varios tipos entre esses compartimentos. Alguns exem-

plos classicos sao os modelos:

- SIRS = Suscetivel - Infectado - Recuperado - Suscetivel
- SIQR = Suscetivel - Infectado - Quarentenado - Recuperado

- SEIR = Suscetivel - Fxposto - Infectado - Recuperado
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2 PROBABILIDADE E PROCESSOS ESTOCASTICOS

Sao encontradas na natureza intmeras situacoes que geram incertezas, nas quais
a utilizacao de um modelo deterministico ¢ inadequada. Tais situagoes podem ser mais
apropriadamente descritas utilizando modelos probabilisticos ou estocasticos. As relacoes
e variaveis consideradas nesses modelos sao baseadas na teoria das probabilidades. Dessa
forma, quando tais modelos sao empregados, sabe-se que o fenomeno é relacionado a uma
imprecisao. A essas situacoes denominamos ezxperimentos aleatorios.

Existem variadas abordagens para considerar modelos estocasticos. Na presente
dissertacao, vamos trabalhar com modelos compartimentais estocédsticos, cuja teoria sera
apresentada no Capitulo 4. Nesta secao, sao oferecidos conceitos bésicos de probabilidade

que ajudam na compreensao do proximo capitulo, assim como do trabalho em geral.

2.1 Conceitos Basicos de Probabilidade

Experimentos aleatérios sao fenomenos que, avaliados repetidas vezes em um pro-
cesso, geram resultados imprevisiveis. O conjunto de todos esses resultados possiveis
chama-se de espaco amostral e denota-se por 2. O espago amostral pode ser finito ou
infinito. No caso do espaco amostral ser infinito nao enumeravel ele é denominado espaco
amostral continuo. Cada resultado possivel desse conjunto é denominado elemento do
espaco e representado por w. Subconjuntos do espaco amostral {2 sao representados por
letras do alfabeto maitsculas.

O conjunto das partes do espago amostral é formado por todos os subconjuntos de
2 e denotado por P{€2}. Se € for um conjunto finito de n elementos, o conjunto P{2}

terd 2" elementos.

Definicao 2.1. o-dlgebra
Uma classe de subconjuntos de §2, representada por F, € denominada o-dlgebra se

satisfaz as sequintes condigoes:
- Qe F
- Se A€ F, entao A° € F
- Se Ay € F.i>1 entio ;2 Ai € F

Se apenas a uniao finita estd em F, entao tem-se uma classe menos restrita, deno-
minada somente dlgebra. Uma o-algebra é interpretada como uma colecao de eventos de

2 que podem ser atribuidos a probabilidades.
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A definicao mais simples de probabilidade refere-se a conjuntos unitarios equi-
provaveis. Considerando o caso de um espago amostral finito ou infinito enumeravel,

temos a seguinte defini¢ao:

numero de elementos de A

Prob(A) =

(3)

nimero total de elementos de )

Se o nimero de elementos em () for infinito, essa definicao é dada através do uso
de limites.

Para o caso de ) nao ser enumeravel, esse conceito de probabilidade sera apli-
cado ao comprimento de intervalos, dando origem ao que chamamos de probabilidade
geométrica.

Essas defini¢oes sao casos particulares da definicao de probabilidade dada por An-
drei Nikolaevich Kolmogorov (1903—1987), importante matemético russo que desenvolveu
uma axiomadtica para a teoria de probabilidade [20]. A partir dessa axiomética, pode ser

considerada a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.2. Uma func¢ao P, definida na o-dlgebra F de subconjuntos de €2 e com
valores no intervalo [0,1], € uma probabilidade se satisfaz os sequintes Axiomas de Kol-

mogorov:
- Prob(Q) =1
- Para todo subconjunto A € F, Prob(A) >0
- Para toda sequéncia Ay, As, ... € F, mutuamente exclusivos, temos:
Prob (U Ai> = ZProb(Ai)
i=1 i=1

A trinca (2, F,P) é denominada espago de probabilidade.

A probabilidade possui propriedades que sao importantes para algumas demons-
tragoes realizadas no decorrer do trabalho. Algumas propriedades sao destacadas abaixo.

Dada a trinca (€2, F,P) e considerando que os conjuntos A e B sdao eventos desse

espaco de probabilidade, tem-se que
1. Prob(A) =1 — Prob(A°)
2. Sendo A e B dois eventos quaisquer, Prob(B) = Prob(B N A) + Prob(B N A°)
3. Se A C B entao Prob(A) < Prob(B)
4. Prob(AU B) = Prob(A) + Prob(B) — Prob(AN B)

5. Para quaisquer eventos Ay, Ao, ..., Prob(J;,) Ai <> ooy Prob(4;)
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Definicao 2.3. Consideremos os eventos A e B no sequinte espaco de probabilidade
(Q,F,P). Sendo Prob(B) > 0, a probabilidade condicional de ocorrer A dado que ante-

riormente ocorreu B, € dada por

Prob(AN B)

Prob(A|B) = Prob(B) (4)

A seguir, vamos deduzir uma propriedade importante, que segue da defini¢ao 2.3.

Para a probabilidade condicional de ocorrer AN B dado que ocorreu C', tem-se

Prob((AnB)NC) _ Prob(An(BnNC))

Prob(AN B|C) = Prob(C) Prob(C) ' (5)

Usando novamente a expressao (4), pode-se escrever
Prob(An (BN C)) = Prob(A|BN C)Prob(BNC), (6)
e, da mesma forma,
Prob(B N C) = Prob(B|C)Prob(C). (7)

Substituindo agora as expressoes (6) e (7) no membro da direita da equagao (5),

obtem-se

Prob(A|B N C)Prob(B|C)Prob(C)

Prob(AN B|C) = Prob(©) , (8)

chegando, por fim, na seguinte propriedade da probabilidade condicional,

Prob(AN B|C) = Prob(A|B N C)Prob(B|C). (9)

2.2 Variaveis Aleatorias

Muitas das vezes é conveniente representar numericamente o resultado de uma
experiéncia realizada. A representacao numérica dessa experiéncia é dada através do

conceito de varidvel aleatoria.

Definigao 2.4. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Denomina-se varidvel aleatd-
ria, qualquer funcao X : 2 — R tal que

X M) ={weQ: X(w)el}eF, (10)

para todo intervalo I C R. Ou seja, X € tal que a sua tmagem inversa de intervalos
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I C R pertence a o-algebra F.

Defini¢ao 2.5. Seja X uma varidvel aleatoria em (2, F,P). Sua fun¢do de distribui¢do

acumulada € definida por
Fx(z) = Prob(X € (—o0,z|) = Prob(X < x) (11)

com x percorrendo todos 0s reais.

Informagoes sobre a variavel aleatéria podem ser obtidas através do conhecimento
da funcao de distribuicdo. Como Fx é uma probabilidade, ela deve satisfazer os Axiomas

de Probabilidade. Dessa forma, precisa cumprir as seguintes propriedades,
1. lim, oo Fix(z) =0 e lim, o, Fx(z) = 1;
2. Fx é continua a direita;
3. Fx é nao decrescente, ou seja, Fx(z) < Fx(y) sempre que x <y, V x,y € R.

Uma varidvel aleatoéria associa a todo elemento do espaco amostral um tnico
nimero real e pode ser discreta ou continua. Essa classificacdao tem estreita relacao com
o comportamento da funcao de distribuicao. Uma variavel aleatéria é discreta quando
assume um numero enumerdvel de valores (finito ou infinito). A fungdo que atribue
probabilidade a cada um dos possiveis valores que a variavel aleatoria pode assumir é

denominada funcao de probabilidade.

Definicao 2.6. A Funcao de Probabilidade € a funcdo que associa a cada valor assumido

pela varidvel aleatoria a probabilidade do evento correspondente, ou seja,
px(z;) = Prob(X = x;) = Prob(4;), i=1,2,...

A funcao de probabilidade de X em (2, F,P) deve satisfazer as seguintes propri-

edades,
1. 0 <px(z;) <1, paratodoi=1,2,...;

2. Y px(r) =1

O conjunto dos pares possiveis, {(z;, px(z;)}, com i = 1,2,..., de valores que a
variavel aleatoria discreta X pode assumir e suas respectivas probabilidades formam a
distribuicao de probabilidade da variavel aleatéria X.

Por outro lado, uma variavel aleatéria é continua quando assume qualquer valor

numérico em um determinado intervalo ou série de intervalos.
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Defini¢ao 2.7. Uma varidvel aleatoria X em (Q, F,P), com func¢io de distribuicio Fx,

¢ classificada como continua, se existe uma func¢ao real nao negativa fx tal que,
x

Fea) = [ fx(@s (12)
—00

para todo v € R. A funcio fx é denominada fungao densidade de probabilidade (pdf !,

pelas siglas em inglés) ou simplesmente densidade da varidvel aleatéria continua X .
A fungao densidade de X em (2, F,P) deve satisfazer as seguintes propriedades,
1. fx(x) >0, para todo x € R;
2. [T fx(z)dz =1.

Para se obter a probabilidade de uma variavel aleatoria continua estar num deter-
minado intervalo [x,y], calcula-se a integral da fungao densidade nesse intervalo. Dessa

forma,
Prob(x < X <y) = /y fx(z)dz = Fx(y) — Fx(z). (13)

Em muitos problemas é interessante estudar mais de um resultado de um experi-
mento aleatério simultaneamente, que pode ser analisado através da utilizagao de variaveis

aleatorias bidimensionais.

Definicao 2.8. Seja X wma varidvel aleatoria que assume os valores x1,2o,...,%,, €Y
uma varidvel aleatoria que assume os valores yi,Ys, ..., Ym. A funcdo de probabilidade

conjunta associa a cada par (x;,y;), comi=1,...,nej=1,...,m, a probabilidade
Prob(X =xz;,Y =y,) = p(x;,y;). (14)

O conjunto dos pares {((x;,y;), (p(z;),p(y;))}, comi=1,...,nej=1,...,m,é
chamado de distribui¢ao conjunta de probabilidades da variavel bidimensional (X,Y").

Observa-se que:

n m

ZZProb(X =ux;,Y =y;) =1L (15)

i=1 j=1

Um conceito relevante ao se trabalhar com variaveis aleatorias, necessario na ob-

tencao de resultados importantes, é o conceito de independéncia.

I probability density function
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Definicao 2.9. Sejam X =x1,...,x, e Y =y1, ...,y duas varidveis aleatorias tais que
Prob(X = xz;) = p(x1) parai=1,...,n e Prob(Y =vy;) =p(y;) para j=1,...,m. X e

Y sao independentes se, e somente se,
Prob(X =z;,Y =y;) = Prob(X = x;)Prob(Y =v;), (16)

para todo par (z;,y;).

Para tentar resumir o comportamento de uma variavel aleatéria existe uma medida
que estuda a tendéncia central da variavel aleatéria, chamada de esperanca ou valor

esperado ou valor médio de uma varidavel aleatoria.

Definicao 2.10. Seja X wuma varidvel aleatoria discreta, tal que X = x1,29,...,x, com
fungdo de probabilidade Prob(X = x;) = px(x;) para i = 1,...,n. A esperanc¢a ma-
temdtica de uma varidvel aleatoria é a média aritmética ponderada do valor que X pode

assumir e suas respectivas probabilidades.
E(X) =) wp(x:) (17)
i=1

Definicao 2.11. Seja X uma varidvel aleatoria continua com funcdao densidade de pro-
babilidade fx(x). O valor esperado de X € dado por,

o

BX) = [ afe(w)ds (18)
— 00

Por fim, definimos uma distribuicao de probabilidade muito importante para es-

tabelecer alguns conceitos no decorrer do trabalho, que é a distribuicao exponencial. As

variaveis aleatérias com distribuicao exponencial tém uma propriedade muito utilizada,

conhecida como falta de memoria.

Definicao 2.12. A varidvel aleatoria X tem distribuicao exponencial com parametro \,

A > 0, se tiver a sua pdf dada por:

\ -z > ()
{ e , T =2 (19)

0, x <0

onde o parametro X é a taxa da distribui¢ao. A funcao de distribui¢ao acumulada Fx(x)

¢ dada por,

Fx(x):/oxfx(x)dxz{ boe ezt (20)

0, z <0
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2.3 Introducao aos Processos Estocasticos

A palavra estocdstico tem origem grega (“stochastikds”) e significa “processos que
nao estao submetidos senao as leis do acaso”, aleatérios. O contrario de estocastico é o
que é certo ou deterministico. No modelo deterministico é previsto um tinico resultado de
um determinado conjunto de circunstancias. J4 o modelo estocastico prevé um conjunto
de possiveis resultados ponderados por suas probabilidades [21]. Dessa forma, pode-se
descrever um processo estocdstico, matematicamente, como um fenomeno/experimento
aleatorio que muda com o tempo. A teoria dos processos estocdasticos trata sistemas que
se desenvolvem em tempo ou espago de acordo com as leis probabilisticas [22]. O estudo
do desenvolvimento dessa teoria teve inicio a partir de problemas bioldgicos e fisicos
e, atualmente, sao usados para modelar fenomenos em diferentes areas como quimica,
fisica, biologia, engenharia e economia, entre outras [9]. Em muitos estudos, [23, 24|, a
utilizagao de processos estocdsticos em modelagem nos dd uma percepgao mais realista

que os modelos deterministicos.

Definigao 2.13. Um processo estocdstico é uma cole¢ao de varidveis aleatorias { X (w) :

teT,weQ}, onde T € o conjunto de indices e Q) é o espag¢o amostral.

Em um processo estocdstico, para cada t fixado, X;(w) representa uma tnica
varidvel aleatéria definida em . De forma semelhante, para cada w € Q fixado, X;(w)
corresponde a uma funcao definida em 7', denominada caminho de amostra ou realizacao
estocdstica do processo. Comumente, usa-se apenas a notagao X; ou X (t) para se referir
a um processo estocastico, onde o indice t é geralmente interpretado como um parametro
de tempo. X (t) é referido como o estado do processo no instante ¢. Dessa forma, o espago
2, que é o conjunto de todos os possiveis valores que a variavel aleatéria X (t) pode tomar,
é conhecido como espaco de estados.

Um processo estocastico pode ser classificado de acordo com os valores que ele
assume ou com os valores que o seu parametro assume. Ele é discreto quando a variavel
aleatdria toma valores em um conjunto discreto de pontos do eixo real, e continuo quando
a variavel aleatéria toma valores na uniao de varios intervalos de R. Também podem
ser classificados de acordo com o valor que o seu parametro assume. Se o parametro
for discreto, ele assume valores em um subconjunto discreto de pontos reais, ou seja, um
subconjunto contavel. Se o parametro for continuo ele assume valores em um subconjunto
continuo de R, de tal forma que t > 0,¢ € R. Portanto, pode-se classificar um processo
estocastico em quatro tipos: Processo Estocastico Discreto com parametro Discreto, Pro-
cesso Estocastico Discreto com parametro Continuo, Processo Estocastico Continuo com
parametro Discreto e Processo Estocdstico Continuo com parametro Continuo [25].

Os métodos e técnicas utilizados para formular, analisar e simular computacio-

nalmente as solugoes de processos estocasticos dependem dos valores assumidos pelas
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variaveis aleatérias e pelo conjunto de indices.
Existem varios processos estocasticos reconhecidos, como por exemplo o Processo
de Wiener e Processo de Ito. Neste trabalho serao abordados os processos estocasticos

denominados Processos Markovianos.

Definigao 2.14. Seja X(t) um processo estocdstico e considere T o seu conjunto de

indices. Um Processo Markoviano é um processo estocdstico X (t) que satisfaz

PT’Ob(X(t/H_l) S ZEk+1|X(tk) = Tk, X(tk_l) = Tp_1,""" ,X(to) = :L'())

(21)
= Prob(X (tr1) < Tpa| X () = 1),

parat; €T, com j=0,1,2,--- [ k+1, tal que ty < t; < --- <t <tpy1 e x; representa o

estado que a varidvel aleatoria pode assumir.

A expressao (21) caracteriza um processo no qual, para determinar a probabilidade
de qualquer estado futuro é suficiente conhecer apenas a probabilidade do seu estado
anterior. O seu passado nao oferece nenhuma informacao. Essa propriedade de poder
desprezar a informagao de todos os estados passados define um processo markoviano
como sendo um processo sem memoria (memoryless process em inglés).

Como visto anteriormente, um processo estocastico pode ser discreto ou continuo,
e pode possuir parametro discreto ou continuo. Dado um processo markoviano X (¢), se
as varidveis aleatérias X (t;) assumem valores discretos, entdo o processo é denominado
Cadeia de Markov. A depender de se o tempo é considerado discreto ou continuo, uma
Cadeia de Markov ¢ classificada como Cadeia de Markov de Tempo Discreto, (DTMC 2,
pelas siglas em inglés), ou como Cadeia de Markov de Tempo Continuo, (CTMC 3).

2 Discrete Time Markov Chain

3 Continuous Time Markov Chain



25

3 CADEIAS DE MARKOV DE TEMPO CONTINUO

Serao definidas neste trabalho as Cadeias de Markov de Tempo Continuo (CTMC),
utilizadas para o modelo proposto. As defini¢oes aqui consideradas sao analogas as que

correspondem as Cadeias de Markov de Tempo Discreto.

Definicao 3.1. Seja o processo estocdstico {Xi(w) : t € [0,00)},w € Q}, com Q um
espaco discreto. Xy € uma Cadeia de Markov de Tempo Continuo se, para alguma
sequéncia de numeros reais 0 < to < t1 < -+ < t, < l,y1, satisfaz a propriedade de

Markov dada pela equagao (21).

Dado o processo X (), que pode tomar valores x € Z*, vamos denotar por p,(t) a

probabilidade de se ter para X (t) no estado z, ou seja,
pz(t) = Prob{X(t) = z}. (22)

Dessa forma, {p,(t)}22, ¢é a distribuicao de probabilidade dos estados acessiveis a varidvel
aleatéria X (t), ou seja, a expressao (22) representa a probabilidade dos estados possiveis
que a variavel aleatéria X (t) pode assumir durante o processo. A representagao dessa
distribuigao de probabilidade pode ser feita através do vetor p(t) = (po(t),pi(t),...)7,
onde T denota a transposta. No estudo do sistema, é possivel relacionar os estados do
processo para diferentes instantes de tempo. Essa relacao é dada pela probabilidade

condicional, também conhecida como probabilidade de transicao entre estados.

Definigao 3.2. A probabilidade de transigio de uma etapa (one-step transition probabi-

lity), denotada por p,,(t) € definida como a sequinte probabilidade condicional:
Pyz(t) = Prob{X(s+1t) =y|X(s) =z}, s<s+t. (23)

A expressao (23) representa a probabilidade da varidvel aleatéria X no instante de
tempo ¢ encontrar-se no estado y, dado que no instante de tempo s, estava no estado x,
para z,y = 0,1,2,.... As probabilidades de transi¢cao sao importantes para determinar
a probabilidade das mudancgas possiveis de um estado para outro no sistema no decorrer
do tempo. Em uma CTMC, se as probabilidades de transi¢ao p,, nao dependem explici-
tamente dos tempos s + t ou s, mas sim da diferenca entre eles, s +t — s = t, elas sao
definidas como probabilidades estaciondrias ou homogéneas.

As probabilidades de transicao estacionarias sao utilizadas quando o processo esta
em determinado estado no tempo s e deseja-se determinar a probabilidade do processo
mover-se para outro estado no tempo s + t, sem que essa mudanca de estado dependa do

tempo mas dependa somente do estado atual do processo. Por conveniéncia, usaremos as
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probabilidades de transicao estacionarias no decorrer do trabalho. Ou seja,
Pyz(t) = Prob{X(t) = y|X(0) = z}. (24)

As probabilidades de transicao em uma etapa também podem ser expressas em

forma matricial.

Definicao 3.3. A matriz de transicao ou matriz das probabilidades de transicao de uma
Cadeia de Markov de tempo continuo X (t), comt € T, T = [0,00) e espaco de estados
Q={1,2,...}, e probabilidades de transi¢do {py.(t)}35,-1 €

p11(t) pia(t) e pry(2)
pai(t) p2(t) - poy(t)

P(t) = (25)
pyi(t) pya(t) o pyy(t)

Alternativamente, como notagao matricial pode ser usada P(t) = (py(t)).

Se o conjunto de estados possiveis do sistema for finito, {1,2,..., N}, entdo a
matriz de transicao tem tamanho N x N. A soma dos elementos de cada coluna da matriz
é igual a 1. Essa caracteristica define a matriz P(t) como uma Matriz Estocdstica. Se além
das colunas, a soma de cada linha também for igual a 1, entao a matriz é denominada
Matriz Duplamente Estocdstica. A matriz de transicao, dada pela Definicao 3.3 é uma
matriz estocdstica para todo t > 0.

Vamos analisar algumas das propriedades caracteristicas das probabilidades de
transicao, 0 < p,,(t) < 1. Dado que a matriz de transi¢do definida em (25) é uma matriz

estocéstica, cada coluna z-ésima da matriz representa uma distribuicao de probabilidade,

ipy$(t) =1, t>0. (26)

A expressao (26) indica que ha a probabilidade do processo em qualquer estado x
ser transferido para um outro estado y, com z # y ou permanecer no mesmo estado x no
proximo intervalo de tempo. Quando essa propriedade nao é satisfeita tem-se um caso
especifico, denominado processo explosivo. Um processo explosivo pode ocorrer quando
o espaco de estados do sistema é infinito. Em particular, vamos considerar que todas as

CTMC’s possuem espaco de estados finito, ou seja, sao nao explosivas.
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Além da propriedade representada pela expressao (26), tem-se que as probabili-
dades de transicao sao solugoes das equagoes de Chapman-Kolmorogov. Essas equacoes
indicam que a probabilidade de transicao de um estado para outro pode ser obtida através
das probabilidades de transicao de estados intermediarios.

Suponha que a probabilidade de transicao do estado z para o estado y, com s,t €

[0,00), é definida da seguinte forma:

Pya(t +5) = Prob{ X (t + s) = y|X(0) =z},
= i Prob{X(t+s) =y, X(t) = k| X(0) = z}. (27)

k=0

Usando a propriedade Prob(ANB|C) = Prob(A|BNC)Prob(B|C'), dada pela equagao (9),

tem-se que
Pya(t +5) = Z Prob{X(t+s) =y|X(t) =k, X(0) = 2} Prob{ X (t) = k| X (0) = x}, (28)

e considerando a condigao do processo ser de Markov,
Pyt +5) = Dyr()pra(t). (29)
k=0

A expressao (29) é conhecida como equagoes de Chapman-Kolmogorov. Em forma

matricial, podem ser escritas como

P(s)P(t) = P(t + s). (30)

3.1 Classificagao de Estados

Os estados de uma CTMC podem ser classificados de acordo com as relagoes

possiveis entre esses estados e, consequentemente, fornecem uma classificagao para a Ca-

deia de Markov.

Definicao 3.4. Um estado y é alcang¢dvel por um estado x se existe uma probabilidade
nao negativa, tal que py,(t) > 0, para algum t > 0. Essa relagio é denotada por x — vy
(x alcancga y).

Ou seja, um estado y ¢é alcancével a partir de um estado = se é possivel o sistema

chegar ao estado y dado que em algum momento anterior estava no estado .

Definicao 3.5. Se o estado y é alcangdvel pelo estado x, entdo x — y, e se o estado x

também € alcangdvel pelo estado y, entao y — x. Esses estados x e y sao chamados de
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comunicantes. Essa relacao € denotada por x <> y. Ou seja, existemt > 0 e s > 0 tais

que pyz(t) > 0 € pay(s) > 0.

O conjunto de todos os estados que sao comunicantes é chamado de classe de co-
municagao. Pode-se ter mais de uma classe de comunicacao em uma Cadeia de Markov.
As relagoes entre os estados em uma Cadeia de Markov podem ser representadas por um
grafo direcionado, onde os nés desse grafo representam os estados e as arestas represen-
tam a transicao possivel entre esses estados. Se todos os estados do sistema podem ser
alcancados partindo-se de qualquer outro estado, a cadeia de Markov é denominada irre-
dutivel, ou seja todos os estados do sistema sao comunicantes entre si, caso contrario, é
denominada redutivel. Na Figura 1, ilustram-se exemplos de cadeias de Markov redutivel

e irredutivel e as relagoes entre os estados.

Figura 1 - Grafo direcionado representando as relagoes entre os estados de uma Cadeia de
Markov.

(a) (b)

Legenda: (a) Existem ¢,¢',7 e s > 0 tais que p.y(s) > 0, pyz(t) > 0, pgy(t’) > 0, poo(r) > 0. Os
estados = e y sao comunicantes e sao alcancaveis pelo estado z que, por sua vez, nao
é alcancavel por nenhum outro estado. Esse é um exemplo de Cadeia de Markov
redutivel. (b) Neste exemplo todos os estados sdo comunicantes entre si; portanto, a
Cadeia de Markov € irredutivel.

Fonte: A autora, 2020.

Um conjunto de estados A é denominado fechado se for impossivel alcancar qual-
quer estado fora desse conjunto partindo de um estado dentro dele. Dessa forma, se A for
um conjunto fechado, p,.(t) =0 parat >0sex € Aey ¢ A.

Os estados também podem ser especificados como transientes, recorrentes e absor-
ventes. Um estado ¢é transiente quando hé uma probabilidade nao nula de que, apds sair
desse estado, nao é mais possivel voltar a ele. Em contraste, no estado recorrente sempre
é possivel voltar a esse mesmo estado apds ter passado por ele. Por fim, um estado = é
absorvente quando, ao entrar nesse estado, a probabilidade de sair dele é igual a zero, ou

seja, py.(t) = 0 para todo y # x, com ¢t > 0. Exemplos de tais estados sao ilustrados na
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Figura 2 - Grafo direcionado representando as classificagdes dos estados em uma Cadeia de
Markov.

(a) (b)

Legenda: (a) Os estados x e y sao estados transientes e os estados z e h sao recorrentes. (b) Os
estados = e y sao transientes e o estado z é absorvente.
Fonte: A autora, 2020.

Figura 2.

3.2 Tempo Entre Eventos

Em uma CTMC, o tempo que o processo leva para ir de um estado a outro, pode
tomar um valor real ¢ > 0 qualquer, diferentemente de uma DTMC, onde esse “salto”
para um novo estado ocorre em instantes discretos (1,2,...). O tempo de salto, também
denominado tempo de espera é uma variavel aleatdria, denotando-se por {W,}>° . onde
W, é o tempo do n-ésimo salto. Como exemplo, vamos considerar uma Cadeia de Markov
de Tempo Continuo, com estado inicial X (W) = z, onde Wy = 0. O processo permanece
no estado inicial x por um periodo de tempo aleatério W; até passar para um novo estado
X(W7) = y. Em seguida, ele permanece no estado y por um novo periodo de tempo
aleatério Wy até alcangar um novo estado X (Ws) = z, e assim sucessivamente.

Para realizar simulagoes estocasticas em uma CTMC' é necessario conhecer a dis-
tribuicao do tempo entre sucessivos eventos, denominado tempo de permanéncia ou tempo
entre eventos. Temos entao uma outra variavel aleatoria para o tempo entre eventos, de-
notada por T},, continua e nao-negativa, de modo que 7,, = W, .1 — W,, > 0, onde W, é
o tempo do n-ésimo salto. Na Figura 3, pode-se observar graficamente essa relacao entre
o tempo de espera W,, e o tempo entre eventos 7,.

Supondo que o processo esteja no estado x no n-ésimo salto, ou seja, X(W,) = z,

define-se a probabilidade do processo mover-se para um estado diferente de x, em um
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Figura 3 - Ilustracao do tempo entre eventos.

To Ty T
X(Wy) =2 - -
X(WQ),X(WQ):l o————— *——
W() Wl WQ Wg

Legenda: Na figura observa-se o tempo de espera de um estado para outro W,, e o tempo entre
eventos T, paran =0,1,2,3, onde X(Wy) =1, X(W;) =2 e X(Ws) = 1.
Fonte: A autora, 2020.

periodo curto de tempo At, por a(x)At + o(At). Isto é,

Z Pya(A) = () At 4 o( At) (31)
y#£T

Dessa forma, a probabilidade de que o processo nao altere do estado x para qualquer

outro estado do sistema, ou seja, que permaneca no estado x, é dada por:
Paz(At) = 1 — a(z) At + o(Al). (32)

A probabilidade do processo permanecer no estado z por um periodo de tempo ¢ (que
também pode ser representado por [W,,, W,, + t]), denotada por S, (¢) pode ser expressa

por meio do tempo entre eventos 7T, da seguinte forma,
Sp(t) = Prob{W,.1 > W, +t} = Prob{W, 41 — W,, >t} = Prob{T,, > t}. (33)

Considerando que o estado x nao é um estado absorvente, ou seja, existe uma

probabilidade para que o processo mude de estado, para t = 0 tem-se

Sn(0) = Prob{T,, > 0} = 1. (34)
Para um At suficientemente pequeno, utilizando a equagao (32), tem-se

Su(t + At) = S, (t)pee(AL) = S, (1) (1 — a(z) At + o( At)). (35)

Assume-se S, (t + At) = S, (t)p.(At) a partir da propriedade de “perda de me-
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moria”, inerente da distribuicao exponencial. Por este fato, os processos Markovianos
possuem um tempo entre eventos que é exponencial. Subtraindo S,,(t) em ambos os lados

da expressao (35) e dividindo por At,

St + A — Su(t)  Su()(1 — a2)AL + o(At)) — Su(t)

At B At ' (36)
Fazendo o limite com At — 0,
lim Sp(t+ At) — S, (t) _ lim Sn(t)(1 — a(x)At 4+ o(At)) — Sn(t)’ (37)
At—0 At At—0 At
chega-se a equagao
dS,(t
Sult) _ —a(x)S,(t). (38)
dt
Resolvendo a equagao (38), tem-se
dS,(t
5"(55; :/—a(x)dt = In(9,(t)) = —a(z)t + C. (39)

Utilizando agora a condicao inicial, definida pela expressao (34), é possivel, por

fim, obter a seguinte expressao para a probabilidade S, (1),

Prob{T, >t} = S,(t) = e @, (40)
Com isso, a probabilidade para T, < t, com t > 0, é dada por

Prob{T, <t} =1—8,(t) =1 — e @, (41)

Dessa forma, a funcao de distribuicao acumulada para o tempo entre eventos 7,, é
definida por F,(t) = 1 — e ®@" e pode-se concluir que 7T}, é uma varidvel aleatéria com
distribuigao exponencial, cujo parametro é dado por a(x).

Uma relacao probabilistica muito importante acerca do conjunto dos tempos entre
eventos, {T,,}5°,, ¢ que esses tempos sao independentes se condicionados aos estados
sucessivos que a Cadeia de Markov visita. Em um dado estado X(W,) = z, o tempo
entre eventos 7;, é independente do tempo 7},_.

A variavel aleatéria T, pode ser expressa em termos da funcao de distribuicao

acumulada F,(t) juntamente com uma varidvel aleatéria uniforme, que denotaremos por

U.

Teorema 3.1. Seja U uma varidvel aleatdria uniforme definida em [0, 1] e T uma varidvel
aleatéria continua definida em [0,00). Entao T = F~Y(U), onde F € a ditribui¢io acu-

mulada da varidvel aleatoria T'.
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Demonstragdo. Seja F(t) = Prob{T < t}. Deseja-se mostrar que F(t) = Prob{ F~}(U) <
t}. A fungao F é estritamente crescente, F' : [0,00) — [0, 1), portanto sua inversa F~!

existe. Além disso, tem-se que t € [0,00) e
Prob{ F~'(U) <t} = Prob{F(F~'(U)) < F(t)} = Prob{U < F(t)}. (42)

Como U é uma varidvel aleatéria uniforme, tem-se que Prob{U < t} = t para
t € [0, 1]. Portanto, Prob{U < F(t)} = F(t). O

Como T, é independente de outro tempo entre eventos, « é independente do estado
do processo. Portanto, o tempo entre eventos é o mesmo para todo salto n, T,, = T. A
seguir, vamos procurar uma expressao para o tempo entre eventos 1.

Vamos expressar o tempo entre eventos T em funcao da variavel aleatéria uniforme
U, como visto no Teorema 3.1. Como F(Tg) = 1—e @7 calcula-se a inversa de F(Tg),

e assim obtem-se:

e @Te = 1 - F(Tg),
Ine @’ — In(1 - F(Tg)),

Isolando a varidvel T e fazendo F(Tg) = U, tem-se:

_ Wm(-F(Tg) Im(d-0)
Ts = a(r) a(z)

(43)

Como U ¢ uma varidvel aleatéria uniforme no intervalo [0, 1], o mesmo acontece

com 1 — U e, portanto,

_an

alx)’

Ty =F'(U) = (44)
obtendo-se, por fim, uma expressao para o tempo entre eventos 1.

O algoritmo de simulagao estocastica usado para calcular os caminhos de amos-
tra de processos simples aplica o que é conhecido como método direto em aplicagoes
bioquimicas. No método direto, duas variaveis aleatérias uniformes sao necessarias por
iteragao; a primeira para simular o tempo até o préximo evento e a segunda para escolher

o evento que ocorrerd. [9].
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3.3 Matriz Geradora G

Para representar se houve ou nao mudanga de um estado para outro sao utilizadas
as taxas de transicao g,,, que sao obtidas através das derivadas das probabilidades de
transicao p,,. Essas taxas de transi¢ao também podem ser expressas em forma matricial,
e essa forma é conhecida como Matriz Geradora Infinitesimal G.

Pode-se definir uma relacao entre essas taxas de mudanca das probabilidades de
transicao a partir da matriz G. Inicialmente, assume-se que as probabilidades de transicao
sao continuas e diferencidveis para t > 0. Também considera-se que no instante inicial nao
hé probabilidade de transicao para outro instante, ou seja, quando ¢ = 0, as probabilidades
de transi¢do sao p,,;(0) =0, y # z e p,,(0) = 1. Esta tltima representa que o estado
permanece nele mesmo.

Dessa forma, pode-se definir a taxa de transicao de um estado para outro como

sendo

_ : pyx(At) - pyx(o) . . pyx(At)
Gyr = i, At = lm =—=—, z#y, (45)

e também a taxa de transi¢ao para permanecer no mesmo estado,

At) — At) — 1
gor = fim LeelBD =@ -y PeelB) 21

At—0+ At At—07+ At

(46)

Pela equacao (26) das probabilidades de transigao, Z;il Dy (t) = 1, tem-se que

o0

Paa(AL) + D pra(At) =1, (47)

y=0,y#x

e utilizando a expressao (45) chega-se a

1 — pee(At) = Z Pyx(Al) = Z [9y= AL + o(Al)]. (48)
y=0,y#z y=0,y#x
Simplificando,
T oyl Gy AT+ 0(A)] ad
Goz = Alli%_'_ At - Z gyxa (49)

y=0,y#z

onde assumiu-se que ) o(At) = o(At).
Considerando P(At) = (py.(At)) a matriz de transicao infinitesimal e I uma matriz
da mesma dimensao de P(At) com os elementos da diagonal iguais a 1 e o restante igual a

zero (uma matriz identidade no caso finito), pode-se definir a matriz G da seguinte forma
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G = lim M

At—0+ At (50)

Utilizando a expressao (49), pode-se representar a matriz G na forma matricial

- Z Gy0 do1 do2
y=1
dgoo Yo1 Go2 - 910 o Z Gyt 12
a— gio g911 G12 - _ y=0,y#£1 i,
g?o 9'21 g?Q h 920 921 - Z y2
: : : . y=0,y#2

que coincide com o limite tomado na expressao (50).

A matriz G também pode ser denominada como matriz de taxas de transi¢ao, ma-
triz infinitesimal ou simplesmente matriz geradora. Ela possui as seguintes propriedades:
cada coluna tem a soma igual a zero e o y-ésimo elemento da diagonal é o oposto da soma
dos elementos nao diagonais da sua coluna.

A matriz geradora é uma ferramenta muito importante em uma CTMC pois através
dela podem-se definir as equagoes avangadas de Kolmogorov, que serao definidas mais a
frente. Através das equacoes de Kolmogorov é possivel expressar a matriz de transicao
P(t) por meio de equagoes diferenciais e encontrar a matriz de transigdo de uma cadeia
de Markov incorporada. Esta ultima é utilizada para definir a transicao de um estado

para outro sem depender do tempo, apenas das taxas de transicao entre eles.

Defini¢ao 3.6. Seja Y, a varidvel aleatéria para o estado de wuma CTMC {X(t) : t €

[0,00)} no n-ésimo salto, tal que
Y, = X(W,), n=0,1,2,...

O congunto de varidveis aleatorias {Y,}>2, € denominado Cadeia de Markov Incorporada

(EMC *, pelas siglas em inglés).

Seja {Y,,}>° , uma cadeia de Markov Incorporada e sua matriz de transigao definida
por Py = (Py,), onde py, = Prob{Y,;1 = y|Y, = z}. A matriz de transicdo Py = (py,)

também pode ser definida por meio da matriz geradora G.

4 Embedded Markov Chain
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Um estado x, em uma cadeia de tempo continuo, é absorvente se g,, = 0, ou seja,

a taxa de mudanca é zero pois o estado nao muda. Portanto,

~ 07 se Tx 0
1, se g =0

Para definirmos a probabilidade de transicao p,, utilizamos as expressoes (45) e
(46),

I « (At
BT AC N (52)
Guz  At—0+ 1 —py, (AL)
A expressao (52) é a probabilidade de transferéncia do estado x para o estado
y, dado que o processo nao permanece no estado = (g, # 0). Portanto, define-se a

probabilidade de transicao p,, como

e = e e g, #0
g%fﬂ
Dye = Z Gk . (53)
k=0,k#x
0, s$€ Gpr =0

A representacao matricial da EMC Py = (py.), onde os elementos sao definidos

pelas expressoes (51) e (53) e, em particular, para g,, # 0, © =0,1,2,..., é

0 _9or Yoz
g11 922
_ 910 0 _ 912
Py = Joo g22 (54)

920 921 0
goo g11

No caso de g, = 0, o elemento (z,z) da matriz Py é igual a 1 e os elementos

restantes da coluna sao iguais a 0, por essa razao a matriz Py é uma matriz estocastica.

Exemplo 3.3.1. Suponha que uma CTMC que possui os estados 0,1 e 2 tenha a sequinte

matriz geradora G:
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A matriz de transicao correspondente a EMC ¢ dada por:

S

I
o — o
— o o
o o

Dessa forma, por meio do grafo direcionado, pode-se observar como o0s estados se

comunicam nessa CTMC' .

As probabilidades de transicao em uma EMC sao homogéneas, ou seja, independem

do salto n. Além disso, P2 = (p5), onde ]515,2) = Prob{Y, = y|Yy = z}.

3.4 Equacoes Diferenciais de Kolmogorov

Expressoes para a taxa de variagao das probabilidades de transicao podem ser en-
contradas através das equagoes diferenciais de Kolmogorov avancadas (forward) e regres-
sivas (backward). As equagoes avangadas, também conhecidas como “equagoes mestras”,
na fisica e na quimica, sao utilizadas para prever a dinamica futura do sistema, enquanto
as equagcoes regressivas sao utilizadas para estimar a probabilidade de atingir um estado
de absorgao [26]. A continuagao, vamos deduzir essas equagoes.

A probabilidade de transigao p,,(t+ At) pode ser expandida aplicando as equacoes

de Chapman-Kolmogorov. Subtraindo p,,(t) em ambos os lados da expressao (29), obtem-

Pya(t + A) = pya(t) = Y pyr(At)pra(t) — pya(D). (55)
Manipulando a equagao (55), chega-se a expressao,
Pya(t + Al) — pya(t) = Zpyk(At)pkm (t) + Pyy (At)pya (t) — pya(t), (56)
k#y
Pya(t + Al) — pya(t) = Zpyk(At)pkz (1) = pya () (1 — pyy (AL)). (57)

k#y
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Dividindo por At a expressao (57), e fazendo At — 0,

At) — b A)pra(t (1)1 — A
b Pt A —p(t) <2k¢xpyk< Pee(t) ()L = pyy t))) .
At—0 At At—0 At At
Por fim, usando-se as expressoes (45) e (46), obtem-se
dpym _
Zgykpkx pya:(t)gyw T,y = 07 17 cee (59)

k#x

Definigao 3.7. O sistema de equacgoes (59) € conhecido como equagdes diferenciais

avangadas de Kolmogorov. FExpressando em forma matricial, tem-se

ap(t)

pr GP(t), (60)

onde P(t) = (pyz(t)) € a matriz das probabilidades de transicio e G = (gy.) € a matriz

geradora.

No caso em que a distribuicao inicial do processo ¢ X(0) = k (p.(0) = dux),
entdo a probabilidade de transicdo p,x(t) é a mesma que as probabilidades de estado
pz(t) = Prob{X(t) = z|X(0) = k}. Portanto, nesse caso, as probabilidades de estado séo

solugoes das equacoes diferenciais avancadas de Kolmogorov

dp(t)
dt

onde p(t) = (po(t), pa(t),---)".
As equagoes diferenciais de Kolmogorov regressivas podem ser derivadas de maneira

semelhante as equagoes de Kolmogorov avancadas, usando as equacoes de Chapman-

Kolmogorov e considerando a seguinte expressao,

pym(At + t Z pyk pkz At Zpyk pkm(At> Dy (t) (1 - pxz) (At> (62)
= k#x

Através de manipulagoes e simplificagoes semelhantes as empregadas acima na

derivagao das equacoes avancadas, produzem o seguinte sistema de equacoes diferenciais

dpya(t)

dt Zpyk Gka — pyx(t)gmca T,y = 07 17 st (63)

k#x

Definigcao 3.8. O sistema de equagoes expressas em (63) € conhecido como equagdes
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diferenciais de Kolmogorov regressivas. FExpressando em forma matricial, tem-se

dP(t)

= P(1)G. (64)

onde P(t) = (py.(t)) € a matriz das probabilidades de transicio e G = (gy,) € a matriz

geradora.

As equagoes diferenciais de Kolmogorov regressivas sao tteis em problemas de
tempo de primeira passagem, como a distribuicao do tempo para atingir um estado es-
pecifico ou a probabilidade de atingir um estado especifico pela primeira vez. Esses dois
problemas dependem do estado inicial do processo.

Essas equacoes diferenciais dependem da existéncia da matriz geradora GG. Para
sistemas de dimensao finita ou cadeias de Markov finitas, G sempre existe. A solucao

P(t) pode ser encontrada através das equagoes avancadas ou regressivas.

3.5 Primeiro Tempo de Passagem

O tempo até o processo atingir um determinado estagio pela primeira vez é conhe-
cido como o “primeiro tempo de passagem”. Suponha que o processo esteja no estado
a e queremos encontrar o tempo que leva até atingir o estado b, onde a < b ou b < a.
Os problemas de tempo de primeira passagem estao relacionados a equacao diferencial
regressiva de Kolmogorov.

Seja Ty41, a varidvel aleatéria para o tempo que leva para ir do estado x para
x—+ 1. Derivando o tempo entre eventos, sabemos que a pdf para ele tem uma distribuicao

exponencial com o parametro a(z), (X (0) = z). Dessa forma,
fo(t) = a(z)e @@t (65)

Assim, o tempo esperado para ir do estado x para x + 1 ou x — 1 é a média da
distribuigao exponencial, 1/(c(z)). Se a < b, o tempo que leva para ir do estado a para
bé

Tb,a = la+la + Ta+2,a+1 +--+ Tb,b—17 (66)
e o tempo esperado para ir do estado a para b é
E(Tb,a) = E(Ta-&-l,a) + E(Ta—I—Q,a-&-l) +ooet ]E(Tb,b—l)~ (67)

Expressoes semelhantes podem ser derivadas para a > b. Estes sao tempos médios

de primeira passagem. Expressoes gerais para E(7} ;1) e E(T,11,) s@o derivadas a seguir.
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Suponha que o processo esteja no estado x. Apds um periodo exponencial de tempo, o
processo salta de x para x + 1 com probabilidade ¢, /(a(x)) e para o estado x — 1 com
probabilidade d,./(«(z)), considerando ¢, + d, = a(x). Para encontrar o tempo esperado
de ir do estado x para x + 1, devemos considerar que o processo pode saltar para x — 1.

Entao, o tempo esperado para voltar a x + 1 deve ser adicionado a esse tempo.

Cx

BT = 255 (a5 ) + o (5 + ETarn) + BT ) (69

(x))  ax) \a(z)

Simplificando a expressao (68), obtem-se

a(r)

1 d,
E(Tx+l,:ﬁ) - C— + _E(Tx,xfl)- (69)

x C.’E

Pode-se obter uma relagao semelhante para E(T,_ ,):

d, 1 Cy 1
5T) = 55y (o) + oy ey s +BCT1)). (70)
Simplificando (70),
B(To1) = o + BT (71)

Suponha ¢, = 0 = d, e limy , po(t) = 1. Considerando E(1p,) = 7, como o
tempo esperado para a absorcao a partir do estado x, é possivel obter uma férmula para

calcular esse tempo 7,. Para um intervalo de tempo pequeno At, tem-se
Ty = Co A (Tyq1 + At) + dp At(To—1 + At) + [1 — (a(x))At] (1 + At) + o(Ab). (72)

Dividindo (72) por At, e fazendo At — 0 obtem-se o seguinte resultado

1 Cy d,
e 73
" @ e T al) (73)

A expressao (73) pode ser expressa da seguinte forma,
dpTo1 + CoTuy1 — (a(z))Tp = =1 2=1,2,... (74)

Se a CTMC é finita, com estados {0,1,2,..., N}, de modo que ¢y = 0, j4 que nao
ha mais transicao ap6s o estado N, entao paraxz = 1,2,..., N, o sistema de equagdes (74)

pode ser representado pela seguinte forma matricial,

G =-C", (75)
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onde C é um vetor tal que C' = [1,1,...,1]T e a matriz G é a matriz geradora G eliminando

as linhas e colunas dos estados que sao absorventes.
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4 MODELO COMPARTIMENTAL SIR

A estratégia usual na modelagem é considerar inicialmente o modelo mais sim-
ples possivel, mesmo que algumas caracteristicas do contagio real nao sejam levadas em
conta. A depender do resultado, novos elementos podem ser introduzidos controlada-
mente no modelo e uma avaliacao do ganho em funcao da complexidade devera ser con-
siderada. Embora simples, o modelo SIR [5], que divide a populagdo nos estados de
(S)uscetiveis, (I)nfectados e (R)ecuperados, tem sido usado amplamente no estudo de
diversas doengas [27, 28, 29], inclusive, da COVID-19 [30, 31, 32].

4.1 Modelo SIR

O modelo utilizado neste trabalho é o modelo STR, proposto por Kermack e Mc-
Kendrik [5], um modelo compartimental que relaciona os seguintes compartimentos: S
para os individuos suscetiveis, I para os infectados e R para os recuperados. O esquema

da Figura 4 representa a sua dinamica.

Figura 4 - Diagrama do modelo compartimental STR.

4

taxa de contato /—\ taxa de recuperagao
: () (2

Legenda: S representa o compartimento dos individuos suscetiveis, I, dos infectados e R, dos
recuperados.
Fonte: A autora, 2020.

Um individuo do compartimento suscetivel (S), através da taxa de contato, torna-
se um individuo do compartimento infectado (I). Um individuo infectado (I) passa ao
compartimento recuperado (R) através de uma taxa de recuperacdo. A taxa de recu-

peracao representa o inverso do periodo que a doenca pode ser transmitida.
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4.2 Modelo Deterministico

O modelo deterministico é apresentado através das seguintes equacoes diferenciais,

as B

-~ - g

7 ol (76)
I 3

— = Z8I—~I

dR

— = ~l.

= gl (78)

Sera considerado que nao ha nascimentos ou mortes na populacao estudada. Dessa
forma, a popula¢do permanece constante, ou seja, S(t) + I(t) + R(t) = N considerando
que, inicialmente, S(0),7(0) > 0 e R(0) = 0. A taxa de contato, também conhecida como
taxa de infeccao, é representada por 5. A taxa de recuperagao de um individuo infec-
tado é representada por . Vamos considerar que nao ha periodo latente nesse modelo,
dessa forma tem-se que um individuo infectado é infeccioso. A equacao (76) representa a
variacao de individuos suscetiveis que ao ter contato com individuos infectados tornam-
se infectados. Em (77) é representada a variacao de individuos infectados, ou seja, os
individuos que eram suscetiveis e tornaram-se infectados menos os individuos que se re-
cuperaram (tornaram-se imunes ou morreram). Na equacao (78) tem-se a variacao dos
individuos infectados que se recuperaram.

Combinando as equagoes (76) e (77) pode-se encontrar uma solugao analitica para

determinar a quantidade de individuos infectados. Dessa forma,

a ES] — I
a N° (79
s __65[
dt N
B
—SI
dl 1 N
e i (80)
@S B P BS:
N N
Fazendo a separagao de varidveis em (80), temos:
YN
dl = 14+ —|dS 81
< +5 S) : (81)

Resolvendo a Equagao (81), obtem-se o seguinte resultado,

/dl_/( 1+—)dS (82)



43

N
I(t) = —S(t) + %lnS(t) +C. (83)
Considerando que inicialmente tem-se, pelo menos, um individuo infectado dentro
da populacao total de tamanho N, ou seja, I(0) = 1 e S(0) = N — 1, utilizamos essas

condigbes iniciais para resolver a equagao (83). Temos, entao, que

1(0) = —S(0) + %ln(S(O)) +C (84)
de onde,
= (N —1)+ %ln(]\f _n+cC (85)

Dessa forma, podemos encontrar o valor da constante de integragao C,

C—N- %ln(]\f ). (86)

Substituindo esse resultado na equagao (83), obtem-se a solugao analitica para o

compartimento dos individuos infectados no instante de tempo t,

I(t) = —S(t) + %ln(S(t)) N %ln(l\f _1). (87)

Simplificando esse resultado, chega-se a

N, S(1)
I(t)=—-St)+ N+ —In| —=|. 88
0= =800+ N+ Zin (524 (58)

A dinamica do modelo SIR considera que, com o decorrer do tempo, a quantidade
de infectados irda diminuir de acordo com o limiar epidémico e, consequentemente a epide-

mia ird terminar. Dessa forma, quando ¢ — oo, I(00) = 0. Substituindo na equagao (88),

B YN, ([ S(c0)
de onde,
VN, S(o0)
S(o0) =N + 7[71 (m) : (90)

A equacao (90) representa uma solugdo genérica para a classe de individuos sus-

cetiveis com o decorrer do tempo.
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A gravidade da epidemia pode ser determinada pelo nimero total de casos que
ocorreu, denominado tamanho final da epidemia. Ele é calculado através do R(oco) pois
representa todos os individuos que foram infectados e se recuperaram. Dessa forma,

pode-se considerar
R(c0) = N — S(0). (91)

Para analisarmos se ocorrera epidemia ou nao em determinada populacao, uti-
lizamos o nimero de reproducao basico, Ry, que ¢ uma medida do instante inicial da
epidemia. Ry ¢ a taxa de formacao de novos individuos infectados dividido pela taxa de
recuperacao desses mesmos individuos. A taxa de novos infectados é dada por BSI/N, e

a taxa de recuperacao desses individuos é yI. Dessa forma, tem-se que no instante inicial,

— = : (92)

No inicio de uma epidemia o nimero de suscetiveis iniciais S(0) é aproximadamente
o total da populac¢do N, considerando /(0) muito pequeno, ou seja, S(0) = N —1(0) ~ N.

Utilizando essa caracteristica é possivel simplificar (92), de modo que

O numero de reproducao basico é importante para analisar a velocidade do cres-
cimento dos individuos infectados. Por outra parte, o nimero de reprodugao efetivo,
R, pode ser determinado através do nimero de reproducao bésico. Considerando S/N =
S(t), I/N =1(t)e R/N = R(t) as fragbes de individuos, com valores entre 0 e 1, referentes
a cada compartimento no decorrer do tempo, R € definido como,

_ BS®IE) _ BS{E) _ RoS(t). (94)

R YI(t) ¥

R é o numero de reproducao da doenca ao longo do tempo. Refere-se a quantos
casos, em média, cada individuo da populacao vai infectar no decorrer do tempo. E
interessante determinar quando R < 1, pois representa quando nao ocorrerd epidemia,

como visto na Segao 1.3. Dessa forma, a partir da desigualdade
R =RoS(t) < 1, (95)
encontra-se

S(t) < —. (96)
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A expressao (96) representa o limiar epidémico que é o responsavel por fazer a curva dos

individuos infectados diminuir.

4.3 Modelo Estocastico

O modelo SIR estocastisco apresentado nesta secao tem como referéncia um es-
tudo realizado na Ref. [9], utilizando Cadeias de Markov de Tempo Continuo (CTMC).
Por essa razao, denomina-se o modelo como SIR CTMC. Os compartimentos do mo-
delo, S(t),I(t) e R(t), para um determinado instante de tempo ¢, agora sao considerados
variaveis aleatérias. Seguindo o esquema descrito para o modelo deterministico, nao sao
considerados nascimentos ou mortes na populacao, de forma que S(t) + I(t) + R(t) = N.
Considera-se também que nao ha periodo latente. Tem-se que R(t) = N — S(t) — I(t),
tendo-se apenas duas das varidveis independentes, S(t) e I(t). Portanto, a probabili-
dade de transicao considerada nesse modelo é uma probabilidade conjunta dessas duas
variaveis.

As probabilidades de transigao sao definidas a seguir em termos das taxas do mo-
delo deterministico, considerando a mudanca dos estados S(t) e I(t) durante um intervalo
de tempo pequeno At como AS = S(t + At) — S(t) e AI = I(t+ At) — I(t),

Prob{(AS(t), AI(1))[(S(t), I(t))} =

[ SSOIMAL oA, (AS(), AI() = (~1,1)
YI(H)AL + o(A(t), (AS(t), AL(t)) = (0,-1)
_ 5 (97)
— | 5510 +41( )] At (AS(#),Al(t)) = (0,0)
\ o(At), outro

Os estados do sistema, 5,1 e R representam a quantidade de individuos que per-
tencem ao compartimento correspondente. Dessa forma, a probabilidade condicional dada
pelo sistema (97) representa a transigdo da variacao de suscetiveis e infectados conside-
rando que a evolugao do sistema é dada através da variacao de somente um individuo em
um pequeno intervalo de tempo At e, para cada caso de ocorréncia do sistema ha uma
probabilidade associada.

O par (AS(t),Al(t)) = (—1,1) representa a condigao de um individuo ter sido
infectado, (AS(t),AI(t)) = (0,—1) ocorre quando héd um individuo infectado que foi
recuperado e, por fim (AS(t),AI(t)) = (0,0) representa que nao houve alteragao nos
compartimentos, ou seja, nenhum individuo foi infectado e nenhum se recuperou. As
equacoes do modelo sao resumidas na Tabela 1 no intuito de facilitar a visualizacao dessas

situagoes e das equagoes correspondentes.
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Tabela 1 - Probabilidades de transicao para o modelo SIR CTMC.

(AS,AI) Probabilidade
(—1,1) SS(WIDAL +o(An)
(0, -1) VI(1)AE+ o(A(1))
0.0) |1 | LS+ w(t)} A+ o(At)

Legenda: Resumo das equagoes do modelo (97).
Fonte: A autora, 2020.

Inicialmente, consideraremos a distribuigao do sistema como (S(0), 1(0)) = (so, i),
onde syg +ig = N e R(0) = 0, pois considera-se que neste instante nao ha individuos
recuperados e so > 0 e ig > 0.

A probabilidade de estado é dada por p(;)(t) = Prob{S(t) = s,1(t) = i} e pode
ser obtida através das solucoes das equagoes avancadas de Kolmogorov,
dpsp(t) B

P = (5 D= Dpesnion () 90+ Dpieasn (1) = [% + w} PGy (1), (98)

onde s € [0,N], i € [0,N —s] e s+ i < N. Se o estado (s,1) estiver fora desse intervalo,

a probabilidade ¢é igual a zero. Para o caso onde s =0,1,2,..., N — 1, tem-se
dp(s 0)
D . 99
dt YP(s,1) (99)

Por outro lado, para s = N

dp(N,o)
dt

= 0. (100)

Nos N + 1 estados (s,0), considerando s = 0,1,2,..., N, ndo ocorrem transigoes
para qualquer outro estado do sistema pois nao ha individuos infectados e, portanto, esses
estados sao fechados. Além disso, esses estados sao denominados absorventes. A epidemia
acaba quando um estado absorvente é alcangado.

No modelo SIR CTMC é possivel obter algumas propriedades que o modelo deter-
ministico nao oferece. A probabilidade de surto de uma doenca em determinada populagao
e a distribui¢ao de probabilidade tanto para o tamanho final como para a duragao esperada
de uma epidemia, sao propriedades acessiveis através do modelo SIR CTMC.

Como visto no modelo deterministico, através do Rq é possivel determinar se ocor-
rerd epidemia ou nao no instante inicial e, por meio do R, se ocorrerd epidemia no decorrer
do tempo. No modelo SIR CTMC, pode-se definir uma propriedade para calcular a pro-

babilidade de surto a depender do Ry e do nimero de infectados inicial, 7(0). O nimero
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de reproducao bésico no modelo estocastico é o mesmo do modelo deterministico, de-
finido pela equagao (93). Dessa forma, considerando o inicio de uma epidemia com a
condigao inicial 7(0) = i sendo um valor pequeno, a probabilidade de ocorrer um surto

da doenca [33], Psyurt0, ¢ dada por,

0 R < 1

Pourto = 1 ‘ . (101)
1—| = Ro>1
(R0> y IO

Exemplo 4.3.1. Suponha que em determinada populacio N = 100, Ry = 2 e que, ini-
cialmente, 1(0) = 3. Para analisar a probabilidade de ocorrer uma epidemia utilizamos
a equacao (101). Substituindo os valores dados, obtem-se Py, = 1 — (1/2)% = 0.875.

Logo, a probabilidade de ocorrer uma epidemia nessa populacao é de 0.875. m

O tamanho final da epidemia no modelo estocastico ¢ determinado da mesma
forma que no modelo deterministico, ou seja, R(co0) = N — S(00). Porém, no modelo
SIR CTMC pode-se obter uma distribuicao de probabilidade para esse tamanho final
e assim, analisar caracteristicas especificas do sistema. Para calcular essa distribuicao
de probabilidade para o tamanho final da epidemia, é necessario determinar a matriz
geradora G e a matriz de transicao da Cadeia de Markov Incorporada do sistema, Py-. A
matriz geradora G e a matriz de transicao Py dependem de como os estados do sistema
sao ordenados. No modelo SIR CTMC trabalhamos com as probabilidades conjuntas dos
compartimentos S e I e, portanto, existem (N + 1)(N + 2)/2 pares de estados, que é o
nimero das combinacoes possiveis desses dois compartimentos. Os pares de estado serao

ordenados da seguinte forma:
(N,0), (N —1,0),(N —2,0),...,(0,0),(N —=1,1),(N —=2,1),...,(0,1),...,(0,N) (102)

Usando essa ordenacao, pode-se definir o conjunto das probabilidades de estado
como o vetor p(t) = (P(n,0), P(N-1,0)s - - - » Po,n))” €, assim, obtemos a matriz geradora G. A
matriz G é uma matriz quadrada de dimensao (N +1)(N +2)/2, que pode ser encontrada
através do sistema dado pela expressao (61), dp/dt = Gp. Para facilitar a notagdo na

construcao da matriz GG, vamos associar cada estado com um nimero inteiro da seguinte

forma,
(N,0) —
(N—-1,00) — 2
. : (103)
(0. N) N, — (N +1)(N+2)

2

Exemplo 4.3.2. Considerando um modelo epidémico SIR CTMC com populacio N = 3,
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(N+D(N+2) _ (3+1)(3+2) _ 20
2 2 2

de estado a um niumero real, definido em (103), tem-se:

tem-se = 10 possiveis pares de estados. Associando cada par

(3,0) — 1 (1,1) — 6
(2,0) — 2 (0,1) — 7
(1,0) — 3 (1,2) — 8
(0,00 — 4 0,2) — 9
(2,1) — 5 (0,3) — 10

Entao, a matriz de transicao P(At) € dada por,

1000 0 0 0 0
01 00 i 0 0 0
0010 i 0 0 0
0001 i 0 0 0
P(AL) = 0000 1-C 0' 0 0 (104)

0000 0 1-C i 0 0
0000 0 0 1-C 0 i 0
000 0 Bsi/N 0 0 1-C 0 0
0000 0 pBsi/N 0 0 1-C v
0000 0 0 0 Bsi/N 0 1-C

Dessa forma, pode-se definir a matriz G da sequinte maneira,

0000 0 0 0 0 0

0000 ~i 0 0 0 0

0000 Vi 0 0 0 0

0000 0 vi 0 0 0

G- 0000 -=-C 0 0 O. 0 0 (105)

0000 0 —-C 0 i 0 0

0000 0 0 —-C 0 vi 0

0 00 0 Bsi/N 0 0 —C 0 0

0000 0 Bsi/N 0 0 —C 7

00 00 0 0 0 pBsi/N 0 -C

onde s e i correspondem ao valor de S(t) e I(t) e C = Psi/N + i € o coeficiente de
P(s,i)(t) no sistema de equagoes (98). [

A ordenacao definida pela expressao (102) foi utilizada por conveniéncia, mas nao
é tnica. Se os estados forem ordenados de outra forma, o conjunto das probabilidades de

estado e a matriz geradora tem que ser modificados de acordo com essa outra ordenacao.
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A partir da matriz G, pode-se obter a matriz de transicao da Cadeia de Markov
Incorporada, Py. Esta matriz é muito util no calculo do tamanho final da epidemia.
Utilizando a notagao (103) pode-se construir a matriz de transigao Py, definida em (54),

da seguinte forma,

P11 D2 P13 ---  DiNg
P21 P22 P23 ... DPan
poo| P e | 106

onde p representa a probabilidade de transicao de um estado para outro, definidas pela
expressao (53). A matriz Py é uma matriz quadrada de dimensao (N + 1)(N + 2)/2,
assim como a matriz geradora G.

Na matriz GG, os elementos das primeiras N+1 colunas sao iguais a zero. Esses N+1
estados sao classificados como estados absorventes, pois nao ha transicao em qualquer um
desses estados ja que nao hd individuos infectados, ou seja, (s,i) = (s,0). Isso significa
que a matriz de transi¢do Py = (py;) da cadeia de Markov incorporada satisfaz p; = 1,
paral=1,2,...,N + 1.

Exemplo 4.3.3. Utilizando a matriz geradora do Exemplo (4.3.2), pode-se determinar a

matriz de transicao Py, de acordo com as expressoes (51) e (53),

1 000 0 0 0 0 0 0
0100 ~iC 0 0 0 0 0
0010 0 vi/C 0 0 0 0
0001 0 0 ~i/C 0 0 0
Py — 0000 0 0 0 ‘O 0 0 ’ (107)
0000 0 0 0 vi/C 0 0
0000 0 0 0 0 vi/C 0
0 00 0 Bsi/NC 0 0 0 0 0
0000 0 Bsi/NC 0 0 0 ~i/C
0000 0 0 0 Bsi/NC 0 0

onde s e i correspondem ao valor de S(t) e I(t) e C = Bsi/N + vi, como no exemplo

anterior. n

Sendo (S(t),I(t)) = (s,i), sabe-se que no modelo hé a possibilidade de duas
transicoes ja que ele analisa a variagao de somente um individuo a cada instante de
tempo. A transigdo do estado a = (s,7) para o estado b = (s — 1,7 + 1) representa a
infecgdo de um individuo suscetivel, ao passo que a transicao do estado a = (s,4) para o

estado ¢ = (s,i — 1) significa a recuperacao de um individuo infectado. Assim, podem-se
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definir as probabilidades da matriz Py, de acordo com a definigao da matriz geradora G.

Gaa  PBSi/N +~i  Bs+yN

= Ps- (108)

Como a matriz Py ¢ estocastica, a soma dos elementos da coluna tem que ser igual
a 1. Dessa forma, a probabilidade de que um individuo suscetivel seja infectado é dada

por

N yN Bs
1l—ps=1- = .
Bs+~yN  [Bs+~yN

(109)

Exemplo 4.3.4. Um modelo epidémico SIR CTMC com populagao total N = 3 possui 10
pares de estados. A relagao entre os estados desse modelo, correspondente a EMC, pode
ser representada através de um grafo orientado. O agrupamento dos estados é feito em
quatro conjuntos, de acordo com o esquema (103). Dessa forma, tem-se
I: (3,0), (2,0), (1,0), (0,0)
II: (2,1), (1,1), (0,1)
II: (1,2), (0,2)
IV: (0,3)
Representando a relagao desses conjuntos através de um grafo orientado, € possivel

wisualizar melhor as relagoes entre os estados e algumas das suas caracteristicas,

:\@
TN
ORONC

l l l

A matriz de transi¢ao da EMC, definida pelas expressoes (108) e (109), pode ser
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expressa em forma de matriz em blocos, na forma a sequir,

1 0 0 0 | O] 0 010
01 0 0 | po O] 0 00
0 0 1 0 | B0 ] 0 0 | 0
00 0 1 | 0O P | 0 0 ] 0
- - - -1 - - -1 = =1 -
00 0 0] 0 0 0 | 0] 0
Pr=l 000 0] 0 o 0| p 0] 0], (110)
000 01 0 0 0] 0 p | O
- - - -1 = e e
00 00 ] 1=pp 0 O 0 0 |
0000 ] 0 1—-p 01 0 0| po
- - - -1 - - -1 = =1 -
00 0 0] 0 0 0 | 1—=p, 0 | 0
onde
I A, 0 0
Pyz00A20 (111)
0 Bi 0 A
0 0 B, 0

O vetor de probabilidade de estado também pode ser dividido nos quatro conjuntos em que
foram separados os estados, de modo que p = (pessy) = (pr, i1, pirr, prv)t, onde T denota

a transposta. Dessa forma,

p1 = (P3.0)s P,0): P(1.0)> P(0,0)) (112)

e assim, sucessiwamente para os outros grupos. [

Como visto no Exemplo (4.3.4), a matriz Py pode ser dividida em blocos. Cada
bloco representa as transicoes possiveis entre esses conjuntos. Além disso, cada bloco
possui tamanho diferente um do outro. O bloco I é uma matriz identidade de tama-
nho (N + 1) x (N + 1), representando o conjunto dos estados absorventes. Os blocos
denotados por A;, representam as transicoes de recuperacao de individuos infectados, ou
seja transicoes de ¢ individuos infectados para i — 1, com ¢ = 1,2,..., N. Por sua parte,
os blocos B; caracterizam a infeccao de um individuo suscetivel, isto é, a transicao de ¢
individuos infectados para ¢ + 1 sendo, nesse caso, t = 1,2,..., N — 1.

Para calcular a distribuicao do tamanho final da epidemia é necessario conhecer

as probabilidades de absor¢ao. Considerando que inicialmente tem-se um individuo infec-
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tado, ou seja, p(v—1,1)(0) = 1, em uma populacao de tamanho total igual a IV, o ntimero

maximo de transicoes para chegar a absorcao é 2N — 1.

Exemplo 4.3.5. Utilizando o grafo orientado do Exemplo (4.3.4), pode-se observar que
se o estado inicial for (2,1), o nimero mdzimo de transicoes até a absor¢dao serd 5. Se
sequirmos o caminho das setas representadas no grafo orientado, € facil ver que hd cinco

transicoes. [

Considerando que inicialmente hd apenas um individuo infectado, I(0) = 1, e
nao hé individuos recuperados, R(0) = 0, a quantidade de individuos suscetiveis é dada
por S(0) = N — 1. Calculando as probabilidades de absorgao, obtemos a probabilidade
associada ao tamanho final da epidemia, {pzf}, 1=1,2,...,N. Como os N+1 estados sem
individuos infectados sao estados absorventes e a quantidade de infectados inicialmente é
I(0) =1, tem-se

N—-1
gggbzigzx&m(t)=:1- (113)

Com isso, as probabilidades para a distribuicao do tamanho final satisfazem, para
s=0,1,....,N —1,

: _
Im pe0) () = Py - (114)

Quando o nimero de infectados atinge o valor zero, I(t) = 0, h4 um total de s
individuos que foram infectados, S(t) = s, e, portanto, o tamanho final da epidemia é
dado por N — s. Utilizando a matriz Py encontramos as probabilidades de absorcao e,
consequentemente, a distribuicao de probabilidade para o tamanho final da epidemia, da
seguinte forma,

lim p(t) = p(2N — 1) = (Py)*"~'p(0), (115)

t—o00

onde p(0) representa o vetor das probabilidades de estado no instante inicial.

Exemplo 4.3.6. Para uma populacdao total N = 3 € possivel determinar a distribuicao

do tamanho final da epidemia através da expressao (115). A matriz Py foi definida no
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Ezxemplo 4.3.4 € p(0) foi definido para a condi¢do inicial de I(0) = 1. Dessa forma,

5

lim p(t) =

t—o00
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O resultado desse produto nos dd a distribuicao de probabilidade para o tamanho

final da epidemia. n

A dltima propriedade do modelo SIR CTMC, referente a duragao esperada de
uma epidemia, pode ser calculada usando o método do primeiro tempo de passagem,
introduzido na Secao 3.5. A duracao de uma epidemia corresponde ao tempo que leva
até chegar a absorcao, ou seja, o tempo t até I(t) = 0. Para o modelo SIR CTMC,
a probabilidade de absorcao é igual a um, independentemente do valor do nimero de
reproducao basico, Ry. No entanto, dependendo do nimero inicial de infectados, i, do
tamanho da populacao N e do valor de Ry, o tempo até a absor¢ao pode ser muito curto ou
muito longo. Dessa forma, temos um sistema de equagoes que pode ser resolvido, de modo
que seja possivel encontrar o tempo esperado até a absorcao. Como o modelo é analisado
para o par (S(t),(t)) = (s,i) representando o estado possivel do sistema, cada elemento
da matriz geradora G é uma taxa de transigao entre um par de estados (s1,i1) — (82, i2).
Para calcular o tempo esperado para a absorgao 7, definido pela expressao (75), utilizamos
a matriz geradora G excluindo as transicoes para os estados absorventes, denotada por G.
A partir da matriz G, pode-se escrever a matriz quadrada G, de dimensdao N(N + 1)/2

como sendo, para o Exemplo (4.3.2)

Bsi/N + i 0 0 0 0
0 Bsi/N + i 0 i 0
G 0 0 Bsi/N + ~i 0 Vi 0
Bsi/N 0 0 Bsi/N + i 0 0
0 psi/N 0 0 Bsi/N + i i
0 0 0 Bsi/N 0 Bsi/N + i

(116)



o4

A matriz G também depende da ordenacao dos estados. Nesse caso, vamos con-
siderar a ordenagao feita em (103). O vetor para a duragao esperada da epidemia, ou
seja, o tempo para extin¢do da doenga, 7, depende dos pares (s,7). Considerando (s, a

variavel aleatdria para o tempo até a absorcao, tem-se que
T(s) = E(T(s,0))- (117)

Usando a equagao (67), a expressao (117) pode ser reescrita da seguinte forma,

T(ss) = |:1 — (%Sl + ’}/i) At:| (T(SJ) + At) —+ (%SZAt) (T(sfl,i+1) + At)

+ (yiAt) (r(si-1) + At),  (118)
= T(s,) + At — (%sz + ’yi) AtT(eq) — (%sz + fyz') AtAt
B . 5. : :
+ stAt T(s—1,i+1) T stAt At + yiltT(s 1y + yiIALAL. (119)

Reescrevendo e simplificando a equagao (119), obtem-se

At — (%Sl + ’7Z> AtT(SJ') + (%SlAt) T(s—l,i—‘rl) + ’YiAtT(s,i—l) = 0. (120)

Dividindo por At,

I <%31 + W) T(syi) T (%SZ) T(s—1,i+1) + ViT(si-1) = 0, (121)
de onde,
— ESZ + ’)/’l T(s,3) + ESZ T(s—1,i+1) + ’Y’iT(S i—1) = —1. (122)
N ’ N ’ ’
A equacao (122) pode ser reescrita utilizando as expressoes (108) e (109), obtendo-
se, por fim,
(vi+ (B/N)si) (psT(s,i—l) — T(si) + (1 — PS)T(S—1,1+1)) =—1. (123)

O sistema de equagoes dado pela expressao (123) corresponde a duragao esperada
para a epidemia estudada, que também pode ser representada pela forma matricial (75).
Para calcular o tempo entre eventos no modelo SIR CTMC, utiliza-se a soma

das probabilidades do processo mover-se para um estado diferente, definida pela ex-
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pressao (31), correspondente a

pr(At) = (%S(t)](t) + 7](15)) At + o(At), (124)
yF#
com a(z) = (B/N)S(t)I(t) +~vI(t).

O tempo entre eventos, definido na equacao (44), pode ser entao calculado utili-
zando essa expressao para a(z),
InU

T == ZSWI(t) +~I(t) (125)

onde, U é uma varidvel aleatéria uniforme definida no intervalo [0, 1].
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5 SIMULACOES E RESULTADOS

Nesse capitulo, serao apresentados e discutidos os resultados das simulagoes com-
putacionais. O modelo SIR CTMC, apresentado na Secao 4.3, foi implementado com-
putacionalmente e usado na modelagem de duas doencas. A primeira delas, um caso de
sarampo acontecido na Ilha Grande, Rio de Janeiro, Brasil, no ano de 1976. O surto de
sarampo foi estudado e documentado na Referéncia [34]. Desse trabalho foram extraidos
os valores dos parametros usados na modelagem. Esse exemplo foi usado com a intengao
de validar a implementacao computacional do modelo SIR CTMC, assim como ampliar a
compreensao da modelagem estocastica. A segunda situacao epidemioldgica abordada foi
a atual pandemia de coronavirus e a sua evolucao no Estado do Rio de Janeiro, Brasil. Em
relacao a esse caso, fica evidenciada a limitagao, em termos de recursos computacionais,
da modelagem estocastica através de modelos compartimentais para a analise de epide-
mias em populagoes muito grandes. Contudo, foram obtidos alguns resultados tuteis e

geradas novas linhas importantes de trabalho, motivadas pelas dificuldades supracitadas.

5.1 Surto de Sarampo na Ilha Grande

As simulagoes realizadas tiveram como base para os parametros, dados identificados
em um estudo sobre um surto epidémico de sarampo em uma vila de pescadores na regiao
de Ilha Grande, no estado do Rio de Janeiro, em 1976 [34]. Vale ressaltar que a modelagem
realizada nao tem a funcao de descrever um surto de sarampo em qualquer lugar ou
condicao. Para isso, uma equipe interdisciplinar teria que trabalhar em funcao de definir
os parametros apropriados para esse caso particular. O sarampo é uma doenca altamente
contagiosa. Contudo, as condigoes de contagio e propagacao vao depender de multiplos
fatores, como densidade populacional, faixa etéria, politicas de vacinagao e outras [35].

Na regiao da Ilha Grande considerada, a populacao total de moradores na época
era de 453 individuos. A doenga comegou a se propagar por um individuo que viajou para
esse local e acabou transmitindo a doenca para os moradores. Dessa forma, tem-se que,
como condigao inicial, 7(0) = 1. Na Tabela (2), sao relacionados os valores de tamanho
da populacao da regiao por faixa etaria. Pode-se observar também a incidéncia da doenca
de acordo com a idade, evidenciando que criangas e adolescentes sao os mais afetados.
Observa-se que a propagacao da doenga aconteceu em individuos entre 1 a 19 anos. Foi
considerado que individuos com mais de 19 anos possuiam imunidade natural ou haviam
sido vacinados no surto de sarampo que ocorrera alguns anos antes, e criancas menores
de 1 ano possuiam imunidade materna, pela transmissao de anticorpos da mae. Por

esse motivo, para realizar a modelagem e mostrar a usabilidade do modelo SIR CTMC,
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Tabela 2 - Incidéncia de sarampo de acordo com a idade.

Faixa etéria (anos) | Total de Casos | Populacdo Residente
<1 - 11
lab 16 66
6 al0 20 60
11a15 11 53
16 a 19 3 41
> 19 - 222

Legenda: Distribuicao populacional e niimero de infectados por Sarampo em surto acontecido
na Ilha Grande, RJ, em 1976.
Fonte: [34]

consideramos a popula¢ao do compartimento de individuos suscetiveis, no instante inicial,
como S(0) = 220, o de infectados, 1(0) = 1 e, por fim, o de recuperados como R(0) = 233.

A epidemia do sarampo nessa localidade atingiu um total de 50 individuos, sem a
ocorréncia de mortes, com duracao de 60 dias.

A duracao média em que um individuo permaneceu infectado foi de 9,5 dias.
Essa duracao representa o tempo médio que um individuo leva para se recuperar, e sera
utilizado para definir a taxa de recuperagao, v = 2/19.

No caso do sarampo, pelas consideragoes acima indicadas sobre contagio e pro-
pagacao, as variagoes possiveis na evolugdo da doenga sdo muito grandes [35]. Assim,
o valor do nimero de reproducao basico, Ry, deve ser cuidadosamente estimado. Na
Ref. [34], ndo é oferecido um valor para esse parametro. Dessa forma, analisando as taxas
de contagio por faixa etaria, documentadas no referido trabalho, determinamos o valor
Ry = 6. Em consequéncia, a taxa de contato empregada foi 8 = Ryy ~ 0,6315.

Foram realizadas 1000 simulagoes do modelo estocastico. Na Figura 5, sao mos-
trados varios dos cendrios possiveis para a evolucao da doenga através desta modelagem.
Em cada sub-figura mostra-se a evolugao de uma tnica simulacao. Para efeitos de vi-
sualizacao das variagoes, compara-se com o resultado da modelagem deterministica, que
produz uma unica evolucao. Pode-se observar como o pico da doenga, que representa
o numero maximo de individuos infectados ao mesmo tempo, varia no tamanho e no
tempo para as diferentes simulacoes, em contraste com o resultado tinico que provée a
evolugao deterministica. Em particular, na Figura 5c¢, mostra-se um cenario no qual nao
se desenvolve uma epidemia.

De acordo com a defini¢ao do niimero basico de reproducao, sabe-se que ha ocorrén-
cia da epidemia na populacao na condicao de que Ry > 1. Para o modelo estocastico pode-
se determinar a probabilidade de ocorréncia do surto da doenca na populacao, utilizando

a equacao (101). Essa probabilidade foi calculada com o Ry utilizado nas simulagoes,



Figura 5 - Diferentes cenarios na modelagem estocéastica.
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Legenda: Em cada sub-figura mostra-se o resultado de uma tunica simulacao do modelo

estocdstico (linha cheia). Mostra-se também a evolucao do modelo deterministico

(linha tracejada) para ilustrar as variagoes do modelo estocdstico. A seguir,
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indicam-se os valores de alguns resultados da modelagem. (a) Pico da Epidemia: 77,
Dia do Pico: 23,19, Duragao da epidemia: 106,20 dias e Tamanho Final da
Epidemia: 206. (b) Pico da Epidemia: 75, Dia do Pico: 23,88, Duracao da epidemia:

52,86 dias e Tamanho Final da Epidemia: 195. (c) Pico: 2, Dia do Pico: 2,72,
Duragao: 10,42 dias e Tamanho Final: 2. (d) Pico da Epidemia: 63, Dia do Pico:

29,54, Duracao da epidemia: 81,71 dias e Tamanho Final da Epidemia: 203.
Fonte: A autora, 2020.
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obtendo-se o valor
1\ !
Porio =1 — (6) ~ 0, 83. (126)

Dessa forma, hd uma probabilidade de, aproximadamente, 83% da doenca se propa-
gar na populacao. E importante observar que, ao se trabalhar com modelos estocdsticos,
todos os cenarios possiveis tém uma certa probabilidade de ocorréncia, inclusive a situagao
de nao se ter epidemia. Portanto, para se ter resultados confidaveis utilizando o modelo
estocéastico, multiplas simulacoes devem ser realizadas. Nesse intuito, 1000 simulagoes do
modelo SIR CTMC foram realizadas com o objetivo de fazer estatistica sobre os resulta-
dos obtidos. Dentre todas as simulagoes, houve também a ocorréncia do caso em que nao
ocorreria a epidemia na populacao, como foi ilustrado na Figura 5c.

Também na Figura 5, observa-se que os valores encontrados nas simulagoes, muitas
vezes diferem do caso real do surto de sarampo [34], no qual baseamos esse exemplo. Isso
é normal. Por uma parte, como foi acima explicado, a modelagem estocastica oferece uma
ampla gama de cenarios, todos os quais tém uma certa probabilidade de ocorréncia. Por
outra parte, na previsao inicial de uma epidemia descrita pelo modelo compartimental
SIR, nao estd se considerando a influéncia de politicas de satiide e controle do contéagio,
para o qual talvez seja necessario um modelo mais complexo. Contudo, na modelagem
estocéstica, nao faz sentido analisar simulagoes isoladas. E preciso realizar uma analise
estatistica dos resultados, para o qual é indispensavel a realizagao de um grande niimero

de simulagoes.

Figura 6 - Média do pico da epidemia no surto de sarampo.
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Legenda: Média do pico da epidemia para 1000 simulagoes do modelo estocastico. Em média,
acumularam-se 46 individuos contagiados, aproximadamente, no mesmo dia.

Fonte: A autora, 2020.
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Usando-se os resultados das 1000 simulacoes realizadas, foram calculadas as mé-
dias das grandezas de interesse na modelagem. Dessa forma, encontrou-se que o pico
da epidemia aconteceria, em média, com a infeccao de, aproximadamente, 46 individuos
ao redor do vigésimo dia. Esse é um valor razoavel na descrigao do surto de sarampo,
considerando que foram contagiados 50 individuos no total, ao longo de 60 dias que
durou a epidemia. Em contraste, o modelo SIR deterministico forneceu uma estimagcao
de, aproximadamente, 65 individuos contagiados no dia de pico, que foi o 30° dia. Nas

Figuras 6 e 7, mostram-se estes resultados.

Figura 7 - Média do dia de pico da epidemia no surto de sarampo.
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Legenda: Média do dia de pico da epidemia para 1000 simulacées do modelo estocastico em,
aproximadamente, o vigésimo dia.
Fonte: A autora, 2020.

Uma das vantagens da modelagem estocastica em relagao a deterministica é a
possibilidade de gerar distribuicoes de probabilidades para algumas propriedades inte-
ressantes no estudo de uma doenga. Por exemplo, pode-se encontrar uma distribuicao
de probabilidade para o tamanho final da epidemia. Através dessa distribuicao tem-se
acesso a probabilidade de se chegar a um nimero qualquer de infectados pela doenca, nao
apenas ao resultado previsto de tamanho final. O tamanho final da epidemia, como visto
no Capitulo 4, representa a forca da epidemia, ou seja, quantos individuos ela infectou no
total. O tamanho final é dado pela expressao (91), R(co) = N — S(c0).

No caso em estudo, a distribuicao de probabilidade para o tamanho final da epi-
demia pode ser observada na Figura 8. Analisando essa distribuicao de probabilidade,
pode-se observar um pico inicial, que representa a probabilidade de nao ocorrer um surto
epidémico na populagao. Esta probabilidade é de, aproximadamente, 0,17. A probabi-
lidade de surto ¢ de 0,833, calculada usando-se a expressao (126). Esta probabilidade

de surto encontra-se distribuida para todos os casos possiveis de tamanho final da epide-
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mia, com a maior probabilidade associada ao tamanho final de, aproximadamente, 221
contagios. Consideramos, nesse caso, que um surto da epidemia ocorreu quando mais de

10 individuos foram infectados. Esses resultados sao ilustrados nas Figuras 8 e 9.

Figura 8 - Distribuicao de Probabilidade do tamanho final da epidemia
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Legenda: O pico inicial corresponde & probabilidade de nao se ter surto, enquanto que a soma
das probabilidades restantes corresponde a probabilidade de surto dada pela
expressao (126).

Fonte: A autora, 2020.

Por fim, outra propriedade que o modelo SIR CTMC oferece é a duragao esperada
da epidemia. A duracao da epidemia representa o tempo t que se leva até I(t) = 0,
como visto no Capitulo 4. Por meio da expressao (123) pode-se obter o valor da duragao
esperada de acordo com o estado inicial do sistema. Nesse caso, utilizamos o estado
(s,i) = (220,1) que representa o compartimento de suscetiveis para a condigao inicial
do problema, com 220 individuos suscetiveis e apenas 1 individuo infectado. A duragao
esperada iniciando por esse estado foi de, aproxidamente, 63, 33 dias. A média da duracao
da epidemia, calculada através das 1000 simulagoes, foi de 61,32 dias. O valor encontrado
é bem préximo da duracao que teve realmente o surto de sarampo, que foi de 60 dias.

Esse resultado é mostrado na Figura 10.

5.2 O Grande Desafio: COVID-19 no Rio de Janeiro

A emergéncia do novo Coronavirus (SARS-CoV-2) no fim de 2019, gerando uma
pandemia sem precedentes na historia recente da humanidade, catalisou a pesquisa na mo-
delagem matematica aplicada a epidemiologia. Como foi visto no Capitulo 4, enquanto os

modelos deterministicos descrevem uma dinamica entre compartimentos, os modelos es-



Figura 9 - Média do tamanho final da epidemia
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Legenda: Valor médio calculado para o tamanho final considerando todas as situagdes em que

ocorreu epidemia na simulacao do modelo SIR, CTMC.

Fonte: A autora, 2020.

Figura 10 - Média da duragao da Epidemia
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Fonte: A autora, 2020.
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tocasticos consideram a evolugao de cada um dos individuos na populacao. Dessa forma,
na modelagem estocastica, para populagoes muito grandes, calcular esses valores tem um
custo computacional muito alto [36]. Combinar a capacidade computacional com precisao
numérica e um cédigo otimizado continua a ser um desafio nessa drea de pesquisa. A con-
tinuacao, sao apresentados alguns resultados do uso do modelo SIR CTMC estudado, na
modelagem da atual situacao epidémica no estado de Rio de Janeiro produzida pelo virus
SARS-CoV-2. Sao apresentados resultados preliminares e definidas as linhas nas quais
continuamos a trabalhar para a obtencao da distribuicao do tamanho final da epidemia,
visando ampliar o tamanho da populacao estudada [37]. Dessa forma, procura-se contri-
buir no desenvolvimento dos métodos estocasticos na modelagem epidemiolégica e nao se
faz uma avaliacao real da situacao pandémica no Rio de Janeiro.

Para realizar as simulacoes foi considerada a populacao total do Estado do Rio de
Janeiro, N = 17.366.189, de acordo com os dados do Instituto Brasileiro de Geografia
e Estatistica (IBGE) [38]. Para o nimero béasico de reprodugao, foi utilizado o valor
Ro = 2,83, previamente encontrado em [39]. A taxa de recuperagao foi definida por
~v = 1471, em consonancia com os 14 dias estabelecidos como tempo médio de recuperacao
da doenca. Por fim, usando a expressao (93), Ry = /7, obtem-se a taxa de infecgao
8 =0,202.

Considerando inicialmente apenas um individuo infectado na populagao, ou seja,
com a condi¢ao inicial 7(0) = 1, foi realizado um conjunto de simulagoes para analisar
0s possiveis cenarios gerados a partir do modelo estocastico em comparacao ao modelo
deterministico. Como o valor da populacao total é muito alto, foi utilizado um cédigo
otimizado para realizar as simulagoes, exposto em [40, 41]. Empregando o modelo deter-
ministico, para os valores acima considerados dos parametros, foi observado que o pico
da epidemia teria ocorréncia no 132° dia. Em contraste, o modelo estocastico nao gera
uma evolucao tnica, de modo que para cada simulacao encontra-se um valor especifico
para o pico da epidemia. O modelo estocastico gera uma colecao de resultados possiveis
para a dinamica evolutiva da doenga, incluindo o resultado previsto do deterministico,
que é ilustrado na Figura 11b. Nas Figuras 11a e 11b mostram-se dois cenarios diferentes,
ilustrando-se duas possiveis situagoes geradas pelo modelo estocdstico. Pode-se observar
que o comportamento das simulacoes realizadas do modelo estocastico é semelhante ao
do modelo deterministico, porém nao idéntico. O pico da epidemia nessas simulagoes
estocésticas ocorre nos dias 121 e 134, respectivamente.

Através da equagao (101) pode-se determinar a probabilidade de ocorréncia de
surto da doenca na populacao, como feito na secao anterior. Portanto, aplicando o R,

utilizado nas simulagoes, obtem-se

1 1
Poio=1— [ —— ) =~ 0,647. 12
t (2783> 0,647 (127)
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Figura 11 - Comparagao dos modelos estocéstico (linha cheia) e deterministico (linha

tracejada)
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Legenda: Diferentes cendrios produzidos pela modelagem estocastica. (a) Modelo Estocéstico
com pico da epidemia no 121° dia. (b) Modelo Estocastico com pico da epidemia no
134° dia.

Fonte: A autora, 2020.

Na Figura 12 pode-se observar uma trajetoria do modelo estocastico que nao ge-
rou um comportamento epidémico, em contraste com as curvas obtidas no modelo deter-
ministico.

Com o objetivo de verificar os dias de pico que o modelo estocastico ofereceria,
foram realizadas 1000 simulagoes do modelo SIR CTMC, como feito na se¢ao anterior. A
partir dos resultados numéricos, foi obtida uma probabilidade de 0,653 para a ocorréncia
da epidemia, ou seja, um valor muito préximo do esperado, calculado em (127). Na
Figura 13, pode-se observar o resultado dos experimentos onde houve a ocorréncia de
epidemia e seus respectivos dias de pico. O valor médio dos dias de pico foi de 135, muito
proximo do pico da epidemia segundo o modelo deterministico. Esse resultado ¢ ilustrado
também na Figura 13.

Para o tamanho final da epidemia, usando o modelo SIR deterministico com os
valores estabelecidos para os parametros, chega-se a I(t) = 0, para t ~ 417. Nesse caso,
o tamanho final da epidemia é R(417) ~ 16.108.178. Considerando que o primeiro caso
confirmado no estado do Rio de Janeiro ocorreu em 05 de margo de 2020 [42], o tamanho
final encontrado ocorreria em 26 de abril de 2021. Note-se que esse nimero, R(417), é
extremamente elevado porque nesse modelo nao temos considerado nenhuma estratégia
de limitagao da epidemia.

As propriedades até aqui analisadas correspondem a uma abordagem preliminar
no uso do modelo SIR CTMC. Ja as propriedades especificas da modelagem estocastica,

como a probabilidade de duragao ou de tamanho final da epidemia, que foram ilustradas



65

Figura 12 - Comparagao dos modelos estocéstico e deterministico (ndo ocorréncia da

epidemia).
le7
1.75 1 —
AN R
1.50 \ .-
\ Pid
Y rd
'3 1.25 \ /
s™ \ S S(t) est
=l \ ’
= 1.00 - 1 ,/ —— I(t) est
= Y / —— R(t) est
= \
o \ ——- S(t) det
2 0.75
ot ‘X" ——= I{t) det
5 ——- RIt) det
2 0501 r’f’\‘\ (t) de
o 4 RS
e v
0.25 - A iy
Lo S|
L’ ~~__
0.00 —
0 25 50 75 100 125 150 175 200

Tempo (dias)
Legenda: Evolucao do modelo deterministico (linhas tracejadas), em contraste com a nao
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Fonte: A autora, 2020.

Figura 13 - Média do dia de pico da epidemia para a epidemia da COVID-19
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Legenda: Ocorréncia de epidemia em, aproximadamente, 65.3% dos experimentos realizados,
com média do dia de pico da epidemia no valor de 134, 59 dias.
Fonte: A autora, 2020.
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no caso do surto de sarampo, na segao anterior, nao puderam ainda ser calculadas para
a do surto da COVID-19. Para encontrar essas distribuigoes é necessério se ter acesso a
matriz geradora GG e a matriz de transicao Py, respectivamente. Essas matrizes possuem
dimensao (N + 1)(N + 2)/2. Considerando o valor N tao alto da populacdo do Rio
de Janeiro, o calculo possui um alto custo computacional que impossibilitou chegar a
resultados. Essa é uma limitacao da modelagem estocastica, que geralmente é usada para
populaciao nao muito grandes. Para um tamanho de populacao na ordem de 10* ou mais,
sao necessarios métodos alternativos para o calculo do tempo entre eventos. Tais métodos
sao necessarios pois o tempo entre eventos é tao pequeno que cada caminho de amostra
levaria um tempo extremamente longo para ser calculado. Um método numérico mais
eficiente para essa situacao ¢ conhecido como 7-leaping [43]. Neste método, é considerado
que mais de um evento ocorra durante o “salto” de um evento a outro, e assim, melhorar
o custo computacional que é gasto com populagoes muito grandes e conseguir gerar as

propriedades restantes do modelo estocastico.
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CONCLUSAO

No presente trabalho, apresentamos uma versao estocastica do modelo comparti-
mental SIR através do uso de Cadeia de Markov de Tempo Continuo. O modelo SIR
CTMC permite a obtencao de informagcoes relacionadas a possivel evolucao de uma epide-
mia, as quais nao se tem acesso através dos modelos deterministicos. Essas propriedades
sao, basicamente, a probabilidade de ocorréncia de surto da doenca, a distribuicao de
probabilidade para o tamanho final e a duragao esperada da epidemia. Foi realizada uma
ampla pesquisa sobre o tema, fazendo uma apresentacao neste trabalho dos conceitos
mais importantes. O trabalho trouxe uma abordagem simples, como uma primeira apro-
ximagcao ao tema. Dessa forma, foi baseado em estimativas iniciais para os parametros e
desconsidera os efeitos de medidas (farmacolégicas ou nao) estabelecidas para controlar a
propagacao da doenca.

Foram considerados dois casos de doengas infecciosas para realizar as simulac¢oes
computacionais. O primeiro, um surto de sarampo ocorrido em Ilha Grande, no Rio
de Janeiro, em 1976; e o segundo, a atual pandemia do coronavirus (SARS-CoV-2) no
estado do Rio de Janeiro. A programacao foi feita completamente em Python, permitindo
a reusabilidade do cédigo. Nos dois exemplos foram realizadas 1000 simulacoes do modelo
estocastico, assim como a simulagao do modelo SIR deterministico, para fins de validagao
e comparacao dos resultados.

No caso do surto de sarampo foi possivel estimar todas as propriedades especificas
da modelagem estocastica, chegando a resultados interessantes quando comparados com
os valores reais da referida epidemia. Nesse caso, foi possivel mostrar uma superioridade
da modelagem estocastica em relacao a modelagem deterministica.

No caso da COVID-19, foi possivel realizar uma modelagem estocéastica inicial
da evolugao esperada para os compartimentos de Suscetiveis, Infectados e Recuperados,
em consonancia com os resultados da modelagem deterministica [37]. O modelo SIR
deterministico tem sido usado no estudo da evolucao da atual pandemia do coronavirus.
Entretanto, dado que a populacao do estado do Rio de Janeiro é muito grande, o alto
custo computacional da modelagem impediu o célculo de todas as propriedades inerentes
ao modelo estocastico. Neste caso, foi implementado um cédigo otimizado para realizar
as simulagoes estocasticas [40, 41]. O tamanho final da epidemia, no modelo estocastico,
tem sua propriedade vinculada a matriz de transicao Py, onde pode-se determinar a
distribuicao de probabilidade para esse conceito. Como foi indicado na Secao 4.3, para se
chegar nessa distribuicao, é necessario trabalhar com matrizes de dimensao da ordem N? e
calcular uma poténcia maior que N dessa matriz [Equagao (115)]. O custo computacional,
devido ao numero total da populagao utilizada neste caso, é extremamente alto e nao foi

possivel chegar a resultados conclusivos. Temos uma pesquisa em andamento relacionada
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a otimizacao do cédigo, de modo a possibilitar o trabalho com populacées muito grandes.

Também como uma extensao do trabalho durante esse periodo, foi realizada uma
generalizagao estocastica de uma variagao do modelo SIR, o modelo SIQR. O modelo
SIQR tem sido também utilizado para estudar a propagacao da COVID-19. Nesse intuito,
elaboramos uma versao estocédstica do modelo, também utilizando Cadeia de Markov de
Tempo Continuo. Algumas das propriedades oferecidas por esse modelo ainda estao em
fase de desenvolvimento. Por ser ainda um trabalho em andamento, esse modelo foi
colocado em Apéndice.

Como trabalhos futuros, para contornar o problema do custo computacional e con-
seguir realizar uma modelagem estocéastica para populagoes grandes, estamos desenvol-
vendo duas linhas de trabalho. Por uma parte, estamos estudando métodos alternativos
para efetuar o calculo do tempo entre eventos, como por exemplo, o T-leaping, e vamos
otimizar o codigo na linguagem Python para encontrar a distribuicao de probabilidade
do tamanho final da epidemia; por outra, estamos tentando encontrar formas analiticas
recorrentes que permitam calcular os elementos nao nulos da matriz final. Ademais,
pretendemos desenvolver as propriedades que podem ser oferecidas pelo modelo SIQR

estocastico.
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APENDICE - Modelo SIQR

O modelo compartimental SIQR é uma variacao do modelo compartimental SIR,
onde ha um compartimento extra, Q, denominado quarentenado. Esse compartimento é
composto pelos individuos da classe infecciosa que sao identificados com a doenca e sao
isolados voluntariamente ou coercivamente. Para algumas doengas mais leves, individuos
em quarentena podem ser pessoas que optam por ficar em casa porque estao doentes.
Para outras doencas mais graves, as pessoas em quarentena podem ser aquelas que sao
forcadas ao isolamento. Presume-se que esses individuos em quarentena nao se misturem

com outros, de modo que eles nao transmitam a doenga para individuos suscetiveis [44].

Figura 14 - Diagrama do modelo STIQR.
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Legenda: Diagrama do modelo SIQR mostrando as relacoes entre os compartimentos e as
respectivas taxas.
Fonte: A autora, 2020.

Neste modelo também consideramos a populacao constante, a qual é denotada por
N,onde N = S(t)+ I(t)+ Q(t) + R(t). A partir desse modelo foram estudados o modelo

deterministico e sua contraparte estocéstica.

A.1 Modelo Deterministico

O modelo STQR, em sua versao deterministica, é descrito pelas seguintes equagoes

diferenciais [45],



73

% = _WSI, (128)
% _ %91 —(a+n)], (129)
% =l —Q, (130)
o s@tar (131)

Inicialmente, considera-se que os compartimentos @Q(0) = R(0) = 0, pois ainda nao
foram isolados os individuos infectados e nao ha individuos recuperados, e também que
S(0) = N — I(0). Nas equagoes acima, ( é a taxa de contato ou taxa de infeccao, o é a
taxa de recuperacgao de individuos assintomaticos ou que nao se isolaram, n ¢ a taxa de
deteccao de novos casos, ou seja, dos que testaram positivo para a doenca e se isolaram
e, por fim, v é a taxa de recuperacao de um individuo quarentenado.

Considerando que no inicio da epidemia 7(0) é muito pequeno, entao S(0) ~ N.

Nesse caso, a expressao (129) pode ser simplificada, tal que,

dl

— = (0 - I. 132

(5 (atm) (132
Resolvendo a expressao (132),

I(t) = I(0)elP~latm)t, (133)

A expressao (133) nos dé a variagao dos individuos infectados no decorrer do tempo,
e assim pode-se obter uma solugao para os outros compartimentos.

O numero de reproducao basico desse modelo pode ser obtido através da razao
entre taxa de novos infectados e a taxa de individuos removidos do compartimento de

infectados. Ou seja,

_GSIN _ 4
T+ a+n (134)

Consequentemente, o numero de reproducao efetivo é dado por,

__# 50
R= oo (135)



74

A.2 Modelo Estocastico

No modelo SIQR CTMC os compartimentos S, I, e R sao considerados como
variaveis aleatérias. As probabilidades de transicao sao definidas a seguir em termos das
taxas do modelo deterministico, considerando a mudanca dos estados S, [ e () durante
um intervalo de tempo pequeno At como AS = S(t + At) — S(t), Al = I(t + At) — I(¢)
e AQ = Q(t+ At) — Q(1):

Tabela 3 - Probabilidades de transicao para o modelo SIQR CTMC.

(AS, A, AQ) Probabilidade
(—1,1,0) % (t)I(t)At + o(At)
(0,—1,0) ol (t)At + o(A(t))
(0, - ,1) nl(t)At + o(A(t))
(0,0,-1) Q) At + o(A(t))
(0,0,0) 1-— %S(t)](t) +al(t)+nl(t) +~Q(t )} At

Legenda: Representacao das probabilidades de transi¢cao utilizadas no modelo SIQR.
Fonte: A autora, 2020.

Os estados do sistema, S, I, @Q e R representam a quantidade de individuos que
pertencem ao compartimento correspondente. Dessa forma, a probabilidade condicional
acima representa a transicao da variagao de suscetiveis e infectados considerando que a
evolugao do sistema ¢é dada através da variagao de somente um individuo em um pequeno
intervalo de tempo At e, para cada caso de ocorréncia do sistema hd uma probabilidade
associada. Por esse motivo, nao hd probabilidade de transicao de dois compartimentos
simultaneamente.

Cada (AS,AI,AQ) = (s,i,q) representa uma transigdo possivel do sistema. O
compartimento R nao é necessario para avaliar essas transi¢oes, uma vez que nao ha
uma variagdo decrescente em seu compartimento. Portanto, quando (s,4,q) = (—1,1,0)
consideramos que houve uma infec¢do de um individuo suscetivel. Quando (s,7,q) =
(0,—1,0) consideramos que um individuo do compartimento infectado se recuperou. Se
(s,i,q) = (0,—1,1) significa que um individuo infectado entrou para o compartimento
de quarentena. E, quando (s,i,q) = (0,0, —1) significa que um individuo que estava em
quarentena se recuperou.

Inicialmente, consideraremos a distribuigao do sistema como (S(0), 1(0),Q(0)) =
(80,70, q0), onde so+ig = N e Q(0) = R(0) = 0, pois considera-se que neste instante nao
h& individuos quarentenados nem recuperados e sqg > 0 e 75 > 0.

No modelo SIQR CTMC também é possivel obter algumas propriedades que o

modelo deterministico nao oferece, como no modelo SIR CTMC. A probabilidade de
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surto de uma doenca em determinada populacao, a distribuicao de probabilidade para o
tamanho final da epidemia e para a duracao esperada de uma epidemia, sao propriedades
desses modelos.

A propriedade para determinar se ocorrera um surto na populagao é dada pela
mesma equagao do modelo SIR CTMC. Dessa forma, pode-se obter informagoes dessa
propriedade pela expressao (101), utilizando o Ry definido em (134).

O tempo entre eventos para realizar as simulagoes computacionais nesse modelo,
também é definido utilizando a expressao (44), onde o denominador dessa expressao é
dado por BS(¢)I(t)/N + al(t) + nl(t) + vQ(t), portanto

InU

Lo =P U) = = 55N + ol + 110 - 700 (136)

sendo U uma varidvel aleatéria uniforme no intervalo [0, 1].

O maior desafio no modelo SIQR CTMC é o céalculo da distribuicao do tamanho
final da epidemia e da duragao esperada da epidemia. Essas propriedades estao atreladas
ao conhecimento da matriz geradora GG e da matriz de transicao Py, porém, ambas as
matrizes dependem da ordenacao dos estados do modelo. Essa ordenacao ainda nao
foi determinada de modo que possamos encontrar um padrao para realizar as operagoes
futuras. Por esse motivo, ainda nao ha resultados acerca dessas propriedades.

Na Figura (15) pode-se observar que o comportamento do modelo SIQR estocéstico,
ou seja, a forma como as curvas referentes a cada compartimento evoluem ao decorrer do

tempo, é semelhante ao modelo SIQR deterministico, como esperado.

Figura 15 - Comparacao da simulagao dos modelos SIQR. deterministico e estocastico

100
A
g X S(t) det
3 I(t) det
S w0 Qit) det
2 R(t) det
e — Sit) est
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E — Qit) est
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0 0 40 60 80 100
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Legenda: Ilustragdo de uma unica simulacdo do modelo estocéstico (linha cheia) em

comparacao ao modelo deterministico (linhas tracejada).
Fonte: A autora, 2020.
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