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RESUMO

OLIVEIRA, Roberto Batista de. Expansdo das Fracoes Continuas dos Numeros de Ouro e
FEuler . 2020. [87|f. Dissertagao (Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional -
PROFMAT) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

Este trabalho tem como objetivo realizar um estudo sobre fragoes continuas para
conseguir representar o nimero de Ouro e o numero de Fuler de forma bem didética, para
poder ser lido por qualquer estudante que gostar de matematica, com varios exemplos,
além das demonstragoes necessarias. As partes que vao requerer maior conhecimento
matematico do leitor sao as demonstragoes. Tivemos como material base os trés primeiros
capitulos de (DiAZ; JORGE;, 2007). Construimos a representagao em fragoes continuas dos
numeros racionais por meio do algoritmo da divisao de Euclides e dos niimeros irracionais
usando a transformacgao de Gauss. Com a representacao por fragoes continuas dos niimeros
de Ouro e Euler encontramos 6timas aproximacgoes para 0s mesmos.

Palavras-chave: Fragoes continuas . Numero de Ouro. Numero de Euler . Transformacao

de Gauss.



ABSTRACT

OLIVEIRA, Roberto Batista de.Fzpansdo das Fracoes Continuas dos nimeros de Ouro e
FEuler. 2020. [87|f. Dissertacao (Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional -
PROFMAT) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

This dissertation aims to conduct a study on continued fractions to be able to repre-
sent the Golden ratio and the Euler‘s number in a very didactic way, so that it can be read
by any student who likes mathematics, with several examples, in addition to the necessary
proves. The parts that will require the most mathematical knowledge from the reader are
the proves. This work was based on the first three chapters of (DiAZ; JORGE, [2007). We
constructed the continued fraction representation for rational number using the Euclidean
algorithm and the irrational numbers using the Gauss map. With the representation by con-
tinued fractions of these numbers obtained, we found best rational approximations for them.

Keywords: Continued fractions. Golden ratio. Euler number. Gauss map.
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INTRODUCAO

E notorio que os matematicos sempre buscam por padroes até mesmo em nimeros
irracionais, que como diz a lenda na época de Pitagoras, eram considerados um erro de
Deus. Uma o6tima ferramenta para isso sao as fragoes continuas, que é uma forma de
representar um nimero real, sendo uma série de fragoes com a proxima compondo o
denominador da anterior e todas com numeradores iguais a um. Veremos seu formato na
Defini¢ao

Além de nos concederem algumas sequéncias invejaveis para muitos dos nimeros
irracionais, também podemos obter excelentes aproximacgoes para os nimeros de ouro e de

Euler, por exemplo. Essa é uma das aplicagoes das fragoes continuas. Por meio dessas

55 987 . - .
podemos encontrar por exemplo v e 610 como aproximagoes para o nimero de Ouro (¢)
com margens de erro destas aproximagoes bem pequenas, como veremos a seguir:
55 1 987 1
- | < == ——|<
’¢ 34 1156 ‘d) 610 372100
) 87 1457 ) . .
e ainda 32 e £36 para o namero de Euler (e¢), com margem de erro das aproximagoes:
87 1 1457 1
c— —| < — e — <
32 1024 536 266256

O mais convencional para escrevermos uma aproximacao de um namero irracional
por meio de uma fracao é com denominador de base 10. Sendo que podemos verificar
que as fracoes obtidas pelas fragdes continuas apresentam uma melhor precisao utilizando

menos algarismos. Observando a compara¢ao do nimero de Ouro temos:

55 161 987 161803
Y <’¢_ﬁ ‘d)_ﬁ <'¢_1ooooo
e do namero de Euler:
6_8_7<€_1_71 6_1457 <e—27182
332 100 536 10000

Este trabalho tem como objetivo apresentar as fragoes continuas de uma forma
bem simples para que qualquer estudante iniciante no curso de matemaética ou até mesmo
um curioso interessado na area consiga ler e compreender o material. O mesmo esta bem
detalhado e com alguns exemplos para o leitor.

No primeiro capitulo faremos a apresentacao das fragoes continuas, dando énfase
para os nimeros racionais, observando e demonstrando o fato de que eles possuem uma
representacao finita por meio das fracoes continuas. Para isso teremos como principio
basico o algoritmo da divisao de Euclides e em seguida o algoritmo das divisoes sucessivas,

o famoso método do jogo da velha.
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No segundo capitulo faremos a construcao em fragoes continuas dos ntmeros
irracionais por meio da Transformacao de Gauss e veremos que o conceito de restos do
algoritmo da divisao de Euclides também seré tutil. Concluiremos que os niimeros irracionais
possuem uma representacao em fragoes continuas infinita. Além de observarmos que por
meio das fragoes continuas encontramos 6timas aproximacoes dos niimeros irracionais.

No terceiro capitulo iremos trabalhar, apresentando e demonstrando, algumas das
principais propriedades das fragoes continuas, com destaque para as propriedades dos
convergentes. Podemos dizer que esse é o capitulo chave para conseguirmos os objetivos
dos capitulos seguintes. Assim concluindo que a sequéncia dos niimeros racionais formados
pelos n-ésimos convergentes de um niimero x irracional convergira para o proprio x.

No quarto capitulo apresentaremos o niumero de Ouro, com toda a beleza da razao
aurea interlacando com a fabulosa sequéncia de Fibonacci, apresentando um pouco do
contexto historico, encontrando a relagao entre elas e construindo a representacao em
fragoes continuas da razao aurea observando a extrema elegancia da mesma. Além de
encontrarmos aproximagoes espetaculares para o nimero de ouro e concluindo que o
quociente entre niimeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci convergem para a razao
aurea.

No quinto capitulo apresentaremos o nimero de Euler com um pouco de seu contexto
historico e suas diferentes representacoes. E construiremos sua representacao em fragoes
continuas, e com ela perceberemos que até niimeros irracionais cuja sua representacao
decimal apresenta uma sequéncias de nimeros sem padrao podem apresentar uma logica.
Além de encontrarmos 6timas aproximacoes por meio de nimeros racionais, obtida pela

representacao em fragoes continuas.
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1 A EXPANSAO EM FRACOES CONTINUAS DOS NUMEROS
RACIONAIS

Apresentaremos neste capitulo o algoritmo da divisao de Euclides e a defini¢ao de
maximo divisor comum (mdc) para a construcao das fragdes continuas de um ntmero
racional.

Fragoes continuas é uma expressao que apresenta uma série de fragoes, como
veremos na Defini¢ao abaixo, onde todos os numeradores sao iguais a um. Podendo assim

representar um numero real qualquer.

Definicao 1. (DiAZ; JORGE, |2007) Denominamos de fragao continua de um nimero

real x, a sequinte representa¢ao:

1 .
r =ag+ 1 , onde, ag € Z, a; € N*, com i € N*.

it
G2t
as + —

Assim, podemos escrever © = ag + [ay, ag, ag, . . .].

1.1 Algoritmo da divisao de Euclides

Nesta secao mostraremos o algoritmo da divisao de Euclides, o maximo divisor co-
mum (mdc) entre dois inteiros e o algoritmo das divisdes sucessivas. Pois estas ferramentas

serao importantes no estudo das expansoes em fragoes dos ntimeros irracionais.

Teorema 1 (Algoritmo da divisao de Euclides). (HEFEZ,|2016) Sejam a e b dois nimeros

inteiros com b # 0. Fxistem unicamente dois nimeros inteiros q e r tais que
a=bqg+r com 0<r<|b

Chamaremos a, b, q e r, respectivamente de divisor, dividendo, quociente e resto.

Demonstracao: Vamos demonstrar a existéncia e a unicidade dos ntimeros ¢ e r.

Pela sentenga, a = bg + r com 0 < r < |b|, temos que r € N. Considere o conjunto:
A={r=a—-0bg;q€Z} NN

Existéncia: Sendo a > b, logo —a < —b, assim existe ¢ € Z tal que ¢(—b) > —a, logo

a—qgb >0, assim r € N. Logo A nao é um conjunto vazio. Pelo principio da boa ordenagao
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[ temos que o conjunto A tem como menor elemento possivel o zero, pois r > 0 e que r ¢
o menor elemento.

Vamos mostrar agora que r < [b|.

Supondo, por absurdo, que r > |b|, assim existe x € N tal que r = |b| + z, logo
0 < x < r, o que contradiz o fato de r ser o menor elemento do conjunto A. Logo, r < |b]|.

Unicidade: Suponha que a = bq +r = bg' + 1/, com ¢, ¢ ,r,17" € Z, 0 <r < |b| e
0<r <1b.

Temos que [b] > r, logo —|b] < —r < ¢’ —r < ¢’ < |b|, também temos que:

bg+r = bg +1’
bg—by = r'—r
blg—q) = r'—r
bllg—dq'[ = " —r] <[b|

1bllg — ¢'| < |b|, so é possivel se |¢ —¢'| =0. Logo g =¢'.

Assim temos que:

o[-0 = [r'—r|
0 = | —r
r = r

Com isso ¢ = ¢’ e r =1/, logo ¢ e r sdo unicos.
|

Assim, mesmo quando um inteiro b # 0 nao divide o nimero inteiro a é possivel

efetuar a divisao de a por b com resto.

alb

roq
3815
5 7 Logo, 38 =5-T+3com 0<3<5H
10 | 10
0 1 Logo, 10=10-140com 0 <0< 10
50 | 5
0 10 Logo, 50 =5-10+0com 0 <0< 5

1O Principio da boa ordenacio ou principio da boa ordem diz que todo subconjunto nio-vazio formado
por niimeros naturais possui um menor elemento.
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8110
S\T Logo, 8 =10-0+8 com 0 < 8 < 10

O maximo divisor comum entre dois ntmeros inteiros é uma das aplicagoes do

algoritmo da divisao de Euclides.

1.1.1 Maximo Divisor Comum

Nesta se¢ao iremos definir o maximo divisor comum, e calcular o mesmo usando o
método das divisoes sucessivas (MOREIRA; MARTINEZ; SALDANHA| 2012)). E essa
ferramenta serd muito 1til para encontrarmos a expansao das fragoes continuas de ntimeros

racionais.

Observacao 1. Sejam a, b € Z com b # 0. A notagao bla (lé-se b divide a) quer dizer
que a € divisivel por b. E a notagao b1 a( lé-se b nao divide a) quer dizer que a nao é

divisivel por b.

Sejam dois nimeros inteiros a e b nao nulos. Um nidmero inteiro d serd um divisor
de a e b se d|a e d|b.

Por exemplo, os niimeros 1, +2, £5, £10 sao divisores comuns de 20 e 30. Dizemos
que um ntmero natural d é o maximo divisor comum de a e b, que vamos representar por

mdc(a, b), se possuir as seguintes propriedades:

e d é um divisor comum de a e b;

e Se ¢ ¢ um divisor comum de a e b, entao c|d

Logo, mdc(a,b) = d.

Assim concluindo o exemplo mde(20,30) = 10
Teorema 2. (HEFEZ, 2016) Sejam a,b,n € Z. Se existe mdc(a,b—na), entdo mdc(a, b)
existe e € igual a mde(a,b — na).
Demonstragao: Seja d = mdc(a,b—mna). Como d|a e d|(b—na), assim d|(b—na + na) com
isso d|b, logo d é divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja um divisor comum de

a e b. Logo, ¢ € um divisor comum de a e b e, portanto, c|d. Isso prova que d = mdc(a, b).
|

1.1.2 Algoritmo das divisOes sucessivas

Nesta secao iremos construir o algoritmo das divisoes sucessivas, onde aplicaremos

o algoritmos da divisao de Euclides sucessivamente até encontrarmos um resto igual a zero.
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Sendo que o tultimo resto diferente de zero ¢ o maximo divisor comum (mdc) entre os dois
numeros trabalhados.
Dados a, b € N*, suponhamos que 1 < b < a e que b { a. Logo pela divisao euclidiana

podemos escrever

ol b Quociente | ¢;

= a b | =a=bgp+7r,com0<r <b

G
— Resto T

Temos duas possibilidades:

a) r1|b. Neste caso, ri = mdc(b, 1) e, pelo Teorema [2] temos que:
r1 = mdc(b,r1) = mde(b,a — ¢1b) = mde(b, a) = mde(a, b),

e o algoritmo termina.

b) 71 1b. Neste caso faremos a divisao euclidiana de b por 71, obtendo

Quociente | ¢1 | ¢2
b T1
. = a b|lr| =b=rig+ry com0<ry<nr
2 Q2
- Resto r1 | T

Novamente temos duas possibilidades:

bl) T’2|T1.

Nesse caso, ro = mdc(ry,74) e pelo Teorema |2 temos que:
ro = mdc(ry, m2) = mde(ry, b — gory) = mde(ry, b) = mdc(a, b),

e o algoritmo termina.

bg) T2+T1.

Neste caso faremos a divisao euclidiana de r; por 79, obtendo

uociente
r | Q q1 | q2 | g3

= a b |ri| re =11 =72q3+ 13, com 0 < rg <71y

s g3
= Resto r | o | T3

Esse procedimento continua até que r,|r,_1, com r,,r, 1 € N* e o resto, 1,1 seja zero.
Como os restos sao cada vez menores e sao nimeros naturais, possuindo como menor

elemento o zero. Com isso pelo principio da boa ordenacgao o processo é finito.
a>b>ry>rg>rg>...>r,>0,sendor; e Nei e N*

Logo, mdc(a,b) = mdc(b,r1) = mde(ry,re) = ... = mde(rp_q1,75)
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Quociente | q1 | g2 | @3 |- | @ Int1
a b |7y |re | | Thot | 7 = mdc(a,b)
Resto ri|ro 7Ty |- Tn 0

Tabela 1 - Algoritmo das divisdes sucessivas-mdc

Exemplo 1. Calculemos o mdc de 30 e 20.

Quociente | 1 | 2
30 20 | 10
Resto 10] 0

Pela tabela temos que mdc(30,20) = 10.

1.2 A Expansao em fragoes continuas de um ntimero racional

Nesta secao iremos construir a expansao das fragoes continuas no caso racional
usando o algoritmo da divisao de Euclides, algoritmo das divisoes sucessivas e a funcao
parte inteira.

59 23 23

Como sabemos podemos representar os niimeros racionais 1 28 e - na forma

decimal dividindo numerador pelo denominador. Ficam assim:

. 15_31 = 0, 345029239766081871345029239766081871 . ..

° g = 0, 82142857142857142857142857142857142857 . ..

. ? = 3,285714285714285714285714285714285714 . ..

Apesar de serem dizimas periodicas, estas representacoes decimais sao bem desa-
gradaveis aos olhos, ficando até dificil identificar a periodicidade. Nesta secao veremos

uma outra forma de representar esses ntimeros racionais.

Definicao 2. A funcao parte inteira de um nimero real x € o 1unico nimero inteiro i
tal que
1<xr<i+1

A parte inteira de x é denotado por |x].
Exemplo 2. Escreva a parte inteira dos nimeros ractonais abaizo:
a) |1,5] =1, visto que 1 < 1,5 <2

b) |-7,3] = =8, visto que =8 < —7,3 < =7



20

8 8
c) {gJ =2, visto que2§§<3
Proposicao 1. (DiAZ; JORGE, 2007) Seja x um nimero racional no intervalo (0,1).

Entao existem numeros naturais aq, ..., a, tais que:
r = lay,ag,...,a,)
Demonstracao:
. . ™
Como z € (0,1), existem r; e rg € N tais que x = —, mde(ry,r9) =1 e ry < ro.
To

Aplicando o algoritmo das divisoes sucessivas, temos que existem o, a1 € Ncom 0 < ry <1y

. To T2
tais que ro = a17r1 + 1o & — = a; + —, sendo:
1 1

T T
0<—2<1:>{—0J:a1
1 1

- . 1
Se ro =0, entao x = [al] € 0 processo termina e temos © = —
a1

Caso 19 # 0 o processo continua com

T T3 T3 1
ri=ayry+1r3ée —=as+ —,sendo 0 < =< 1= |—| =a
T2 ) T T9

Se r3 = 0, entdo = = [ay, az| e o processo termina. E temos:

1
Tr =

1

a; + —

az

Caso r3 # 0 o processo continua com
T2 T4 T4 T9
ro=uasr3+ry< —=a3+ —,sendo0< — < 1= |—=| =a3

r3 T3 r3 r3

Se r4 = 0, entdo = = [ay, az, ag] e o processo termina. E temos:

as + —
as

Caso r4 # 0 o processo continua até r,,; = 0, para algum n € N. Visto que o processo

termina quando a divisao é exata.

Como vimos rg > 11 > 19 > 13 > ... > 0 e como r; € N,i € N concluimos, pelo

principio da boa ordenacao, que o processo € finito e chegaré ao fim quando o resto for

igual a zero.
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Quociente | a1 | as [ a3 | -+« | apn_1 an
7o L | T2 | T3 | | Tn-1 T'n
Resto To | T3 | Ty | Tn | Tne1 =0

Tabela 2 - Algoritmo das divisdes sucessivas - construcao da

expansao

,
Resumindo, se z = ‘e (0,1), com rg e 7, € N* e usando a relagao obtida pelo

To
algoritmo da divisao de Euclides, r, = @, 11711 + rnio, temos que
™
1 1 71 1 1 1
T = — = = = = = =
ary +r ) T2 T2
To airy + 7o 41 T 72 a; + — a + — 2
1 T QoTo + T3 T2
aq +
QoTo + 73
T2
1 1 1 1
+ ! - + ! - + ! - + !
a —  a a a+—
1 T3 1 T3 1 T3 1 1
a2 + - a2 + - - a2 —|—
T2 as’rs + T4 T3 T4
agrs + Ty T3
3
1 s
T = i = |ay,a9,...,a,] ; 0, EN*Vi=1,2...n.
aq +
(05} + .
1
L
077

Observagao 2. Sex ¢ (0,1), entio x — |z] € (0,1), logo, pela Proposicao [1], existem
ai,...a, € N* tais que x — |z | = [a,...a,]. E assim, a sua representacao fica da sequinte

forma:

T =ag+ 1 =ag + |ay, ay, . .., Gy,

onde ag = |z] € Z ea; e N* ¥Vi=1,2,...n

Observando a Tabela [2| podemos conjeturar o seguinte Lema.

Lema 1. Sejam dados 1, € a, como na demonstrag¢ao da Proposi¢ao [, temos que:

Tn
= Qp+1
Tn+1
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Demonstracao:
Dividindo toda a equagao 7, = @y 17n+1 + Ttz POT Thi1 # 0, temos:
Tn Tn+2
= Qpy1 T
T'n41 T'nt1

T'n42
Como 119 < pi1, cOM Tpyo € Tpeg € Ne iy # 0. Temos que 0 < LA ST Logo,
Tn41

Tn
= An+1
Tn+1

Ezxemplo 3. Calcular a expansao em fracoes continuas dos sequintes nimeros racionais

23 3-7+2 2 2
) 7 7 LR +3 1
+_
23 2
Logo, - = 3+3,2]
23 23 1 1 B 1 B 1 B
%1 - B - T~ 1 -
28 1-2345 ;5 O 1+ 14
23 4-5+3 Rk I
5 1-3+2
1 B 1 B 1
PN ! g !
1 1 1
3 1-2+1
1+ -
23 :
Logo, == =[1,4,1,1,2
090}28 [7777]
59 59 1 1 1 1
_— = ] e frnd e 1 e 1
71 2-59+53 5, 9% , 58 o, b o, 1
59 1-53+6 L0 L0
53 8645
1 B 1 B 1
T - 1 - 1
5 5 1
8+ = 8+ 8+ ——
6 1-541 1 1
_|__
59 °
Logo, — =[2,1,8,1
0907171 [7’87 75]

Note que também podemos escrever T como
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59 1

1 [ 9 9 ? J 3
171 91 :
1+ . 1
1
1+ —
45
Assim, tanto [2,1,8,1,5] quanto [2, 1,8, 1,4, 1] sdo representagoes via fragoes conti-
nuas do numero 1 Logo, para um ntimero racional existe duas formas de representarmos
sua expansao em fragoes continuas. Sendo uma das formas [aq, as, as, a4, ..., a,] € a outra
da forma [aq, as, as, a4, ..., (a, — 1),1]. Mas por meio do algoritmo da divisao de Euclides
sO teremos a representagao [aq, as, as, aq, . . ., ay).

Como ja vimos nesta se¢ao, construimos a expansao das fragoes continuas de um
niimero racional por meio do algoritmo da divisao de FEuclides pelo método das divisoes

sucessivas.

Exemplo 4. Usando o algoritmo das divisoes sucessivas encontre a representa¢ao em

fracoes continuas dos racionais abaizo:

23
a —_—
28
Como % € (0, 1), nao teremos o elemento ag.
Quociente 03 | 23
28 23 = 5 1 =28=23-14+5=
Resto ~
Quociente | 1 93 E
28 2315 = 5 4 =23=5-44+3 =
Resto 5 —
Quociente 4 5 E
28 231513 = 5 1 =5=3-14+2=
Resto 513 ~
Quociente | 1 [ 4|1 3 E
28 23151312 = 11 =3=2-141=
Resto 51312 ~
Quociente 411 5 u
28 2315131211 = 0 2 =2=1-2+0
Resto 51312 ~

Logo, como o resto foi zero o processo estd terminado.

Quociente | 1 |4 | 1|12
28 2315312
Resto 5 13[12(1]0
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E usando os elementos da linha quociente temos que:

23
= [1,4,1,1,2]
28
23
p) 22
/ 7
23 2 2
Como = ¢ (0,1), teremos o elemento agy, assim - = =3+ = ¢ agora - € (0,1) e
apg = 3.
Quociente 7 L
7 2 = 3 =7=2-3+1=
Resto e
Quociente | 3 5 L
7 211 0 2 = 2=1-240
Resto -

Logo, como o resto foi zero o processo estd terminado.

Quociente | 3 | 2
7
Resto 110

E usando os elementos da linha quociente, juntamente com o elemento ag, temos

que:



25

2 A EXPANSAO EM FRACOES CONTINUAS DOS NUMEROS
IRRACIONAIS

Neste capitulo faremos a construcao das fragoes continuas dos nimeros irracionais,
e apresentaremos a transformacao de Gauss que sera uma ferramenta que usaremos para

tal construcao.

2.1 Transformacao de Gauss

Nesta secao apresentaremos a transformacao de Gauss, visto que serda de suma
importancia para a construcao das fracoes continuas dos niimeros irracionais apesar de

também funcionar muito bem para os racionais, como veremos no inicio deste capitulo.

Definicao 3. Sejam X CR eT : X — X uma fun¢io continua. Definimos a drbita posi-

tiva passando por x com relagio a T como sendo OF = {x, T (), T*(x), ...} = {T™(x) }nen

Definicao 4. (DiAZ; JORGE, 2007) A Transformag¢ao de Gauss T : [0,1) — [0,1) €

definida da sequinte maneira:

1 1
- — L—J ,se ¢ # 0
0,se x =0

Figura 1 - Transformacao de Gauss

02 03 04 05 06 0.7 08 0.9 1

Fonte: o autor
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Vamos usar a notacao:

() = =

T'(x) = T()
T*(x) = T(T(x))
T’(x) = T(T(T(x)))

3 73
Exemplo 5. Vamos calcular a orbita positiva dos nimeros racionais € o1’ com relagao

a transformacgao de Gauss T.

o3
r(3) - §-0-3
#(3) - () 7)1 -
") - @) )
T o) = T(0) = 0.
or (5) - (i 3300
) o
#(3) - 1) 7 (8)-5
P() - ()T E) ()
T (g—?) = T(0)=0

73 73 18 1
Of [ =) =¢—,-—,-2,0,0,...
T<91> {91’73’18’ T }

Observe que o dominio e a imagem da transformagao de Gauss sao o intervalo
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[0,1). Logo, podemos aplicar T quantas vezes for preciso a partir de um ponto sem sair
do dominio, isto ¢, T"(z) € [0, 1), Va € [0,1).

Na proxima segao, utilizaremos a orbita da transformagao de Gauss no Exemplo [0]
para a construcao de fracoes continuas de um ntmero racional, mas o principal objetivo é

para a construgao das fragoes continuas dos niimeros irracionais.

2.2 Transformacao de Gauss na construcao da expansao em fragoes

continuas de um nimero racional

Nesta se¢ao combinaremos a transformacao de Gauss e a expansao das fragoes
continuas por meio do algoritmo da divisao de Euclides com objetivo de construirmos

relagoes importantes para o desenvolvimento das fragdes continuas.

Proposi¢ao 2. (DiAZ; JORGE, 2007)

™1
Sendo x = — € (0,1), com x = [ay,a9,...,0,] € Ty = Upi1Tpi1 + Tni2 COM
To
ai,as,...,a, € N“ erg,ry,...,r, € N temos que:
Thk+1 1
Tk(.%'):—+€ak: Th—1/ ,\V/kzl,...,n
Tk TF1(x)
Demonstracao:

Sabemos, pelo algoritmo da divisdo de Euclides e pelo Lema [T}, que:

Tk—1
Tk = Qk+1Tk+1 T Tky2 € A = T
k

r ~
Se x = —1, entao para k = 1, temos:

To
o = air + T
To _ @ T2
1 1 ™
(& (&
oo _ V_OJ LT
1 (A1 r
1 1 o )]
T x| S
T
T = —
(0) = 2
Usand L k=1t
sando ap = | ———— ara kK = emos:
k Tk_l(x) b p )
1 1 1 1 70
ar = _— = _— ) — = —_ e —_
P T () TO(z) T " e
To

Assim,
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To
ay = | —
(A1

Logo, as afirmagoes sao verdadeiras para k = 1.

r
Vamos supor que o nosso resultado é valido para algum k € N, isto ¢, T*(z) = sy

Tk
1 . 4 k-+1 Tk+2
e ar = | =——— | e vamos mostrar que tal resultado vale para k+1, isto é, T"*!(z) = —
Tk+1

Th1(z)
1

€ Qpy1 = \‘Tk.(x)
De fato, pelo algoritmo da divisao de Euclides, temos:

Tk = Qg41Tkt1 T Tht2

Tk
rE = {—J Tkt1 + Thao
Tk+1

Tk Tk Tk4+1 Tk+2

Tk4+1 B Tk+1
Tk { Tk J 1 T'k+2
Tk41 Tk+1 Tk+1
"k { Tk J _ Tk42
k41 Tk4+1 __Tk+1

Tk+1 Tk+2
T(—+):—+
Tk Tk+1

E usando a hipotese de inducao, temos que:

Tk+1 Tkl

T(T() = 2

Tk+1
Tkt2
" (z) = —=
Tk+1
Na segunda afirmacao, temos que:
Tk 1
Tk+1 Tht1
T

E usando a hipétese de indugao, temos que:

Tk 1 1
a et _— = —
k+1 s Th+1 Tk(x)

Tk

1
Assim, pelo principio da inducio, T%(x) = Thtt o ap = | =——— | sao verdadeiros
Tk TF1(z)
para todo k € N. [ |
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Exemplo 6. Encontrar a expansao em fra¢oes continuas usando as orbitas positivas da

Transformacao de Gauss:
3
CL) ﬁ
0 3 2 e L s k
T (q:):ﬁ;T (:v):§;T (:c):§;T (£)=0;T%z)=0,Vk>3

Com isso, usando

temos que
B 1 B 1 IR _ 5
“T T T @] 3 T3]
11
B 1 B 1 3 _ 1
R e} B A 51 B PR R vl
3
B 1 B 1 2 _ 9
© o] T Pw ) T
2
3
L —=13,1,2
Og07 11 [37 7]
73
17)9—1
73 18 1
TO — .71 :_.TQ :_.TS — Tk — k>
() = gos THa) = =23 T2(@) = 1o T3(@) = 05 TH@) =0, Wk > 3

Com isso, usando
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temos que
B 1 N Y
T AT T @) B T )
91
B 1 Lt ),
“@ T T T Tw)] T |8 T 18] T
3
1 1 1 18
— e —= —_ — - :1
“ = | _T2<x>J L M ;
18

73
L — =11,4,18
OgO, 91 [ P ]

2.3 Transformacao de Gauss na construcao da expansao em fragoes

continuas de um namero irracional
Nesta secao veremos como é a construgao em fragoes continuas de um niimero

irracional. Sabemos que v/3 é um nimero irracional, e com o auxilio de uma calculadora

temos que:
V3 = 1,732050807568877293527446341505872366942805253810380628055 . . .

nao é possivel representar o mesmo através de uma fracao, mas podemos encontrar boas

roximaco m E @ r mplo. Veja:
aprox 7Eigoes como 10 e 153 por exemplo. ejau.71
— =1,7317073170731 ... , sendo V3 — i < 0,0004

41
265 265
T 1.732026143 . d - == 0

53 , 7320 7908... , sen o‘wf' 53 < 0,00003

Essas fracoes foram encontradas com o uso das fragoes continuas como veremos no

final desta secao.
Usando o mesmo raciocinio da construcao das fragoes continuas dos nimeros

racionais, usaremos um nimero irracional z € [0,1). Como ja vimos na se¢ao anterior,

J , Vn € N*, para ntimeros racionais.

usamos a relacao, a, = | =——
o {Tnl(x)
Agora usaremos a seguinte notacgao:

m@h{ﬁ%BJWEW



Assim temos:

)
@) = || =@

) = | gas | =)

Como

T T

wio+ 1= H|+ 2o |2 =L

podemos escrever qualquer ntimero real = € (0,1), da seguinte forma

1
ai(x) +T(x)
Dai,utilizando a equagao e substituindo = por T'(x), teremos
1 1

T = LT+ 1) ~ @+ 77

Tr =

Assim, temos que
1 1 1

Tr = = =

ai(z) + T(x) 1 1
a1(z) + a1(z) +
e e
Continuando o processo, agora substituindo na equagao x por T?%(z) tem-se
1 1

T2 = =
@) = @)+ T@) ~ ok + R
Assim, temos que
1
xTr = 1
a1(x) + 1
(Ig(l’) +

Logo, recursivamente, temos que

xr =

al(x) +
CLQ(ZL') + L

Clg(l') + - 1

as(x) + T?(x)

31
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Assim, x = [a1(x), az(x), a3(x), ..., an_1(x), a,(z) + T™(x)]

Caso o namero real x ¢ (0, 1) aplicaremos o processo anterior em = — |z € (0,1).

Ficando
ar(z - |2]) + !
az(x - LSL’J) + 1
- 1
s (e = o) + T T G e
Assim,

v = |z|+[a(z—[x]), ax(z—|z]), as(x = []), ..., ap-r(z—[z]), an(z—[2]) +T"(x — [z])]
Notacionamos

aolx) = [2) e ai(e) = aix — |a)), ¥i € N*
Entao, temos que:

r = ap(z) + [a1(x), az(x),a3(x), ..., an_1(x),an(z) + T"(x — |z])]

Assim, dado um ntmero z irracional temos uma sequéncia (ay(x))gen infinita de

nimeros naturais e uma sequéncia de ntimeros racionais

[(al(gj)v s 7ak(x))]keN

Assim chegaremos a Definigao [5] e em seguida no Teorema [3]

Definicao 5. (DiAZ; JORGE, 2007) Considere x € R. Dizemos que:

e O nimero inteiro a,(x) € o n-ésimo quociente de x;

e O nuimero racional ap(x) + [a1(z), az(x), ..., an_1(z),a,(z)] = é 0 n-ésimo

convergente de x

Teorema 3. (DiAZ; JORGE, |2007) Para todo nimero irracional x a sequéncia infinita

de seus convergentes verifica que:

| _ i Pa(@) _
Jim (ao(z) + (), ax(@), . an(@)]) = lim 22

Faremos a demonstracao do Teorema [3] na subsegao [3.2.1]

Exemplo 7. Encontre a representacao em fracoes continuas dos sequintes niumeros irra-

clLoNals:
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— € 10,1), logo nao possui elemento ay

SIS

Para facilitar o desenvolvimento vamos calcular primeiro as orbitas positivas através

da Transformagao de Gauss.

Dai, como T*(z) = T(T(x)). temos:

T?(z) = T(ﬁ—1):ﬂ_l—b;_lJ:\/iH—NEHJ:\/Eﬂ

T3z) = T(T*x)=T(H2-1)=vV2-1
THz) = T(T*x)=T(V2—-1)=v2-1

Assim, T"(x) = v/2 — 1, Vn € N*. De fato, demonstraremos, por inducdo, que
T”(ﬂ—l) =2 — 1, para todo n € N*

Paran =1, temos:
"WV2-1)=v2-1

Logo, € verdadeiro para n = 1.

Vamos supor que o nosso resultado € vdlido para algum n € N*, isto €, T”(\/ﬁ— 1) =
V2—1 e vamos mostrar que tal resultado vale para n+1, isto ¢, T”“(\/?—l) =2-1.

Temos que
(V2 -1) =T(T"(V2 - 1))
Pela hipétese de inducio, T"(v/2 — 1) = V2 — 1 e dai,
T2 -1)=T(T"(V2-1)=TH2-1)=v2 -1

Logo, pelo principio da indugao, T”(\/§ —1)= V2 — 1 é verdadeiro para qualquer
n € N*

Assim temos, OF <g> = {g,\/ﬁ— 1,vV2—1,v2 - 1,...}
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Logo, podemos calcular a; € N*, Vi € N*

a(z) = H: é — V3l =1

o =[] -] - -
) = |ga) = | 5]~ e =
i) = |g) = |5 = e =

Logo, como jd provamos T”(\/§ -1) = V2 —1 para qualquer n € N*, assim podemos

concluir que a,(v/2 — 1) = 2 para qualquer niimero natural n > 1.

Assim, temos que:

V2 1 j\/75

=11,2,2,2,2,2,.. ]

b) V3

Como /3 ¢ [0,1) devemos calcular ag. Temos que ag = |V/3] = 1. Sejax = /3 —1¢€ (0,1)

Para facilitar o desenvolvimento vamos calcular primeiro as orbitas positivas de x

através da Transformacgao de Gauss.

1 1 V3+1l |[VB3+1| V341 V3—1
T<x):TW§_1)Z¢§—1_b§—1J: 2 _{ 2 J: 2 T
TQ(%‘)—T(T(x))—T(T(\/ﬁ—l))—T<¢§2_1>—ﬁz_l—{ﬁZ_lJ—
2(\/§;+1)—F(\/§2+1)J=\/§+1—L\/§+1J:\/§+1—2=\/§—1
T3(2) = T(T(a)) = T3 — 1) = Y2
THz) =T(T3(z)) =T <\/§2_ L) - ‘/52_ S

Portanto, T(v/3 — 1) =

ﬁ—16T<¢§—1
2 2

) =3 —1. Temos que
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‘ \/3—1,362\2'
T'(vV3—-1) = V31 com 1 € N
5 ,se 24

De fato, demonstraremos isto, por induc¢ao, em dois casos distintos.
) T>(V/3-1)=+3—1,Vn e N

1) T3 - 1) = \/52_ 1, Vn e N

Para o item I, usaremos n = 1, temos:

T2 0(/3-1)=T2(3-1)=T(T(V3-1) =T (\/§_1> =v3-1

Logo, ¢ verdadeiro para n = 1.
Vamos supor que T?"(v/3 — 1) = /3 — 1 € vdlido para algum n € N*, e vamos
mostrar que tal resultado vale para n+ 1, isto é, T>™+D(\/3 — 1) = /3 — 1.

T (3 1) = TT(VE - 1) = T (3 )
Pela hipétese de inducio, T> (/3 —1) = /3 — 1. Assim:
T2(n+1)(\/§_ 1) — T2n(\/§_ 1) — \/g_ 1

Agora para o item II, usaremos n=>0, temos:

T2+ (\/3 1) =T (V3 -1) = Vi—1

2
Logo, ¢ verdadeiro para n = 0.
Vamos supor que T>"*1(v/3 —1) = 2_ é vdlido para algum n € N, e vamos
mostrar que tal resultado vale para n+ 1, isto ¢, TX"+D+1((/3 — 1) = \/§2— L , Vn € N.

T3 — 1) = T2 (/3 — 1) = T Y(T2(V3 — 1) = T (V3 - 1)

3 _
Pela hipdtese de indugdao, T*"(v/3 — 1) = V3 . assim

TQ(n—l—l)—i—l(\/g _ 1) — T2n+1<\/§ _ 1) —

3—1
Logo, pelo principio da inducio, T**(v/3—1) =3 —1 e T?(/3-1) = \/_2 ,

sao verdadeiros para qualquer n € N

Assim temos, OF(v/3 — 1) = {\/3 -1,

V3-1

31
2 7\/_ )

V3-1
-
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Logo, podemos calcular a; € N*, Vi € N*

oo = 2] 222
@) = |7i5) - [7a) - ||~ L) A
Como i demonstramos que

V-1, se 2ln

(V3 -1) =
( ) ﬁQ_l,seQTn

temos que
2, se 2|n
an(V3—1) = | , comn € N*
1, se2tn
1
V3=1+ 1 =V3=1+1(1,2,1,2,1,2,1,2,.. ]
2+ i
1—1——1

1+ —

Para encontrarmos as aproximagoes do inicio da se¢ao usaremos:

e V3~1+ 11 :%,ondetemos,pg)-:?leqﬁzéll.
1+ I
2+ 1
S
2+—1
1+ =

2
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1 265
e V3~1+4 1 = 13’ onde temos, p; = 265 e ¢; = 153.
1+ 1
2+ 1
1+
1
1+ 1
2+ ——~
1
14 =
+ 2
Temos que,
71 256
— =1,731707. .. — =1,732026...
41 , 781707 153 ’

e podemos comparar com
V3 =1,732050 ...

Note que quanto mais quocientes a;, com ¢ € N, usarmos em tal construcao melhor

vai ser a aproximagao do numero irracional, por um nimero racional. Ou seja,

sempre podemos melhorar esta aproximacao.
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3 CONVERGENCIA DE UMA FRACAO CONTINUA

Neste capitulo veremos uma série de proposicoes com suas respectivas demonstragoes,
para a construcao das fragoes continuas, para encontrarmos boas aproximacoes dos
irracionais dentro do conjunto dos racionais, e até mesmo encontrar um erro absoluto
da aproximagoes. Em seguida apresentaremos a demonstracao do Teorema |3 E para
finalizar o capitulo demostraremos a unicidade da representagao em fracoes continuas de

um numero irracional.

3.1 Propriedades dos convergentes

Nesta segao apresentaremos propriedades que irao nos auxiliar na busca de boas
aproximagoes dos irracionais no conjunto dos racionais usando os valores de p,(z) e g,(x)

dos n-ésimos convergentes de .

Proposicao 3. (DiAZ; JORGE, |2007) Seja x € R. Para cada n € N*, sejam p, = p,(x)
e ¢n = qu(x) o0s elementos do n-ésimo convergente de x. E ainda defina po(x) = ao,

p(z)=1,p1=qo(x) =1, g 1(x) =0. Temos as sequintes propriedades:
(Cl) Pn = Qp * Pn—1 +pn—2 €4dn = 0Qp  4n-1 + dn—2, Vn € N*.

(b) Pa-1-Gn —Pn - Gt = (—1)", Vn €N

_ DPn + (Tn(x)) *Pn—1
(&) o= (@) g

Demonstracao:

,VneN

a) Vamos mostrar primeiramente a propriedade (a).

Da definicao dos n-ésimos convergentes temos que

Pn =ag+ [a1,...,a,)
An
Agora para n = 1 temos que:
D1 apaq + 1
— =ag+[a)] = ——
q1 (5]

e daf usando que ag = po, p—1 = qo = 1 e g_1 = 0 temos que:

p1_ aom + 1 poar +p
@ ar-1+0  aigo+qa

e assim temos que a propriedade (a) vale para n = 1.

P1=a1po+P_1€q1=ai1qo+ q-1
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Agora vamos supor que exista um n € N* tal que a propriedade (a) é valida para todo

k < n e iremos provar que esta mesma propriedade sera valida para n + 1

1
Poit _ ap+ [ai, ..., ans1] = ap+ |ay, ag, ... p_1, 0, +
Qn+1 (07 + 1
Vamos aplicar a hipotese em by + [b1, ..., b,_1,b,], onde b; = a; para todo 0 <i<n—1e
/

b, = a, +

. L, . , ~ P ~
. E ainda se os n-ésimos convergentes deste nimero sao —f entao temos

a, + k.
pela hipotese de indugao que :

. p_% - buPy_1 + Do

bo + [br, ... by, by] = 22 =
o+ [bx 16l a, bt q,

/
Agora, note que p—f =by+ [b1,...,bk] = a0+ [a1,...,a] = &, Vk < n e portanto
qy, dk
termos que py, = pi € ¢ = qk, Yk < n. Dal,

p_% I T S ) S L

q’;l/ bnq;z—l + Q;-L—Q bnqn—l + Gn—2

(07% + * Pn— + Pn—
( Gn+1> ! ? DPn—1"0pt1* Gp + Ppn—1+ Qpy1 - Pn—2

. _
<an + ) *Qn—1 + qn—2
Ant1
an—l—l(an *Pn—1 + pn—Z) + Pn—1

CLn+1(CLn *Qn—1 + an2> + Gn—1

Gn—1 * Qn41 * Qp + Gn—1 + Ap+1 * n—2

Resumindo:

Pn+1 Qp41 (an *Pn—1 + pn72) + Pn—1
=ag+ a1, ..., ane1] =ag+ b1,...,0,] =

gn+1 0 [ ! +1] 0 [ ! ] anJrl(an *dn—1 + Qn72) + Gn—1

e portanto da igualdade acima e da hipotese de inducao temos que:

Pn+1 = Qn+1 * Pn + Pn—1 € gnt+1 = Qp+1 * Gn + dn—1

Assim, concluimos, por indugdo, que a propriedade (a) é verdadeira.
b) Vamos provar agora a propriedade (b).

Para n = 0, temos que:

Prn1Gn = Pn - Gn1 = (1) - (1) = ao(0) = 1 = (=1)°

Assim, para n = 0 a propriedade (b) é verdadeira.
Agora vamos supor que existe um n € N* tal que a propriedade é verdadeira para

todo k£ < n. Vamos provar que também sera valida entao para n + 1. Como

Pn+1)-1 " Gn+1 — Pn+1 " 4(n+1)-1 = Pn " Gn+1 = Pn+1 " Gn
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usando o item (a) desta proposigao temos que,

Prn+1 = Pnti@n = Pn(@ns1Gn + Gn-1) — (@ng1Pn + Pn—1)an
Un41PnGn + Pndn—1 = Ani1PnGn — nPn—1
= Pnln-1 — @nPn-1
= —(¢uPn-1 = PuGn-1) = —(Pu-19n — PnGn—1)

Usando a hipotese de indugao, p,—1¢, — Pngn—1 = (—1)", temos que:

~(Po-16 = Pada-1) = —(=1)" = (~1)(=1)" = (=1)"*!

Portanto, por indugao, concluimos que a propriedade (b) ¢ valida para todo n € N.
c¢) Vamos provar agora a propriedade (c).

Podemos escrever x da seguinte maneira.
x=ag+ [a,as,...,a4, 1,0, + T"(z)], Vn € N

e se chamarmos b; = a; para 0 < i < n—1eb, = a, + T"(z), teremos que os k-

ésimos convergentes de ag + [a1, ag, ..., an_1,a, +T™(z)] e os de by + [by, b2, ..., by_1,by)
coincidem para todo 0 < k < n — 1, isto é, se P sao os k-ésimos convergentes de ag +
dk
/
lay, a9, ... an_1,a, +T"(z)] € p—j“ sao os k-ésimos convergentes de by + [by, ba, . .., by—1, by,
k
entdo pr = pp e @ = q, se 0 < k < n — 1. Logo,

T = Qg + [al, vy p_1,0Qp + Tn(LC)] = bo + [bl,bg, RN ,bnfl,bn]

Usando o item (a) da proposigao, temos que:

Pp _ baPh i 0o babpoi+ P2 (an +T"(2))Ppo1 + P02

@ byt das bt Gz (G0 +T(@) o1 + a2
Pt + T"(@)pn1+Pa2  [a@nPn1 +poo] + T"(@)pa1  pu+ T (7)pn
anGn-1 + T2 g1+ Guos  [@nGu-1 + @) + T (X)qno1 G+ T"(2)qn

Pn + Tn(x)pn—l
dn + Tn(x)anl .

Assim temos que = =

Observagcao 3. Note que na Propm'edadeH item (b), mdc(pn, ¢,) = £1, assim Pn ¢ wma
qn

fragao irredutivel.

Ezxzemplo 8. Usando a Proposicao @ encontre os convergentes de /3. Por exemplos

anteriores sabemos que v/3 =1+ [1,2,1,2,1,2,...], temos que:

. pr_aipotpa 1141

= =2. Assim,p1=2eq =1
@ agtaa 1140 presca



b2

q2

b3

q3

2

q4

Ds

ds

41

az - p1+ Po ‘2+1_§ Assim =5eq =3
as - q1 + qo 141 3 P o
= —. Assim, p3 =T e q3 = 4

e 341 1 p3 43

. -7+5 19
aq - p3 + P2 i =—. Assim, p, =19 e qu = 11
a4 - q3 + G2 443 11

) 1-194+7 26
as - ps + P3 + = —. Assim, py =26 e qy =15
as - g4+ qs3 1-11+4 15

Como podemos observar os valores:

p1
q1
D2
q2
D3
q3
Pa
q4
Ds
as

=R WOt RN

N =

6

= =1,

15

I
DO

—1,666.. ..

= 1,75,

7333 ...

=1,727272. . ..

estdo cada vez mais proximos da representacio da /3 ~ 1, 732050807568877293527. Logo,

podemos concluir, pelo Teorema , (que provaremos na proxima se¢ao) que

lim &:\/g

n——+o00 dn

3.2 Convergéncia dos convergentes

Nesta se¢ao faremos a demostragdo do Teorema [3] além de apresentarmos um

modelo que nos permitira calcular o erro absoluto da aproximacao de um ntmero real

qualquer pelo n-ésimo convergente obtido pela sua representacao em fragoes continuas .
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3.2.1 Prova do Teorema 3]

Nesta subsegao, com base (DiAZ; JORGE| 2007) faremos a demonstracao do
Teorema |3, que diz o seguinte: Para todo niimero irracional = a sequéncia infinita de seus

convergentes verifica que

. — lim pn(:)?) _
Jim (ao(@) + [r(e),aa(e), s an(@)]) = lim T2

Para realizar essa demonstracao usaremos as propriedades da Proposicao Vamos
demonstrar para z € (0, 1), e como ja vimos no decorrer do trabalho caso = ¢ (0, 1) basta
fazer x — |x].
Demonstracao:
Pela Proposicao 3| item (c), temos:
oo Pt (@) P
Gn +T™(2) - qn

Assim temos,

‘x_@ [Pt T@) pact Pa| | Pat @ T(E)  Puet = G P — P T7(2) - g
dn Gn +T™(T) - ¢y 4n Gn(qn +T™(2) - Gn1)
’:E _bny _ ‘Tn(aj)(pn—l “qn = Pn " Gn-1)
an Gn(Gn +T™(2) - Gn-1)

Pela Proposicao [3|item (b), pn—1 - ¢n — Pn - ¢n—1 = (—1)", obtemos:

(@) - (1)
Qn(Qn + Tn(x) ’ anl)

‘ pn|
r——| =
n

Vamos retirar o (—1)", logo ndo precisamos mais usar os modulos, visto que todos
os valores sao positivos.

T"(x) B T"(x)
Gu(@n +T7(2) “qu-1) G+ G- T™(2) - g

Pul _
4n

Como T"(z) € (0,1) e ¢n,qn—1 € N*, podemos afirmar que:

T (x) 1 , .
q2 + Gn - Tn(l’> *Qn—1 = q_2 PO n” g (x) 1= 0

Como a sequéncia g, é mondtona E| crescente e ¢, > 1 para todo n > 2, fazendo

n — 400, temos que:

‘x——<——>0 (2)

logo,

2 Se uma sequéncia é sempre crescente ou sempre decrescente, ela é chamada de monétona.
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Com base na equagao podemos concluir a seguinte proposicgao.

Proposi¢cao 4. (BESKIN, |1987) O erro absoluto que se comete ao utilizar uma aproxi-

- DPn P P
macao da forma —, onden € Z e n > —1, para um numero real qualquer é menor que
n
— 15to €
n

Demonstracao: Temos que x € [pn—1 , &} oux € {&, pn+1] , logo:
Gn—-1 4n

Dn
€rT — —

4n

Zﬁ . Pn-1
An Gn—1

Pn*Qn—-1 — Pn—-1"Qn
Gn * Qn+1

<

_ ’—(pn_l Qo — Pn* Qn—-1)
dn qn+1

Pela Proposicao |3 item (b), pn—1+ Gn — Pn - ¢u—1 = (—1)", obtemos:
(_1)n+1

dn Qn—l—l

‘ _(pn—l *dn — Pn - qn—l)
dn Qn+1

Os modulos garante que o resultado sempre seré positivo. Assim temos que:

—1)ntt 1
‘[E— Pnl < D) =
dn An * Gn+1 dn * Gn+1
Como ¢,11 > g, para todo n € N, temos que:
1 1 : pn| 1
—— < -, comisso | — —| < —
n * Qn+1 q dn 4y

3.3 Unicidade da representacao em fracoes continuas nos irracionais

Nesta secao iremos apresentar um argumento para demonstrarmos a unicidade na
representacao das fragdes continuas dos nimeros irraconais.

Na secao [2.3] concluimos, pela transformacgao de Gauss, que os niimeros irracionais
possuem representacgao infinita por meio de sua expansao em fragoes continuas. E pelo
Teorema temos que os convergentes, da forma &, convergem para o proprio nimero
irracional. Com essa informacoes iremos veriﬁcar,nque diferente dos ntimeros racionais,

existe unicidade das fracoes continuas dos niimeros irracionais.
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Proposicao 5. (DiAZ; JORGE, |2007) Considere sequéncias infinitas (an)nen € (bn)nen

de nimeros naturais tais que

lim [ay,...,a,] = lim [by,... b,]
n—-+o0o n—-+00

Entao a; = b; para todo 1 € N*.

Demonstracao:

De fato, primeiramente note que:

lim | ] 1
1m (i, a9, ,Anp| = .
oo 1, 42, ) a + lim [CLQ, Ce ’an]
n%JrOf
1‘ b , b R bn e -
n—1>Too[ 1,72 ] b1 + lim [b27 to abn]
n—-+o0o

Faremos a prova por inducao em n. Temos que para n = 1:

1 1
ay + lim [ag,---,a,] b+ lim [by,---, b,
n—+o00 n—-+00
bi+ lUm [bo, -+ ,by) =a1+ lim [ag, -+, ay)
n—+oo n—+00
al—blz hm [bg,"' ;bn]_ hm [CLQ,"' ,an]
n——+o0o n—+oo

Com isso, a; = by ou ay # b;. Suponha por absurdo que a; # b;. Como by e a; sao

naturais, |b; — a;| > 1. Portanto:

lim [by, - ,b,] — lm [ag,- - ,a,]| >1
n——+o0o n——+o0o
Isto &, lim [bg, -+ ,b,] > 1 ou lim [ag,- - ,a,] > 1, pois sdo sequéncias de
n—-+o0o n—-+00
niameros positivos.
Se lim [ag, - ,a,] > 1, entao:
n——+o0o
1< lim | ] !
im [as,asz, -+ ,a, = .
= ool 20 T T 0+ Tim [ag, -, an)
n—-+00
Como ay + lim [a3,- - ,a,] é o inverso multiplicativo de lim [ag, a3, - ,a,],
n—+00 n—+00
temos que 0 < ag < ag + lim [as, - - ,a,] <1, ouseja, 0 < ag < 1.
n—-+00
Analogamente, se lim [by, - ,b,] > 1, entdo 0 < by < 1. Com isso, concluimos
n—-+0o

que 0 < as < 1ou0 < by <1. Absurdo, pois as, by € N*. Logo, a; = b;.
Agora, suponha que a; = by, para todo k € N tal que 1 < k < n. Vamos escrever os

seguintes limites,

. 1
lim [a17a27"' 7an] = |a1,a, - ,0n-1, n
n—s-+oo an, + lim [a,41,0pyo,- ..
n—4o0o
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1
lim |by,b9,--- ,b,| = |b1,b0, -+ ,by_1, -
n—>+oo[ 172 n] 172 nl bn + lim [bn+1, bn+2, .. ]
n—-+oo
e pela hipotese teremos que
1 1
Ay, ,aAp—1, . = bl?”'abfla .
" a, + lim [ang1, Gngo, - " b, + 1M [bpy1, buyo, -]
n——+o00 n——+o0o

Agora, usando a hipotese de inducdo (ax = b, Vk € N tal que 1 < k < n) teremos que

1 1
an, + lim [api1,an42,...] by + Hm [byyq,bpyo, .. ]
n—-+o00 n—-+o0o
b, + lim [byi1,bp42,...] =ap, + Hm [api1,Gnyo, .. ]
n—-+00 n—-+o0o
ap — by, = lim [byi1,bpio,...] — lm [api1, ango, ..
n——4o00 n——4o00

Com isso, a, = b, ou a, # b,. Suponha por absurdo que a,, # b,. Como b, e a,

sao naturais, |b, — a,| > 1. Portanto:

Hm [bpy1,0p40, ... — lim [api1, @pgo, .. ]| > 1
n——+0o00 n—-+0o00
Isto &, lim [byy1,bp40,...] > 1ou lm [a,y1,0n40,...] > 1, pois sdo sequéncias
n—-+00 n—-+o0o

de niimeros positivos.

Se lim [ap41,Qngo,...] > 1, entdo:
n—-+oo
. 1
1< lim [api1,ange,--.] = T
n—+o0 Qpy1 + M [an+2a An+3, - - ]
n—-+oo
Como a1+ lim [an42, angs, .. .| € oinverso multiplicativode lim [ay 41, Gnyo, - - .,
n—-+00 n—-+4o0o
temos que 0 < apy1 < app1 + UM [api0, Gnyis, ... < 1, 0useja, 0 < apyq < 1.
n—-+o00

Analogamente, se lim [b,.1,bp42,...] > 1, entao 0 < b, < 1. Com isso, con-

) n+1y Yn+2, ) n—+ 9

n—-+o0o

cluimos que 0 < a,y1 < 1 ou 0 < b,y; < 1. Absurdo, pois a,.1,b,y1 € N*. Logo,
a, = b,.
Assim, a; = b; para todo i € N*, como queriamos demonstrar.
|

Agora, com a conclusao deste capitulo temos o conhecimento sobre fragoes continuas
necesséario para o desenvolvimentos dos capitulos a seguir. Se vocé ja chegou até aqui pode
escolher qual vai ler primeiro pois um nao depende do outro. Mas lhe garanto que ambos

possuem construcoes apaixonantes.
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4 NUMERO DE OURO

Neste capitulo iremos apresentar a definicao e um pouco do contexto histérico do
numero de Ouro, que também é conhecida como razao aurea, propor¢ao aurea ou ainda
divina proporcao. Também apresentaremos a sequéncia de Fibonacci e a representacao do
nimero de ouro por meio de fragoes continuas para podermos concluir que o quociente

entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci tendem ao ntmero de ouro.

4.1 Razao Aurea: o numero de Ouro

Definicao 6. (ZAHN, |2011) Dizemos que um ponto C divide um sequimento AB na

razao Aurea se:

Figura 2 - Razdo Aurea

A C B
@ © @

Fonte: o autor

A AC
AC CB
AB AC
Assim, Vel € 75 representam a razao durea ou niumero de Ouro que € simbolizado pela

letra grega ¢ (phi).

O nimero de ouro é irracional cujo valor é aproximadamente 1,61803399.... A
razao aurea foi muito usada em obras de artes além de ser observada na natureza.

Segundo, Mauricio Zahn, em (ZAHN| 2011)), o namero de ouro levou a letra ¢ de
simbolo em homenagem a Fidias (490-431 a.C.), que foi o escultor grego das estatuas de
Atena e Zeus, além de ter sido arquiteto do Partenon. Ele usava esse ntimero em suas
obras. Um dos primeiros relatos sobre a razao aurea data de aproximadamente 1650 a.c.,
¢ no papiro de Rhind, um documento na qual constam 85 problemas copiados por um
escriba chamado Ahmes, de um trabalho mais antigo ainda. Neste texto, cita-se uma
"razao sagrada'que acredita tratar-se da razao aurea.

A razao aurea foi e é usada para dar harmonia e perfeicao as obras. Exemplos disso
sdo a Monalisa, de Leonardo da Vinci, e as piramides de Gizé (no Egito). Além de existir
medidas do corpo humano cuja razao é aurea. Leonardo da Vinci desenhou o homem

vitruviano, que mostra as proporc¢oes das medidas do corpo humano.



Figura 3 - Monalisa razao durea

Fonte: Site do Chocola Desig

@ https://medium.com/chocoladesign /geometria-
sagrada-propor%C3%A7%C3%A30-
%C3%Alurea-50d644deb06d

Figura 4 - Homem Vitruviano

W o
[ NS i
g log B g E|
aPn By B
SHa P g

1041 = 14192
13:14 = 1418
15:18 = 1847 = o, g4n..

Fonte: Site arte na RedeEI

@ http://artenarede.com.br/blog/index.php/o-
homem-vitruviano-e-o-numero-phi-a-matematica-

da-beleza/

Figura 5 - Retangulo de ouro

D c

A B

Fonte: o autor
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Definicao 7. (ZAHN,|2011) Chama-se retangulo dureo o retdngulo no qual a razdo de
suas medidas obedece a razao durea. Seja ABCD um retangulo dureo temos que:
AB
AD

Segundo, Mauricio Zahn em (ZAHN, 2011)), os antigos babilénios sabiam como

=9

criar o retangulo aureo. Visto que, em uma escavacao feita em Sippar, no sul do Iraque, o
arquedlogo Assirio Hormuzd Rassam (1826-1910) encontrou uma tabua, com comprimento
de 29, 21cm e largura de 17, 78cm, conhecida como tdbua de Shamash ﬂ Podemos observar

que as dimensoes dessa tdbua estao muito proximas da razao aurea.

29,21

=1,642857...
17.78 , 642857

Atualmente, a tdbua de Shamash, encontra se em um museu britanico.
Ezxemplo 9. De acordo com a defini¢ao[(] calcule o valor do nimero de ouro.

Com base na figura , vamos considerar AB = x, AC =y, logo CB = x — y.

Qll &
Al
= &lE

< |8

r—=1y
22—y —y?*=0

y(1+v/5)

Visto que AB = x e nao pode ser negativo, tem-se que, = B a—
y(1+V5)
6= x 9 B 1+ \/3
y Y 2
¢ = 1.618033988749894848204586834365638117720309179805762862135 . . .

Ezemplo 10. Calcule o valor da razio durea a partir da definigao [7.

Considerando o retangulo de ouro ABCD da figura [5, suprimindo um quadrado

AEF D, conforme a figura [0} o retangulo EBC'F que é semelhante ao retangulo ABC'D
BC  AB

assim, temos que =— = —, dados que AD = BC' = AEF = EF = DF = x e

. BE AD

BE = CF =y, temos que

e usando,

3 Era o deus da justica, da fertilidade e do Sol sumério e babilonico.



49

Figura 6 - Exemplo Retangulo de

ouro

C

D 4 F y
X[ X X
A X E ¥

B

Fonte: o autor

=1+ (3)

< |8

x
Multiplicando a equacgao H por —, obtemos:
Y

() =i

x
trocando na equacgao 1' — = k, obtemos:
Y

B =k+1

1+45
2

k

r .
Como — nao pode ser negativo, temos que:
Y

x_1+\/5_

Y 2

De acordo com (BOYER, [1974)) os pitagoricos tinham como simbolo uma estrela

¢

de 5 pontas. O pentagrama ou pentagono estrelado tinha aparecido antes na Babilonia, e
é possivel que exista uma ligagao matemaética entre os pré-helénicos e os pitagoricos.

No pentagrama pitagorico podemos encontrar algumas vezes a razao aurea olhando
apenas para um pentagrama. Sendo que podemos construir dentro do mesmo sempre um
proximo pentagrama, tendo como base o pentidgono no interior do pentagrama anterior,
e sempre podemos encontrar as mesmas razoes aureas. Observando a figura [7] podemos

destacar que

CE AF DF
AF DF GH

Para os gregos antigos esse tipo de subdivisao logo se tornou tao familiar que nao se achava

=¢

necessario ter um nome especial para ela, por isso a designacao "divisao de um segmento

em média e extrema razao" em geral é substituida simplesmente pela palavra secgao.
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Figura 7 - Pentagrama Pitagérico

Fonte: o autor

Kepler escreveu liricamente:
"A geometria tem dois grandes tesouros: um € o teorema de Pitdgoras, o outro, a
dwisao de um segmento em média e extrema razao. O primeiro pode ser comparado a uma

medida de ouro, o seqgundo podemos chamar de joia preciosa.”

Exemplo 11. Desenhe o segmento dureo com régua e compasso.

a) Seja r a reta suporte do segmento AB. Marque o ponto médio M de AB (Figura .

Figura 8 - Primeiro passo

A
o- ° o—

Fonte: o autor

b) Trace uma reta s perpendicular a r, passando por B. Sobre s, marque o ponto D
tal que BD = MB (Figura[9).

c¢) Trace o segmento AD. Marque o ponto E sobre AD tal que BD = DE (Figura .

d) Marque C sobre 7 tal que AC = AE (Figura .

Por construgao temos que:



Figura 9 - Segundo passo

Fonte: o autor

Figura 10 - Terceiro passo

Fonte: o autor

Figura 11 - Quarto passo

Fonte: o autor
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AB=2BD, ED = BD.

Aplicando Teorema de Pitagoras no AABD), temos:

AD° = AB*+BD’
AD’ = (2BD)?*+BD’
AD° = 5BD

AD = V5-BD

Assim temos que:

AC=AE=AD—-ED=+/5-BD ~BD = (v/5—-1)BD
assim,

AB 2BD 2 2WB+1) VB+1

AC (V5-10)BD 5-1 4 2

¢

4.2 Sequéncia de Fibonacci

Segundo (ZAHN] 2011)), Leonardo Fibonacci (1175-1250) também conhecido como
Leonardo de Pisa, cidade onde nasceu, foi um grande matematico europeu na época da
idade média. Seu pai, Guilhermino Bonnacci, era ligado aos negocios mercantis e foi
convidado a trabalhar na Africa em uma funcéo na alfandega, esse motivo fez Leonardo se
interessar por aritmética.

Fibonacci absorveu muito da cultura matematica dos povos do Egito, Siria, Grécia,
Sicilia e Provenca, além de ter iniciado seus estudos com professores islamicos. Com isso
aprendeu o sistema hindu-arabico, que se mostrava superior ao romano. Ele escreveu
alguns livros, entre eles, O liber Abbaci (O livro d4baco), neste ele mostrou aos europeus
as importantes descobertas arabes. Também nesse livro encontramos um problema de
reproducao de coelhos que origina a famosa sequéncia de Fibonacci. O problema diz o

seguinte:

Um homem pds um par de filhotes de coelhos num lugar cercado de muros de todos os
lados. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par em 12 periodos se,
em todo periodo cada par de adultos gera um movo par de filhotes, que se tornam adultos e

férteis a partir do sequndo periodo da sua vida?
Assim temos (1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55,89, 144), como solu¢ao do problema.

Definicao 8. (ZAHN, 2011) Chama-se sequéncia de Fibonacci a sequéncia definida por
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...) onde os dois primeiros termos sao iguais a 1 e a partir
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Figura 12 - Problema da reprodugao dos coelhos

Fonte: o autor

X Par de Filhotes | Adultos | Total
1° periodo 1 0 1
2° periodo 0 1 1
3° periodo 1 1 2
4° periodo 1 2 3
5° periodo 2 3 5)
6° periodo 3 ) 8
7° periodo 5 8 13
8° periodo 8 13 21
9° periodo 13 21 34
10° periodo 21 34 55
11° periodo 34 55 89
12° periodo 55 89 144

Tabela 3 - Reproducao dos coelhos
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do terceiro, cada termo € obtido pela soma dos dois termos anteriores. Os termos da
sequéncia sao chamados nimeros de Fibonacci, que podem ser definidos recursivamente da

sequinte forma
F1 = F2 =1
Foygin=F,+ F, 1, sendoneNen>?2

Teorema 4. (Formula Binet) (SANTOS, |2018)

Sendo F,, um elemento da sequéncia de Fibonacci, com n € N*, temos que:
1+v5\  [1-v5)
2 2

Faremos a demostragao por indugao sobre n paran =1en =2 , temos:

14+v5 ' 1—v5 ' 1 (25 1
S RGIE R

1

F,=—
Vb

Demonstracao:

Sl
S

1 (1+45 2_ VA 1 (142545 142V545)
7 — -

2 2 4 4

1 45
1 s

vh 4
Logo, a afirmagao é verdadeira paran = 1 e n = 2, isto é , é valida para o par
(F1, Fy).

Vamos supor que o nosso resultado é valido para n,n + 1 € N, isto &, (F,,, Fj,11) é

1+vB\"(1=vB)"] 1 [(1evB\" 1=\
2 B 2 V5 2 a 2

e vamos mostrar que tal resultado vale para n + 2, isto é,

. - 1 1+\/5 n+2 1_\/5 n+2
n+2—ﬁ 2 - 2

Usando a defini¢ao |8] temos que:

igual a

1

V5

Fn+2:Fn+1+Fn

E usando a hipotese de inducao, temos que:

1 | 1+vs\"T (1B
Sy

() ()]
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Fn+2:

wo | (57) (57) - (57) (7))
5_ 2 2 2 2

Sl

Como <1+\/5> = 34 V5 e (1_\/5) = 3_\/5. Assim temos:
2 2 2 2
. 1 [ vBY (1evB) (1-vB)" [(1-vBY
s 2 2 2 2

1 |(1545 B\
n+2_% 2 - 2

=
V5

Assim, pelo principio da inducao, F,, =

1+v5)  [(1-v5\]. q
2 — 2 € verda-
|

Com o auxilio do Teorema [] podemos calcular o termo de Fibonacci sem a necessi-

deiro para todo n € N*,

dade de saber os anteriores. Para entender como funciona esse procedimento iremos fazer

o exemplo a seguir.

Exemplo 12. Usando o Teoremal]] calcule os sequintes termos de Fibonacci:

no L (LD b (1-v5) 1 [ [16+8V5 16 — 8v/5
DE=E\ ) U )Tl s ) s
L 16v5

— 2

VAR

1 (1+v8\" (1-v5\’
1 | (5764 256v/5 576 —256v5 \ | 1 512\/3_8
N U R T

Observando o exemplo podemos concluir que para o célculo manual é mais facil
fazer pela forma recursiva. Construiremos a Tabela [d], pois sera util na sequéncia deste

capitulo. Além de podermos visualizar seu crescimento.
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=1 Fy=1 Fy=2

F4 = 3 F5 = 5 FG = 8

F =13 Fy =21 Fy = 34

Fio = 55 [y =89 [y = 144
Fis = 233 Py =377 F15 = 610
Fig = 987 Fi7 = 1597 Fig = 2584
Fig = 4181 Fyy = 6765 Fy = 10946
Fyy = 17711 Fys = 28657 Fyy = 46368
Fys = 75025 Fys = 121393 Fy; = 196418

F3; = 1346269

F39 = 2178309

F33 = 3524578

Fyy = 5702887

Fs5 = 9227465

Fy6 = 14930352

F37 = 24157817

Fss = 39088169

F39 = 63245986

Fyy = 102334155

Fy = 165580141

Fyo = 267914296

Fy3 = 433494437

Fyy = 701408733

Fy5 = 1134903170

Fye = 1836311903

Fy7 = 2971215073

Fyg = 4807526976

Fyo = 7778742049

F50 = 12586269025

F51 = 20365011074

Fro = 32951280099

Fs3 = 53316291173

F5y = 86267571272

Fy5 = 139583862445

Fy6 = 225851433717

F57 = 365435296162

Frss = 591286729879

F59 = 956722026041

Fyo = 1548008755920

Fs1 = 2504730781961

Feo = 4052739537881

Fess = 6557470319842

Fsq = 10610209857723

Fes = 17167680177565

Fse = 27777890035288

Fo7 = 44945570212853

Fos = 72723460248141

Fes9 = 117669030460994

Fry = 190392490709135

Frp = 308061521170129

Fro = 498454011879264

Frs = 806515533049393

Fry = 1304969544928657

Frs = 2111485077978050

Frg = 3416454622906707

Fr7 = 5527939700884757

Frg = 8944394323791464

Frg = 14472334024676221

Fgo = 23416728348467685

Fg = 37889062373143906

Tabela 4 - Os 81 primeiros nimeros de Fibonacci
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4.3 Relacao entre a sequéncia de Fibonacci, o nimero de ouro e a

expansao em fracgoes continuas

Nesta secao iremos construir a representacao em fragoes continuas do niimero de
ouro, além de calcularmos boas aproximagoes com ntumeros racionais obtidas através das
propriedades das fragoes continuas. E no final verificaremos a estreita relacao entre o
nimero de ouro e a fabulosa sequéncia de Fibonacci.

Agora analisando a definigao @ da razao Aurea, temos que:

A8 AC
AC OB
Vamos considerar, sem perda de generalidade, que AB =1, AC = z, logo BC' =1 — z.

Figura 13 - Razdo Aurea-2

A C B
© © Q

Fonte: o autor

Assim temos que:

1 .
Podemos reescrever o — da seguinte forma
x

1—=x

1 1
S=1-14-=1+
Xz Xz x

Logo, usando as equagoes [f e [0, podemos escrever

1 1—=z 1 1 1
X T — T
1_ - ]_
4 x x
1 1 1
1— 2 p 1+ .

Continuando o processo recursivamente, podemos conjecturar que

1
op=1+ i =1+[1,1,1,1,1,1,.. ]
1+ — 1
1
* 1+...
Para demonstrar que todos os quocientes serao iguais a um, com base na proposi¢ao
basta provar que T"(¢ — 1) = ¢ — 1, para qualquer n € N. Sabemos que (¢ — 1) € (0,1),

logo podemos aplicar a Transformacao de Gauss.

Demonstracao: Provaremos esse fato usando indugao sobre n. Para n = 1, temos:
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Tendo como baseaﬁguratemos que ¢p = — = ] T
—x
1 1 1 1 T T
A1) — _ _ _ — _ — b —
x x x x

T'(¢-1)=(s-1)

Logo, a afirmagao é verdadeira para n = 1.

Vamos supor que o nosso resultado é valido para algum n € N, isto é, T"(¢ — 1) =
¢ — 1 e vamos mostrar que tal resultado vale para n + 1, isto ¢, 7" (¢ — 1) = ¢ — 1. De
fato

T (¢ —-1)=T"(T(¢— 1)) =T"(¢ — 1)
e pela hipotese de indugao, T"(¢ — 1) = ¢ — 1, tem-se que
T (¢ —1)=T"¢—1) = (¢ —1).

Assim, pelo principio da indugao, 7" (¢ —1) = ¢ — 1 é verdadeiros para todo n € N.
|

Utilizando a representacao em fracoes continuas do niimero ¢ podemos encontrar

. ~ , . . Pn
boas aproximacoes com numeros racionals na forma — para 0 mesino.

dn
° @:aoz—zl,assimpgzle%zl-
do 1
1 2
o ﬂ:ao+[a1]:1+[1]:1+—:—:2,assimp1:2€(h:1-
0 1 1
1 3
. @:aoﬂal,az]:1+[1,1]:1+—1=—:1,5,assimp2=3eq2=2‘
42 1+ - 2
1
Da 1 5) :
o —:a0+[a17a27a3]:1+[17171]:1+—1:_:17666"'7aSSlmp3:5
43 1+ —— s
1+1
1
eq=3.
1 8
Y &:a0+[a17a2,a37a4] :1+[1,17171] :]_+ :—:1,6yaSSim
o 1 5)
L=
e
1

pa=8e¢q =5
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Podemos observar que os valores de p,(1,2,3,5,8,...), para n € N, aumenta igual

a sequéncia de Fibonacci a partir de Fy. Ja os valores de ¢,(1,1,2,3,5,...) , paran € N,
é exatamente igual a sequéncia de Fibonacci. Por que isso ocorre?” Temos que, pela
proposicao |3|item (a), pp, = @y * Pn-1 + Pn-2 € Gn = Un * @1 + @2, € COMO a, = 1 para
qualquer n € N, podemos concluir que para o niimero de ouro sao validas as seguintes
sentencas

Pn = Pn—1 + Pn—z, com p1=1 e py=1

Gn = Gn-1+ Gn_2, com g1 =0 ¢ ggp=1, VYneN*

Logo, ambos se desenvolvem igual a sequéncia de Fibonacci. Como podemos

observar na Tabela [B

n|(0]1]2|3/4|5 |6 |7]8|9]10
P | 11213581321 ]34]55|89 | 144
G |11 ]2]3[5] 8 [13]21 34|55 89

Tabela 5 - Primeiros p, e g, de ¢

Observando a Tabela |5, podemos conjecturar a seguinte proposigao.

Pn(®)
Qn(¢)

Demonstra¢ao: Demonstraremos por indugao que p,(¢) = gn+1(¢) é verdadeiro para

Proposicao 6. Para os convergentes , para todo n € N, temos que p, = ¢pi1-

qualquer n € N.

Para n = 0, temos

Logo, a afirmacao é verdadeira para n = 0.
Vamos supor que o nosso resultado é valido para todo k£ < n com n € N, isto é,
Pn(®) = ¢ni1(@) e vamos mostrar que tal resultado vale para n+1, isto é, p,11(¢) = Gnr2(®)

Pela Proposicao 3| item (a), temos:
Pntl = Gni1* Pn + Pnt
Usando a hipotese de indugao e sabendo que a1 = a9,
Pn4+1 = Qny2 * Qni1 +qn = qn+2

Assim, pelo principio da indugao, p,(¢) = gni1(¢) é verdadeiros para todo n € N. [ ]

Piz(¢)

Exemplo 13. Sabendo que pig(¢) = 2484 e p17(¢) = 4181 escreva 0)
qi7
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Usando a Proposigao [6] temos que:

Pa(@) _ po(@) _ piz(¢) _ 4181
qn(9) Pn-1(®)  pi6(9) 2584

~ 1.618034055727554179566563467492260061 . . .

Agora, construiremos a tabela [6] para verificarmos a relagao entre os convergentes e

o namero da sequéncia Fibonacci que podemos conferir na Defini¢ao [§

n 0123456 | 7[8]|9]10
Do | 112358132134 |55|89 (144
G |11 12]3|5| 8 [13]21 34|55 89
F, 111235 |8 |13]21|34] 55

Tabela 6 - Comparando F;,, com p,, e ¢, de ¢

Observando a Tabela [6] podemos conjecturar a Proposi¢ao [7] que vai nos permitir
encontrar uma aproximacao racional para ¢ usando dois termos consecutivos da sequéncia

de Fibonacci.

n FTL
Proposicao 7. Temos que Pn(9) = +2, para todo n € N.
Qn<¢> Fn+1

Demonstracao:

Primeiramente demonstraremos por indugao que p,(¢) = F, 12 para qualquer n € N.

Para n = 0, temos:
po=rFty=1

Logo, a afirmacao é verdadeira para n = 0.
Vamos supor que o nosso resultado é valido para todo k£ < n com n € N, isto é,
pn(@) = F,4o € vamos mostrar que tal resultado vale para n + 1, isto &, pp1(¢) = Fris

Pela Proposicao |3| item (a), temos

Prnt+1l = Qpi1 - Pn + Pn-1

Usando a hipotese de indugao e sabendo que a,,+1 = 1, chegamos que

Pn+1 = Fn+2 + Fn+1
Pela Definicao 8, Fi,4+3 = Fpi2 + Fyq1, logo,

Pn+1 = Fn+3

Assim, pelo principio da inducgao, p, = F,,. 2 é verdadeiros para todo n € N.

Agora iremos demonstrar que ¢,(¢) = Fp41.

Pela Proposigao [0, temos que p,(¢) = gnt1(¢), € usando p,(¢) = F,12, concluimos
que ¢,(¢) = Fyuq, Yn € N. [ ]
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n FTL . ~ n
Pn +2 Aproximagao Erro= ‘¢ _ e
In | Fona dn

F 8
Pol 26 12 g < 0,04
44 F; i)

F! 89
Po ) Zu 1% 6181818 .. < 0,0004
(0] FlO 55

pis | Fa | 6765
qis | Fig | 4181
pas | Fso | 12586269025

—= | === = 1,618033988749894 ... | < 8- 10~
qus | Fiuo 7778742049 ’

= 1,6180339631667065 . . . <3-1078

Tabela 7 - Quociente entre os termos de Fibonacci

Usando os nimeros de Fibonacci da Tabela [ e a Proposicao [ para encontrarmos
a margem de erro das aproximagoes, iremos construir a tabela [7]
Observando a Tabela [7| podemos perceber que a medida que o valor de n aumenta

mais precisa é a aproximacao. Quando n tende a infinito o erro tende a zero.

Teorema 5. (Observagao de Kepler) (SANTOS, |2018) A razdao entre termos sucessivos

da sequéncia de Fibonacci converge para ¢, isto €,

Fy
lim —2L = )

n—-+00 n

Demonstracao:

Pela Proposicao [7] e pelo Teorema [3] temos que

X Fn+1 i . Fn+2 o . pn((b)
lim = lim = lim
n—+oo I, n—+o00 Fn+1 n—+00 Qn((b)

¢
n

Outra maneira para encontrarmos os convergentes de ¢ sem precisar recorrer aos
numeros de Fibonacci é observando que para encontrar o proximo convergente basta somar

uma unidade ao convergente atual elevado a —1, como pode ser visto abaixo.

Proposicao 8. Para o numero ¢ temos como verdadeiro que

Qn(¢) _ pn+1(¢)

M 0n@)  garn(9)

para todo n € N.

Demonstracao:
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Demonstraremos por inducao que 1 + n(9) _ Pnt1(9)
(@) Gui1(0)

é verdadeiro para qualquer

n € N.

Para n = 0, temos:

Qo) 12
po(®) T @ (o)

Logo, a afirmagao é verdadeira para n = 0.

1+

4n(9) _

Vamos supor que o nosso resultado é valido para algum n € N, isto é, 1 +

Pa(9)
IM e vamos mostrar que tal resultado vale para n + 1, isto é, 1 + Gnt1(0) = Pnt2(9)
Qn+1(¢) Pn+1 (¢) Qn+2(¢)

Gni1(9) _ Pri1(®) + ¢uy1 (@)
anrl((b) pn+1<¢)

Pela Proposicao [] temos p, = ¢,1, logo:

1+

Qn+1(¢) _ Pn+1 (¢) +pn(¢)

E— tor2(©)

E pela Proposigao (3| item (a), temos:

Qn—i-l((b) _ pn+2<(b)
Pn+1 (¢) dn+-2 (¢)

tn(9) _ Pnr1(9)

Pr(P)  Gna1(9)
n € N. [ ]

1+

Assim, pelo principio da indugao, 1 + sao verdadeiros para todo

po(¢) _ @ p1o(9) |
Q9(¢) = encontre qw((ﬁ)'

Usando a Proposigao [§, basta fazer:

Ezxzemplo 14. Sendo

P10(9) -1 @ _ %
q10(0) 89 89

Poderiamos concluir o capitulo por aqui, visto que ja exploramos as propriedades

do ntimero de ouro(¢), além de fecharmos sua relagdo com a sequéncia Fibonacci. Mas s6

por curiosidade iremos fazer mais um exemplo para verificarmos até onde vai tanta beleza.

Ezxemplo 15. Usando a Definicao[8, construa a representacao em fragées continuas de
Fn+1
li .
nstee F,

Pela definigao, temos que a sequéncia de Fibonacci cada termo a partir do terceiro
¢ a soma dos dois anteriores. Faremos o processo do inicio da dissertacao separando a

parte inteira do niimero e a parte que sobra iremos reescrever com numerador igual a 1.
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F, . Fy+ Fy . F,- 1
lim H:lzm#:lzm 1+ L) =1+
n—-+oo n n——+00 n n—-+00 Fn . ( Fn )
lim
n—-+00 anl
1 1 1

=1+ =1+ =1+

n—+oo Fn—l n—-+00 Fn—l li <Fn—2 + Fn—S)

m e —
n—-+00 Fn—?

=1+ ! =1+ !
= T =

1+ 1+ L

L4 tim (L 1+ !
n—+o00 Fn72 . (Fn—Q)
lim
n—-+00 n—3
1

=14+ T

1+ I

1+
llm Fn73 + Fn74
n—-4o00 Fn73

Podemos observar que o processo sera infinito, e os quocientes sempre serao iguais a 1.

FE, 1
s R

lim

n—-+00

T =1+(1,1,1,1,...]

1
Fn—4
1+ U
+ ’IL—Z>TOO (Fn_g)

Podemos garantir que essa é a representagao da expansao em fragoes continuas de

Foyr - . .
nt , pois usamos a Proposicao [5, que garante a unicidade da representacao dos

1+

lim
n—-+o0o

n

. . . . ~ , . . n+1
irracionais por meio das fracoes continuas, e o Teorema H, que diz ltm = ¢.
n——+0o0 n
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5 NUMERO DE EULER

Neste capitulo iremos apresentar um pouco do contexto histérico do niimero de
Euler, além de apresentarmos suas defini¢oes, e algumas de suas caracteristicas. Faremos
a construgao da representacao por meio de fragoes continuas do ntmero de Euler (e) e
assim podemos verificar o quanto ela é interessante em sua aparéncia e excelente para

obtermos aproximacoes.

5.1 Surgimento e definicao do nimero de Euler

Nesta secao apresentaremos um problema sobre juros compostos, e a partir dele
encontraremos o nimero de Euler. Faremos a apresentacao do nimero de Euler como
limite, como somatorio além de comentarmos sobre as séries de Taylor e Maclaurin.

Segundo (MAOR] 2008)), o primeiro reconhecimento da importancia do nimero e
na matemética foi em 1618 por John Naiperf] por meio do logaritmo de base e. O fator
que levou a descoberta do nimero de Euler foi principalmente o crescimento do comércio
internacional na idade moderna. Por meio de uma situagao problema de juros compostos,
que é parecida com a que descreveremos em sequéncia.

Faremos um investimento familiar z para pegar tudo daqui a 100 anos, com um

rendimento nominal de 100% pelo periodo. Assim temos
M=xz(1+1)=2z

Mas de repente mudamos de ideia, vamos pegar todo o montante quando completar
50 anos e em seguida reinvestir todo montante por mais 50 anos. Com isso teremos dois

periodos de tempo e a taxa de juros serd a metade em cada periodo, assim temos
1\ 2
M:x(1+§> = 2,25z

Observamos que o rendimento com dois periodos foi maior do que com apenas um
periodo independente do valor do investimento. Entao vamos testar para outros periodos
de tempo na Tabela [§

Como podemos observar, na Tabela [§ quanto maior a quantidade de periodos de
tempo menor ¢é a variacao da taxa de rendimento. Pensando assim podemos imaginar que

quando forem infinitos periodos de tempo a taxa de rendimentos vai chegar a seu limite.

4 John Napier foi um matematico, fisico, astronomo e tedlogo escocés. Também era conhecido pelo nome,
em latim, de Ioannes Neper. E mais conhecido como o decodificador do logaritmo natural e por ter
popularizado o ponto decimal.



Periodo de Tempo | Taxa de rendimento
3 ( > = 2,370370370.
4 (1 + ) = 2,44140625
5 (1 + > = 2,48832
10 (1 + ) = 2,5937424601
100 1 = 2,704813829. ..
( i 100) ’
TO00
1000 14 = 2,716923932. ..
( 1000) '
108 (1 + ) = 2,718280469. ..
10° 14+ — = 2,718281837. ..
0 ( +109> , 718281837
012
1012 (1 + m) =2, 718281828 ..

Tabela 8 - Taxas de rendimentos
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Com base em (GUIDORIZZI, 2008), iremos analisar a sequéncia definida pelo termo

1 n
:(1+—> , paran > 1
n

com o objetivo de verificarmos sua convergéncia, para isso basta provarmos que a sequéncia

geral

é crescente e que existe M > 0 tal que a,, < M para todo n > 1 . Primeiramente, vamos

1
provar que |1+ —) < 3 para todo n > 1. Para isso faremos o desenvolvimento do
n

bindmio de Newton.

n!
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1 1 1 1 1 2 1 -1 —-2)...2-1
=t (1 == )4=(1==)(1=2) (1= 3 +.”+_‘n(n )(n —2)
1! 2! n 3! n n n n! nm

Como todos os valores dentro do parénteses pertencem ao intervalo (0,1), pode-se concluir

que
1+1n<1+1+1+1+ +1 (7)
n) — o203 Tl
Demostraremos por indugao que 2" < (n + 1)! para todo n > 1.
Para n = 1, temos
2<21=2

Logo, a afirmacao é verdadeira para n = 1.
Vamos supor que o nosso resultado é valido para algum n € N, isto é, 2" < (n+1)!

e vamos mostrar que tal resultado vale para n + 1, isto ¢, 2" < (n + 2)!.

Pela hipotese de indugao, temos que:
2" < (n+1)!
multiplicaremos a inequacao por 2, assim temos que
2" <24+ 1)< (n+2)(n+ 1) = (n+2)!

Assim, pelo principio da inducao, 2" < (n + 2)! é verdadeiros para todo n € N.

Logo podemos escrever que

2 todon > 1
(n+1)! _2—n,para odon >
assim,
1\" 11 1
1+—) <1+14-++... 8
(+n) SI+ldot gt oo (8)
€ como
11 1
I+ -+ 4. ++—+...

2 22 2n
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¢ a soma dos infinitos termos de uma progressao geométrica de primeiro termo 1 e razao 3

logo esse somatorio é igual a 2. E como a inequacao (8) para em podemos escrever

2n—1
que

1 n
<1 + —) < 3, para todon > 1
n

. \" )
Agora, verificaremos que a,, = (1 + —) , para n > 1 é crescente. Sejam n, m € N*,
n

com n < m. Queremos provar que

(o3 <03

primeiramente vamos desenvolver os dois binémios, ficando assim

1+1 ' 1+1 ! 1 L +1 1 1 1 2 1 3 1
) — — J— — - — — - — . —_ — . - — —_
n 1!+2! n 3! n n n + +n!

(D) (-2) 2

n
S CIFRILI D S G VD R DY SR I E PSR D
m 1 2! m 3! m m m

como n < m, temos que

1 1
l——<1—-—
n m
2 2
1—2<1-2
n m
3 3
1-2<c1-2
n m

1 o1
1" 12

n m

assim podemos garantir que

1\ 1\"
(1+5) - (1+3) >0
m n

Logo concluimos que a sequéncia é crescente. Assim temos que a sequéncia (a,), com
1

Qy = (1 + — |, para n > 1 é convergente. A seguir definiremos que ela converge para o
n

numero de Euler.

Defini¢cao 9. (MAOR, |2008) O nimero de Euler € o limite da sequéncia (ay)nen, isto €,
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) 1\"
e= lim (1 + —)
n——+o0o n
e =2,718281828459. ..

Uma outra forma de representarmos o nimero de Euler é através de um somatorio

€cOMO veremos na proxima proposicao.

Proposi¢cao 9. (MAOR, 2008) O nimero e € o limite da sequéncia (Sy)nen cujo termo

geral € dado por

g 1 1 1
n +ﬁ+ﬁ+§+...+m
1sto €,
T Lap)
n=0

Demonstra¢ao: Usaremos a inequagao ([7),
1\" 1 1 1 1
Assim concluimos que

lim S, =e
n—-+o0o

Ezxemplo 16. Usando a Proposi¢ao(9, calcule a aprozimagio do nimero de Euler quando:

a) n=3
1—|—1+1+1—8—2666
2l 31 3 T
b) n=4
1 1 1 65
141+ =4+ —=+—-=—=2,708333...

21 31 4l 24
Com base no Exemplo atribuindo outros valores para n, vamos construir a

Tabela [0

5.1.1 Série de Taylor

Nesta secao faremos uma um breve apresentacao da serie de Taylor e de Maclaurin,
com um unico objetivo de termos uma representacao para e”, pois esta representacao sera

util para a construgao da representacao em fragoes continuas do niimero de Euler.
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k
k G_ZOE
2,666 ..
2,708333. ..
2,71666. ..
2,7180555. ..
2,718253968 . ..
2, 718227876 . ..
2,718281152 . ..
10 | 2,718281801 ...
11| 2,718281826. ..

Tabela 9 - Aproximacao do ntmero de Euler por Somatoério

O 00| J| | O b= W

Se f ¢é diferenciavel e f' é continua, dizemos que f é de classe C'. Dai se f' é
diferenciavel, entao podemos obter a segunda derivada f”. Se f” é continua, dizemos que
f & de classe C? e assim por diante. A partir da quarta derivada, usa-se a notacao f™
para representar a n-ésima derivada de f. Assim estamos prontos para definir o que foi

argumentado acima.

Defini¢cao 10. (LIMA, 2011) Dizemos que f: I — R (I é um intervalo) é uma fungao

de classe C™ quando f é n vezes derivdvel e f™ : I — R é continua.

Quando f é de classe C™ dizemos que f € C". Quando f € C" para todo n € N
dizemos que f é de classe C'™ e escrevemos f € C*°. Também dizemos que f ¢é infinitamente

diferenciavel se f € C.

Definicao 11. (LIMA||2011) Seja f : I — R uma fungao definida no intervalo I e n
vezes derivdavel no ponto a. Chama-se polindmio de Taylor de ordem n da fung¢ao f no
ponto a o polindmio de grau menor ou tgual a n cujas derivadas de ordem menor ou igual

a n no ponto 0 coincidem com as de mesma ordem de f no ponto a.
Lema 2. Seja f(x) = ax". Entio f™(z) = nla, com n € N*.

Demonstra¢ao: Nos vamos proceder por indugao. Como f(x) = az implica f'(x) = a,

* implica ¢ (z) = kla

k+1

a afirmagao é verdadeira para n = 1. Assuma que g(x) = ax
para algum k natural diferente de zero. Queremos provar que h(x) = ax implica
R+ (1) = (k + 1)la. Observe que h'(z) = (k+1) - g(z). Dai, tome hy(z) = (k+1) - g(z).
Portanto, h(**1) (z) = hgk) (x). Pela propriedades de derivada e pela hipotese de indugao,
¥+ (2) = (k 4 1)!a. Pelo principio de inducdo, se f(z) = az”, entdo ™ (x) = nla para
todo n € N*.

|
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Seja p(h) = ag + a1h + - - - + a,h"™ um polinémio de Taylor de ordem n da fungao
f no ponto a. Entdao p®¥(0) = f@(a) para todo i € {1,2,--- ,n}. Pelo Lema acima
fD(0) = ila,, isto &,

para todo i € {1,2,---,n}. Como as derivadas p(*)(0),p'(0), ..., p"™(0) determinam de
modo tnico p(h), segue que o polindémio de Taylor de ordem n da fungdo f no ponto a é
" (n)
p(h) = f(a)+ f'(a) - h+ fz—(?)hz + f—m)h”.

n!

Teorema 6. (Formula de Taylor infinitesimal)(LIMA| 2011) Seja f : I — R n vezes
derivdvel no ponto a € I. A funcaor : J — R, definida no intervalo J = {h € Rla+h € I},
pela iqualdade

[ (@)

n—1 S rn(h)

flath) = fa)+ Fla)h+--+

ra(h)

= 0. Reciprocamente, se p(h) é um polinémio de grau maior ou igual

h
an tal que r(h) = p(a + h) — p(h) cumpre han( )
h—0 h™

cumpre lim
h—0

= 0, entao p(h) € o polinémio de

Taylor de ordem n de f no ponto a. Isto é,
_~ fP(a)h*
k=0

A demostragao se encontra em (LIMA] [2011]).

Defini¢cao 12. (NETO, |2015) Seja f : (¢ —r,c+1r) — R uma fungao infinitamente
diferencidvel, onde r > 0 € um numero real. Entao chamamos a série de poténcia abaizo

de série de Taylor da fungao f em torno do ponto c:

= f®(e)(z — )
oy =3 0=

Esta denominacao se deve ao fato de que a soma dos n + 1 termos desta série
constitui o polindmio de Taylor de ordem n de f no ponto c. Quando ¢ = 0, chamamos de

série de Maclaurin, ficando da seguinte forma:

Seja f : R — R a funcdo exponencial f(z) = e®. E conhecido que f*)(x) = e para

todo k > 1. Logo a série de Taylor da funcao f(z) = e* em torno do ponto zero ¢ igual
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() OOiL'
2_: kz::k‘_ VreR

5.2 Expansao em fracoes continuas do ntimero de Euler

Nesta se¢ao iremos construir a representacao do nimero de Euler por meio de
fragoes continuas. Inicialmente vamos observar com o auxilio de uma calculadora, para
facilitar os célculos, o desenvolvimento do nimero de Euler em fragoes continuas.

Usando, a defini¢ao [9) temos que e = 2,718281828459.... Faremos o processo
similar ao inicio do trabalho. Separando a parte inteira do ntmero, e a parte decimal
escreveremos como uma fracao de numerador igual a um. Assim temos que:

e=2+0, 7182811828459. .

—9
¢ =2t 1 30211101
1
e:2—|—1+ 1
2, 549646778 . ..
1
e=2+ 1
14 :
24+
1,819350243 . .
1
e=2+
1
T 1
14
1,220479285 ..
1
e=2+
1
T 1
1+
4, 535573476 . ..
1
e=2+
1
1
4+

1,867157438 . ..
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1
e=2+ 1
1+ 1
2+ 1
14 I
1+ I
4+ 1
L+ 1,153193128. ..
e=2+ 11
14 I
2+ 1
14 1
1+ I
4+ 1
1+ I
1+
6, 527707953 . ..
e=2+ 11
14 I
2+ 1
1+ 1
1+ I
4+ I
1+ 1
1+
6 + !

1,894987547 . ..

Com base neste desenvolvimento que fizemos, temos que:

1
1,894987547 . ..

e=2+(1,2,1,1,4,1,1,6 +

5.2.1 Demonstracao da expansao em Fragoes continuas do nimero de Euler

Nesta secao iremos construir a representacao em fragoes continuas do niimero de

Euler. A base para essa construcao retiramos de nossa principal referéncia bibliografica

(DiAZ; JORGE, 2007), sendo que fizemos diversas modificagdes para tornar a mesma mais
didatica.

Observando os quocientes que encontramos podemos conjecturar que existe uma
sequéncia logica na expansao em fragoes continuas do ntumero de Euler. Verificaremos isso
a partir da Definigao

Definicao 13. (DiAZ; JORGE, |2007) Chamamos de © a expansio em fragoes continua

da forma 2 + [a1,aq, -] onde, a3 =1, asp_1 = 2k e ag, = agrr1 = 1, para todo k € N.

Nosso objetivo é concluir que © = e, mas para isso vamos demonstrar alguns lemas,
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que veremos em sequéncia. Esse primeiro lema tem como fungao ser uma extensao do
algoritmo da divisao de Euclides, a grande diferenca é que trabalharemos com ntmeros

reais, e nao apenas com os inteiros.

. / A . . - ‘
Lema 3. Sejam (sn),cn € (ar),cn S€quéncias de nimeros reais positivos e naturais,

respectivamente, tal que s, = a.,Sp+1 + Spt2, como s; e a; diferentes de zero, para todo
Sn,

. ~ ~ ~ - 5 o/ / /
1 € N, entao a expansao em fragoes continuas de ¢ay+al, a5, ...]

Sn+1

Demonstracao: Primeiramente, note que s, > s,11, para todo n € N. Dai, temos que

/
Sp, ansn—l—l + Sn+2 / 8n+2
= = an —'—
Sn+1 Sn+1 Sn+1
E assim
T (an) _ Sn { Sn J _ Sni2 (©)
Sn Sn+1 Sn+1 Sn+1
Vamos provar por indugao que para todo k € N*
Sn4+1 S(n+1)+k
Sn Sn+k

O caso k = 1, segue direto da equagao @D

Suponha que T) S”+1> _ S+

seja verdadeiro para algum j € N*  assim

Sn Sn+j

T(j+1) Sn+1 -7 T(]) Sn+1 _T S(n+1)+j
Sp S Sntj

Assim, da equacgao ((10) temos:

temos que:

TG+ <Sn+1> _ S(n)+(+D)

Sn Sn+(j+1)
. Sn .
Para terminar a prova, vamos calcular a , para todo k£ € N. Com isso,
3n+1

Sn

s s
ap ( = ) = { = J = a,. Para k > 0, devemos calcular os cocientes (a,) de

Sn+1 Sn+1 Sn+1

Sn Sp4-2 .
{ J = . Assim, vamos calcular ay,

Sn+2
), com k € N*| temos:
Sn+1

Sn+1 Sn+1

a (Sn+2> o 1
k =
Sn+1 T(kil) (Sn+2)

Sn+1
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Dai pela equagao , trocando k£ por k — 1, temos que:

a (Sn—I—Q ) 1
k - S
Snt1 n+2+k—1

Sn+14k—1

a (Sn+2) . { Sn+k J
i = R
Sn+1 Sn4+1+k

8n+2) /
ag \ —— = Otk
(5n+1 (ntk)

“+oo

n(n—i—l{f) 1 2k+n
Lema 4. (DiAZ; JORGE, |2007) Seja &, = Y ———— p onde k,n,m € N,

k' 2n + 2k)!

entao a igualdade &, — m(2n + 1)&,41 = §n+2 € verdadez’m.

Demonstragao: De fato, tome (usaremos A, para facilitar a notacao)

o 2Mnk) 1M
= o0 ) "

2" (n+1+k)! ( 1 )2’””*1
An+1 = ) -

E'(2(n+ 1) + 2k)!
A2 LA RO ()T
TR+ 242k \m ) \m

A 2" 2(n+1+k)(n+k)! 1)\
Tk 2(n 4+ 1+ k) (2n + 1+ 2k) (20 + 2k)! \m

A 2"(n + k) 1)\
T kN (2n 4 14 2k) (20 + 2k)! \m

A 2tk (1 2t 1
TR0+ 2k)! \m m(2n + 1+ 2k)

Usando a equagao [I1}, temos que

An

Apyy =
T @2+ 1+ 2k)

(12)

Ainda usando a equagao agora substituindo na equac;éo & —m(2n + )£n+1 Enpo:

+00

& —m2n+ )& =D (A, —m(2n+1 ZAM Z m(2n + 1 ZAM
k=0 k=0

Usando a equagao [11], temos que

+o0

Eo—m2n+ & =Y (An —m(2n+1) (m(zn fq + 2k)>)

k=0




<% 2n + 1)A,

6o mizn D6 =3 (20— (a5 ))
— An+ A,

6= m2n+ D61 =3 (80 (32557550 ))

k=0

fn - m(zn + 1>£n+1 = Z

(
(
+°°<2n+1+2k n— 200, — A, )
(
(

p on+ 142k
+oo
An(2n 4142k —2n —1)
w—m2n+ 1)&a =
N e
+oo
w—m(2n 4+ 1)&a =
SCEDCHEDY o)
Note que,
+§< 2kA, )_*“’( 2kA,, )
=\ 2n +1+ 2k £\ 2n + 1+ 2k
pois,
2:0-4,
n+1+2-0

Logo podemos dizer que,

+o0o
6 -t -5 (22 )

pt 2n + 1+ 2k

Dai substituindo a equagao (|11)) na equagao , temos que:

*f 2kA, B *i 2k 2(n+ k) (1)*

\2n+1+2k) =\ 2n+1+2k K(2n+2k)! \m
Multiplicaremos por (2n + 2 + 2k) para completarmos o fatorial. Logo, temos
*f 2k(2n + 2 + 2k M(n+ k) 1\
p (2n+1+42k)2n+2+2k) k!(2n+2k)! \m
_*i 2%k - 2(n + 1+ k) 2" (n + k)! 1\
=\ 2n+142k)(2n +2+2k) k(k—1)!(2n+2k)! \m

B Z 2n+2 n‘l‘ 1 +k’) i 2k+n
N(2n+242k) \m

Faremos manipulacoes algébricas para encontrarmos o (k — 1).
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(13)



+o0 2n+2(7’L + 9 + E_ 1)' 1 2k—24+n+2
k—D2n+4+2k—2) \m

k=1

e 22 (n+ 2+ (k—1))! 1\ 20— 1)+nt2
- %—1W%n+m+2@—1m'(a)

k=1
Trocaremos o valor inicial do k no somatoério

+00 2n+2<n+ 2+ l{?)' 1 2k+(n+2)
Z (l{;!(2(n +2) + 2k)! ' (E) = &n+2

k=0

Logo, usando a equagao , temos que

En —m(2n + 1)&ni1 = Enyo-
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Lema 5. Sejam V¥, uma expansao em fragoes continuas, onde a, = m(2n + 1) para

m>1,ed= ?, entao V,, € a expansao em fracoes continuas de 0 e 6 =

1
Demonstracao:

Primeiramente, vamos provar que

5:a0+[alaa27"' s Ay

.]7

e2/m 1’

onde a,, = m(2n + 1). De fato, a diferenca &, — m(2n + 1)§,11 = &,12 nos garante que

&n > Eny1. Assim, como &, = &0 + m(2n + 1)&,41, segue que

gn _ €n+2 + m(2n + 1)€n+1 _ €n+2
Ent1 Ent1 En+1

isto é,

&n

§n+1

Este fato segue direto do Lema [3] Agora, pela série de Maclaurin, temos que

1
Em particular quando x = —, temos que
m

+00 k
1 /1
1/m _ B
‘ Z k! <m>

k=0

Com isso, note que

+m(2n + 1),

L &n J =m(2n+ 1), pois 0 < Snt1 < 1, para todo n € N*
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1 y y o 1\ 1 y y +o0 1 1\ 21
et =3 () e = =S ()

k=0 k=0

pois os termos gerais das séries de Maclaurin de e'/™ e e~'/™ s3o iguais quando k é par e

simétricos quando é impar. Por outro lado, é facil ver que

oY () o Tarn ()

k=0 k=0
isto é,
5 SO B %(el/m_i_e—l/m) B 61/m+€_1/m
g L(el/m — ¢=1/m) T ol/m _ o—1/m
Logo,
el/m _I_efl/m
0= ol/m _ g—1/m
e1/m
Multiplicando ¢ por ~Tm temos
e m
5— e2/m 41
e2/m — 1

Como, pelo Lema 5, ¥,,, = 4, temos que

N fo 62/ m+1
"G eMm—1
Assim, podemos escrever a expansao em fracoes continuas de V,,, que fica assim
1

v, =m+

1

3m +
5m +

m +

O9m +

. 1
.‘_"_

1
m(2n +1) + —

U, =m—+ [3m,bm,Tm,9m, ... m(2n+1),.. ]

Para entender melhor como funciona com o ¥,, faremos o exemplo

Ezxzemplo 17. Com base na representacao em fragoes continuas de V,,, escreva as

representagoes abairo:

a) \111
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1
\Ijlzl—f— 1
+7+ !
1
9+' 1
.‘_i_ 1
C2n+1)+ —
U, =1+4+1[3,57,9,....,2n+1),.. ]
b) Wy
1
U, =2+ 1
6 +
1
10 + 1
14 4 1
18+‘ 1
.‘_'_ 1
22n+1) 4+ —
Uy, =2+ 1[6,10,14,18,...,2(2n 4+ 1),.. ]
C) \114
1
U, =4+ 1
12 4 1
20 + 1
28 + 1
36—1—' 1
.'_’_ 1
A2n+1)+ —

U, =44 [12,20,28,36,...,4(2n+1),.. ]

Neste momento vamos dar uma atengao maior para o Wy, pois o mesmo sera tutil
para concluirmos a demonstracao sobre a representacao em fragoes continuas do ntimero e.
Mas no final desta secao iremos abrir um espaco para comentarmos o ¥, e o ¥,. Agora,

analisando os convergentes de Wy, temos
p07272 p 13 pa 132
o 1 @ 6 @ 61

Como a,(¥s) = 2(2n + 1), temos que:
pn(\IIQ) o 2(2TL + ]-)pn—l +pn—2

Qn(qJQ) 2(27’L + 1)(]71—1 + qn—2

Essas informacoes serao tteis para o proximo lema.

P,
Lema 6. Sejam P e Q_k 0s k-ésimos convergentes de © e Uy |, respectivamente. Seque

qk k
que Py + Q. = pspa1 € P — Qr = qsks1, para o natural k > 0.
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Demonstragao: Primeiramente, vamos escrever ps41 em fungao de psp—1)4+1 € P3k—2)+1-
Como py, é k-ésimo convergente de ©, pela Defini¢ao [I3] temos que a1 = 1, agp—1 = 2k e

asy = aspy1 = 1 e usando a Proposicao [3]item (a), temos que
® D31 = P3k + P3k—1
® D3 = P3k—1 t P3k—2
® D3p—1 = 2kpsk—2 + pak—3
Com efeito, psri1 = (2 2k + 1)psg_o + 2p3k_3 € COMO P3g_3 = P3k—4 + P3k—_5, Obtemos
P3kr1 = (2 2k + 1)pse—2 + P3k—a + P3k—5 + P33

Dai, como p3r_o = p3r_3 + P3k_4, temos
Pakr1 = 2(2k + 1)p3p—2 + Par—s)
e reescrevendo os indices em funcao de k — 1 e k — 2, concluimos que
Pakr1 = 2(2k + 1)p3r—1)+1 + P3(k—2)+1

Analogamente, gar+1 = 2(2k + 1)g3k-1)+1 + @3(k—2)+1-

Para finalizar a prova do Lema, vamos fazer inducao em k. Note, pela Proposicao
, que g1 =Q_1=0,pp=Fo=ay=2ep1=q=FP1=0Q =1

Para facilitar a demonstracao iremos construir uma tabela auxiliar com alguns dos

convergentes de ¥y e O.

Qg P, Qk Dk
2 1 2
13 6 3

132 61 8
1861 860 | 11
41 1 |33630 | 15541 | 19

Tabela 10 - Tabela auxiliar

WIN| RO &
N DN

O | W | =R

Dai, para k = 0 temos que

Po+Qo=3=pm
Ph—Qo=1=q

Para k =1,
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P+Qi =19 =py

PL—Q1=T=q
Suponha que

p3jv1 = P+ Qj e qzj1 = P — Q.

para todo 5 € N tal que 1 < j < k. Dal, concluimos que
Pp+Qr =22k + 1)Pyq + Px—2 + 2(2k + 1)Qp—1 + Qk—2
P+ Qr =22k + 1)(Pr1 + Qr—1) + (Pr—2 + Qr—2)

Da hipoétese de inducao em k, temos que

P+ Qr = 2(2k + 1) (p3(k—1)+1) + (P3(k—2)+1)

isto é, Py + Qr = p3rr1- Analogamente, temos P, — Qr = q3x11-

Teorema 7. A expansdo em fracoes continuas do niumero de Euler ¢ ©.

Demonstragao: Como, pelo Lema [5] temos que

em™? 41
em/2 — 1
entao, trabalhando com m = 2, encontramos

v, =

e+1
e—1

Agora, podemos escrever e em fungao de ¥y. Multiplicando ambos os membros por
e — 1, temos

Wy

€+1:(€—1)\I]2
isto é,
€+1:\D26—\Ij2

Somando ¥, — e em ambos os lados temos

\IIQ+1:\IJ2€_6

Portanto, é facil ver que

U1

‘T, -1
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Dai, tome — o k-ésimo convergente de Wy. Usando o Teorema |3| temos que

k

Py,
~£ 11
e= lim Qk
k—>+oc0 Pk
kg
Qk
Assim,
k—>+o0 Pk — Qk
Pelo Lema [f] temos,
Py + Qy, _ D3k
Py, —Qr @i
Portanto,
e— 1 <p3k+1> —0
k—?+00 \ ¢3k+1

Logo, © ¢é a expansao em fragoes continuas do e.

Assim, finalmente podemos concluir que:
1

e=2+ 1
14 I
2+ 1
1+ 1
1+ 1
4+ I
1+ 1
1+ 1
6 + 1
. -
1 —————
1+;1
2k + —

e=2+11,2,1,1,4,1,1,6,...,1,1,2k,...], com a1:a3k2a3k+1‘:16a3k,1 = 2k,

k e N*
Voltando em ¥y e Uy, que ja escrevemos sua representacao em fragoes continuas no

exemplo [I7 Pelo Lema [f, temos que
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1
ez +1 e+ 1 1
65—1 \/E_l 3+

1

o+
1
9+‘ 1
2n+1)+ —
Assim,

vet+l
Ve—1

Podemos observar que a sequéncia dos quocientes é exatamente a sequéncia dos

1+[3,5,7,9,...,(2n+1),.. ]

nameros impares.
4
ez+1 €241 1

T — 44
* ez — 1 ez —1 12 + 1 -
36 + - -
42n+1) + —
Assim,
2
1
62+ = 44 12,20,28,36,...,42n +1),.. ]
e —_—

Podemos observar que a sequéncia dos quocientes é exatamente a sequéncia dos

numeros impares multiplicado por 4.

5.2.2 Aproximagoes para o nimero de Euler

Nesta secao iremos apresentar algumas aproximacgoes para o nimero de Euler
obtidas por meio das fragoes continuas.

Visto a propriedade dos convergentes |3|item (a) onde
Pn = QpPp—1 + Pn—2 € Gn = QnQn-1 + qn—2
e sabendo que na expansao do nimero de Euler, pelo Teorema
ask—1 =2k e a; =asg, =asgy1 =1, k € N*.
Assim, temos que

D1 = D3k = D3kt1 = Pn—1 + Dn—2 € DP3p—1 = 2kpp_1 + Dn—2



De forma anéloga encontramos os valores para g,:

Logo, fica bem facil escrever aproximagoes na forma

41 = @3k = Q3k+1 = Gn—1 + Qn—2

pn(e)
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e q3k—1 = 2kqn—1 + qn—2

e ainda podemos encon-

qﬂ(e)
trar o erro absoluto da aproximacao usando a Proposicao . Assim, construirmos a Tabela
11l
Pn ’ Pn
DPn dn - -
An an
2
Py = 2 g =1 I =2 <1
3
p1 =3 ¢ =1 1 =3 <1
8 1
=8 =3 - =2.666... < =
D2 q2 3 ) 9
=11 =4 1 2,75 < !
p3 = q3 = R 16
19 1
ps =19 Q=71 - = 2,714285714285714285. .. < o
8 1
= 106 =39 106 _ 2.717948717948717948 < —1
s = @ = 39~ 1521
193 1
= =171 — ~271 15492 464 —
pr =193 g =7 1 , 7183098591549295774647887 | < 041
= 1264 = 465 1264 2, 718279569892473118279569 | < 1
ps = s = 465 ° 216225
1457 1
= = —— ~ 27182 2 22
po = 1457 q9 = H36 536 , 718283582089552238805970 | < 587296
2721 1
= = 1001 | —— ~ 2. 718281718281718281718281
p1o = 2721 10 00 1001 , 718281718281718281718281 | < 1002001
= 23225 = 8544 23225 ~ 2. 71828183520599250936329 | < ;
b= = 8544 72999936
= 25946 = 9545 25946 ~ 2. 71828182294394971189104 | < —1
prz = B2 = 0545 91107025
49171 1
= =1 — ~ 2 71828182 2668472 —_—
p13 = 49171 | qq3 8089 12089 , 71828182873569572668472 | < 397911921
= 517656 = 190435 H17656 ~ 2. 7182818284454013180350 | < ;
P = ha = 190435~ 36265489225

Tabela 11 - Aproximagao do nimero de Euler por fragoes continuas
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CONSIDERACOES FINAIS

Durante a dissertacao verificamos a representacao em fragoes continuas dos ntimeros
racionais e dos niimeros irracionais, usando respectivamente, o algoritmo da divisao de
Euclides e a Transformacao de Gauss para a construcao de tais representacoes.

Apos essas construgoes e com o estudo de uma série de propriedades, principalmente
dos quocientes e convergentes, conseguimos encontrar uma bela representagao em fragoes

continuas do namero de ouro

p=1+ =1+[1,1,1,1,1,1,...]
1+

1
1+

I
1+ —

Também concluimos que para encontrarmos uma aproximagao por meio de nimeros
Fy
+2 _ Pn
—— = —, basta escolhermos
: : . . nil n
qualquer dois niimeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci.

racionais, igual a encontrada por fragoes continuas, na forma

De forma tao perfeita e bela quanto o nimero de ouro, porém totalmente indepen-
dente do mesmo, fizemos a construgao do nimero de Euler. Para isso, fizemos uma série
de relacoes que inicialmente parecem nao ter logica, mas que no final se encaixam como
um quebra cabeca. E assim encontramos a seguinte representacao.

e=2+

1+
2+

1+
1+

4+
1+

1+

6+

1+ — 1
2k + —
e=2+[1,2,1,1,4,1,1,6,...,1,1,2k,.. ], com aj = ag, = agps1 = 1 € ag,_, = 2k,
k e N~
Apresentamos o trabalho de uma forma bem estruturada, com bastante exemplos
para facilitar a compreensao de todos os topicos mais relevantes da dissertacao. A maior
parte do trabalho pode ser lido por um bom aluno de ensino médio que goste de matematica,

e as partes mais pesadas basta o leitor ter uma minima nog¢ao de limites.
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Nossa dissertacao limitou-se a construcao das fracoes continuas, com toda a organi-
zagao para representarmos o nimero de ouro e o nimero de Euler. Com o objetivo de
verificar a logica presente na representacao e com isso conseguirmos suas aproximacgoes
por meio de niimeros racionais.

A partir dos trés primeiro capitulos podemos chegar a varias conjecturas que
nao foram expostas neste trabalho, como por exemplo trabalhar com os ntmeros de
irracionalidade quadratica, ou ate mesmo buscar uma representacao mais atraente para
algum nimero transcendente, ficando assim para trabalhos futuros.

As fragoes continuas possuem diversas situagoes de ensino aprendizagem, podendo
ser uma ferramenta para fazer a transicao dos nimeros racionais para os reais, para
encontrar aproximagoes de nimeros irracionais ou até mesmo pelo simples lado lidico.
Observando o curriculo minimo do estado do Rio de Janeiro percebemos que os contetdos
relacionados aos nimeros racionais e aos nimeros irracionais aparecem diversas vezes,

como podemos observar na Tabela [12]

Ano Competéncias e Habilidades

Ordenar e comparar niimeros racionais;

Reconhecer niimeros racionais na forma decimal exata

e de dizimas periddicas;

7° ano do EF Identificar a localizacao de niimeros racionais representados
na forma decimal na reta numeérica;

Realizar operagoes com niimeros racionais nas formas de
fracao e decimal;

Resolver problemas com niimeros racionais envolvendo as
operagoes;

Reconhecer de forma intuitiva a existéncia dos ntimeros
irracionais;

Diferenciar niimeros racionais e irracionais;

Ordenar e comparar niimeros reais

82 ano do EF

Resolver problemas utilizando as operagoes fundamentais no
conjunto dos niimeros reais

Reconhecer e diferenciar niimeros decimais finitos ou infinitos,
periddicos e nao periddicos

Ordenar e comparar ntimeros reais

Identificar a localizagao de ntimeros reais na reta numérica;
Resolver problemas que envolvam calculos de estimativas
utilizando radicais;

9° ano do EF

Reconhecer e diferenciar os conjuntos numeéricos,

Identificar a localizagao de ntimeros reais na reta numérica;
Utilizar a representacao de niimeros reais na reta para resolver
problemas e representar subconjuntos dos niimeros reais;

12 ano do EM

Tabela 12 - Habilidades e competéncias no curriculo minimo (SEEDUC-RJ| 2012))
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Visto isso, as fra¢oes continuas podem ser mais uma ferramenta para os professores
deixando deixando a aprendizagem mais significativa para os alunos, pois poderao se
deparar com formas diferentes de representar o nimero racional e encontrar aproximagcoes
espetaculares para os nimeros irracionais. Assim com o conteido apresentado nesta
dissertagao até mesmo para os nimeros de Ouro e Euler podem servir para o professor

dinamizar o processo de ensino.
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