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RESUMO

THOME, Matheus dos Santos. Pontuagio em Linguagem Matematica. 2020. 56 f. Dissertacio
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

A pontuacdo, independentemente da linguagem que estivermos considerando, é uma das
mais importantes areas de sua gramatica, pois é essencial para o entendimento de um texto. Em
linguagem matematica, evidentemente, 0 uso da pontuacdo também é importante. Nesse
sentido, este trabalho tem por objetivo apresentar diferentes situagcbes em que uma expressao
matematica deve ser pontuada, e os motivos pelos quais essas pontuacdes sao utilizadas. Para
fundamentar este estudo, inicialmente sdo apresentados os conceitos, ja determinados, da
gramatica da linguagem matematica (como os dialetos, os processos de formacao de palavras,
os estilos de leitura e caracteres que indicam uma pontuagdo), para em seguida, realizar um
paralelo com determinados casos que necessitam de pontuacdo em lingua portuguesa. Neste
contexto, sdo encontradas semelhancas entre situacfes que carecem de pontuacdo nas duas
linguagens. Ao analisarmos essas semelhancas, nota-se que o uso de uma pontuacdo adequada
faz com que certas frases sejam mais claras, evitando assim ruidos, ambiguidades e
interpretacdes incorretas. Com o proposito de eliminar, com o auxilio da pontuacéo, certos tipos
de ruido, analisamos o0 que s@o expressdes matematicas ambiguas e 0 que as ocasionam; alem
de observar as caracteristicas e as estruturas de expressdes que podem ter o seu sentido alterado,
caso ndo seja pontuada ou seja pontuada incorretamente. Alem desses dois casos, na linguagem
matematica, uma auséncia ou uso incorreto de pontuacao ocasiona, em certos casos, expressoes
incoerentes matematicamente, sendo esta mais uma situacdo onde 0 emprego correto da
pontuacdo se faz necessario.

Palavras-chave: Pontuacdo. Gramatica da Linguagem Matematica. Interpretacdo de
Expressoes.



ABSTRACT

THOME, Matheus dos Santos. Punctuation in Mathematical Language. 2020. 56 f. Dissertac&o
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

Punctuation, independently of the language we are considering, is one of the most
important grammar areas, since it is essential for understanding a text. In mathematical
language, the correct use of the punctuation is also very important. In this point of view, the
present study aims to present different situations in which a mathematical expression should be
punctuated, and the reasons why these punctuations are used. Initially, some grammar concepts
of mathematical language are presented to support this study, such as dialects, words formation
processes, reading styles and characters that indicate punctuation. Afterwards, a parallel is made
with certain cases that require punctuation in portuguese language. In this context, similarities
are found between situations that need punctuation in these two languages. When these
similarities are analyzed, should be noted that the use of an appropriate punctuation makes
certain phrases clearer, thus avoiding noise, ambiguity and incorrect interpretations. In order to
eliminate certain kinds of noise, using some pontuation, we analyze ambiguous mathematical
expressions and their causes; we also observed the characteristics and structures of expressions
that may have their meaning changed, if its punctuation is missing or made incorrectly. In these
cases, besides the ambiguity and the altered meaning, it can cause mathematically inconsistent
expressions, and it is one more situation where the correct use of punctuation is necessary.

Keywords: Punctuation. Mathematical Language Grammar. Interpretation of Expressions.
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INTRODUCAO

Durante meus estudos da Matematica e dando aulas no Ensino Béasico em rede publica
e privada, uma situacdo sempre se repetiu: a grande dificuldade dos alunos em interpretar
termos matematicos basicos, e consequentemente a ineficiéncia na apresentacao de resolucées
de problemas. Vale ressaltar que muitos alunos ndo apresentam dificuldades em resolver
algoritmos; as dificuldades aparecem ja na leitura e interpretacdo do problema, o que ocasiona
um prejuizo na identificagdo da melhor maneira de resolucéo.

Durante a escolha do tema do trabalho final do curso de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), fui apresentado ao grupo Matesramatica?, o qual
estuda a gramatica da linguagem matematica. Ao iniciar minha participagéo no grupo, comecei
a compreender que a linguagem matematica possui uma gramatica que estabelece determinadas
regras de escrita nessa linguagem (assim como qualquer lingua natural, como o portugués, o
inglés ou o espanhol, presentes na grade comum curricular). No estudo da gramaética da
linguagem matematica, analisamos letras, palavras (bem como seus processos de formacao),
classes gramaticais, figuras de linguagem, pontuacdo e outros elementos de uma estrutura
gramatical, assim como no portugués. Uma boa compreensdo desses elementos auxilia na
interpretacdo de problemas e consequentemente na sua resolugdo. Neste contexto, o0 intuito
deste trabalho é abordar especificamente a pontuacdo em linguagem matematica de maneira
mais ampla, independentemente do contexto de uma sala de aula. Tratamos, ao longo do texto,
dos sinais graficos utilizados para tal, em quais situacdes podem (e devem) ser utilizados, e
como a pontuacdo influencia na leitura e na interpretacdo de expressdes, tracando também
paralelos com a pontuacédo na lingua portuguesa.

Inicialmente, precisamos entender o que €, e como se faz a pontuacdo, na lingua
portuguesa, para tracarmos um paralelo com a linguagem matematica. Segundo Bechara (20009,
p. 514):

[...] pontuagdo € constituida por uns tantos sinais graficos assim distribuidos: os
essencialmente separadores (virgula [, ], ponto e virgula [ ; ], ponto final [ . ], ponto
de exclamacédo [ ! ], reticéncias [ ... ]), e 0s sinais de comunicagdo ou “mensagem”
(dois pontos [ : ], aspas simples [ ’], aspas duplas [ ““” ], o travesséo simples [ — ], 0S
parénteses [ () ], os colchetes ou parénteses retos [ [ ] ], a chave aberta [ { ], a chave
fechada [}]).

Ao analisarmos os sinais de pontuacdo listados por Bechara, percebemos que alguns

deles sdo recorrentes nos nossos estudos em sala de aula no ensino da Matematica, como

! http://mategramatica.ime.uerj.br
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parénteses, virgulas, dois pontos, pontos de exclamacgdo e reticéncias, mas nem todos s&o
utilizados como pontuagdo na linguagem matematica. Esta pontuacgdo € feita por meio de pares
de parénteses (“(” ¢ “)”), colchetes (“[” e “]”) e chaves (“{” ¢ “}”) (CUNHA; VELASCO,
2019), ou por virgulas e pontos e virgulas (utilizadas, por exemplo, numa listagem de
elementos), e reticéncias (utilizadas para indicar que uma determinada ideia se prolonga). Um
detalhe fica evidente nos trés tipos de pontuacdo comentados incialmente: eles sempre ocorrem
aos pares. Um anico paréntese (ou colchete ou chave) ndo forma uma pontuacao, assim como,
em certas circunstancias, esses sinais graficos, mesmo aos pares, ndo representam uma
pontuacdo. Eles podem ser empregados em tipos especificos de notacdo como, por exemplo,
em uma notacdo funcional, e em outros casos que serdo apresentados ao longo do texto e no
Apéndice A.

Agora que ja apresentamos quais sdo 0s caracteres que sdo utilizados para pontuar as
sentencas matematicas, precisamos entender quando utiliza-los, e para isso, analisaremos outra

definicdo de pontuacdo em nossa lingua:

Sinais de pontuacdo sédo recursos prosoddicos que conferem as oragdes ritmo, entoacao
e pausa, bem como indicam limites sintaticos e unidades de sentido. Na escrita,
substituem, em parte, o papel desempenhado pelos gestos na fala, garantindo coesdo,
coeréncia e boa compreensdo da informacao transmitida. (INFO ESCOLA, 2020)

Nessa definicdo, percebemos a ideia de comunicacdo, coeréncia e coesdo. Logo, é
possivel afirmar que a pontuacao é aplicada para uma melhor nitidez, fluéncia e compreensao
do texto, dando sentido mais claro a uma frase, evitando possiveis ruidos como, por exemplo,
interpretacdes ambiguas.

Para ilustrar, consideremos um exemplo de pontuacdo na lingua portuguesa: digamos
gue nosso objetivo seja escrever uma frase que ilustre a situacdo em que Jodo esteja sendo
avisado de que o dono da empresa chegou a um determinado local. Uma possibilidade é
escrevermos a seguinte frase: “Jodo, o dono da empresa chegou.”. Nota-se aqui a utilizagdo da
virgula para dar o sentido e a entonagdo adequados. Caso quiséssemos escrever uma outra
situacdo, em que Jodo é o dono da empresa, e que ele chegou a um determinado local,
poderiamos utilizar as mesmas palavras e postas ha mesma ordem, porém utilizando a
pontuacdo de outra maneira: “Jodo, o dono da empresa, chegou.”. Neste caso, “o dono da
empresa” ¢ um aposto que especifica uma caracteristica de Jodo, sendo necessario o uso de duas
virgulas para indicar que é um aposto. Por sua vez, caso ndo utilizdssemos pontuacdo alguma
(exceto o ponto final), obteriamos a frase “Jodo o dono da empresa chegou.”. E possivel notar
a existéncia de ambiguidade, pois ndo esta claro se Jodo estd sendo avisado de que o dono da

empresa chegou, ou se Jodo é o dono da empresa, € ele chegou. Sendo assim, embora esta Ultima
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frase seja ambigua, é possivel pontua-la de modo a obter duas novas frases (as duas dadas
inicialmente) e que possuem sentidos distintos.

Em linguagem matematica, o uso da pontuacdo também é necessario, tanto para escrever
quanto para ler corretamente (com a entonacdo adequada) certas expressdes matematicas. Por
exemplo, para escrever, em linguagem matematica, a frase “a unido do conjunto A com a
intersecdo dos conjuntos B e C”, escrevemos “A U (B N C)”, tendo em vista que a operacao de
unido € binaria e como ndao conhecemos o seu segundo termo (isto €, o elemento representado
como resultado da operacdo de intersecdo dos conjuntos B e C), 0 escrevemos, atraves da
operacao que o produz, entre parénteses. Porém, caso quiséssemos escrever a frase “a interse¢cdo
da unido dos conjuntos A e B, com 0 conjunto C”, deveriamos escrever “(AUB) N C”.
Novamente, utilizamos a pontuacdo para definir qual o conjunto (isto é, o resultado da unido
dos conjuntos A e B) sera utilizado na interse¢cdo com o conjunto C. Por sua vez, caso ndo
utilizdssemos a pontuagdo, obteriamos a frase “A U B N C”. Nota-se que temos uma frase
ambigua, visto que, como ndo existe estabelecida uma ordem de prioridade entre as operagoes
de unido e de intersecdo, ndo € possivel interpreta-la de modo adequado. Contudo, embora esta
seja uma expressao ambigua, é possivel pontua-la de modo a obter duas novas expressdes (as
duas dadas anteriormente) e que possuem sentidos claros e distintos.

Analisando agora a oracao “Calma, nao vamos brigar!”, notamos que ela ja possui um
sentido claro: “é pedido calma a alguém e que ndo se comece uma briga”. Embora ndo exista
ambiguidade, uma pontuacao equivocada altera o seu sentido. Por exemplo, “Calma ndo, vamos
brigar!”, daria a entender que “ndo se quer calma e que os participantes da conversa devam
brigar”.

Da mesma forma, em linguagem matematica, a expressio “10 + (3 X 2)” possui
significado claro (a saber, “a soma de 10 com o produto de 3 por 2”), ndo sendo, portanto,
ambigua. Nota-se que, devido ao critério de prioridade das operagdes (usualmente conhecido
como PEMDAS?), como a multiplicacéo € prioritaria em relagio a adigdo, essa expressdo tem
o mesmo significado que “10 + 3 X 2”, sendo consequentemente interpretada exatamente da
mesma forma que a primeira. Por outro lado, caso queiramos escrever “o produto da soma de
10 com 3, por 27, devemos alterar a pontuacdo da expressdo original, e escrever “(10 +
3) X 2”. Nota-Se que, neste caso, a pontuagdo é obrigatoria, visto que, devido ao critério

PEMDAS, a auséncia de pontuacdo nos levaria ao mesmo significado da expressao inicial, que

2 PEMDAS (a abreviagéo de Parénteses, Expoente, Multiplicagdo/Divisdo, Adigdo/Subtracio) é a convengéo
utilizada para indicar a ordem que devemos seguir para resolver uma expressao aritmética (tratada mais
detalhadamente na pagina 49).
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é diferente do significado agora desejado. Em suma, embora a expressdo original ja possua um
sentido claro, uma pontuacdo equivocada poderia alterar completamente o seu sentido.

Utilizando as ideias acima, temos que a pontuacdo na linguagem matematica, assim
como em uma lingua natural, permite dar maior clareza a sentenca, seja para eliminar
ambiguidades, seja para mudar sentidos de uma frase. Além disso, em linguagem matematica,
foi encontrado um terceiro caso: corrigir sentengas matematicamente incoerentes.

Sendo assim, este trabalho trata de determinados casos de pontuagdo em linguagem
matematica, em conteudos relacionados a Matematica do Ensino Bésico, e visa identificar
algumas regras gramaticais de pontuacdo (que estdo destacadas ao longo do texto).
Inicialmente, no Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos fundamentais sobre a gramatica da
linguagem matematica, que auxiliam na escrita e na leitura de expressdes, completando com
uma analise de como a pontuacéo interfere nos significados de tais expressées. Por sua vez, no
Capitulo 2, apresentamos 0s casos onde é necessario 0 uso correto da pontuacédo, em linguagem
matematica, para evitar ambiguidades e alteracdo do sentido de expressdes, ou corrigir
expressdes matematicamente incoerentes. Este trabalho conta ainda com dois apéndices, em
que o primeiro trata de sinais graficos utilizados na lingua portuguesa e que configuram, em
determinadas situac@es, letras na linguagem matematica (Apéndice A); e o segundo, aborda a

prioridade entre as operacdes logicas (Apéndice B).



13

1 CONCEITOS BASICOS DA GRAMATICA DA LINGUAGEM MATEMATICA

Como este estudo tem por objetivo estudar a pontuacdo na linguagem matematica,
precisamos primeiramente estabelecer algumas regras gerais da gramatica desta linguagem. Do
mesmo modo que na lingua portuguesa, a linguagem matematica possui letras, alfabeto,
palavras, vocabulario, classes gramaticais, formacdo de palavras e regras de pontuacdo
(CUNHA,; VELASCO, 2019).

Quando aprendemos a gramatica da nossa lingua na escola, somos apresentados a sua
norma culta. Com o passar do tempo, conhecendo outras pessoas e lugares, percebemos
variacOes de vocabulario, assim como das aplicacdes de suas regras gramaticais ou na maneira
de se expressar. A essa “[...] variedade regional de uma lingua ou modo de falar restrito e
proprio de uma comunidade linguistica menor, pertencente a outra maior [...]” (DIALETO,
2020) denomina-se dialeto. Tendo a Matematica grandes areas de atuagéo e possuindo diversas
subéreas, encontramos diferencas substanciais em relacdo a linguagem matematica utilizada
por elas. Sendo assim, observamos nesta linguagem a presenca de alguns dialetos, como o
Aritmetiqués, o Algebrés, o Logiqués, o Geometriqués, entre outros (CUNHA; VELASCO,
2019). Cada um desses dialetos representa a linguagem matematica utilizada em determinada
area da Matematica: Aritmética, Algebra, Logica e Geometria, respectivamente. E importante
ressaltar que os dialetos possuem suas regras particulares, porém eles se mesclam em diversos
momentos.

Assim como na lingua portuguesa, a linguagem matematica possui um alfabeto que é
constituido pelas letras dos alfabetos latino e grego (nas formas maidscula e minuscula), pelos
algarismos e pelos demais simbolos matematicos. Todos esses elementos sdo denominados
letras da linguagem matematica, como “r”, “g”, “3”, “||I” e “3”, por exemplo. Por sua vez, uma
construcdo com letras do alfabeto matematico, e que possua algum sentido matematico, €
denominado palavra. Por exemplo, “ab” (0 produto de duas constantes reais desconhecidas, a
e b), “v2” (a raiz quadrada de 2) e “~p” (a negac¢io de uma proposigio légica p) séo palavras
da linguagem matematica.

Na lingua portuguesa, podemos combinar determinadas palavras, que juntas possuem
um significado unico (como, por exemplo, “de coragem”, que possui 0 mesmo significado de
“corajoso”); essas combinacfes sdo denominadas locugdes. A linguagem matematica também

possui locugBes como, por exemplo, “a + b”, que significa “a soma de duas constantes reais
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desconhecidas a e b”. Em alguns casos, as locu¢des sdo utilizadas para representar
identificadores. Um identificador é uma palavra ou locucdo, que indica uma das diferentes
formas (por exemplo, por meio de operagdes) de se obter um objeto em questdo (CUNHA,;
VELASCO, 2019). Por exemplo, o nimero “20” possui, dentre 0s seus varios identificadores,
as locuces “16 + 4” e “4 x 5”, ambas formadas por trés palavras, sendo duas delas numerais
e a outra representativa de um operador, e que significam, respectivamente, “a soma de 16 com
4” e “o produto de 4 por 5”. Vale ressaltar que nem todo identificador ¢ uma locu¢do. Por
exemplo, uma reta r, que passa pelos pontos distintos A e B, pode ser descrita usando um
identificador, a palavra “4B”.

Além destes, outros conceitos basicos sdo descritos a seguir, como processos de
formacéo de palavras e notagdes (Secdo 1.1), as diferentes formas de se ler e escrever nesta
linguagem (Secdes 1.2 e 1.3, respectivamente) e a pontuacdo (Secéo 1.4).

1.1 Formacao de palavras e notacGes

Ao analisarmos as palavras presentes na linguagem matematica, como as apresentadas
anteriormente, é possivel perceber que ocorrem processos de formacéo distintos. Algumas
palavras inclusive sdo constituidas por uma unica letra, como “3”, “a”, “||” e “p” que significam
respectivamente, “a quantidade trés” (no Aritmetiqués), “uma constante real desconhecida” (no
Algebrés), “a relacao de paralelismo” (no Geometriqués) e “uma proposicao Idgica simples”
(no Logiqués). Assim como na lingua portuguesa, é possivel formar novas palavras a partir de
uma ou mais palavras. As subsecdes a seguir tratam, de modo mais detalhado, de dois processos
de formacéo de palavras (Subsecdo 1.1.1) bem como de alguns casos particulares de notacdes
(Subsecdo 1.1.2).

1.1.1 Formacdo de palavras

Esta subsecéo trata de dois processos de formacéo de palavras presentes na linguagem

matematica: a derivagdo por afixagdo e a composicdo por justaposicdo. Exemplos desses
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processos de formacao sdo, respectivamente, as palavras a® e 72.

Na derivacdo por afixacdo, novas palavras sdo construidas a partir de uma palavra,
denominada primitiva, por meio da insercdo de afixos. Na lingua portuguesa, existem dois tipos
de afixos: os prefixos (como em infeliz) e os sufixos® (como em felizmente). Além desses dois,
na linguagem matematica, foram identificados outros tipos de afixos (CUNHA; VELASCO,
2019), como descrito a seguir.

a) Prefixos sdo afixos que se antepdem a palavra primitiva. Por exemplo:

e “~p” € uma palavra formada pelo acréscimo do prefixo de
negacdo “~” a palavra “p”, significando “a negacdo da proposicao légica
P’

e “—3” é uma palavra formada pelo acréscimo do prefixo “—”
(indicativo de “simétrico” ou “oposto”) a palavra “3”, significando “o
simétrico de 3”;

b) Sufixos* sdo afixos que se pospdem a palavra primitiva. Por exemplo:

e “5!” ¢ uma palavra formada pelo acréscimo do sufixo “I”
(indicativo de “fatorial”) a palavra “5”, significando “o fatorial de 5;

e “a3” é uma palavra formada pelo acréscimo do sufixo superior
“3” (indicativo de “poténcia”) a palavra “a”, significando “o cubo de uma
constante real a”;

c) Sobrefixos sdo afixos colocados em cima da palavra primitiva. Por exemplo:

o “#”e “A”sdo palavras formadas pelo acréscimo do sobrefixo de
negacdo “/” as palavras “=" ¢ “3”, significando “o sinal de diferente”
(isto €, “nao igual”) e “ndo existe”, respectivamente;

d) Suprafixos sdo afixos colocados acima da palavra primitiva. Por exemplo:

e “AB” é uma palavra formada pelo acréscimo do suprafixo “—” a

palavra “AB”, significando “a medida do segmento de reta de extremos

nos pontos A e B”;

% Na linguagem matematica (assim como na lingua portuguesa), também existe o processo de formagéao por
afixacdo denominado parassintese, onde sdo afixados pelo menos dois afixos a palavra primitiva. Porém, ndo
abordaremos este assunto neste trabalho.

4 Em alguns casos, os sufixos podem ser inferiores, como em “x,” (significando “a segunda variavel de uma
sequéncia de variaveis”) ou superiores, como em “x2” (significando “o quadrado de uma varidvel real x"). Nos
dois casos, o afixo “2” foi acrescido a palavra “x”, sendo que no primeiro ele foi afixado abaixo da palavra e no
segundo, acima.
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e “3,26” ¢ uma palavra formada pelo acréscimo do suprafixo “—”
(indicativo de periodo) a parte da palavra (justamente o periodo) “3,26”,
significando que “6 é o periodo da dizima periédica composta 3,2666 ---;

e) Infrafixos sdo afixos colocados abaixo da palavra primitiva. Por exemplo:

e “>” ¢ uma palavra formada pelo acréscimo do infrafixo “—”

(indicativo de igualdade) a palavra “>”, significando “maior do que ou

igual a”;

o Z é uma palavra formada pelo acréscimo do infrafixo “1 < i <
1<isn

n” (indicativo de intervalo de somacao) a palavra “X”, significando “uma

soma de n termos”;

f) Circunfixos sdo afixos descontinuos, ou que circundam parcialmente ou

totalmente® a palavra primitiva. Por exemplo:
e “|5|” é uma palavra formada pelo acréscimo do circunfixo | |”
(um afixo descontinuo, indicativo de “valor absoluto” ou “modulo”) a
palavra “5”, significando “o valor absoluto do nimero 5”;
e “V/3” é uma palavra formada pelo acréscimo do circunfixo
(indicativo de raiz quadrada), que circunda parcialmente a palavra “3”,

significando ““a raiz quadrada de 3”.

Por outro lado, a composi¢ao por justaposicdo ocorre por meio da jungédo de duas ou
mais palavras, sem a perda de nenhum de seus elementos. Na lingua portuguesa®, por exemplo,
a palavra “passatempo” ¢ obtida por meio da justaposicao das palavras “passa” e “tempo”. Por
sua vez, na linguagem matematica, encontram-se exemplos de palavras formadas por
justaposicdo, e em diferentes dialetos. No Aritmetiqués, no Algebrés e no Geometriqués,
encontramos respectivamente “456” (a justaposicdo das palavras “4”, “5” e “6”, que
denominam quantidades inteiras conhecidas), significando “quatrocentos e cinquenta e seis” e

que corresponde a “soma de quatro centenas, com cinco dezenas e com seis unidades”; “ab” (a

® Circunfixos que envolvem totalmente uma palavra primitiva sio encontrados apenas em assuntos tratados no
Ensino Superior, e que ndo serdo, portanto, abordados neste trabalho.

% Na lingua portuguesa, também ocorre o processo de formagao de palavras por justaposicdo com elemento de
ligacdo (hifen “-”), como na palavra cavalo-marinho. E, em linguagem matemaética, a representacdo decimal de
numeros racionais ¢ uma palavra formada por justaposicdo, com elemento de ligagdo (*,”), separando a parte
inteira da parte fracionaria. Por exemplo, no numero “2,5”, a virgula faz a ligagdo entre a parte inteira, “2”

(“dois”) e a parte fracionaria, “5” (“cinco décimos”).
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justaposicdo das palavras “a” e “b”, que denominam constantes reais desconhecidas),
significando “o produto de a por b”; e “AB” (a justaposicdo das palavras “A” e “B”, que

denominam pontos), significando “o segmento de reta de extremos nos pontos distintos A e B”".

1.1.2 Casos Particulares de Notacoes

Algumas palavras (ou locugdes) possuem estruturas especificas em linguagem
matematica. Essas escritas sao denominadas notacdes, que sao palavras (ou locug¢fes) com um
significado proprio em determinado contexto, e que admitem os seus proprios métodos de
formac&o. Dentre as notacOes, destacamos trés tipos: a funcional, a sequencial e a matricial.
Embora essas notagfes contenham parénteses, colchetes ou chaves, nesses casos, tais
caracteres ndo possuem a funcéo de pontuacéo.

A notacéo funcional, como o préprio nome indica, tem origem na notacao que expressa
“a imagem de um elemento x por uma funcao £, isto é, a palavra “f (x)”. Esse tipo de notagédo
é formado por uma palavra indicando a propriedade ou a caracteristica do objeto (ou lista de
objetos), seguida do nome do objeto (ou da lista de objetos) entre parénteses (CUNHA,;
VELASCO, 2019). Vale ressaltar que, mesmo tendo origem no Algebrés, encontramos este tipo
de notacdo em diversos dialetos. Como exemplo de notacGes funcionais, podemos citar:
“det(A)”, significando “o determinante de uma matriz A”; “m(£ABC)”, cujo significado é “a
medida do angulo 2ABC”; “d(P,Q)”, significando “a distancia entre os pontos P e Q”; ¢
“Q(p, q)”, significando “uma proposi¢do composta Q, constituida pelas proposicdes simples p
eq”.

Por sua vez, uma notacdo sequencial é uma listagem de elementos, circundados por
parénteses, colchetes ou chaves, e separados por virgulas ou pontos e virgulas (estes ultimos,
no caso de os elementos serem nimeros decimais, conforme visto mais adiante). Dependendo
dos caracteres que utilizarmos, a notacdo sequencial possui um significado diferente. Por
exemplo, as locugdes “{2,3}”, “[2,3]” e “(2,3)” sdo constituidas pela mesma sequéncia de
numeros e possuem significados distintos (a saber, dependendo do contexto, podem significar
respectivamente um determinado conjunto, um certo intervalo fechado e um dado par
ordenado). Devido a essa diversidade de significados, estudamos a seguir diferentes maneiras

de se escrever uma notagao sequencial.
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NotacOes sequenciais escritas utilizando chaves ocorrem, por exemplo, para indicar a
listagem dos elementos que pertencem a um determinado conjunto. Por exemplo, nos conjuntos
E = {primavera,verdo, outono, inverno}, N ={1,2,3,..} e L={ab,c..,x,y 2}
listamos’ os elementos dos conjuntos das estacdes do ano, dos nimeros naturais e das letras do
alfabeto da lingua portuguesa, respectivamente. Nos conjuntos N e L, percebemos 0 uso de uma
pontuacao (as reticéncias, “...””), porém, nesses dois conjuntos, as reticéncias possuem funcdes
distintas. No caso do conjunto dos nimeros naturais, um conjunto infinito, elas séo utilizadas
com o intuito de indicar a continuagdo dos elementos do conjunto. Por sua vez, no conjunto das
letras do alfabeto, um conjunto finito, as reticéncias s&éo empregadas para omitir alguns dos seus
elementos, dada a vasta quantidade de elementos que ele possui, dando uma maior clareza a
escrita.

Diferentemente das chaves, os colchetes sdo utilizados em varias situagdes compondo
notacbes sequenciais (ndo configurando, portanto, pontuacfes). Uma das formas em que
encontramos 0s colchetes € em intervalos numeéricos, os quais sinalizam se o elemento da
fronteira pertence ou ndo ao intervalo dado. Vejamos as diferentes maneiras de se representar
os intervalos e suas leituras.

Se o colchete estiver com sua abertura voltada para o interior do intervalo, temos que o
extremo adjacente a ele pertence ao intervalo, e diz-se que esse € um intervalo fechado e
limitado nesse extremo. Caso o colchete esteja em posicao invertida (isto €, com sua abertura
voltada para o exterior do intervalo), temos que o extremo adjacente a ele ndo pertence ao
intervalo, e diz-se que esse é um intervalo aberto e limitado nesse extremo. Nesta situacao,
podemos substituir os colchetes “invertidos” por parénteses, COmo apresentado mais adiante.

Seguem alguns exemplos:

e [0,2], intervalo dos numeros reais de 0 até 2;

e [3,5], intervalo dos nimeros reais a partir de 3 e inferiores a 5;

e ]—3,5], intervalo dos numeros reais superiores ao simeétrico de 3 e no
méaximo 5;

e |7,10], intervalo dos nimeros reais compreendidos entre 7 e 10.

7 Uma outra forma de se caracterizar os elementos de um conjunto é feita por meio da utilizagio de uma frase ou
sentenca matematica indicando uma determinada propriedade satisfeita por todos os elementos desse conjunto.
Como tal situacdo ndo condiz com uma notacdo sequencial, ndo a tratamos neste momento, mas sim, no
Apéndice A.
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Uma outra situacdo onde encontramos 0s colchetes, constituindo notagfes sequenciais,
é indicando o produto misto® de vetores em R3. Nesse sentido, “[i, ¥, w]” significa “o produto
misto dos vetores u, v e w”.

Assim como o0s colchetes, 0s parénteses também sdo utilizados em nota¢des sequenciais,
como em sequéncias numeéricas (progressdes aritméticas e geométricas, por exemplo) e em
intervalos numéricos, entre outros casos.

Como exemplos de progressdes’, podemos citar (2,1; 5,1; 8,1; 11,1) e
(6,18,54,162,...). A primeira é uma progressao aritmética finita, de razdo 3 e primeiro termo
2,1. Ja a segunda, é uma progressao geomeétrica infinita, de razdo 3 e primeiro termo 6. Vale
ressaltar que, no primeiro exemplo, os elementos estdo separados por pontos e virgulas, tendo
em vista que seus elementos sdo nimeros decimais, e para dar uma melhor clareza na separacao
dos termos, é utilizado esse tipo de pontuacdo®. Nota-se que, no segundo caso, novamente é
feito o0 uso das reticéncias (uma pontuacao) indicando a continuacao da listagem dos elementos.

Como dito anteriormente, nos intervalos numéricos, 0s parénteses (assim como 0s
colchetes invertidos) indicam que as fronteiras adjacentes a eles ndo estdo incluidas no
intervalo. Sendo assim, podemos reescrever os exemplos ja apresentados, da seguinte maneira:
[3,5), (—3,5] e (7,10). No entanto, no caso de intervalos numéricos ilimitados (superiormente
ou inferiormente), é obrigatério o uso dos parénteses no extremo no qual tal intervalo é
ilimitado, ndo sendo possivel o uso dos colchetes invertidos, onde o intervalo for ilimitado. Por

exemplo:

(7, +), intervalo dos nUmeros reais superiores a 7;

[3,+ o), intervalo dos nlmeros reais a partir de 3;

(—o0, 5), intervalo dos numeros reais inferiores a 5;

(—o0, 7], intervalo dos numeros reais no maximo 7.

Outras situacdes em que a notacdo sequencial (com uso dos parénteses) ocorre sdo na
escrita de pontos e vetores (por meio de suas coordenadas num sistema cartesiano), e para

identificar planos (por meio de trés de seus pontos ndo colineares). Para representar pontos em

8 O produto misto é um nimero real calculado por meio do determinante de uma matriz constituida pelas
respectivas coordenadas de trés vetores.

® Alguns autores nomeiam as progressdes sem o uso das notaces sequenciais, simplesmente listando os seus
elementos, sem o uso dos parénteses.

10 £ aconselhado realizar este procedimento de troca das virgulas por pontos e virgulas, sempre que houver uma
listagem cujos elementos sejam nimeros representados na forma decimal.



20

um sistema cartesiano, utiliza-se uma notacdo sequencial cuja lista de elementos € constituida
pelas coordenadas desse ponto. Por exemplo, em R?, a locugdo “(2,3)” representa um ponto
de abscissa 2 e ordenada 3. Por sua vez, “(1, 3, —4)” representa um ponto'! de R* de abscissa
1, ordenada 3 e cota —4. Na escrita de um plano determinado por trés pontos ndo colineares, a
lista de objetos da notacdo sequencial é formada por estes trés pontos. Sendo assim, (4, B, C)
descreve o plano determinado pelos pontos ndo colineares A, B e C.

Por fim, uma notacdo matricial € utilizada para escrever elementos ordenados em linhas
e colunas (como em uma tabela), sem separacdo por virgulas, e circundados por parénteses ou
colchetes. Com este tipo de notacdo, descrevemos matrizes e coeficientes (ou nimeros)
binomiais. Uma matriz pode ser escrita, de modo explicito, por meio de uma notacdo matricial,
que indica quais sdo os seus elementos e como eles estdo dispostos nas linhas e colunas. Por
exemplo, caso saibamos que os elementos da sua primeira linha sdo 3 e 0 (nesta ordem) e os da

segunda linha sdo —4 e 3 (também nesta ordem), escrevemos tal matriz por meio da notagédo

3 0

1 3]. Nesse caso, podemos ainda empregar os parénteses ao invés dos colchetes,

matricial [

0 A . .
4 3), gue e sinonima a anterior, e descreve, portanto, a mesma matriz.

Um outro exemplo de notacdo matricial € a escrita de coeficientes binomiais. Dados

escrevendo (

dois nimeros naturais n e p, com n = p, denomina-se por (p) o coeficiente binomial, que é

calculado pela combinagdo de n tomada p a p (ou seja, Cy, ).

Analisando os exemplos apresentados nesta secdo, notamos que determinadas palavras
(ou locucdes) se escrevem exatamente da mesma maneira, mas que, segundo o contexto em que
estdo inseridas, possuem significados diferentes ndo correlacionados. Tais palavras sdo
denominadas homénimas!?. Como exemplo, a locu¢io “(x,y)” pode indicar tanto um
determinado ponto no plano cartesiano quanto um certo intervalo aberto. Conforme dito
anteriormente, no primeiro caso, 0s nimeros x e y indicam as coordenadas desse ponto,

enguanto que, no segundo, estabelecem os extremos de tal intervalo. Um outro exemplo é dado

n
pelo termo “( )”, que pode indicar tanto uma matriz formada por duas linhas € uma coluna

p

uanto um coeficiente binomial. No primeiro caso, “n” é a entrada da primeira linha e primeira
p p p

coluna da matriz, e “p” ¢ a entrada da sua segunda linha e primeira coluna; ja no segundo, n e

11 Vale ressaltar que, as locucgdes (2, 3) e (1, 3, —4) também sio indicativas de coordenadas de um vetor em R? e
em R3, respectivamente.

12 Em lingua portuguesa, também encontramos palavras homonimas. Por exemplo, a palavra “manga” possui
diferentes significados, dentre eles um determinado fruto ou parte de uma roupa.



21

p sdo os parametros da combinacdo. Enfatizamos que, nessas ocasides, sé é possivel distinguir
o significado da palavra homénima pelo contexto em que estdo inseridas.

Vale ressaltar que palavras (ou locugfes) homonimas ndo ocorrem somente com estes
trés tipos de notagdes. Por exemplo, a palavra “AB” (uma palavra formada por justaposicao,
como ja tratado na Subsegdo 1.1.2) pode significar tanto “o segmento de reta de extremos nos
pontos A e B” quanto “o produto das matrizes A e B”.

Assim como estudamos que determinada palavra (ou locugéo) pode possuir significados
distintos, € possivel encontrar palavras (ou locucfes) distintas que possuem exatamente o
mesmo significado; neste caso, elas séo ditas sindnimas. Por exemplo, sendo A uma matriz, as
palavras “|A|” e “det(4)”” possuem precisamente o mesmo significado, a saber “o
determinante da matriz A”. Sendo assim, neste contexto, essas palavras sdo sindnimas. Outro
caso, é a representacdo de “um plano determinado por trés pontos ndo colineares” (por exemplo,
A, B e C), que pode ser escrito tanto em notacao funcional, “pl(4, B, C)”, quanto em notac&o
sequencial, “(4, B,C)” ou ainda pela palavra “(ABC)”, que é formado pela justaposicdo dos
nomes dos trés pontos, seguida por uma circunfixacdo. Portanto, esses trés termos, sdo todos

sindnimos.

1.2 Escrita de uma expressao

Tanto para se escrever quanto para se ler, em linguagem matematica, em geral, observa-
se uma dificuldade maior do que na lingua portuguesa. Um dos motivos disto é que ndo estamos
imersos, no dia a dia, em um ambiente que se comunica fundamentalmente em linguagem
matematica. Em outros termos, exceto pelos numerais e porcentagem (entre outros conceitos),
esta linguagem ndo esta presente no cotidiano das pessoas, ndo sendo portanto utilizada em e-
mails, campanhas publicitarias, trocas de mensagem e tampouco aparecem no noticiario. Por
exemplo, ndo € usual encontrarmos as palavras “V” ¢ “3” no dia a dia. Além da falta de contato,
a linguagem matematica ndo possui uma oralidade, isto é, ela necessita de uma outra lingua
para ser verbalizada (CUNHA; VELASCO, 2019).

A iniciacdo na escrita em linguagem matematica ocorre ja nos anos iniciais na escola,
guando aprendemos a escrever numeros, sendo esses nomeados por numerais formados por um

ou mais algarismos indo-arabicos. Os numerais que nomeiam quantidades conhecidas sdo
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palavras formadas por algarismos indo-arabicos (a saber, 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9), sendo que
numerais relativos a quantidades a partir de 10 sdo palavras formadas pela justaposi¢céo de
algarismos (como em 10, 25 e 457, por exemplo), segundo o sistema de numeracdo decimal.
Além dos nimeros, somos apresentados a conjuntos de elementos (que podem ser nimeros ou
ndo), sendo esses conjuntos usualmente nomeados por letras mailsculas do alfabeto latino
(possivelmente cursiva ou com algum estilo especifico). Por exemplo, o conjunto dos nimeros
naturais € denominado pela letra N e o conjunto das cores priméarias pode ser nomeado C.

Particularmente com respeito a conjuntos, temos as relagdes entre eles (inclusao) e entre
elementos e conjuntos (pertinéncia). Essas relaces sdo escritas respectivamente por: € e €.
Sendo assim, uma relagdo de inclusdo de conjuntos como, por exemplo, “o conjunto dos
nmeros naturais € um subconjunto do conjunto dos nimeros racionais” (ou “todo numero
natural é racional”), se escreve “N € Q. Da mesma forma, uma relacdo de pertinéncia, como
“o numero trés pertence ao conjunto dos naturais” (ou “trés ¢ um numero natural’), se escreve
“3 e N”.

Determinadas relacbes geométricas entre alguns objetos também possuem certas
palavras em linguagem matematica que as descrevam, tais como paralelismo “||”,
perpendicularismo “L” e congruéncia “=”, por exemplo. Utilizamos a representacdo de
paralelismo e perpendicularismo quando relacionamos duas retas, uma reta e um plano e dois
planos. Por exemplo, as frases, “as retas r € s sdo paralelas”, “a reta r € perpendicular ao plano
a” e “os planos a e  sdo paralelos”, sdo escritas, respectivamente, como “r || s”, “r L a” e
“a |l B”. Por sua vez, a relacdo de congruéncia é verificada em uma maior variedade de
situacBes, como em angulos, segmentos ou poligonos. Por exemplo, para escrever que “dois
triangulos (digamos, ABC e DEF) sdo congruentes”, escrevemos a frase “ABC = DEF”.

As escritas de variaveis e as constantes numéricas desconhecidas sdo usualmente
realizadas por palavras formadas por uma Unica letra, na linguagem matematica, que variam
conforme o conjunto numérico a que pertencem. Variaveis inteiras sdo frequentemente
nomeadas por i e j; ja as varidveis reais costumam ser escritas como x e y. Por sua vez, as
constantes inteiras desconhecidas, geralmente, sdéo nomeadas por m e n; por outro lado, as
constantes desconhecidas reais sdo usualmente nomeadas como a e b (CUNHA; VELASCO,
2019). As diferentes maneiras apresentadas auxiliam na leitura (logo, na interpretacdo) de uma
expressao.

Até o presente momento, escrevemos expressdes envolvendo os nomes de objetos

matematicos e suas relagdes. Vejamos agora como escrever expressdes que envolvam objetos
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por meio de seus identificadores. Por exemplo, para escrever a frase “o cubo de um nimero
natural”, precisamos representar um nimero natural, digamos por n, e acrescentar a esta palavra
o sufixo superior “3”, indicativo de “cubo”, obtendo assim a palavra “n”. Caso queiramos
exprimir “o produto de 3 por n”, usamos as mesmas palavras (3 e n), porém, neste caso,
utilizamos a justaposicdo®®, originando assim a palavra “3n”. Vale observar que “3n” possui
ainda um outro significado, “o triplo de n”, fazendo dela uma palavra polissémical®. No entanto,
nesta outra interpretacao, o processo de formacao € por prefixagdo, onde “3” € o prefixo que
significa “triplo”.

Por outro lado, alguns identificadores, descritos em forma de locugédo, envolvem
operacdes. Neste caso, sdo utilizadas palavras indicativas da operacdo em questdo, sejam elas
aritméticas (como adicdo (+), subtracdo (—), multiplicacdo (x) e divisdo (=)), entre conjuntos
(como unido (V) e interse¢édo (N)) ou légicas (como conjuncéo (A), disjuncédo (V), condicional
(=) e bicondicional («)). Os exemplos a seguir descrevem algumas dessas situacdes. Em “a
diferenca entre 12 e 5”, percebe-se a ideia operacional de subtracdo (pois a diferenca
corresponde ao resultado da subtracdo). Sendo assim, a frase “12 — 5, possui o significado
desejado. Por sua vez, “a intersecdo dos conjuntos dos numeros naturais e dos numeros
racionais”, se escreve “N N Q”. De modo semelhante, a sentenca “q ocorre a condi¢éo de p” se
escreve “p = q”.

Geralmente, ha uma palavra, em linguagem matematica, que descreve alguns conceitos
geométricos (como ja visto nos casos de paralelismo e perpendicularismo, escritos por “||I” e
“1”, respectivamente). NO entanto, nem sempre isso acontece como, por exemplo, a secancia
(propriedade de ser secante, tratado mais adiante) entre dois planos. Porém, mesmo néo
havendo palavras indicativas de determinado conceito, este ainda pode ser descrito em
linguagem matematica, utilizando sua definicao.

Para ilustrar, lembramos inicialmente que dois planos sdo ditos secantes quando a
intersecdo entre ambos for uma reta. Assim, ao escrever, em linguagem matematica, 0 que sao
planos secantes, precisamos dizer que sao dois planos, digamos denominados “a” e “£”, e que
possuem determinada propriedade. Para isso, escreve-se uma expressdo com a seguinte

estrutura:

13 Em Algebrés, a justaposicdo é indicativa de produto, quando envolver pelo menos uma quantidade
desconhecida.

14 Propriedade de uma palavra ou locugéo que possui varios sentidos correlacionados (CUNHA; VELASCO,
2019).
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“lista de objetos | propriedade(s) que os relaciona(m)”.

A palavra “|” significa “tal que” (ou “tais que”, “que” ou “cuja”) e indica que, aquilo que a
sucede € uma propriedade ou algum tipo de relacdo entre os objetos que a precede. A
propriedade, neste caso, € “a intersecdo entre planos ser uma reta”, denominada digamos “r”.
Sendo assim, existe uma reta cuja intersecdo dos planos coincide com ela. Escrevemos tal
propriedade relativa a dois planos, (denominados anteriormente “a” ¢ ), da seguinte
maneira: “3! r, r c a N 7. Portanto, a definicdo de planos secantes, em linguagem

matema@tica, se escreve:
a,f | Ar, rcanp.

Além de escrevermos definigdes por extenso, também é possivel escrever postulados
como, por exemplo, “Dois pontos distintos determinam®® uma reta”. O postulado indica que
dois pontos distintos sdo o suficiente para determinar a existéncia de uma Unica reta que os
contem. Sendo assim, temos uma condicao (dois pontos distintos) que leva a consequéncia de
algo (existir uma unica reta que os contém). Esta situacdo é escrita, em linguagem matematica,

pela estrutura

113 bR
ceo => ceo

onde o operador relacional logico “=” indica a relacdo de causa e consequéncia (ou de
dependéncia) entre o que o antecede e 0 que o sucede. A condi¢éo (dois pontos A e B, distintos)
se escreve “A # B”. Por sua vez, a consequéncia indica a existéncia de “uma tinica reta” (escrita
por “3!7r”), que possui a propriedade de conter os dois pontos iniciais (e escreve-se, portanto,
“A, B € r”). Sendo assim, a consequéncia como um todo ¢ escrita como “3!r | A, B € r”. Nota-

‘C"’

se aqui a presenca do sufixo “!”” (indicativo de “unicidade”) adicionado a palavra “3”. Em suma,

0 postulado se escreve:
A+#B=13r|ABEr.

Por sua vez, a propriedade algébrica “o quadrado de um numero inteiro também é um
ntmero inteiro” diz que, dado um ndmero inteiro (digamos m), o seu quadrado (m?) também é
um numero inteiro, e indica uma relacdo de causa e consequéncia. Sendo assim, utilizando

novamente a estrutura “-- = ---”, formamos a frase

15 A palavra “determina(m)”, em Geometria, significa a existéncia e a unicidade de algo. Sendo assim, ao dizer
que “dois pontos distintos determinam uma reta”, isto significa que existe uma reta que contém dois pontos
distintos dados, € que ela é Unica.
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mezZ=>m?ez,

que descreve a propriedade desejada.

Apos termos visto como se expressar (ou se escrever) em linguagem matematica,
passemos agora a leitura de expressdes. Vale lembrar que a linguagem matematica ndo possui
oralidade, sendo necesséria, na sua leitura, a utilizacdo de uma outra linguagem (no nosso caso,

a lingua portuguesa).

1.3 Leitura e compreensao de uma expressao

No cotidiano em uma sala de aula, ao lidarmos com expressées matematicas, temos por
costume ler cada letra da expressdo. Por exemplo, a palavra “2a”, € usualmente lida como
“ ‘dois’ ‘a’ 7. Porém, isto é diferente do que fazemos na nossa lingua materna, visto que, para
ler a palavra “futebol”, por exemplo, ndo iremos fazé-lo letra por letra, como: « ‘éfe’ ‘u’ ‘té’ ‘€’
‘bé’ ‘0’ “éle’ ™. Isso ndo ocorre, porque fomos alfabetizados a ler e a entender palavras como
um todo. Sendo assim, também precisamos ser alfabetizados da mesma maneira em linguagem
matematica, pois, como Danyluk (apud SOUZA, 2010) afirma, “Ser alfabetizado em
matematica, entdo, é entender o que se € e escrever o que se entende [...]”. Além disso, segundo

Silveira:

Alguns educadores apostam ndo em uma mera traducdo de palavras, e sim, na procura
de sentidos do texto matematico, porém, advertem que tal interpretacéo se depara com
critérios légicos que sdo necessarios para que o texto traduzido ndo entre em
contradicdo com a logica da matemaética. [...] portanto, € ler o que esté escrito alem do

texto codificado. (SILVEIRA, 2014, p. 47)

Desta forma, considera-se que existem dois tipos de leitura de expressdes: a leitura
soletrada (onde as letras sdo identificadas e lidas uma de cada vez, sem conectar nenhuma
delas, e sem analisar o seu sentido matematico) e a leitura interpretada (onde, primeiramente,
compreendemos o significado da expressdo como um todo, analisando o contexto e a que
dialeto pertence, e quais regras gramaticais sdo utilizadas, para em seguida, 1&-la). E possivel
perceber a diferenca da utilizacdo dessas leituras em um exemplo habitual de sala de aula. Como
visto anteriormente, a leitura usual da expressao “2a” (‘dois’ ‘a’) € uma leitura soletrada. Nota-
se que esta leitura ndo reflete significado matematico algum; apenas sdo identificadas quais
letras constituem essa palavra. Por sua vez, uma leitura interpretada pode ser tanto “o dobro de

uma constante real desconhecida a” quanto “o produto de dois por uma constante real
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desconhecida a”, visto que “2a” é uma palavra polissémica. Neste modo de leitura, fica claro
0 conceito matematico que esta sendo tratado.

A leitura soletrada de uma expressdo matematica ndo garante a compreensdo de seu
significado, como visto no exemplo do paragrafo anterior. E possivel perceber essa dificuldade
em expressdes mais longas como, por exemplo, na sentenca: “ABCD | AB || CD,BC || DA”.
Caso fosse lida de forma soletrada, teriamos “ ‘@’ ‘hé” ‘cé” ‘dé’ ‘tal que’, ‘a’ ‘hé” “é paralelo &’
‘cé” ‘dé’, ‘bé’ “cé’ ‘é paralelo a” ‘dé” ‘a’ ”, ndo sendo possivel identificar qualquer significado
matematico da sentenca. Porém, analisando a expressdo para uma leitura interpretada, nota-se
aqui a mesma estrutura analisada na pagina 25, pois tem-se a presenca de um objeto que possui
determinada propriedade. Tal objeto é um quadrilatero ABCD. Por sua vez, AB e CD sao lados
opostos de ABCD (assim como BC e DA). Portanto, a propriedade “AB || CD,BC || DA”
expressa que os lados opostos do quadrilatero sdo paralelos. Em suma, a expressdo inicial
significa que “o quadrilatero ABCD possui lados opostos paralelos”, que ¢ precisamente a
definicdo de paralelogramo. Sendo assim, a leitura interpretada da expressao é “ABCD é um
paralelogramo”, tendo, neste caso, o significado matematico muito mais nitido, se comparado
a leitura soletrada.

Em expressdes aritméticas, € comum o uso da leitura soletrada como, por exemplo, na
expressao “3 +4 X 5”. A leitura soletrada “ ‘trés’ ‘mais’ ‘quatro’ ‘vezes’ ‘cinco’ 7, sem
entonag&o, ndo nos da a nogdo precisa de que se trata de 3 + (4 X 5) oude (3 +4) x5 (uma
soma e um produto, respectivamente). Assim, mesmo em uma leitura soletrada, € necessaria
uma entonacdo para diferenciar estas duas expressdes. Desta forma, a leitura soletrada da

2

primeira deve ser “ ‘trés’ ‘mais’, ‘quatro’ ‘vezes’ ‘cinco’ ”, enquanto a da segunda “ ‘trés’
‘mais’ ‘quatro’, ‘vezes’ ‘cinco’ . Observa-se que, dado o critério PEMDAS, a multiplicacao é
prioritaria em relagéo a adi¢do. Em outros termos, 3 + 4 X 5 é sindbnima de 3 + (4 X 5). Nota-
se que a entonacgdo na leitura (que em lingua portuguesa é provocada pela pontuacdo, feita,
neste caso, com a virgula) € induzida pelo par de parénteses (sinais graficos de pontuacdes em
linguagem matematica).

Ao interpretar cada uma destas expressdes, percebemos que a primeira € uma soma e a
segunda ¢ um produto. Mais precisamente, a primeira significa “a soma de trés com o produto
de quatro por cinco”, sendo esta sua leitura interpretada. Por sua vez, a segunda corresponde ao

“produto da soma de trés com quatro, por cinco” (analogamente, esta ¢ a sua leitura

interpretada).
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1.4 Pontuacao

Devido ao paralelo realizado na introdugdo do trabalho, entre a pontuagdo na lingua
portuguesa e na linguagem matematica, conclui-se que, nesta ultima, a pontuacgdo € utilizada
com a mesma concepgao: dar uma melhor clareza e entendimento da ideia a ser transmitida,
seja definindo prioridade entre as operaces, seja evitando mas intepretagdes ou ambiguidades.
Como ja foram apresentados os diferentes caracteres que indicam a pontuagdo na linguagem
matematica, daremos énfase na pontuacdo feita aos pares (por meio de parénteses, colchetes e
chaves), dado que as virgulas, pontos e virgulas e as reticéncias sdo utilizados na linguagem
matematica com o mesmo intuito que na lingua portuguesa (as duas primeiras, por exemplo,
em uma listagem; ja as ultimas, para indicar que determinada ideia se prolonga). Analisaremos
agora como esses tipos de pontuacdo estdo relacionados com a escrita e com a leitura de

expressdes matematicas.

Escrita de Expressoes

Ao analisarmos a frase “o quadrado da soma de dois nUmeros reais”, uma expressao
algébrica, percebemos que ha implicitamente duas operacdes envolvidas: a adicdo e a
potenciacdo. Mais especificamente, temos uma poténcia de uma soma de duas parcelas. Dado
gue nao conhecemos os valores das parcelas, as nomeamos por a e b. Como consequéncia, sua
soma também é desconhecida, e é descrita pelo identificador a + b. Por sua vez, como devemos
escrever o quadrado deste valor (descrito por uma locucéo), uma pontuacao é necessaria para
que entdo seja acrescido o sufixo superior “2”, indicando o quadrado deste termo. Sendo assim,

a expressdo “(a + b)?” possui o sentido desejado.

Em algumas propriedades matematicas, também € utilizada a pontuacdo. Por exemplo,
consideremos a seguinte propriedade de planos: “Todo plano secante a um segundo também ¢
secante aos paralelos a este ultimo.”. Analisando esta propriedade, percebemos que se trata de
trés planos, envolvendo noc¢des de paralelismo e secancia. Além disso, ela indica uma relacédo
de “causa e consequéncia”; isto €, “o fato de um plano ser secante a um segundo, tem por
consequéncia ser secante aos paralelos a este tltimo”. Assim, para escrevé-la em linguagem

matematica, precisamos inicialmente considerar dois planos secantes (nomeados, digamos, a

e f3); esta nogao se escreve “a, f§ | Al r, r € a N B” (como visto na Se¢do 1.2). Em seguida, ¢
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necessario escrever que um terceiro plano (digamos y) é paralelo a 8 (o segundo). Para isso,
utilizamos a palavra “||””, que significa paralelismo, formando assim a frase y || 5. Temos entéo
escritas as duas condicdes (dois planos secantes « e 3, e o plano y paralelo a ) que nos levam
a uma consequéncia (que o primeiro plano é secante ao Gltimo, e se escreve pela frase!® “3! s,
s c any”). Como visto na secdo anterior (pagina 26), esta situacdo se exprime pela relagédo
I6gica de implicacdo, descrita pelo operador “=”. Porém, como ndo ha uma palavra, na
linguagem matematica, que indica a secancia (diferentemente do paralelismo e
perpendicularismo, por exemplo), é necessaria uma pontuacdo para uma melhor clareza do
texto, deixando mais evidente cada uma das condi¢fes. Sendo assim, a propriedade se escreve

da seguinte maneira:
(e, r,rcanB),yllp=>3 s,scany.
De modo geral,

sentencas contendo expressdes envolvendo conceitos para os quais ndo existe
uma palavra correspondente em linguagem matematica, e que estejam em

uma listagem, necessitam de pontuacao.

Vale ressaltar que, trocando a secancia pelo perpendicularismo na propriedade acima,
ndo haveria necessidade de pontuacdo, visto que existe uma palavra que significa
perpendicularismo (a saber, “L1”). Logo, para escrever a seguinte propriedade “Todo plano
perpendicular a um segundo plano é perpendicular aos paralelos a este Ultimo”, ndo € necessaria
a pontuacdo, ja que todas as relacdes presentes da propriedade possuem palavras que as
descrevem. A propriedade apresentada relaciona trés planos, que denominamos «, 8 e y, e as
relacbes de paralelismo e perpendicularismo, que sdo escritas pelas palavras “|I” e “L”,
respectivamente. Dos trés planos nomeados, dois (digamos, a e ) sdo perpendiculares e
escrevemos portanto @ L . Continuando a escrever a expressao, temos que o terceiro plano y
é paralelo ao segundo plano. Como a relacdo de paralelismo tem uma palavra que a representa,
formamos a frase y || . As duas propriedades ja escritas implicam que o primeiro plano é
perpendicular ao terceiro, uma relacdo escrita como a L y. Utilizando a implicacdo logica,

relacionamos as propriedades descritas, obtendo a frase:

alpB,Blly=>aly.

16 Nota-se aqui que esta Ultima expressdo é uma consequéncia das anteriores. Como os trés planos ja foram
descritos anteriormente, ndo ha a necessidade de escrever a estrutura “a, y | --+”.
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Leitura de expressbes

Depois de vermos como ¢ feita a pontuacdo em certos casos em linguagem matematica,
tratamos agora de como a pontuagao nesta linguagem interfere na leitura de expressdes, tanto
na entonacédo de sua leitura como em sua interpretacdo. Assim como no portugués, a pontuagédo
na linguagem matematica dita o ritmo da leitura das frases, principalmente quando sdo lidas de
forma soletrada. Na lingua portuguesa, 0 emprego dos parénteses e colchetes ocasiona uma
entonacdo especial na leitura, situacdo também presente, em certas utilizagbes das virgulas
(Bechara, 2009). Percebemos uma entonacdo diferente na leitura soletrada em frases
matematicas formadas por um mesmo conceito matematico repetidas vezes como, por exemplo,
na expressao “—(—7)”, cuja leitura soletrada é “ ‘menos’, ‘menos sete’ . Ao compararmos a
expressdo matematica e a sua leitura soletrada, percebemos um paralelo entre a virgula na
lingua portuguesa e os parénteses na linguagem matematica; as duas pontuagdes servindo de
pausa para leitura, facilitando o entendimento da frase. A pontuagdo ocasiona a mesma
entonacéo na leitura soletrada da expressdo “(f~1(x))~1”, onde temos “ ‘éfe’ ‘a menos um’
‘de xis’, ‘elevado a menos um’ ”. Vale ressaltar a diferenca de entonacdo (associada a um
pontuacdo), comparando a leitura deste Gltimo termo com a de “f ~1(x~1)”, que se 1é (de forma
soletrada) «“ “éfe’ ‘a menos um’, ‘de xis’ ‘elevado a menos um’ ”’.

Analisando estas expressdes e fazendo uma leitura interpretada, percebemos um outro
motivo para o uso da pontuacdo: dar uma clareza a expressao. Na primeira expressao, “—(—7)”,
o prefixo “— ” indica simétrico e aparece duas vezes, sendo a primeira indicando o simétrico
do valor descrito pela expressdo contida no interior dos parénteses. Este valor, por sua vez,
corresponde ao “simétrico de 7”. Sendo assim, sua leitura interpretada ¢ “o simétrico do

simétrico de sete”. De modo geral, em linguagem matematica,

ao acrescentar repetidas e seguidas vezes um afixo de mesmo indicativo
(negacdo, poténcia, transposta, simétrico, inverso, entre outros), €
necessaria uma pontuacdo para maior clareza ou para dar sentido

matematico a expressao.

No segundo exemplo, “(f~1(x))~1”, cada sufixo superior “—1” indica inverso'’, sendo

que, pela pontuacédo, o mais externo indica o inverso da expresséo f ~1(x), enquanto que o0 mais

17 O assunto inverso de fungo ¢ apresentado na Segéo 2.3.
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interno, o inverso da fungédo f. Assim, a expressdo original significa “o inverso da imagem de
x pela funcéo inversa de f. Observa-se ainda os parénteses da notacéo funcional f~1(x), que,
conforme observamos na Subsec¢éo 1.1.2, ndo configuram pontuacéo.

Em uma leitura interpretada de expressdes em que aparecem mais de um operador, uma
pontuacéo (caso exista) permite indicar a operacao que a frase representa, definindo, com maior
clareza, uma prioridade entre as operac6es. Por exemplo, ao interpretar a expresséo “5 x (4 +
3)”, notamos que ela corresponde a um produto, onde um dos fatores vale 5, € 0 outro esta
descrito na forma de um identificador. Assim, a sua leitura é: “o produto de 5 pela soma de 4
com 3”.

Como um segundo exemplo, na expressdo ~(p A q), que possui um operador Idgico,
também notamos a presenca da pontuacdo. Neste caso, temos a negacao de uma proposicao
I6gica composta (uma locucdo, formada pela conjuncdo de duas proposi¢coes simples p e q).
Nota-se que se ndo tivéssemos a pontuacdo, a expressao se tornaria uma conjuncgdo da negacao
da proposicdo p com a proposigéo q (isto &, ~p A q).

Ao analisarmos os exemplos apresentados, tanto na escrita como na leitura, e supormos
uma auséncia da pontuacdo (como no ultimo exemplo) ou uma utilizagdo inadequada, podem

ocorrer trés problemas, que séo o foco de estudo do préximo capitulo.
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2 UTILIZACAO DA PONTUACAO EM LINGUAGEM MATEMATICA

Assim como a auséncia ou 0 uso incorreto da pontuacao gera ruidos na transmissdo de
uma mensagem na lingua portuguesa, 0 mesmo ocorre em linguagem matematica. No
portugués, o uso incorreto da pontuagdo acarreta em frases ambiguas ou em uma mudanga de
sentido. Essas duas situagdes também séo encontradas na linguagem matematica (Secfes 2.1 e
2.2). Uma terceira situacdo (Secdo 2.3) é identificada nesta linguagem: usamos a pontuacao

para dar sentido a determinadas frases matematicamente incoerentes.

2.1 Eliminagdo de ambiguidades

Antes de tratar da pontuagdo envolvendo sentengas ambiguas em linguagem
matematica, realizamos a seguir o mesmo tipo de discussdo, porém do ponto de vista da lingua
portuguesa.

A ambiguidade ¢ um ruido de comunicagdo, podendo ser gerada por uma “duplicidade
de sentido” (AMBIGUIDADE, 2020a) ou por uma “imprecisdo que se origina principalmente
de um conhecimento ou entendimento vago sobre algo” (AMBIGUIDADE, 2020b). Na lingua
portuguesa, encontramos dois tipos de ambiguidade: a estrutural (ou textual) e a lexical. A
ambiguidade estrutural é caracterizada quando a frase possui mais de um sentido devido a
forma com a qual foi construida. J& ambiguidade lexical é decorrente de significados diferentes
que um vocabulo pode conter, ou seja, uma palavra polissémica ou homodnima.

Segundo Bechara (2009), as ambiguidades, na forma escrita, podem ser evitadas de
algumas formas: trocando a ordem das palavras, evitando uso de pronomes pPossessivos,
substituindo palavras por seus significados ou por sindbnimos mais claros, pontuando a frase
adequadamente, entre outras. Outra possibilidade é que, caso exista algum tipo de
interatividade, perguntas feitas durante um dialogo permitem sanar eventuais ambiguidades.
Porém, na linguagem matematica, isto ndo é possivel, visto que ndo encontramos pessoas
interagindo nesta linguagem. Como as pessoas ndo estdo habituadas com a linguagem
matematica, toda expressdo nesta linguagem precisa inevitavelmente estar com a pontuacao

adequada, sob pena de ndo haver a comunicacéo correta do conteudo desejado.
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Vejamos as seguintes frases: “Vamos perder nada foi resolvido.” e “Jodo pediu um prato
ao garcom.”. Na primeira frase, encontramos uma ambiguidade estrutural, j& que a frase pode
ser interpretada de duas maneiras diferentes, em funcdo de uma pontuacao utilizada, que seriam:
“ocorreu uma perda ocasionada por nada ter sido resolvido” ou, “ndo ocorreu uma perda, pois
ja resolveram algo”. Para obter a primeira interpretacdo, devemos pontué-la da seguinte forma:
“Vamos perder, nada foi resolvido.”. Por sua vez, para a segunda interpretacdo, deve-se
escrever: “Vamos perder nada, foi resolvido.”. Ja no segundo exemplo, a frase € ambigua por
causa da palavra “prato”, um vocabulo que possui pelo menos dois significados: o objeto prato,
ou uma refeigdo. Sendo assim, esta frase possui uma ambiguidade lexical. Novamente pautados
nas ideias de Bechara, podemos eliminar a ambiguidade nesta frase, porém ndo com o auxilio
de uma pontuacio. E necessaria uma alteracio da palavra polissémica que gera a ambiguidade
(prato), substituindo-a, por exemplo, por “prato vazio” ou por “refei¢do”, deixando assim a
frase mais compreensivel; isto €, “Jodo pediu um prato vazio ao gargom.” ou “Jodo pediu uma
refeicdo ao garcom.”.

Assim como na lingua portuguesa, palavras polissémicas da linguagem matematica
podem gerar expressdes com ambiguidade lexical. Por exemplo, as letras maiusculas do
alfabeto latino, como A e B, podem nomear tanto conjuntos quanto matrizes*8. Considerando-
se entdo a locucdo “A X B”, temos uma expressao polissémica, cujos significados sdo “o
produto cartesiano de dois conjuntos” ou “0 produto de duas matrizes”. Ainda neste contexto,
consideremos a expressdo “|A| = 7”. Se “A” indicar um conjunto finito, o circunfixo | |”
indica o seu numero de elementos. Sendo assim, a expressdo dada significa que “o conjunto A
possui 7 elementos”. Por sua vez, sendo “A” uma matriz, o mesmo circunfixo “| |”” indica o seu
determinante. Portanto, neste caso, a expressao inicial significa “o determinante da matriz A
vale 7”.

Como dito anteriormente (no exemplo da palavra “prato”), uma ambiguidade lexical
pode ser eliminada ao substituir a palavra polissémica por um sinénimo ou dando mais detalhes
do objeto descrito. Dadas essas duas opcdes, € possivel reescrever as frases ambiguas
apresentadas no paragrafo anterior, eliminando as ambiguidades. No caso da locucdo “A X B”,
a ambiguidade pode ser eliminada se escrevermos mais informac@es a respeito de A e B, sejam

eles conjuntos ou matrizes (como feito, em lingua portuguesa, no exemplo em que

18 Vale ressaltar que, dependendo do contexto, letras maitisculas latinas também podem significar pontos.
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acrescentamos a informacdo “vazio” a palavra “prato”). Por exemplo, considerando A e B

subconjuntos do conjunto dos nimeros inteiros,
AcCcZ BcCcZ AXB

indica o produto cartesiano dos conjuntos A e B, sem ambiguidade.
Por outro lado, sabendo que A € uma matriz de ordem m X p e B € uma matriz de ordem

p X n, a expressdo

A€ My BEMyn, AXB

Xp’
indica o produto de duas matrizes, sem ambiguidade.

Analisando a segunda expressdo ambigua, |A| = 7, e suas possiveis leituras (nimero de
elementos ou determinante), percebemos que ela contém uma palavra polissémica (a saber |A|).
Por sua vez, tal palavra possui sindnimos, ambos em notacéo funcional: n(4), (significando®®
0 namero de elementos do conjunto A) e det(A) (significando o determinante da matriz A).
Com esses sindbnimos, pode-se eliminar a ambiguidade de “|A| = 7” sem a necessidade de se
dar mais informacbes a respeito de A, reescrevendo-a como n(A) =7 e det(4A) =7,
respectivamente (de modo analogo ao realizado ao substituir, em lingua portuguesa, a palavra
“prato” por “refeicao”).

Quanto a ambiguidade do tipo estrutural, em linguagem matematica, ela surge em
diferentes circunstancias. Por exemplo, em determinadas operacdes matematicas para as quais
ndo existe uma regra de prioridade bem estabelecida; dependendo da forma em que as
escrevemos, a expressdo obtida pode possuir alguma ambiguidade deste tipo, caso ndo seja
pontuada da maneira correta.

Esse € o caso das operacdes entre conjuntos, como a unido (U), a interse¢do (N) e a
diferenca (— ou\); para essas operacfes, ndo existe uma regra que nos permita interpretar a
sentenca, caso exista mais de um tipo operador e ndo haja uma pontuacdo indicando o como
devemos compreendé-la. Sendo assim, voltando ao exemplo apresentado na introducéo deste
trabalho, onde escrevemos, em linguagem matematica, a expressdo “a unido do conjunto A com
a intersecdo de B com C”, precisamos necessariamente utilizar uma pontuacao, e escrever: “A U
(B N C)”. Tal pontuagdo ¢é imprescindivel, pois deve-se escrever a unido de A com um outro
conjunto, sendo este escrito na forma de um identificador locucional (a saber, B N C). Além
disso, como ndo esta estabelecida a prioridade entre as operacdes de conjuntos (diferentemente

do que ocorre com as operac@es aritméticas), a pontuacdo ndo pode ser removida. Caso o fosse,

19 O nlimero de elemento de um conjunto A também pode ser escrito como #(A4).
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teriamos a expressdo ambigua “A U B N C”, logo ndo sendo possivel dizer se seu significado é
““a unido do conjunto A com a intersecdo de B com C” ou “a interse¢do da unidao de A com B,
com C”. Nota-se que o ultimo significado se escreve, em linguagem matematica, como “(A U
B) n C”. Analisando estas leituras interpretadas, fica clara uma diferenca na operacéo que cada
uma das expressoes representa: a primeira indica uma uniéo, e a segunda, uma intersecao.
Para ilustrar que, de fato, as duas expressdes pontuadas (a saber, AU(BNC)e (AU
B) N C) ndo sdo equivalentes, vejamos um exemplo parao qual AU(BNC) # (AUB)NC.
Consideremos os conjuntos A ={1,2,3}, B=1{3,5,7} e C ={7,8,9,10}. Como vimos, na
primeira expressdo temos uma unido entre o conjunto A e o conjunto criado a partir da
intersecdo de B com C (que denominamos D). Logo, inicialmente precisamos determinar o
conjunto D, isto €, D ={3,5,7} n{7,8,9,10} = {7}. Em seguida, realizamos a unido do
conjunto A com o conjunto D, isto ¢, AUD = {1,2,3} U {7} = {1, 2,3,7}. Sendo assim A U
(BnC)=1{1,2,3,7}. Por sua vez, para determinar o conjunto (AU B) N C, é necessario
primeiramente obter o conjunto E, dado pela unido de A com B (visto que precisamos calcular
a intersecdo de E com C): {1,2,3}U{3,5,7} = {1, 2,3, 5, 7}. Finalmente, efetuando E N C =
{1,2,3,5,7}n{7,8,9,10} = {7} (que equivale a (A U B) n C = {7}), concluindo que as duas
expressdes ndo representam 0 mesmo conjunto, ndo sendo, portanto, expressdes equivalentes.
De modo analogo ao observado na discuss@o anterior, notamos que, como tambem néo
estd estabelecida uma prioridade entre as operacfes ldgicas de conjungédo e disjuncao (ver
Apéndice B), a expressdo p A g V r também é ambigua, ndo sendo possivel identificar se € uma
conjuncdo ou uma disjuncdo entre duas proposicdes (sendo uma delas simples, e a outra
composta). Porém, pontuando-a adequadamente, obtém-se duas novas expressoes (a saber, p A
(gvr) e (pAq)Vr), que possuem sentidos distintos (uma conjuncdo e uma disjuncao,
respectivamente, onde em cada expressdo, uma das proposicbes € descrita por um
identificador). Vale ressaltar que essas duas expressdes podem inclusive possuir valores l6gicos

diferentes, conforme exemplo apresentado no Apéndice B. De modo geral, vale sempre que

expressdes formadas por operacgdes distintas, e para as quais ndo ha uma

regra de prioridade estabelecida, precisam ser pontuadas.

A ocorréncia de sentencas ambiguas em linguagem matematica ndo € apenas devido a
auséncia de uma regra de prioridade ja estabelecida; expressées formadas por uma mesma
operagao binaria ndo associativa e para a qual ndo esté estabelecido um critério do tipo “ordem
em que aparecem” também podem ser ambiguas. Ressaltamos que, dentre as quatro operagoes

aritméticas fundamentais, somente a adi¢do e a multiplicagdo sdo associativas.
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Lembramos que uma operagdo binaria “*”, definida em um conjunto A, possui a
propriedade associativa quando, dados trés elementos quaisquer desse conjunto, operar dois
deles para, em seguida, operar este resultado com o terceiro resultar no mesmo elemento que
operar 0 primeiro com o resultado da operacdo do segundo com o terceiro. Em outros termos,

em linguagem matematica:
(axb)xc=ax(bxc), Ya,b,c € A.

Como consequéncia dessa propriedade, é possivel omitir a pontuagdo em quaisquer das
expressdes nos dois membros da igualdade anterior e escrever a expressao a * b * ¢ (a operagdo
“x” sucessivamente em a, b e c), cujo valor esta bem definido e pode ser, tanto o do primeiro
membro quanto o do segundo. Nota-se que este procedimento permite escrever uma expressao
mais “limpa” do que as anteriores. Vale observar que as operacdes de adicdo e multiplicacéo
de matrizes, bem como as operacfes de unido e intersecdo de conjuntos ou ainda as operacgoes
de conjuncéo e disjuncao de proposicoes logicas, também sdo operagdes associativas.

Consequentemente, tratando agora especificamente das operacdes aritméticas, como a
adicdo e a multiplicacdo séo associativas, expressdes como “a + b + ¢” e “a X b X ¢” ndo sdo
ambiguas, e 0 seu sentido estd bem definido. Por outro lado, em relacdo a subtracdo, em
principio, a expressdo “a — b — ¢’ (a “diferenga sucessiva” de a, b e c¢) ndo estaria bem
definida, pois seu valor poderia ser tanto o de “(a — b) — ¢” quanto o de “a — (b — ¢)” (que,
em geral, sdo distintos). Porém, para as operacdes aritméticas, existe o critério da “ordem em
que aparecem”, que indica que operacdes de mesmo nivel de prioridade devem ser resolvidas
na ordem em que estao dispostas, da esquerda para a direita. Sendo assim, devido a esse critério,
a expressdo “a — b — c¢” esta bem definida, e é sinénima de “(a —b) — ¢” (sendo 0 seu
significado “a diferenga entre, a diferenga entre a e b, e ¢”). Vale ressaltar que o mesmo tipo
de discussdo pode ser realizado com a operacio de divisdo? (que também nio é associativa).

De modo geral,

expressdes contendo uma operacdo ndo associativa, que ocorrem mais de

uma vez e sucessivamente, devem ser pontuadas, para evitar ambiguidade.

Vale ressaltar que, caso exista um critério do tipo “ordem em que aparecem” para tal
operacdo, a pontuacdo pode ser omitida, sem perda de compreensao do sentido da expressdo

original.

20 Como existe uma regra para interpretar essas expressoes, elas ndo sio classificadas como ambiguas, sendo
tratadas mais detalhadamente na Se¢éo 2.2.
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Um exemplo de operagdo ndo associativa para a qual ndo esta definido um tal critério é
o produto vetorial (BOULOS; CAMARGO, 2005) de vetores em R3. Devido a definicdo de
produto vetorial, expressdes como “d X ¥ X w” sdo ambiguas, necessitando assim de uma
pontuagio para serem compreendidas. Sendo assim, “o produto vetorial de i pelo produto
vetorial de ¥ por w”, se escreve “U X (¥ X w)”. Por sua vez, “o produto vetorial, do produto
vetorial de i por v, por w”, se escreve “(U X U) X w”.

O mesmo tipo de discussdo pode ser realizado com respeito a operacdo logica de
condicional. Dado que esta é uma operacdo ndo associativa e ndo existe um critério do tipo
“ordem em que aparecem”, a expressao “p — q — r”’ ¢ ambigua, necessitando, portanto, de

uma pontuacao para ser bem compreendida.

2.2 Alteracgéo do sentido de uma sentenga

Na Secdol.4, ao apresentarmos as utilizacGes da pontuagdo na linguagem matematica e
na lingua portuguesa, fizemos um paralelo, em determinadas situacdes, entre dois sinais
gréficos: os parénteses (em linguagem matematica) e a virgula (em lingua portuguesa). Em
lingua portuguesa, uma frase onde a localizacdo da pontuacdo €é alterada ou € acrescentada uma
pontuacdo (que ndo existia inicialmente na frase), pode ter o seu sentido alterado. Por exemplo,
consideremos a frase “Jodo procura todos os livros.”. Analisando seu sentido, da maneira em
que ela esta escrita, compreendemos que “Jodo esta procurando todos os livros”. Caso seja
colocada uma virgula, originando a nova frase “Jodo, procura todos os livros.”, o seu sentido
mudara, indicando entdo que “é pedido a Jodo que ele procure todos os livros”. Utilizando essa
ideia, nesta secdo sdo apresentados casos onde a pontuacdo, na linguagem matematica, quando
utilizada de modo inadequado, altera o sentido de uma sentenca matematica ou a torna
matematicamente incoerente.

Em determinadas expressdes aritméticas, uma pontuacdo mal utilizada pode mudar seu
sentido, visto que tal pontuacdo podera alterar a prioridade entre as operacdes nela presentes.
Antes, porém, de tratarmos da pontuacao em expressdes aritméticas, tecemos a seguir algumas
considerages a respeito da prioridade entre as operacdes.

Existem estabelecidas na Matematica determinadas regras de prioridade de resolucédo
das operacOes aritméticas de exponenciagdo, radiciacdo, multiplicacdo, divisdo, adicdo e

subtracdo. S&o elas: primeiramente resolve-se as radiciag0es e exponenciac¢des (na ordem em
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que aparecem), posteriormente as multiplicacGes e divis6es (ainda na ordem em que aparecem),
para, por fim, resolver as adi¢fes e subtracbes (novamente na ordem em que aparecem);
naturalmente respeitando as pontuacgdes por parénteses (colchetes ou chaves), caso existam.
Esse critério é usualmente conhecido como PEMDAS (abreviacdo de Parénteses,
Exponenciacdo, Multiplicagcdo/Divisdo e Adi¢do/Subtracdo), j& mencionado na pagina 13.
Percebem-se dois pares de operacOes e respectivas inversas; no entanto, nota-se também a
auséncia da radiciacao (a operacdo inversa da exponenciagdo). Esta omissdo pode ser explicada
gramaticalmente pelo fato de a radiciacdo ser expressa por uma palavra formada por
circunfixagdo (como visto na Subsecédo 1.1.1), processo que consiste em circundar parcialmente
ou totalmente uma palavra ou locucéo. Assim, ndo ha davida de que ao efetuar esta operacéo,
é necessario antes determinar o valor expresso pelo identificador que o circunfixo indicativo de
raiz envolve. Por exemplo, na expressdo “v2 + 77, temos “a raiz quadrada da soma de 2 com
77, € ndo necessitamos usar o critério PEMDAS, visto que o circunfixo envolve a locugao “2 +
77, ndo restando davidas de que, primeiramente € preciso resolver a adi¢do, para posteriormente
solucionar a radiciacdo. Esta e outras explicacfes mais detalhadas sobre o criterio PEMDAS
sdo dificeis de serem encontradas em materiais didaticos, o que dificulta em se obter mais
informacdes, por exemplo, a respeito da origem desse critério?.

Observamos que a letra “P”, na sigla PEMDAS, indica que as operagdes entre parénteses
(caso existam) devem ser as primeiras a serem resolvidas, ja que os parénteses visam identificar
um dos operandos de uma determinada operacdo (CUNHA; VELASCO, 2020), que é escrito
na forma de identificador. Porém, em expressdes com mais de um par de parénteses, por mais
que os escrevamos em ordem decrescente de tamanho (dos mais exteriores para 0s mais
interiores), pode ocorrer uma dificuldade de visualizacdo (comprometendo assim a
interpretacdo, principalmente em sala de aula, onde a diferenca entre os tamanhos pode nédo
ficar tdo nitida). Por isso, usualmente substituem-se os parénteses por colchetes (ha sua segunda
utilizacao) e por chaves (na terceira e demais utilizagdes), facilitando assim o seu entendimento

e sem alterar o seu sentido (OTTES, 2016). Por exemplo, na expressio “10 +
(12 — (5 +13 x4+ 2)))” ¢ possivel substituir alguns dos seus parénteses por colchetes e

chaves, obtendo a nova expressio “10+ {12 —[5+ 13 x (4 = 2)]}”, sendo esta mais

agradavel visualmente, que ainda é sindnima a original; ambas indicam a soma de 10 com 0

21 O grupo de estudo Mategmatica esta em constante estudo sobre este critério, com um ponto de vista
gramatical, j& tendo apresentado alguns resultados (CUNHA; VELASCO, 2020).
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valor que corresponde a diferenca entre 12 e o valor identificado pela soma de 5 com um outro
valor; este ultimo, por sua vez, é o produto de 13 pelo quociente de 4 por 2. Assim, as duas
expressdes como um todo significam “a soma de 10 com a diferenca entre 12 e a soma de 5
com o produto de 13 pelo quociente de 4 por 2”.

Vale ressaltar que, como nem todos utilizam os colchetes e as chaves, estes sinais
graficos ndo estdo contemplados na sigla “PEMDAS”. Uma maneira de os considerar como
integrantes do critério, é alterando o significado da letra “P” para pontuacédo, englobando assim
tanto parénteses quanto colchetes e chaves.

O critério PEMDAS é utilizado, entre outras situacdes, para a resolucdo de expressoes
aritméticas?®?> que envolvam operacBes de estruturas distintas (aditiva e multiplicativa),
denominadas estruturas mistas (ARRAIS, 2006). Porém, em expressdes formadas apenas por
uma das operagdes ndo associativas (subtracdo, divisdo e potenciacéo), € possivel que uma
pontuacdo mal utilizada altere seu significado.

Nesse sentido, expressdes com apenas subtragdes (ou apenas divisdes), mesmo sem
pontuagdo, possuem um significado unico, devido ao critério da “ordem em que aparecem”.
Como visto, neste critério, temos que a resolucdo das expressdes com operacGes do mesmo
nivel de prioridade segue a ordem da esquerda para a direita. Por exemplo, “a diferenga entre a
diferencaentre 13 e 5, e 3”, se escreve “(13 — 5) — 3”. Porém, devido a convencdo da “ordem
em que aparecem”, podemos omitir a pontuacdo, o que ndo interfere na interpretacdo da
expressdo. Sendo assim, neste caso, a pontuagdo é considerada um pleonasmo?. Logo, a
expressdo ndo pontuada “13 — 5 — 3” também representa a situagdo descrita inicialmente. Por
outro lado, a pontuacdo é fundamental para se escrever a frase “a diferenga entre 13 e a
diferenga entre 5 e 3”; ou seja, “13 — (5 — 3)”.

O mesmo tipo de discussdo pode ser feito com respeito a divisdo. Novamente devido ao
critério da “ordem em que aparecem”, expressdes como “32 -+ 8 + 2” possuem um sentido
claro, significando o quociente de um valor por outro, sendo este também um quociente. Em
particular, essa expressao significa “o quociente do quociente de 32 por 8, por 2”; sendo,
portanto, sinbnima de “(32 + 8) + 2”. Caso a expressao seja pontuada de modo inadequado,
obtemos “32 + (8 + 2)”, que ndo possui o sentido da expressdo original. Neste caso, seu

significado ¢ “o quociente de 32 pelo quociente de 8 por 2”.

22 Este assunto é apresentado aos alunos no inicio do Ensino Bésico, mesmo néo estando presente na Base
Nacional Comum Curricular.

23 Figura de linguagem que indica “a repeti¢do de um termo ja expresso ou de uma ideia ja sugerida, para fins de
clareza ou énfase.” (BECHARA, 2009, p. 495).
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No Ensino Bésico, o critério PEMDAS e 0 da “ordem em que aparecem” ndo sao
geralmente justificados de modo claro. Desta forma, as prioridades entre as operagdes séo
passadas de geragdo em geragdo, como uma “crenga”. Acredita-se que isto se deva a uma falta
de questionamento sobre determinados procedimentos, sendo estes apresentados de uma forma
mecénica, automatica.

Alguns autores (como BENDER, 1962), afirmam que ndo h& uma justificativa
matematica para a prioridade entre as operacdes, e consideram que a adocdo do critério
PEMDAS se deu com o intuito de facilitar o ensino das expressdes aritméticas, sem a utilizacéo
de uma grande quantidade de parénteses, colchetes e chaves (isto é, utilizando-se menos
pontuacéo), para uma maior clareza.

A reducdo da utilizacdo da pontuacdo, devido a existéncia das regras de prioridade, é
percebida quando escrevemos a seguinte frase: “a soma do produto de 2 por 5 com o produto
de 3 por 7”. Desconsiderando inicialmente o critério PEMDAS, esta frase se escreve
“(2x5)+ (3x7)”, pois se trata de uma soma em que as parcelas S&o identificadores
locucionais, na forma de produtos. Porém, considerando o critério PEMDAS, nédo existe a
necessidade da utilizacdo da pontuacéo, pois sabemos que a multiplicacao tem prioridade sobre

a adicdo. Logo, a expressdo
2Xx5+3x7 (1)

estd correta, sendo mais clara e sinbnima a anterior, porém, com uma quantidade menor de
caracteres.

Por outro lado, pontuando-se a expressdo (1), de modo inadequado, da forma
2 x (54 3) x 7, obtemos uma expressao com significado distinto do anterior, pois esta
corresponde a um produto sucessivo de trés fatores, em que o segundo deles é uma soma.

A alteracdo no significado de uma expressao, por meio de uma pontuacdo, também
ocorre em sentencas envolvendo outras operacdes, além da adicdo e da multiplicacdo. Por
exemplo, para escrever “o quadrado do quociente de 8 por 2”, observamos inicialmente que o
sufixo superior “2” (indicativo de quadrado), deve ser acrescido ao termo indicado (neste caso,
um quociente, que é um identificador). Sendo assim, uma pontuacao € necessaria, e escrevemos
“(8 + 2)*”. Caso a expressio fosse escrita (equivocadamente) sem a pontuacdo, teriamos “8 =+
227, que significa “o quociente de 8 pelo quadrado de 2”.

Um outro exemplo da mudanca de sentido de uma expressdo, devido a uma pontuacéo,
¢ a expressdo “p = q Ar”, lida como “q e r ocorrem a condi¢cdo de p”, tendo em vista a

prioridade da condicional sobre a conjuncdo (ver Apéndice B). Porém, com uma pontuagdo
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inadequada, obtemos uma expressao com sentido distinto da original. De fato, “(p = q) AT”
descreve uma conjuncdo (e ndo mais uma condicional), que significa “q ocorre a condi¢do de
p,er”.

Em certas sentencas matematicas, a utilizacdo inadequada da pontuacéo pode acarretar
em sentencas falsas. Diferentemente dos exemplos anteriores, onde houve mudanca de sentido
de expressbes aritméticas e légicas (com possiveis alteragdes de seus respectivos valores),
algumas alteracbes acarretam em frases incoerentes matematicamente, ou seja, frases que,
embora tenham um sentido claro, transmitem uma mensagem matematicamente incoerente.

Essa situagdo ocorre ao pontuar de modo inadequado a expressao “3 + 4 x 5 = 23”.
Nota-se que ela estd gramaticalmente correta, e, devido ao critério PEMDAS, seu significado é
claro: “a adi¢do de 3 com o produto de 4 por 5 resulta em 23” (ou equivalentemente “a soma
de 3 com o produto de 4 por 5 € igual a 23”). Além disso, essa expressdo também esta
matematicamente correta, visto que a locuc¢dao no primeiro membro da igualdade é de fato um
identificador de 23. Porém, com uma pontuacéo da forma “(3 + 4) X 5 = 23”, obtemos uma
expressdo gramaticalmente correta, e 0 seu significado é “a multiplicagdo da soma de 3 com 4,
por 5, resulta em 23” (ou equivalentemente “o produto da soma de 3 com 4, por 5, € igual a
23). Entretanto, esta expressdo ndo esta matematicamente correta, visto que a locugdo no
primeiro membro da igualdade indica um identificador de 35, e ndo de 23, como antes.

Como visto, a auséncia de pontuacdo, ou uma pontuacéo incorreta, pode nao refletir o
sentido desejado, o que ocorre ao escrever algumas definicdes geométricas. Por exemplo,
lembramos que um conjunto é dito convexo quando o segmento que liga quaisquer dois de seus
pontos estiver contido nesse conjunto. Para exprimir essa defini¢do, em linguagem matematica,
devemos utilizar a estrutura “:-- | ---” (pagina 25) em que o objeto em questdo € um conjunto
(denominado> aqui C) e a propriedade que o caracteriza é a convexidade (detalhada a seguir).
Como o segmento que liga quaisquer dois de seus pontos esta contido em C, escrevemos “A, B €

C > AB c C”. Portanto, a frase
C|(A,BeC=ABc ()

significa que o conjunto C é convexo. Nota-se aqui a utilizacdo da pontuacdo para destacar a

propriedade de convexidade. Caso ndo a utilizassemos, obteriamos a expressdo

C|ABEC=>ABcCC,

24 Neste caso, 0 conjunto C é nomeado por uma letra cursiva, pois se trata de um conjunto genérico de pontos em
Geometria.
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que ndo admite um sentido claro, pois esta ¢ uma expressdo do tipo ““-- = ---”, em que
“C|A,B € C” ndo tem sentido geométrico.

Ao longo desta se¢édo, vimos que a pontuacgdo pode alterar o sentido de uma sentenca,
ou, se empregada de maneira incorreta, transformar a sentenca em uma frase incoerente
matematicamente. Porém, a pontuacdo utilizada de maneira correta, torna determinadas
sentencas, ndo pontuadas e incoerentes matematicamente, em expressdes que admitem um
sentido claro e correto, do ponto de vista matematico. Este € precisamente o assunto da préxima

secao.

2.3 Correcgao de expressdes matematicamente incoerentes

Inicialmente, lembramos que frase € toda construcdo comunicativa de sentido completo
(TUFANO, 2005). Sendo assim, uma frase em linguagem matematica € uma expressao que
possui algum sentido matematico (sendo este matematicamente coerente ou ndo). Por exemplo,
as sentengas “2 X 5 = 10" ¢ “3 4+ 8 = 12” sdo duas frases, pois possuem pelo menos um
significado matematico claro (a saber, por exemplo, “0 produto de 2 por 5 é igual a 10” ¢ “a
soma de 3 com 8 ¢ igual a 127, respectivamente). Nesse caso, a primeira é coerente do ponto
de vista matematico (pois, de fato, o resultado da multiplicacéo de 2 por 5 € igual a 10), mas a
segunda ndo é coerente matematicamente (pois o resultado da adicéo indicada nao vale 12).

Vale ressaltar que, se uma expressdo nao possui significado matematico algum (isto e,
se ela ndo é uma frase), entdo, em particular, ela ndo € matematicamente coerente. Por exemplo,
consideremos a expressao “3 U — 7 «”, formada pelas palavras da linguagem matematica “3”
(o numeral trés), “U” (o operador de unido), “—" (o operador légico de condicional), “7” (o
numeral sete) ¢ “co” (infinito)). Embora todas as palavras utilizadas para compd-la possuam
um significado claro (quando analisadas separadamente), quando as reunimos para formar essa
sentenca, ndo é possivel identificar um significado matematico para a expressao como um todo.
Portanto, ela ndo constitui uma frase, sendo, portanto, matematicamente incoerente.

Nesse sentido, tratamos, nesta secdo, de expressdes matematicas (que podem ser frases
ou ndo), que sdo matematicamente incoerentes, e que podem ser corrigidas por meio de uma
pontuacao adequada. Vale ressaltar que nem toda sentenca pode ser corrigida desta forma. Por

exemplo, a expressdo do paragrafo anterior (“3 U — 7 ©”) ndo admite forma alguma de



42

pontuacdo que sequer a transforme em uma frase (quanto mais, em algo matematicamente
coerente). Por sua vez, a expressao “3 4+ 8 = 12” (que, conforme vimos, ja ¢ uma frase)
também ndo pode ser pontuada de modo a torna-la coerente do ponto de vista matematico.

Notamos que, expressdes que podem ser corrigidas por meio de uma pontuacéo ja foram
tratadas neste trabalho. Por exemplo, como vimos (péagina 42), embora a expressdo

C|ALBEC=>ABc?C

ndo possua sentido matematico claro (ndo sendo, portanto, matematicamente coerente),

podemos pontué-la da forma
C|(A,BeC=ABc ()

de modo a obter uma frase coerente do ponto de vista matematico.

Consideremos agora a expressdo “2 + 3 X 4 = 20”. Notamos que ela é uma frase (visto
que possui um significado; por exemplo, “a soma de 2 com 0 produto de 3 por 4 é igual a 20™)
e € matematicamente incoerente (pois 0 primeiro membro da igualdade corresponde a um
identificador de 14, e ndo de 20). Porém, podemos corrigi-la, com o uso da pontuacdo, da forma
“(2 +3) x4 =207, obtendo uma nova frase, desta vez, matematicamente correta.

Como outro exemplo, consideremos a e b duas constantes reais desconhecidas, e M
uma matriz, e analisemos a expressao “a + bM”. A palavra “bM” possui um significado claro,
a saber, “0 multiplo escalar da matriz M segundo a constante b”, que ¢ uma certa matriz. Sendo
assim, a expressdo dada possui um significado, a saber, “a soma da constante a com o multiplo
escalar da matriz M, segundo a constante b”. Porém, essa frase ¢ matematicamente incoerente,
visto que a operacdo de adicdo de uma constante real com uma matriz ndo esta definida.

Por outro lado, sendo a multiplicacdo de um escalar por uma matriz uma operacéo bem
definida, é possivel corrigir esta frase, de modo a obter uma nova, que tenha um sentido
matematicamente coerente. Para isso, basta pontua-la de forma que a soma seja entre as
constantes a e b (e ndo mais entre a e uma certa matriz). Em outros termos, a expressao “(a +
b)M” (que significa “o multiplo escalar de M, segundo o fator multiplicador a + b”), além de
possuir um sentido claro (sendo portanto uma frase), ela € matematicamente coerente. Para

ilustrar o exemplo anterior, consideremos:

2 8 1

a=3b=4e M= 3 o gl

Substituindo estes valores na sentenca original, (a saber a + bM) e realizando o produto

do escalar b pela matriz M, obtemos:
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3+4[§ g ;]=3+[182 302 240]'

Nota-se que, como ndo esta definida a adicdo de um escalar por uma matriz (conforme
dito anteriormente), esta Ultima expressdo é matematicamente incoerentes, ndo sendo possivel
identificar seu valor.

Por outro lado, com estes mesmos valores de a, b e M, a locugdo (a +b)M é

matematicamente coerente, e seu valor corresponde a matriz:

2 8 1

2 8 1 281]_1456 7]_

B+4) 3 0 5017121 0 35

|=7

Esta situacdo (“a + bM™) é similar a expressdes que envolvem adi¢do e multiplicacdo
de vetores por um escalar. De fato, em a + bil, observamos a soma de uma constante real a
com um vetor (identificado por bii, isto ¢, um maltiplo escalar do vetor i); no entanto, esta
operacdo (adigdo de um numero real com um vetor) também néo esta bem definida. De forma
analoga, a multiplicagdo de um escalar por um vetor &€ uma operagdo bem definida. Assim, é
possivel igualmente corrigir esta expressao, por meio de uma pontuacgéo, destacando a soma
dos nlmeros reais a e b, obtendo assim a expressdo matematicamente coerente “(a + b)u”,
cujo significado é “o maltiplo escalar de i, segundo o fator multiplicador a + b”. Ha outros
casos analogos aos apresentados, ao substituirmos a matriz ou o vetor por objetos matematicos
para 0s quais nao esteja bem definida sua adigdo com uma constante, como por exemplo, uma
funcdo qualquer.

Em determinados contextos, ao escrevermos defini¢des ou propriedades em linguagem
matematica, € necessario o uso da pontuacao para que seja possivel ler e interpretar a sentenca
matematica da maneira correta, como ja visto. Diferentemente dos casos em que a ndo utilizacao
da pontuacdo gera sentencas falsas, analisados na Se¢éo 2.2, em certas sentencas a auséncia da
pontuacdo acarreta em uma proposicdo ou sentenca sem sentido matematico. Este € o caso, por
exemplo, ao escrever, sem nos atentar a pontuacéo, a propriedade (com respeito a mediatriz®)

“Os pontos pertencentes a mediatriz de um segmento sao equidistantes de seus extremos.” COMO
m,AB | m L AB,mn AB = {M},AM = MB,P € m = d(P,A) = d(P, B). )

Na sentenca acima, temos uma expressdo do tipo “:-- = --+”, como ja apresentado na

pagina 26. Por sua vez, seu primeiro membro possui a estrutura “--| -+ (pagina 25), em que 0

%5 embramos que a mediatriz de um segmento é a reta que o intersecta perpendicularmente em seu ponto médio.
Tal definicdo se escreve, em linguagem matematica, como: m, AB | m Ll AB,mnNAB = {M},AM = MB.
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que sucede a palavra “|” corresponde a relagdes e propriedades com respeito aos objetos que a
precedem. Porém, neste caso, “P € m” ndo tem relagdo com os objetos “m” e “AB”, ndo sendo
possivel, portanto, identificar o significado geométrico da expresséo como um todo.
Consequentemente, (2) é matematicamente incoerente.

Por outro lado, uma pontuacdo pode ser acrescentada a essa expressao de modo a
corrigi-la, obtendo uma nova expressédo com o significado desejado. Com efeito, consideremos
agora a seguinte frase:

(m,AB |m L AB,mn AB = {M},AM = MB),P € m = d(P,A) = d(P, B). (3)

Esta nova sentenga ainda possui uma estrutura do tipo “:-- = ---”, relacionando duas
expressdes. Nesse caso, 0 primeiro membro indica duas informacdes: que m é a mediatriz do
segmento AB, e que P é um ponto em m. Por sua vez, o segundo sinaliza que o ponto P esta a
mesma distancia de A e de B (0s extremos do segmento AB), sendo, portanto, equidistante
destes dois pontos. Como a mediatriz de um segmento & um conceito matematico para o qual
ndo existe uma palavra que o represente, uma pontuacao se faz necessaria para que possamos
identifica-la na frase como uma unidade de sentido.

Observamos ainda sentencas que ndo apresentam um sentido claro, mas que nao seguem
0 modelo apresentado inicialmente (de operacGes ndo definidas ou de conceitos que néo
possuem representacdo prépria na linguagem matematica). Um exemplo é o caso, em
determinadas situacdes, em que se deve exprimir no¢des de funcbes correlacionadas com as de
inverso. Para entendermos 0s possiveis erros, ao escrevermos tais expressdes, que geram uma
sentenca sem sentido, precisamos compreender a notacao de inverso.

De modo geral, dados uma operagdo de natureza multiplicativa®® * (interna em um
conjunto C com determinada estrutura algébrica e que admita um elemento neutro u para essa
operacdo) e um elemento ¢ € C, o inverso de ¢ com respeito a * € um elemento d € C (caso
exista) tal que ¢ = d = d * ¢ = u. Neste caso, nomeia-se 0 elemento inverso pelo acréscimo do
sufixo superior “—1” a seu nome. Em outros termos, a palavra “c~1” significa “o inverso de c”.
Por exemplo, caso “a” seja um numero real, “M” seja uma matriz e “f” seja uma fungao, 0S
seus inversos (caso existam) sdo nomeados “a™1”, “M~1” ¢ “f =17 respectivamente.

Particularmente em relacdo as fun¢des, a nocdo de inverso pode estar associada a propria
funcdo, ao elemento de seu dominio ou a imagem de um elemento. Nesse sentido, a palavra

“f~1(x)” significa “a imagem de x pela inversa de f”, e pode ser escrita sempre que f for

%6 Multiplicacdo de nlimeros reais e de matrizes, e composicdo de fungdes sdo exemplos de operagGes de
natureza multiplicativa.
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invertivel e x pertencer ao dominio da inversa de f. Por sua vez, “f(x~1)” indica “a imagem

do inverso de x por f”, e tem sentido quando x possuir inverso, pertencente ao dominio de f.

Por fim, a palavra “( f (x))_l” significa “o inverso da imagem de x por f”, que pode ser escrita
sempre que x pertencer ao dominio de f, e que f(x) possuir inverso. Nota-se, neste Gltimo
caso?’, uma pontuagao é utilizada, pois o sufixo superior “—1” deve ser adicionado a f(x), uma
palavra em notacdo funcional. Vale ainda ressaltar que essa pontuagdo ndo é facultativa, ndo
podendo portanto ser omitida, sob pena de se escrever a palavra f(x)~!, que ndo possui um
significado matematico. Esta expressdo configura, portanto, mais uma sentenca do tipo sem
sentido e matematicamente incoerente, mas que, se corrigida por meio de uma pontuagéo
adequada (da forma (f(x))~1), admite um sentido claro e coerente matematicamente. Este

ualtimo exemplo é apenas um caso particular de uma situacdo mais geral:

0 acréscimo de sufixos superiores a expressdes em notacéo funcional deve

ser precedido de pontuacéao.

Sendo assim, por exemplo, para exprimir “o quadrado do determinante da matriz A”, “o
cubo da distancia entre dois pontos A e B” e “o complementar do plano determinado pelos

pontos A, B e C”, por meio de uma notacdo funcional, uma pontuacdo é necessaria, €

escrevemos “(det(A))Z”, “(d(4,B))> e (pl(A, B, C))C, respectivamente.

-1 . . N ~ .. .
27 Notamos que a palavra (f(x))  possui dois pares de parénteses com fungdes distintas: os mais externos
constituem uma pontuacdo e os internos comp&em parte da notacdo funcional, ndo configurando, portanto,
pontuacéo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao iniciarmos nosso estudo pela pontuacdo em lingua portuguesa, notamos diferentes
situacBes onde uma frase necessita ser pontuada, seja por virgulas, ponto, reticéncias, parénteses
ou qualquer outro tipo de pontuacdo. Porém, mesmo com uma diversidade de sinais gréficos, a
sua grande maioria € utilizada com o intuito de dar clareza e coesdo a um texto; mas vale
ressaltar que cada tipo de sinal grafico possui suas préprias regras de aplicacdo. Foi visto que,
em linguagem matematica, a pontuacdo também é utilizada com o mesmo intuito: dar clareza a
sentencas matematicas, evitando assim possiveis ruidos na transmissdo da mensagem. Ao
estudarmos os caracteres que indicam pontuacgdo, em linguagem matematica, percebemos que
alguns séo utilizados com a mesma funcao da lingua portuguesa; séo eles: a virgula e o ponto e
virgula (empregados para separar termos de uma lista) e as reticéncias (aplicadas com o intuito
de indicar a continuagéo de uma listagem). Contudo, o enfoque deste trabalho séo as pontuacées
da linguagem matematica realizadas aos pares (parénteses, colchetes e chaves), sendo utilizadas
para evitar ambiguidades e interpretacfes equivocadas, e corrigir, em determinados casos,
sentencas incoerentes matematicamente, evitando assim possiveis problemas na comunicacao.
Identificamos, ao longo do estudo, varias regras de pontuacao, e que sao revisitadas a seguir.

Durante nosso estudo da gramatica da linguagem matematica, notamos a ocorréncia de
dois tipos de ambiguidade: a estrutural (ocasionada pela forma com a qual a frase foi construida)
e a lexical (devido a presenca de palavras homénimas ou polissémicas). Esta ultima, como
vimos, nao pode ser resolvida com o auxilio de uma pontuacédo. Por sua vez, a estrutural, em
determinados casos, pode ser evitada com o0 uso de uma pontuacdo adequada. Isto posto,
identificamos que frases que sdo constituidas por mais de uma operacao, para as quais nao
existe preestabelecida uma regra de prioridade, necessitam de uma pontuacao (pagina 36). Por
exemplo, a expressdo “A — B N C” é ambigua, ndo sendo possivel identificar o seu significado,
devido a auséncia de prioridade entre as operacOes de diferenca e de intersecdo de conjuntos.
Entretanto, ap0s uma pontuacéo adequada, obtemos expressées com sentidos claros: “A — (B N
C)” (“a diferenca entre A e a intersecdo de B com C”) ¢ “(A— B) N C” (“a intersegdo da
diferenga entre A e B, com C”).

Ainda em relagdo a expressdes que envolvem operacdes, notamos que frases compostas
por uma mesma operacao ndo associativa, que ocorra mais de uma vez, e para a qual nao
exista preestabelecido um critério do tipo “ordem em que aparecem”, necessitam de pontuagéo

(pagina 37). Por exemplo, a expressdo “A — B — C” é ambigua, ndo sendo possivel identificar
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0 seu significado, pois a diferenca de conjuntos é ndo associativa, e ndo esta estabelecido um
critério do tipo “ordem em que aparecem”. Entretanto, apos uma pontuagdo adequada, obtemos
expressoes com sentidos claros: “A — (B — C)” (“a diferenca entre A e a diferenca entre B e
C”) e “(A — B) — C” (“a diferenga entre a diferenca entre A € B, e C”).

O acréscimo de afixos a palavras ou locucgdes, em certos casos, deve ser precedido de
pontuagdo. Em particular, identificamos que palavras ou locugdes escritas em forma de
notacdo funcional necessitam de uma pontuacéo, para que seja acrescido um sufixo superior
(pagina 47); a auséncia de uma pontuacdo origina uma palavra sem sentido matematico. Por

exemplo, ao escrevermos o “quadrado da medida do segmento AB”, utilizando a notagéo

funcional, devemos pontuar, isto €, “(m(AB))Z”; neste caso, sem a pontuacao, formariamos
“m(AB)?”, que ndo possui sentido matematico. Uma outra regra identificada envolvendo afixos
e pontuacao nos diz que ao acrescentar repetidas e seguidas vezes afixos de mesmo indicativo,
€ necessaria uma pontuacao (pagina 31). Por exemplo, “a transposta da transposta de uma
matriz A” se escreve “(AY)”.

Outro caso onde a pontuacao se faz necessaria €¢ em determinadas sentencas envolvendo
conceitos matematicos para os quais ndo had uma palavra correspondente em linguagem
matematica. Nesse caso, sentencas envolvendo tais conceitos, e que estejam em uma listagem,
necessitam de pontuacdo, para identificarmos o objeto que esta sendo tratado (como no
exemplo envolvendo a secancia de planos, na pagina 30).

Ao fim do trabalho, ao analisarmos 0s casos em que a pontuacdo é necessaria, tivemos
a confirmacdo de que, assim como na lingua portuguesa, a auséncia ou uso incorreto de uma
pontuacdo, em linguagem matematica, ocasiona graves problemas na maneira de se comunicar,
interferindo na leitura e na interpretacdo. Observamos que nao basta sabermos escrever varios
termos ou conceitos em linguagem matematica; uma pontuacdo incorreta ou sua auséncia pode
alterar totalmente o significado de uma frase ou até transforma-la em algo matematicamente
incoerente. Por outro lado, uma frase pontuada corretamente torna um texto mais claro, o que
facilita tanto a compreensdo do leitor a respeito do assunto nele tratado quanto seu aprendizado
sobre o tema, principalmente em turmas de Ensino Béasico onde as maiores dificuldades, dos
alunos, estdo presentes na interpretacdo de conceitos matematicos.

Este trabalho revelou a importancia da pontuacdo em linguagem matematica,
identificou algumas de suas regras, e abre o horizonte para que outras situa¢fes sejam avaliadas

e novas regras sejam identificadas.
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APENDICE A - Sinais graficos de pontuacio versus letras

Durante este trabalho, analisamos as situagdes em que parénteses, colchetes e chaves
sdo sinais graficos utilizados para pontuar. Porém, ha casos em que estes figuram como letras
em linguagem matematica, bem como alguns dos sinais graficos de pontuacdo da lingua
portuguesa.

Lembramos que a pontuacdo na lingua portuguesa é feita com o uso de, dentre outros
sinais graficos, ponto (.), virgula (), ponto e virgula (;), dois pontos (:), ponto de exclamacéo
(M), ponto de interrogacgdo (?), reticéncias (...), aspas (“ ) e parénteses ( () ). Alguns destes
simbolos figuram como letras do alfabeto da linguagem matemaética, a saber, o ponto de
exclamagio (1), os dois pontos (:), 0 ponto () e o ponto e virgula?® (;), como detalhado a seguir.

O ponto de exclamacéo (!), em linguagem matematica, € um sufixo que indica o fatorial

(quando afixado ao nome ou a um identificador de um nimero natural) ou a unicidade (quando
adicionado ao quantificador existencial “3”). Caso seja adicionado a um ndmero natural n,

como em “n!”, ele indica “o fatorial de n”, e seu valor é determinado por:
n-1
nX(n—1)x(n—-2)x---x3x2x1,o0useja, nn—i.
i=0
Por outro lado, quando adicionado ao quantificador existencial “3”, forma a palavra “3!”, que

significa “a existéncia e a unicidade” de algo. Por exemplo, a expressado
AlmeZ|n+m=m+n=nVnel,

significa que o elemento neutro (denominado aqui m) da adicéo de inteiros existe e € Unico.
Por sua vez, os dois pontos (:) séo usualmente empregados para escrever razdes entre

grandezas (frequentemente utilizada na representacao de escalas). Nesse sentido, a razéo entre

dois nimeros reais x e y (com y ndo nulo) pode ser escrita como “x : y” (ou®® g) Ha ainda trés

outras utilizacBes para os dois pontos: em uma locucdo que descreve uma funcdo, em uma
estrutura que descreve um objeto matematico por meio de uma ou mais equacdes, e na descricao
de proposigdes légicas compostas. Um exemplo do primeiro caso é “f:A - B”, onde f

corresponde ao nome de uma funcgéo de dominio A e contradominio B. Quanto ao segundo caso,

28 O ponto e virgula é considerado letra, quando visto como uma palavra sinénima de “|”.

B A palavrai é um termo polissémico que, além de indicar fracdo e razdo, pode também significar quociente (o
mesmo que x =+ ).
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uma reta r pode ser descrita, por meio de sua equacéo cartesiana, pela expresséo r: 2x + 3y =
12. Por fim, uma proposic¢do légica composta pode ser descrita, por meio das proposi¢des
simples que a formam, como em “P(p,q):p V q”. Nestes Ultimos casos, 0s dois pontos sdo
utilizados como um separador entre 0 nome da funcao (ou da reta, ou da proposic¢ao) e algumas
de suas caracteristicas (dominio e contradominio, no caso de funcéo; a equacao, no caso da reta;
e as proposicdes simples que constituem a composta).

Em relagdo ao ponto (.), h4 duas aplicagdes: em numerais com mais de uma classe
numeérica, e como 0 nome do operador de multiplicacdo (mais recomendado em expressdes
algébricas). Em ambos 0s casos, 0 ponto ndo tem a fungéo de pontuacdo. No primeiro caso (isto
é, em numeros formados por mais de uma classe numérica), sua funcdo € separar as classes,
podendo ser ou ndo utilizado, ja que sua auséncia ndo altera o significado da palavra; sua
presenca permite maior distin¢do entre as classes, dando portanto mais clareza a palavra. Por
exemplo, a palavra “34.562” (que significa “3 dezenas de milhar, 4 unidades de milhar, 5
centenas, 6 dezenas e 2 unidades simples”) possui duas classes numéricas, sendo lida como
“trinta e quatro mil quinhentos e sessenta ¢ dois”, sendo portanto sinénima de “34562”. Vale
ressaltar que, nessa utilizacdo, o ponto deve ser escrito alinhado abaixo em relacdo aos
algarismos que compdem o numeral. No segundo caso (isto €, como operador de multiplicagéo,
no Algebrés, em substituigdo ao operador “X”), esta letra deve figurar centralizada, como em
“a - b”, que significa entdo “o produto de duas constantes reais desconhecidas”. Vale ressaltar
que as locugbes a - b, a X b e a palavra ab sdo sinénimas e significam “o produto de a por b”.
No entanto, ao descrever a operacdo de multiplicacdo, deve-se utilizar apenas as locucdes,
tendo em vista que ab indica tdo somente o resultado (o produto). Em outros termos, a X b €
um identificador de ab (CUNHA; VELASCO, 2019). Por exemplo, a X b = c significa tanto
“o produto de a por b é igual a ¢ quanto “a multiplicacdo de a por b resulta em c”.

Determinados sinais graficos utilizados aos pares para pontuar em linguagem
matematica (parénteses, colchetes e chaves) sdo, em certas situaces, também considerados
letras, tendo em vista que fazem parte da formacdo de algumas notagdes (como apresentado na
Subsecdo 1.1.2). Além desses, sdo tratados a seguir outros casos em que parénteses e chaves®
ndo sdo utilizados em uma pontuacao.

Em relacdo aos parénteses, o Unico caso identificado, até o0 momento, é na descricdo de

um plano, em Geometria. Por exemplo, a palavra “(ABC)” significa “o plano determinado por

30 Nao foram identificadas, até o presente momento, situagdes em que os colchetes ndo sejam utilizados como
pontuacdo, além das nota¢Bes sequencial e matricial.
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trés pontos ndo colineares 4, B e C” (ou, equivalentemente, “o plano determinado pelo triangulo
ABC”). Neste caso, os parénteses constituem um circunfixo, adicionado a palavra ABC, que
significa “triangulo de vértices A, B e C”’.

Por fim, quanto as chaves, durante o estudo da notacdo sequencial, vimos que uma de
suas utilizacbes é na descricdo de um conjunto, delimitando a lista de seus elementos; como
exemplo, citamos C = {amarelo, azul,vermelho} e P ={..,—6,—4,—-2,0,2,4,6,...}.
Porém, em particular, os elementos destes conjuntos podem ser descritos por meio de uma
propriedade que os caracteriza, comum a todos, ndo formando assim uma notacgao sequencial.
Para descrever um conjunto a partir de uma certa propriedade, € utilizada a estrutura “--|--+”
(tratada na pagina 25), que justamente relaciona um objeto (ou uma lista de objetos) a suas
propriedades. Desta forma, considerando que os elementos de C correspondem as cores
primarias, tem-se que {x | x é cor primaria} é uma outra forma de descrever o conjunto C. De
modo analogo, observando que os elementos de P correspondem aos numeros inteiros pares,
{n € Z|3 k € Z,n = 2k} descreve precisamente o conjunto P. Observamos que, nestes casos,
as chaves nao constituem pontuacéo. Vale ressaltar que nem todo conjunto pode ser descrito
por meio de uma propriedade comum a seus elementos.

Particularmente, os lugares geométricos, por serem conjuntos constituidos exatamente
pelos pontos que possuem uma determinada propriedade (MUNIZ NETO, 2013), sdo descritos
de maneira similar a que viemos de apresentar. Por exemplo, fixados um ponto O e uma
constante real positiva r, a expressao {A | d(4,0) = r} (ou seja, 0 conjunto de todos 0s pontos
A que distam r de 0) descreve a circunferéncia de centro O e raio r (em Geometria Plana), e a
esfera de centro O e raio r (em Geometria Espacial).

Chaves sdo ainda utilizadas para agregar um grupo de sentencas que descrevem um
anico objeto, como no caso de uma funcdo por partes, um sistema de equacdes ou ainda
equac0es reduzidas de uma reta no espaco), exemplificados a seguir.

x+1, x<1 X+2y—z=38

f(x)={ 2% x>1° 4x+y=g er:{
X =

y=2x+5
z =-3x+2"
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APENDICE B — Prioridade entre as operacdes logicas

Reunimos neste apéndice algumas nocoes basicas da Ldgica que sdo utilizadas ao longo
do texto. N&o temos, entretanto, o intuito de detalhar tal conteddo, mas sim, de relembrar
algumas nomenclaturas e conceitos importantes para a compreensdo dos exemplos abordados
no texto e que tratam especificamente deste tema.

As proposicdes logicas simples sdo nomeadas por letras minusculas do alfabeto latino,
geralmente p, g e r. Por sua vez, as proposi¢cdes logicas compostas sdo nomeadas por letras
maiusculas do alfabeto latino, usualmente P, Q e R (CUNHA; VELASCO, 2019).

Existem cinco operaces logicas, enumeradas a seguir, com as respectivas palavras que
as descrevem em linguagem matematica; séo elas: a negacéo (~), a conjuncao (A), a disjungéo
(Vv), a condicional (-) e a bicondicional («). Sua ordem de prioridade segue a seguinte regra:
primeiramente operam-se as negacgdes, posteriormente, as conjuncdes e a disjungdes, seguidas
das condicionais para, por fim, operar as bicondicionais (evidentemente, sempre que estas
operacgdes ocorrerem numa expressao dada).

De acordo com essa ordem de prioridade, sempre que uma expressao ndo pontuada for
constituida por operacfes de niveis de prioridade distintos como, por exemplo, “~p A q”
(constituida por uma negacdo e uma conjuncao), ndo ocorre duvida quanto a sua interpretacao;
como a negacao é operada primeiramente em relacdo a conjuncéo, esta proposi¢do corresponde
a “conjuncdo da negacédo de p com q”.

Por sua vez, ainda de acordo com as regras de prioridade estabelecidas, as operagdes de
conjuncéo e disjuncdo tém mesmo nivel de prioridade, e ndo existe definida, nesse caso, uma
regra do tipo “ordem em que aparecem”. Sendo assim, como visto no texto (pagina 36),
expressoes do tipo “p A q Vr” sdo ambiguas, necessitando portanto de uma pontuagdo para
serem compreendidas.

Apds pontuar essa sentenca, obtemos duas expressdes distintas: “(p Aq) Vr”, uma
disjuncao entre uma proposicdo composta (identificada por p A g ) e uma simples (nomeada
r); ¢ “pA(qVr)”, uma conjuncdo de uma proposi¢do simples (nomeada p) com uma
composta (identificada por g v r). Essas duas expressdes podem até mesmo possuir valores
I6gicos distintos, conforme ilustra o proximo exemplo. Consideremos as seguintes proposi¢oes

simples:

p: A UERJ é uma universidade privada;
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q: Buenos Aires é a capital do Brasil;
r: O nimero 3 é impar.

Antes de analisar os valores l6gicos de (p Aq) Vr e p A(q V r), precisamos verificar
os valores légicos das proposicoes simples p, g e r. A proposicdo p € falsa, visto que a UERJ
(Universidade do Estado do Rio de Janeiro) ¢ uma universidade puablica; por sua vez, a
proposicdo g também ¢é falsa, pois Buenos Aires é capital da Argentina; finalmente, a
proposicao r € verdadeira, ja que 3 é de fato um namero impar.

Com base nessas informagdes, notamos que, como r tem valor l6gico verdadeiro, uma
disjuncao de qualquer proposi¢do com r também tem valor I6gico verdadeiro. Em particular,
(p A q) v r tem valor logico verdadeiro. Por sua vez, como p tem valor I6gico falso, uma
conjuncéo de p com qualquer proposicdo também tem valor l6gico falso. Consequentemente,

p A (q v r) tem valor ldgico falso, valor este diferente do da expressdo anterior.





