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RESUMO

SILVA, A, M. Modelos cosmoldgicos aplicados a teoria de Bergmann—Wagoner com
condigoes iniciais naturais. 2018. 141 f. Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica
Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2018.

Algumas teorias escalar-tensoriais contém em sua acdo um termo cosmoldgico re-
presentado por uma fun¢ao A(¢), que generaliza uma constante cosmolégica. A variagao
dessa funcao pode ser usada para explicar a inflacdo cosmica durante o Universo Primor-
dial e, a0 mesmo tempo, a expansao acelerada observada hoje. A teoria de Bergmann-
Wagoner acrescenta a Relatividade Geral um campo escalar que pode ser interpretado, no
frame de Jordan, como ¢(t) = G~!, transformando a “constante” gravitacional G, em uma
variavel. Observacoes indicam que a equacao de estado para a energia escura é w ~ —1,
todavia, esses estudos nao descartam a possibilidade de w # —1, sendo compativel com
a funcdo cosmoldgica em substituicao a constante. Por outro lado, observacoes indicam
que qualquer variacao atual da constante gravitacional é limitada por \G /G| < 107 Byr=L.
Na primeira parte desta tese, foi modelado um campo ¢(t) que respeita a variagdo de G
observada e gera uma fungio cosmoldgica A\(¢) que possui um valor “grande” préximo ao
Big Bang e depois decai. Este comportamento geraria a inflacdo durante o Universo Pri-
mordial e também seria compativel com as observagoes atuais que indicam A ~ 1022 t,~2.
Na segunda parte, a funcao cosmoldgica e o parametro de Hubble foram modelados de
forma que A(t) < t72 e H(t) < ™!, e o comportamento dos pardmetros cosmoldgicos e as
possiveis consequéncias para a evolugdo do Universo foram estudados. Foram encontra-
das as solugoes gerais para os casos sem matéria e espacialmente plano, e implementados
integradores para resolver as equagoes diferencias na presenca de matéria e curvatura. As
condigoes iniciais utilizadas foram definidas para que os parametros cosmolégicos tenham
valores“naturais” proximos ao Big Bang.

Palavras-chave: funcdo cosmologica. teoria de Bergmann—Wagner. campo escalar.



ABSTRACT

SILVA, A, M. Cosmological models applied to Bergmann-Wagoner theory with natural
initial conditions. 2018. 141 f. Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica
Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2018.

Some scalar-tensor theories contain in their action a cosmological term represented
by a function A\(¢), that generalizes a cosmological constant. The variation of this function
can be used to explain the cosmic inflation during the Primordial Universe and, at the
same time, the accelerated expansion observed today. Bergmann-Wagoner’s theory adds
to General Relativity a scalar field that can be interpreted, in the frame of Jordan, such
as ¢(t) = G™1, transforming the gravitational “constant' G into a variable. Observations
indicate that the state equation for dark energy is w &~ —1, however, these studies do not
rule out the possibility of w # —1, being compatible with the cosmological function in
place of the constant. On the other hand, observations indicate that any current variation
of the gravitational constant is bounded by the inequality |G'/G| < 10~ yr~!. In the first
part of this thesis, a field ¢(¢) which respects the variation of G observed is generated
and generates a cosmological function A(¢) which has a value “big” next to Big Bang
and then decays. This behavior would generate inflation during the Primordial Universe
and would also be compatible with the current observations indicate A ~ 10722 ¢,72
In the second part, the cosmological function and the Hubble parameter were modeled
so that A(t) o< 72 and H(t) « t~!, and the behavior of the cosmological parameters
and the possible consequences for the evolution of the Universe were studied in these
models. We found the general solutions for the cases with no matter and spatially flat,
and implemented integrators to solve the equations differences in presence of matter and
curvature. The initial conditions used were defined so that the cosmological parameters
have “natural” close to Big Bang.

Keywords: cosmological function. Bergmann-Wagoner theory. scalar field.
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INTRODUCAO

O surgimento da cosmologia moderna aconteceu gracas, principalmente, a duas
descobertas realizadas no inicio do século XX. A primeira delas, A teoria da Relatividade
Geral (RG) publicada pelo pesquisador alemao Albert Einstein (1) em 1915 contendo uma,
descricao geométrica da gravitacao e de como aplica-la no entendimento da dinamica do
Universo. E a segunda, realizada alguns anos depois em 1929 pelo astronomo americano
Edwin Hubble! (2) que através de observagoes feitas por ele mesmo e por outros pes-
quisadores demonstrou que as galaxias afastavam-se de um observador com velocidade
proporcional a distancia entre o observador e a propria galdxia, sugerindo assim, um
Universo em expansao progressiva.

As observagoes de Hubble (3) no telescopio Monte Wilson em 1924 mostraram que
a nebulosa de Andréomeda era na verdade, um sistema estelar com dimensoes semelhantes
a0 nosso, confirmando as intuicoes filosoficas de Kant que no final do século XVIII esculpiu
a expressao “Universos-ilhas"para descrever as nebulosas ainda naquela época. Um pouco
antes disso, em 1912, o astronomo norte americano Vesto Slipher (4) descobriu que as
linhas espectrais das estrelas na nebulosa? de Andrémeda apresentava um deslocamento
para o azul, indicando que a galaxia estava aproximando-se com velocidade relativa de 300
km/s. Ele realizou o mesmo trabalho durante 20 anos com diversas galaxias diferentes e
percebeu que a maioria delas apresentava deslocamento espectral para o vermelho ou seja,
um afastamento relativo. Slipher também percebeu que, quanto menor era a luminosidade
da galaxia e portanto mais distante, maior era o deslocamento espectral para o vermelho.
Apoiado nestas e outras observacoes feitas por ele, Hubble postulo seu principal trabalho,
a chamada lei de Hubble, um passo enorme para a fisica e a astronomia naquele momento.

A concepcao de um Universo em expansao como sugeria a lei de Hubble era, na
época, um problema natural oriundo de um senso comum entre os cientistas que acredi-
tavam que o Universo era estatico. Até mesmo Einstein (5) foi levado a modificar suas
equagoes acrescentando a chamada constante cosmologica de forma a equilibrar a atracao
gravitacional, muito bem descrita pela RG original a uma espécie de forga repulsiva deter-
minada por essa constante de modo a adaptar sua teoria a ideia de um Universo estético,
este modelo ficou conhecido como Universo Estatico de Einstein. A ideia no entanto, foi
abandonada por apresentar grande instabilidade. Observagoes subsequentes, dentre elas,
as do proprio Hubble, ja demonstravam, de forma inequivoca, que o Universo estd em

expansdo. O holandés Willem de Sitter (6) em 1917, apoiado nos estudos de Einstein,

L H4 provas que Lemaitre j4 havia calculado a constante Hubble em 1927.

2 Nesta época, Slipher ainda pensava que a galdxia de Andrémeda era uma nebulosa préxima a Via
lactea.
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propds um modelo cosmolégico onde o Universo era completamente vazio de matéria e
dominado por uma constante cosmoldgica positiva. Esse modelo foi concebido a partir da
ideia de que os efeitos gravitacionais da distribuicao de matéria eram irrelevantes frente
a repulsividade decorrente de uma determinada constante cosmoldgica. O Universo de
de Sitter, como é conhecido, apresenta um crescimento exponencial, condizente, a priori,
com os dados observacionais da época.

Durante a segunda década do século 20, o pesquisador russo Alexander Friedman
(7, 8) e o padre belga George Lemaitre (9, 10), demonstraram que a equacao de Einstein
pode descrever um Universo nao estatico independentemente do acréscimo da constante
cosmolégica. As chamadas equagoes de Friedman, deduzidas em 1922-1924, foram uma
extensao do modelo Estatico de Einstein e resultaram em um Universo em expansao
com curvatura positiva em um primeiro artigo e com curvatura negativa em um segundo
artigo. Seus resultados passaram relativamente desapercebidos pela comunidade cientifica
da época, ainda muito ligada ao modelo estatico. Em 1927 Lemaitre chegou aos mesmos
resultados encontrados por Friedman. Ele propos que o Universo estava inicialmente
comprimido em um tnico atomo, o atomo primordial. Este atomo se fragmentou em uma
quantidade descomunal de pedacos que por sua vez se fragmentaram em outros pedagos
menores até formarem a configuracao atual do Universo.

As descobertas de Hubble viabilizaram a descri¢ao das caracteristicas do Universo
em grande escala através da RG, utilizando as galaxias e ndo mais as estrelas proximas.
A partir destes conceitos, o britdnico Edward Milne (11) nos anos 1930, estabelece o
chamado principio cosmoldgico que segundo o qual, o Universo em expansao deve ser
necessariamente homogéneo e isotrépico. Isso significa que em um determinado instante,
diversos observadores em pontos distintos terao as mesmas interpretagoes do Universo.
Obviamente, esse conceito nao se aplica em um contexto local, ou seja, o principio cosmo-
légica sé se manifesta em grandes escalas. Observagoes davam conta de que em escalas
superiores a 100 Mpc o Universo era bastante homogéneo, corroborando assim com o prin-
cipio cosmolégico. Howard Robertson (12, 13, 14) em 1935-1936 ¢ Arthur Walker (15) em
1937, demostraram através de geometria Riemanniana que o elemento de linha associado
aos resultados de Freidman e Lemaitre é o Uinico que respeita o principio cosmologico
defendido por Milne. Robertson explora as propriedades fisicas e matematicas do espaco-
tempo. Walker, por sua vez, descreve a métrica na forma usualmente conhecida.

Na década de 40 dois modelos conflitantes do Universo foram propostos quase
que simultaneamente: em 1946 George Gamow (16) publicou o primeiro de uma série
de artigos que resultaria na atual teoria do Big Bang; em 1948 Bondi e Gold (17) e,
independentemente, Fred Hoyle (18) propuseram um modelo estacionario do Universo em
expansao em que a densidade é mantida constante pela criagao continua de matéria. Esse
impasse somente seria resolvido vinte anos depois. O nome Big Bang foi sarcasticamente

dado por Hoyle em uma série de debates sobre Astronomia no programa de radio da BBC,
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intitulado The Nature of Things, os textos foram publicados em 1950.

Gamow associou a ideia de Lemaitre de um Universo inicialmente denso a sua
visdo de altas temperaturas primordiais como uma “fornalha atémica'capaz de formar
os nucleos de todos os elementos quimicos. Em 1948, Gamow, seu aluno de doutorado
Ralph Alpher e Hans Bethe (19) publicaram os resultados de seus célculos e confirmando
que, até certo ponto, estavam corretos. Depois dessa publicacao surgiram na literatura
cientifica muitos artigos (ver resumo em Peebles e Peebles (20)) com modificagoes e refi-
namentos dos calculos. E necessdrio comentar que a abundancia dos elementos quimicos
mais leves no Universo como um todo comecou a ser desvendado pelos estudos de Gamow
e seus contemporaneos, essa abundancia é consequéncia direta da expansao. Estimativas
atuais apontam que a massa visivel do Universo é aproximadamente 73% composta por
Hidrogéneo, 23% por Hélio e 2% composta por todos os outros elementos quimicos.

O artigo mais importante daquela época foi o artigo de Alpher e Herman de
1948 (21). Eles perceberam que, no contexto do hot Big Bang, a radiacao que per-
meava o Universo Primordial deveria apresentar um espectro de corpo negro quando em
equilibrio térmico com a matéria e que podiam estimar como a expansao teria diminuido
as frequéncias da radiagdo, e por consequéncia a sua temperatura, permitindo estimar o

seu valor hoje. No fim deste artigo eles escrevem:
“..encontra-se que a temperatura atual do Universo é em torno de 5K

Em artigos subsequentes, as temperaturas previstas variavam de acordo com a mu-
danga nos métodos e abordagens adotadas pelos autores: em 1949 Alpher e Herman (22)
revisaram sua previsao para 20K; em 1953 e 1956 (23, 24, 25) Gamow estimou a tempe-
ratura em 7K e 6K respectivamente.

Em 1964 — 1965 Penzias e Wilson (26) detectaram radiacdo isotrépica com uma
temperatura de (3,5 + 1)K, e Dicke et al. (27) interpretaram a observa¢ao como sendo
uma assinatura do hot Big Bang, a Radiacdo Césmica de Fundo (RCF). Curiosamente
essa radiacdo j& tinha sido detectada em pelo menos duas ocasides anteriores por Emile
Le Roux em 1955 (28) (embora haja controvérsia sobre seus resultados), que reportou um
valor de (3+2)K, e por Tigran Shmaonov em 1957 (29), que encontrou radiagao isotropica
com uma temperatura de (4 £ 3)K, mas em nenhum dos casos a associagao crucial com a
RCF foi feita.

A descoberta do RCF vem ao encontro da teoria do hot Big Bang, que prediz um
Universo inicialmente muito quente e denso, dominado por radiagdo que se esfriou em
consequéncia da expansao, possibilitando assim o surgimento das particulas elementares
e posteriormente dos nucleos de elementos quimicos mais leves, a chamada nucleossintese
Primordial. A RCF foi, historicamente, o “tiro de misericérdia” nas teorias estaticas e

estaciondrias defendidas por Hoyle e Narlikar (30). No inicio dos anos 1970, os livros de
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referéncia, Weinberg (31) por exemplo, ja tratavam a teoria do Big Bang como “Modelo

Padrao” da cosmologia.
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1 COSMOLOGIA

1.1 Principio Cosmolégico e o Modelo Padrao

As estrelas sao distribuidas no espago de forma muito irregular, geralmente con-
centradas em galdxias, que por sua vez, agrupam-se formando conglomerados de galaxias.
No estudo do Universo em larga escala é, porém, necessario desprezar essas heterogenei-
dades locais. Baseado nesta ideia, duas hipoteses sao consideradas para o entendimento
do Modelo Padrao, a validade da RG em larga escala e o conceito de homogeneidade e
isotropia do Universo, ou seja, nao existe nenhuma observador privilegiado no Universo
e as suas caracteristicas sdo as mesmas em qualquer dire¢ao. Isso significa que, embora
existam grandes aglomerados de matéria em estrelas, galdxias e grupos de galaxias, a
densidade média de matéria é constante em escalas maiores que 100Mpc.

Hoje, existem muitas razoes para reconhecer que o modelo homogéneo e isotropico
da, em termos gerais, uma descricao adequada nao apenas ao estado atual do Universo
mas também a uma parte notavel da sua evolucao. A propriedade fundamental do modelo
¢ o seu carater nao estacionario. Nao ha duvidas, que a propriedade do Universo em
expansao da uma justa explicacdo ao fendmeno fundamental do deslocamento para o
vermelho. A homogeneidade e isotropia do espaco significam, que se pode escolher um
tempo do Universo tal que a cada instante a métrica do espaco seja idéntica em todos os
pontos e em todas as diregoes.

A homogeneidade implica que a métrica tridimensional, sem considerar por ora
a dependéncia temporal, deva ser correspondente a um espago com curvatura constante

onde o tensor tridimensional de Riemann R;j; ¢ dado por:
Rijie = K (Vij Y — Yir Vi) (1)
fazendo a contracao dos indices i e k:
Ry = —2K7;. 2)

J4 a isotropia denota uma simetria esférica para o elemento de linha tridimensional
tal que:
di? = f(r)dr? + g(r)(d6? + sin? 0dp?), (3)

sem perda de generalidade g(r) =72 e f(r) = e*") ja que f(r) > 0. R;; tem componentes:

N N -
RH = —, R22 = COSSGCQQ, R33 =1+ 4 26
r

+e?, (4)
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comparando com a equagao (3) e reescalonando r como 1’ = K/|K|r:

dr?

2=
1 — kr?

+ r?(df? + sin® 0d¢?), (5)

onde k deve ter, necessariamente, os valores de —1, 0 ou 1 de acordo com a curvatura do

Universo. Acrescentando a dependéncia temporal a di? tem-se:

dr?
1—kr?

dI* = a(t) + 72(d6? + sin® 0d¢?) | , (6)
onde a(t) é o fator de escala.

Essa é uma métrica de um espaco tridimensional cujo “diametro" varia com o
tempo mas se mantém homogéneo e isotrépico. Por fim, escolhendo como coordenada
temporal o tempo medido por observadores coméveis (o tempo césmico) que, segundo o

principio cosmologico é o mesmo para todos, a métrica Friedman-Lemaitre-Robertson—

Walker (FLRW) ¢é dada por:

dr?

2 2 2

+ r?(d§? + sin® 9d¢2)] : (7)
Embora a equagao (7) seja a forma mais comum da métrica FLRW na literatura,
outras formas sao tteis para analisar determinados aspectos do Universo e sua evolugao.

A forma conforme da métrica é descrita como:

dr?
1 —kr?

ds* = a*(n) [an - — 72(d6? + sin® 9d¢2)1 ) (8)

onde o tempo conforme, 7, é definido como:

=[5 )

Obtém-se outra forma 1til da métrica (em coordenadas comoveis normalizadas)

fazendo r = sin y no caso k = 1. O intervalo assume a forma:
ds* = dt* — a*(t) [dx2 + sin® y(d@? + sin® 0d¢2)} . (10)
A métrica para os demais valores de k pode ser encontrada definindo:

siny, k=1

fx) = X, k=0, (11)
sinhy, k=-1
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assim, tem-se:

ds? = dt* — a’(t) [dx® + f2(x)(d6” + sin® 0dg?)| . (12)

1.2 Redshift Cosmolégico

O desvio espectral z, é um pardmetro que mede a altera¢ao na frequéncia/comprimento
de onda de um sinal luminoso observado em funcao da velocidade relativa entre a fonte

emissora e o receptor. Este indice é dado por:

1+2z=", (13)

e

> | >

onde A, e A, sdo respectivamente os comprimentos de onda da luz emitida e recebida.
Quando a fonte emissora e o receptor se aproximam relativamente, h4 um aumento na
frequéncia da onda recebida em relagao a onda transmitida, o chamado desvio para o azul.
Por sua vez, quando elas se afastam, hd uma diminui¢do na frequéncia, o desvio para o
vermelho ou redshift. Este desvio pode ter trés causas distintas: o efeito Doppler; a perda
de energia do sinal emitido devido ao proprio campo gravitacional da fonte; a expansao
do Universo. Desconsiderando as duas primeiras hipdteses, é necessario fazer uma analise
cuidadosa do redshift cosmologico no contexto do Modelo Padrao.

Considera-se um sinal de luz emitido em um ponto do espaco com coordenadas
(te,7e, 0, 0), que é recebido por um observador comével localizado em (t,., 7, 6, ¢). Devido
a homogeneidade do espaco-tempo, pode-se escolher, sem perda da generalidade, r,. = 0.
Como um sinal de luz apresenta uma equacio geodésica nula, ds? = 0, as geodésicas que
passam por 7, = 0 sdo aquelas em que 6 e ¢ sdo constantes. Por isso df = d¢ = 0. Assim,

através da métrica de FLRW ¢é possivel mostrar que:

[ =L e = e = w

onde o sinal significa que o raio de luz aproxima-se do observador. Por sua vez, emitir
ondas sucessivas em um intervalo de tempo 0t curto o suficiente para que a(t) ndo mude

de valor significativamente, faz com que a equagao (14) torne-se:

tr+0tr ¢ re dr
/te+5te a(t) - /0 Ny = f(re)- (15)

Assim, fazendo a diferenga entre (14) e (15) é possivel mostrar que:
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Como o comprimento de onda da luz é dado por \ = cdt, pode-se concluir que a equacao

que define o redshift torna-se:

14,=2
Z = .
a(t6>

(16)

1.3 Lei de Hubble

Inicialmente sugerida por George Lemaitre em 1927. A lei de Hubble foi posterior-
mente proposta por Edwin Hubble e Milton Humason em 1929 a quem lhe é obviamente
atribuida. Ela é dada por:

v = D,Hy, (17)

onde v ¢ a velocidade de afastamento, D), ¢ a distancia propria e Hy ¢ a chamada constante

de Hubble. H, tem dimensoes de t~! e é definida como:

(18)

onde tg é o tempo presente. A lei de Hubble pode também ser apresentada através do
redshit, expandindo este parametro em série de Taylor:
(I(to) 1
z = — 1= — 1= to—teH(), 19
O R T AT 1)

onde (to — t.) ¢ a distdncia prépria D, em unidades naturais.

A lei de Hubble mostra que o Universo esta se expandindo, e a constante de Hubble
representa a taxa desta expansao. Se o Universo estd se expandindo é razoavel imaginar
que, em algum ponto no passado, ele deve ter comecado como uma singularidade. Essa é
a ideia original da famosa teoria do Big Bang. A lei de Hubble foi construida avaliando
aspectos fisicos de galdxias proximas a Terra e, por isso, é valida apenas para pequenas
distancias. Fazendo a expansao em série de Taylor em torno de t; do fator de escala,

a(te) La(to)
a(to) (t —to) +

2 a(to)
Os termos de ordens superiores ao termo de primeira ordem descrevem a diferenca

tem-se:

a(t) = a(ty) |1+ (t—to)? +---

entre a lei de expansao verdadeira e a aproximacao feita por Hubble. O termo de segunda

ordem é associado ao chamado parametro de desaceleragao ¢ definido como:

i(to) a(to)

o = —W, (20)
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Figura 1 - Valores medidos para a constante de Hubble.
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Legenda: Parte Superior—Algumas medidas independentes para Hp; Parte
inferior—Convergéncia para o valor tipico Hy = 72.
Fonte: FEEDMAN et al, 2001, p. 62. (32) Adaptado pelo autor.

tornando o fator de escala:

1
a(t) = a(to) |1+ Ho(t —to) — iqug(t —t0)2+ .|

Uma das mais recente medigoes da constante de Hubble foi publicada em novembro
de 2016 pela The Hy Lenses in COSMOGRAIL’s Wellspring Collaboration (HOLICOW) (33),
com o valor de Hy = 71, 9f§jékm/ s/Mpec. E interessante observar a evolucio do valor da
constante durante este um século de desenvolvimento:

Como a constante de Hubble tem dimensao de ¢! pode-se estimar, porém de forma
pouco rigorosa, a idade do Universo. Esse parametro é definido como tempo de Hubble

ty, outro parametro importante que pode ser calculado a partir de Hy é o raio de Hubble.
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Tabela 1 - Algumas medigoes da constante de Hubble durante os anos.

Hy(km/s/Mpc) Grupo de Pesquisa Publicacao

Y6 Lemaitre 1927
530 Hubble 1929
180 Humason et al. 1956
50+ 4,30 Sandage et al. 1976
7248 Telescopio Hubble 2001
77,6115 Chandra 2006
71,04+ 2,5 WMAP 2010
67,3 +1,2 Missao Planck 2013
71,9013, HOLiCOW 2016

Legenda: Chandra X-Ray Observatory (Chandra); Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe (WMAP)
Fonte: HUMASON et al, 1956, p. 97 (34); SANDAGE et al, 1976, p. 7 (35);
FREEDMAN et al, 2001, p. 47 (32); BONAMENTE et al, 2006, p.
25 (36); JAROSIK et al, 2011, p. 14 (37) e ADE et al, 2013, p. 1 (38).

Os valores mais atuais para o tempo e o raio de Hubble? sdo respectivamente:

1
ty = — ~ 4,29 x 10! s ~ 13,61 Gyr,
Hy

4y = — ~1,29 x 10% m ~ 4,18 Gpc.
Hy

1.4 Equacgoes de Friedman

A partir das equacoes de Einstein aplicadas a métrica FLRW, as componentes do

tensor e o escalar de Ricci sao respectivamente:

3 Utilizando a medi¢io HOLICOW e a velocidade da luz de ¢ =299.799.458 m/s.
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3a

ROO a ) ( )
ai + 242 + 2k

_ 22

Rll 1 _ k?"Q ) ( )
Roy = 7r*(ad + 2a* + 2k), (23)
R33 = Sin2 0R22, (24)

. .2 k
R — —¢ aa + CEQ + ' (25)

a

Por sua vez, o tensor energia-momento 7" é caracterizado como um fluido perfeito:

T,w/ = (,0 + p)UuUV — PAuv, (26)

onde p ¢ a densidade de energia, p é a pressao de matéria e U é a quadri-velocidade, com

UrU, = 1. As componentes covariantes do tensor energia-momento sao:

pa’

ma T22 = pa27 T33 = T22 SiIl2 6. (27)

Too=p, T =

As componentes 00 e 11 das equagoes de Einstein sao:

a? kA 8«

BT 28
st a3 = gp (28)
a a® k

As equagoes para Gay € (33 830 equivalentes a equagao (29). Subtraindo a equagao (29)

pela equacao (28) tem-se:
a A 4
Z_-__ 2" ). 30
i 5 (p+3p) (30)
Equagoes (28) e (30) geralmente sao chamadas de equagoes de Friedman. Derivando (28)

e substituindo em (30) é possivel mostrar que:
) a
p+3p+p)-=0. (31)

Esse resultado também pode ser deduzido através da lei de conservacao do tensor energia-

momento, V,T* =0
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1.5 Equacgoes de Estado

O Universo ¢é tratado como um sistema termodindmico, cuja matéria é descrita
por um fluido perfeito. Por isso, é mister que sejam propostas relacoes, chamadas de
Equagoes de Estado, entre os parametros que o caracterizam. No contexto cosmologico,

as equagoes de estado usadas geralmente tém a forma:

p(p) = wp, (32)

onde w é uma constante que define a natureza deste fluido.
Substituindo (32) na equacdo da conservagao do tensor energia-momento (31),
verifica-se que:
p(a) = ppa~ 0+, (33)

onde py ¢ uma constante. No contexto cosmologico, trés equagoes de estado sdao particu-
larmente relevantes:

(i) w = 1/3, associado a matéria ultrarrelativistica, as vezes chamada de “radiagao”;
(ii) w = 0, que descreve matéria nao relativistica, ou “poeira”, associado tanto a matéria
barionica quanto a matéria escura fria;

(iii) w = —1, que descreve tanto uma constante cosmologica quanto um campo escalar
constante.

As formas de p para cada valor de w sao respectivamente:

o,
pla) =1 ppa (34)

Py

As constantes de proporcionalidade p5, pi e pj sdo atribuidas & radiacio, poeira e cons-
tante cosmoldgica respectivamente. Apesar da notagdo, py ndo ¢ incluido na densidade da
energia, p, na equagao (28). Porém, transferindo-se o termo com a constante cosmolégica
para o lado direito dessa equacao, é possivel associar o A a uma densidade de energia

equivalente dada por:
A A
pO - 87T

No hot Big Bang, toda a matéria no Universo ¢ inicialmente ultrarrelativistica, e

(35)

a radiacdo domina o perfodo inicial do Universo. A medida que o Universo expande, a
matéria resfria e torna-se nao relativistica. A densidade de energia associada & poeira
decai mais rapidamente do que a densidade associada a radiagao e, ap6s um determinado
tempo, a matéria passa a dominar. Como o decaimento de p" e p™ sao proporcionais a
3

a~* e a3 respectivamente, a evolucao de a(t) sugere que, em algum momento, a constante

cosmoloégica, passe a dominar o Universo.
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Em uma abordagem realista, é mais correto admitir a coexisténcia dos trés fluidos

que compoe o Universo, por isso:

p=p"+p"+pt (36)

1.6 Evolucao do Fator de Escala

Utilizando a equacao de Friedman (28), em um Universo com curvatura k = 0 e
sem constante cosmologica, tem-se:
8T
H? = —p. (37)
3
A densidade critica, p., é definida como a densidade para a qual o Universo hoje teria

curvatura identicamente zero:

3H?
Pe = S—WO. (38)
Com base em p, define-se os pardmetros de densidade total, Q%" e de fluidos individuais
como: R
Qo= gzl guP" a_ P (39)
Pe Pe Pe Pe

Estes valores fazem parte da lista dos parametros cosmoldgicos, uma relagao de grandezas
fisica observadas por pesquisadores. Assim, pode-se reescrever a densidade de energia em
termos de Q%' e também em termos do pardmetro de densidade dos tipos de matérias

que compdem o Universo, de forma que:
H? = HIQ"" = H2(Q" + Q™+ QM). (40)

Para o caso mais geral com k # 0 tem-se:

k

Q= (all)?

= QFt 1, (41)

onde o parametro QX é a chamada “densidade de curvatura'. A partir deste resultado é
possivel constatar a relagdo entre a curvatura do Universo representada por k e a densidade
de energia:
(i) Q" <1 — k = —1 (Universo aberto);
(ii) Q**=1— k=0 (Universo plano);
(iii) Q** > 1 — k£ =1 (Universo fechado).

Dados observacionais atuais de RCF e de supernovas com alto redshift mostram
que Q%' hoje em dia é aproximadamente 1, compativel com um Universo espacialmente

plano. Utilizando a equagao de Friedman (28) com k = 0, pode-se mostrar que a solugiao
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Figura 2 - Evolugdo do fator de escala para os trés valores de k.

t
Fonte: CARVALHO, 2005, p. 23. (39) Adaptado pelo autor.

geral para a(t) é:
a(t) oc t2/30+w), (42)

Obviamente, essa equagao nao é valida quando w = —1, que corresponde a equagao
de estado para uma constante cosmolégica. Porém, com p™ e p" iguais a zero, p = 0

em (28) e fica evidente que:

H(t) = \/§ = a(t) x eV, (43)

Esse resultado é extremamente importante pois mostra o carater exponencial da
evolugao do Universo quando dominado por uma constante cosmolégica e também fun-
damenta as teorias ditas inflacionarias durante o Universo Primordial. Assim, o fator de

escala evolui particularmente para cada tipo de fluido como:

t2, w=1/3,
a(t) < § 33, w=0, (44)

Vi =1

Y

1.7 Evolugao Térmica do Universo

O modelo de um Universo em expansao naturalmente leva a supor que a evolugao

tenha ocorrido a partir de uma singularidade inicial. Como foi visto, a propria dinamica
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do fator de escala sugere que a singularidade tenha ocorrido em ¢ = 0. Além disso, se o
Universo é composto por uma combinacao de trés tipos distintos de fluido, é evidente que
em cada periodo evolutivo, se tenha caracteristicas termodinamicas associadas a domina-
¢ao de cada um, por isso é razoavel supor que houve uma evolucao térmica distinta para
cada uma das era.

Durante a era da radiacdo, a densidade de energia p* é proporcional a a=*, durante

a dominacao da matéria p™ é proporcional a a3

e na era dominada pela constante cos-
molégica. p* é constante. Partindo desta premissa e com base nas equacdes (16), (33) e
(39) pode-se reescrever os parametros de densidades dos trés tipos de fluidos em termos

do redshift cosmolégico de forma que:

Q1 +2)%, w=1/3
() ={ WA +2)? w=0, (45)

b, w=—1,

onde o indice zero representa valores de hoje em dia para os parametros de densidade.
O pardmetro de densidade Q%" atual pode ser calculado levando em conta que o
valor do redshift medido hoje em dia é z(tg) ~ 0. Segundo o grupo de pesquisa Planck

com dados de 2013 (38) a contribui¢ao de cada tipo de fluido em Qf* é:
Qo = QF + Q' 4+ Q) ~ 04 0,3183 +0,6817 ~ 1, (46)

cujos valores foram retirados da coluna best fit do conjunto de dados (Planck+WP). A
variacao deste valor é estimada por meio do parametro de densidade de curvatura dado

por ¥ cujo valor hoje em dia é:
Qf = —0,037°004,  (95%; Planck + WP). (47)

Estes resultados sao compativeis com o valor de curvatura do espaco-tempo k = 0, ou

seja um Universo espacialmente plano, embora & = +1 nao possam ser descartados.
Para o periodo de transicao de dominagao entre a radiacdo e matéria, define-se o

redshift z., que é encontrado dividindo-se os seus parametros de densidade destes dois

tipos de fluidos, tal que:

m

1 + Zeq = Qi(‘l)" (48)
0

também considerando o melhor ajusta aos dados publicados por Planck 2013, o redshift
desta transicao é:
Zeq = 3403,  (Planck + WP). (49)

Para valores de z > 2.4, o Universo ¢ dominado pela radiacao. Este periodo é comumente

chamado de Universo Primordial. A lei de Stefan—Boltzmann relaciona a densidade de
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radiacao de energia de um corpo negro com a sua temperatura, e tem a forma:
p(T) =oT*, o=5067x10°%Wm ?K™* (50)

onde a constante de proporcionalidade ¢ é chamada de constante de Stefan-Boltzmann.

4

Pela equagao (34), p* o< a=* e conclui-se que:

T(t) < a(t)™' = a(t)T(t) = constante. (51)

Outra relacao importante é a relagdo entre a temperatura e o tempo césmico.

Durante a época de dominacao da radiacdo, a o< t*/2, logo:
T(t) oc t~1/2, (52)

Os resultados acima indicam que o Universo Primordial apresentava altas tem-
peraturas, era denso, dominado pela radiacao, e que durante a sua evolucao inicial, a
temperatura diminuiu com o inverso do fator de escala a(t) até o momento em que a
densidade de energia dos fétons se tornou aproximadamente igual a densidade de energia
associada a matéria.

O periodo de transicao entre a matéria e a energia escura a dado através do redshift

ZA COMO:

m\ —1/3
1+2p = (&) = 2p ~0,29. (53)
0

note que esta transicao aconteceu logo apds o periodo de formacgao de discos galaticos,
em z ~ 1 — 2 (40).

1.8 Nucleossintese Primordial

Conforme a analise feita até este ponto, o Universo Primordial, com z > z., ~ 103,
era dominado por radiagdo, e a temperatura do Universo, T, era proporcional a a(t)™!.

Pela equacao (16) a temperatura em termos do redshift obedece:
T(z) x 1+ z. (54)

A sintese do niicleo dos elementos quimicos mais leves, a Big Bang Nucleosynthesis
(BBN), era extremamente sensivel as condigdes do Universo no periodo em que a tem-
peratura era em torno de 1MeV (z = 6 x 10%), que corresponde a aproximadamente um
segundo apo6s o Big Bang. Em temperaturas mais elevadas, as interacoes fracas eram em

equilibrio térmico, fixando assim a razao entre o densidade de néutrons n e o densidade



30

de prétons® p em n/p = e=%/T onde Q é a diferenca entre a massa de néutrons e prétons,

cujo valor é @ = 1,293MeV. A taxa de interconversao entre os néutrons e prétons é:
Cpesp ~ G217, (55)

onde G ~ 1,66 x 1075 GeV ™2 (hc)® é a constante de acoplamento de Fermi, enquanto a

taxa de expansao do Universo é:

H ~\/q.GT?, (56)

onde g, é o numero efetivo de graus de liberdade de particulas relativisticas, que determina

a densidade de energia da radiacao:

7T2

Y 57
=559 (57)
Conforme a temperatura diminui, I',.,, cai mais rapida do que a taxa de expansao, que

resulta na saida do equilibrio na temperatura:
Ty ~ (9.Gn/GE)YE ~ 1 MeV, (58)

A fragdo entre a densidade numérica de néutrons e prétons nesta temperatura é de n/p ~
1/6. Ap6s o desacoplamento, os néutrons sao livres para o decaimento beta, e a fragdo n/p
cai para ~ 1/7 no momento em que as reagoes nucleares come¢am. Um modelo analitico
simplificado do desacoplamento produz uma rela¢ao n/p com uma precisao de 1% (41).
As taxas dessas reac¢oes dependem da densidade numérica de barions, que geral-
mente é expressa normalizada em termos da densidade numérica de fétons provenientes
de radiagao de corpo negro como:
=, (59)

Ny

n

Com n., determinado pela temperatura da RCF atual, as abundancias dos elementos leves
podem ser explicada com um valor de 1 no intervalo (5,8 — 6,6) x 1071,

A nucleossintese comega com a formagao de Deutério (D) no processo:
pT+n << D+ 1.

No entanto a grande densidade de f6tons atrasa a produgao de Deutério (e outros
nicleos mais complexos) por fotodissociagao, até bem depois que a temperatura cair

abaixo da energia de ligacdo do Deutério, Qp = 2,23 MeV. A quantidade n~te=@r/T,

4 Nesta secdo, a letra p representa a densidade de prétons e nio a pressao.
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Figura 3 - Todos os possiveis processo de formacao dos niicleos dos elementos

mais leves durante a BBN.

Fonte: O autor, 2018.

isto é, o nimero de fétons por barion acima do limiar de fotodissociagao do Deutério,
cai abaixo da unidade em 7" ~ 0,1 MeV. Os nicleos podem entao formar-se sem serem

imediatamente fotodissociados. Apenas as reagoes:

D+p" < 3He + 7,

SHe +D < He +p™,

sao importantes, pois a densidade de matéria barionica tornou-se muito baixa neste época,
a maioria dos néutrons termina ligado ao elemento *He por causa da sua estabilidade.
Os elementos mais pesados nao se formam em quantidades significativas, parte por
causa da instabilidade dos niicleos atémicos com ntimero de massa iguais a 5 e 8 que
impede as reacoes n’ + ‘He, p* + *He e “*He + *He, e em parte por causa da barreira de

Coulomb que impede as reagoes:

SHe + “He <> "Li + v,

*He + *He <+ "Be + 1.

A figura 3 mostra o caminho para a formacao dos nicleos durante o Universo Primordial.
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Figura 4 - A abundéncia dos elementos quimicos ‘He, D,?He e "Li como

previsto pela Nucleossintese Primordial.
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Legenda: A largura das linhas demonstram uma confianca de 95%. As caixas
indicam as abundancias dos elementos de luz observados. A banda
vertical mais estreita indica o intervalo de concordancia entre a
densidade dos barions e a RCF, enquanto a banda mais larga

indica o intervalo de concordancia com a BBN, ambos com 95% de

confianca.
Fonte: PATRIGNANT et al, 2016, p. 380. (42) Adaptado pelo autor.

Assim, a fragdo de massa de *He, Y, = p(*He)/ps, pode ser estimada em:

_ 2(n/p)
p_1+n/p_o,25. (60)

1.9 Radiagdao Césmica de Fundo

Durante o Universo Primordial o fator de escala era muito pequeno e por con-
sequéncia, a densidade de energia era muito grande em comparacao aos dias atuais. Por
isso, o caminho livre médio de particulas era muito menor do que ¢é hoje fazendo com que
0 meio se encontrasse em equilibrio termodindmico. Com a expansao do fator de escala,
os fotons se esfriaram mais rapidamente do que as particulas nao-relativisticas e, em torno
de z = 3.300 (T =~ 0,79¢V) as densidades de energia da matéria e da radiacao (v e v)

se equipararam. Diminuindo ainda mais a temperatura até 0,26 eV, os nicleos e elétrons
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Figura 5 - Resultado do experimento FIRAS do satélite COBE.
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Fonte: MATHER et al, 1990, p. L39. (44) Adaptado pelo autor.

puderam se combinar formando os atomos de elementos quimicos neutros. Este periodo
ficou conhecido como a época da recombinacao, e ocorreu no periodo em que o redshift
era de aproximadamente z = 1088, segundo os resultados de Bennett et al, de WMAP
2013, (43).

A recombinacao é sucedida pelo ultimo espalhamento, uma época onde a taxa de
combinagao entre ntcleos e elétrons cai abaixo da taxa de expansdo. Neste momento, a
interacao entre os fotons e a matéria praticamente cessa, provocando o desacoplamento.
Com isso, originou-se o fundo de fotons de baixa energia que permeia o Universo com
espectro semelhante a um corpo negro. Segundo a lei de Wien, que relaciona o compri-
mento de onda, \,,.;, em que ocorre o maximo de emissao de um corpo negro com a

temperatura, 1"
AnaeT = 2,898 x 107°mK, (61)

Para um Universo em expansao, o comprimento de onda evolui proporcionalmente ao
fator de escala ou seja A & a, indicando que no passado os fotons provenientes da RCF

eram mais energéticos e, usando equacao (13):
T(z) = Ty(1 + ), (62)

onde Ty é a temperatura atual.

Em 18 de novembro de 1989, a National Aeronautics and Space Administration
(NASA) langou o satélite chamado Cosmic Background Explorer (COBE), para analisar
detalhadamente a RCF do Universo operando em uma faixa de micro-ondas.

Os dados observacionais do COBE mostraram que a RCF apresenta uma tem-
peratura de 2,725K, com uma frequéncia de pico de 160,4GHz, que corresponde a um

comprimento de onda de 1,9 mm. Uma outra caracteristica importante da RCF diz res-
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Tabela 2 - Histoéria térmica do Universo e seus principais eventos.

Evento tempo t  redshift = Temperatura T
Inicio da inflacao (7) 1072 - 10"GeV
Término da inflagao (?) 10732 - 1013GeV
Bariogénese (?) - - -
Transicao de fase eletrofraca 20ps 10%° 100 GeV
Transicao de fase QCD 20 ps 10*2 150MeV
Equilibrio térmico: v,v,e*,n e p* 10732 4 x 1010 10MeV
Desacoplamento de neutrinos 1s 6 x 10° 1 MeV
Aniquilacdo elétron-pésitron 6s 2 % 10° 500 keV
Nucleossintese (BBN) 3min 4 x 108 100keV
Igualdade de matéria e radiacao 71, Tkyr 3293 0, 79eV
Recombinagao/Desacoplamento dey  375kyr 1091, 64 0,2622eV
Re-ionizacao 482Myr 10,1 2,7 x 1073V
Igualdade energia escura-matéria 9Gyr 0,4 0,33 x 1073V
Dias de hoje (T = Ty = 2, 725K) 13, 74Gyr 0 0,23 x 1073V

Fonte: BENNETT et al, 2013, p. 46 (43); LIDDLE; LYTH, 2000, p. 35 (45) e BAUMANN,
2012, p. 40. (46) Adaptado pelo autor.

peito a isotropia: segundo os dados do COBE, tirando a anisotropia de dipolo devido
ao deslocamento préprio do sistema solar, a radiagdo é isotropica, com flutuagoes da or-
dem de 0T/T ~ 107°. Por mais que sejam pequenas, essas flutuacgoes sao relevantes pois
mostram que, na época do ultimo espalhamento, o Universo ja apresentava algum nivel
de inomogeneidade, que precisa ser explicada modificando, de alguma maneira, o Modelo
Padrao.

A tabela 2 mostra a evolugdo térmica associada a alguns eventos do Universo
Primordial até os dias de hoje. As interrogacoes apresentadas indicam os eventos que nao
podem ser explicados simplesmente pelo Modelo Padrao do Big Bang por isso ha muita
incerteza quanto aos valores das variaveis cosmoldgicas, Esses duvidas sao as principais
motivacoes para o desenvolvimento de novos modelos cosmologicos tais como os modelos

inflacionérios.

1.10 Distancias e Horizontes Cosmolégicas

Para introduzir o conceito de horizonte de particulas e horizonte de eventos, é

necessaria definir a distancia propria, D, que é a distancia entre dois eventos que ocorrem
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no mesmo valor do tempo césmico, t. Considerando a métrica FLRW, cuja isotropia
garante que nao haja direcao privilegiada, pode-se supor que os eventos estejam no mesmo
raio, com dfl = d¢ = 0. Outrossim, a homogeneidade permite considerar o observador em
r = 0. Colocando dt = df = d¢ = 0 na equagao (7), a distancia prépria entre r = 0 e

r =1, (a coordenada radial comével do evento observado) é dada por:

arcsin(re), k=1,

D,(t) = /OTE ds = a(t) /OTe \/% = a(t) Tes k=0, (63)

arcsinh(r,), k= —1.

Por outro lado, usando equagao (14) para um raio de luz, essa integral é equivalente a:

D nd 64
te) = a(t / .
() = afty) [ (64
Dispondo da definicdo de distancia propria, pode-se definir agora o chamado horizonte
de particulas. O horizonte de particulas Dy, representa a distancia comével que a luz
percorre do tempo t, = 0 até um observador em um tempo onde ¢, =ty . Essa distancia

é dada por:
to dt/

Diy = lim Dy(t,) = afto) /0 ot (65)

O horizonte de particulas é uma hipersuperficie no espaco-tempo que separa os
eventos observaveis dos eventos ainda nao observaveis, de forma que seu valor define
o tamanho do Universo visivel. E interessante descrever este horizonte em termo dos
parametros cosmologicos, a fim de estimar seu valor. Para isso utiliza-se as derivadas das
equagoes (16) em relacdo ao fator de escala, e a definicdo do pardmetro de Hubble para

que Dy, seja dado por:

to da >~ dz
th = a(to)/o W = 0 FZ)’ (66)

lembrando que z,(ty) ~ 0 e z.(t) — oo quando ¢t — 0. Por fim, utiliza-se as equacoes (40)
e (45) para determinar o horizonte de particulas em termos de Hy, QF, Q5 e Q) de forma

que:
1

~ Hy

onde w ¢é referente a constante cosmologica. Com os valores obtidos por Planck 2013

~1/2

Dh, /0 [+ 2)* + Q01+ 2)° + Q31+ 20 dz, (67)

(Qf = 0 e w~ —1) o horizonte de particulas é:

1 -1

Dy, =~ Ho/o [Qg“(l +2)3 + Qg} 2 dz ~ 14,4 Gpc. (68)

Outra importante distancia comével é o horizonte de eventos, que define a maior
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distancia comével a partir da qual luz emitida hoje possa chegar ao observador no futuro.
Pelo mesmo processo usado no calculo do horizonte de particulas, porém fazendo com que
2,(t) = —1 quando t — o0, o horizonte de eventos definido com Dy, = limy, 00 —[D,(10)],
logo:

Dy = - /O (1 +2)* + Q1+ 2)° + Q5 (1+ z)3“+w>}_1/2 dz (69)

he — HO 1 0 0 0 :

Como no caso do horizonte de particulas, o horizonte de eventos pode ser calculado com
os parametros cosmoldgicos observados, seu valor é: Dy, =~ 5, 1Gpc.

Outra forma de medir distancias em cosmologia ¢ através do fluxo luminoso de
objetos cujas luminosidades intrinsecas sdo conhecidas com algum nivel de confianca,
as chamadas velas padrao. Em distancias cosmolégicas, a vela padrao mais usada é a
supernova do tipo la. Uma supernova ¢ um evento astronémico que ocorre durante os
estagios finais da evolugao de algumas estrelas, que é caracterizado por uma explosao que
aumenta drasticamente a luminosidade da estrela em um curto espaco de tempo. O fluxo
luminoso de uma explosao de uma supernova observado pode ser usado para inferir a
distancia da estrela em relagao ao observador.

Considere uma fonte luminosa a uma distancia D; comdvel. Em um espacgo eucli-
diano estatica, a relacdo entre a luminosidade absoluta e o fluxo luminoso observado é

dado por:
L

F=——,
47t D?

(70)

com a distancia D; associada ao raio de uma esfera cujo centro coincide com a posicao da
fonte. Em um Universo FLRW porém, o fluxo luminoso sera diluido pela expansao.

No momento em que a luz alcanga a Terra, a area da esfera centrada em torno da
supernova é de 4w D? e a fracdo da luz recebida em um telescpio com &rea de abertura A
é, por consequéncia, A/4rD?. A taxa de chegada dos fotons é menor do que a taxa dos
fétons emitidos por um fator de 1/(1+ z). Por sua vez, a energia E, dos f6tons recebidos
¢ menor do que a energia E, dos fétons emitidos por um factor de 1/(1 + z). Por isso, a
formula adequada para o fluxo observado F' de uma fonte com luminosidade absoluta L

em um Universo espacialmente plano, segundo a métrica FLRW, é dada por:

B L B L (71)
S AmD2(1+2)2  AwrZa(te)?(1+ 2)%
A relagdo entre a distdncia de luminosidade e a distancia propria é:
D; = Dy(1+ z) = rea(to)(1 + 2), (72)

e por consequéncia, a distancia de luminosidade em termos dos parametros cosmolégicos
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Di(z.) = (1;;02) /0 [Qg(l +2) Q1+ 2+ Q5 (1 + 2)3(1“%)}—1/2 dz,  (73)
A distancia de luminosidade, D;, é uma alternativa para mensurar distancias césmicas
para z > 0,1 onde a relagao de Hubble talvez nao seja tao precisa.

Por fim, a dltima forma de medir distancias abordada neste trabalho é a distancia
angular D,. A ideia por tras deste valor é similar a ideia da distdncia de luminosidade:
mensurar o angulo, 66, formado no céu por objetos cujas dimensoes sao bem conhecidas,
por exemplo as maiores galdxias em aglomerados. A distancia angular é definida entao

como: l
D, = —, 74

«= 35 (74)

onde [ é o comprimento do objeto em questao e o angulo 06 pequeno. Por sua vez, o

comprimento do objeto é dado por:

[ = a(te)reo0. (75)
Assim, comparando as equagoes (74) e (75), a distancia angular D, = a(r.)r.. Dividindo
a distancia angular pela distancia de luminosidade tem-se:

a(te) Di D
Da: a(to) l—l—lZ - (1 +lZ)2- (76)

A distancia angular nao é tao confidvel pois a orientacao da galaxia em geral afeta seu
tamanho aparente, e pode ser dificil determinar visualmente a extensao de uma galaxia a

grandes distancias.
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2 COSMOLOGIA INFLACIONARIA

2.1 Introducao

O Modelo Padrao baseado no hot Big Bang apresenta uma singularidade convencio-
nalmente descrita no tempo ¢t = 0, instante em que, pelas solugoes classicas, a temperatura
do Universo Primordial 7" — oco. Contudo, quando 7" é da ordem da massa de Planck
(M, =~ 1,22 x 10”GeV) o modelo cléssico passa a nao fazer sentido, visto que os efeitos
quanticos devam se tornar dominantes. Assim, é coerente comecar um hot Big Bang a
partir de um conjunto de condigOes iniciais especificas de forma que a temperatura do
Universo logo apés o Big Bang seja confortavelmente abaixo de M, por exemplo 10'"GeV.
A partir dessa anélise, foram previstos dois problemas que nao podiam ser explicados pelo
Modelo Padrao.

O primeiro problema foi discutido por Steve Weinberg (31) em 1972, o chamado
“Problema do Horizonte”. No Modelo Padrao, o Universo inicialmente homogéneo e iso-
tréopico contém regioes separadas que sao causalmente desconectadas, por isso dificilmente
apresentariam as mesmas caracteristicas fisicas. Entretanto, as observacoes da RCF de
Boughn, Fram e Patridge (47) na década de 70 ndo encontraram nenhuma evidéncia de
anisotropia acima de d7'/T = 0, 004.

O segundo problema foi descrito e estudado por Dicke e Peebles (48) em 1979, que
perceberam que a densidade do Universo hoje é muito proxima a densidade critica com um
desvio da ordem de 1072, Isso implica que a densidade do Universo Primordial era muito
proximo a unidade. Para que isso ocorra ¢é necessario escolher condi¢bes iniciais muito
precisas, caso contrario o Universo, ou recolapsaria ou se expandiria muito rapidamente
impossibilitando a formacao de estruturas. Esse problema ¢ conhecido como o “Problema
da Planaridade”.

O primeiro modelo tedrico para a inflacdo durante o Universo Primordial foi pro-
posto por Alan Guth (49) em 1981. Guth discutiu esses dois problemas e propds um mo-
delo chamado hoje de “velha inflacao", que consistia em um super-resfriamento durante
uma possivel transicao de fase do Universo pouco tempo depois do Big Bang. Durante a
inflacdo, o resfriamento de um estado de falso vacuo geraria um crescimento exponencial
do fator de escala, ou seja, uma expansao extremamente violenta. O falso vacuo con-
siste em um estado no qual a matéria ¢ dominada por uma grande densidade de energia
proveniente de, por exemplo, um campo escalar. Neste processo, formam-se bolhas que
expandem exponencialmente, mas mantendo sua densidade de energia constante até que
o falso vacuo decaia. Nesse momento as bolhas do falso vacuo colidem uma com as outras,
esquentando o Universo novamente.

Este modelo bastante simples foi discutido por Stephen Hawking (50) sob dois
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olhares distintos. No primeiro deles, considerando o surgimento das bolhas da nova fase
bastante provavel, é natural esperar que essas bolhas se formem muito proximas umas das
outras fazendo com que as possiveis colisoes entre elas tornem o Universo extremamente
heterogéneo. Outra falha seria a pouca expansao resultante, a inflacdo nao seria sufici-
ente para resolver os problemas do Modelo Padrao. Ja no segundo caso, considerando o
surgimento destas bolhas pouco provavel, nao haveria colisoes entre elas e cada uma das
bolhas se tornaria um Universo distinto. Ambas as hipdteses nao sao aceitaveis para a
maioria da comunidade cientifica.

Um novo modelo para o Universo inflacionario foi proposto pelo russo Andrei
Linde (51) também em 1981. Hoje conhecida como a “nova inflagdo", o trabalho de Linde
propos que a inflagdo pode iniciar durante o falso vacuo ou ser determinada por uma
instabilidade apresentada no maximo global de um potencial efetivo. Este potencial decai
lentamente até o seu minimo, uma ideia chamada de rolamento lento ou regime slow roll.

A velha e a nova inflagdo s@o modificacbes substanciais na teoria do Big Bang,
contudo ainda sofrem da alguns problemas. Para criar um contexto inflacionario possivel
do ponto de vista destas hipoteses, é necessario admitir que o Universo antes da inflacao foi
relativamente homogéneo, e grande o suficiente para que nao recolapsasse ante aos efeitos
gravitacionais da matéria nele. Em 1983 Linde (52) prop6s uma solugdo, a chamada
inflacdo cadtica. De acordo com este cenario, a inflacio nao necessita de um equilibrio
térmico ou transicao de fase para iniciar. Um campo escalar cujo potencial é quadratico
seria o suficiente para gerar a inflacdo. De fato qualquer potencial, polinomial ou nao,
gera a inflagdo necessaria desde de que seu decaimento seja suave o suficiente para se
ajustar ao regime slow roll.

Hoje, sabe-se que os modelos inflacionarios baseados na ideia de uma transicao
de fase do Universo e nas teorias de grande unificacao sofrem de diversos problemas e,
portanto, sdo desfavorecidos. Porém, o estudo de outros mecanismos que geram inflagao,
e suas consequéncias sao, talvez, o que ha de mais efervescente na cosmologia hoje. Para
uma revisao detalhada sobre o cendrio atual da cosmologia apés os resultados do grupo
de pesquisa Planck 2013 ver o artigo de Linde 2014 (53).

2.2 Problemas Fundamentais do Modelo Padrao

No Universo atual, a densidade de energia, medida através do parametro 2 é
muito proxima a densidade critica. Isso indica a existéncia de um problema de ajuste
fino nas condicoes iniciais, pois, para que ' seja préximo da unidade hoje, seu valor
deve ter sido extraordinariamente proximo da unidade no Universo Primordial, o que
seria altamente improvavel. Para demonstrar isso, utiliza-se da ideia de um Universo

que expande-se desaceleradamente, ou seja @ < 0, preenchido apenas por matéria e/ou
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radiagao cuja segunda equagao de Friedman (30) torna-se:

4
i=——(p+3p) <0, (77)
que implica em:
p+3p>0. (78)

Uma outra forma de visualizar as consequéncias de um Universo com expansao desacele-

rado é através do raio comével de Hubble (aH)~!. Fazendo:

. d o d
a—é(a)—&(a]:l)<0, (79)
e invertendo a equacgao, tem-se :
d /1
T 0. 80
dt (aH) ~ (80)

Desta maneira, é possivel mostrar que o termo do lado esquerdo da equacao de Friedman

escrita na forma:
k _ tot 1
(afl)? ’

(81)

sempre cresce, indicando que Q%" tende a um valor maior que a unidade. Porém, obser-
vacoes sugerem que Q%' é da ordem de um e, portanto, ele precisa ter seu valor muito
préximo ao valor que tinha no passado, por exemplo, |Q%*" — 1| < 107'¢ na época da
nucleossintese e | — 1| < 107%! na época de Planck. Se as condigdes iniciais nao forem
precisamente escolhidas, o Universo brevemente colapsa, ou se expande rapidamente antes
que uma estrutura possa ser formada. Esse é o “Problema da Planaridade”.

A distancia maxima percorrida pela luz desde t = 0 até a época do desacoplamento,
que ocorreu em z ~ 1100, e que determina a dimensao do horizonte causal, é da ordem
de D; ~ 0,040 h~! Mpc. Esse valor corresponde a uma separaciao angular de:

D, = D ~ 1°. (82)
(1+2)?

Entretanto, a temperatura da radiagdo de fundo é extremamente homogénea entre
regides com separagao angular maior que 2°, ou seja, regioes que nao estavam causalmente
conectadas apresentam similaridades nas caracteristicas fisicas, particularmente na tem-
peratura, esse é o “Problema do Horizonte”. O satélite COBE observou anisotropias com
8T /T =~ 10> na superficie do tiltimo espalhamento. Esse padrio de flutuagoes se estende
em uma escala tao larga que seria muito improvavel gera-lo entre o Big Bang e o tempo
do tltimo espalhamento no Modelo Padrao.

Outro problema importante é o referente aos monopolos magnéticos, também co-

nhecido como “Problema das Reliquias Exdticas”. Esse problema surge na fisica de parti-
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culas dentro do contexto de Grand Unified Theories (GUTS), que preveem uma unificagao
das forgas eletrofraca e forte em uma energia indeterminada. A quebra da simetria U(1)
sempre presente nessas teorias leva a producao dos chamados defeitos topolégicos no
espaco-tempo, analogos as imperfei¢coes na estrutura cristalina de um cristal. O defeito
topoldgico mais simples é o chamado monopolo magnético: uma particula estavel e mas-
siva com carga magnética quantizada. Estudos (54) indicaram que o ntimero de monopolos
magnéticos produzidos na quebra de uma GUT dentro do Modelo Padrao seria um fator

de 10 maior do que os limites experimentais.

2.3 Cosmologia Inflacionaria

Para resolver os principais problemas do Modelo Padrao, assume-se que o Universo
primitivo se expandiu aceleradamente durante um curto periodo de tempo de modo que
a > 0. Essa expansao ficou conhecida como Inflagio Césmica. As consequéncias da

Inflacao sao demonstradas através das equacoes:

p+3p <0, (83)

jt (Jq) <0. (84)

Como agora o lado esquerdo da equacao (81) diminui durante a inflagao, o Q%"
aproxima-se rapidamente da unidade. Levando em consideragdo que a inflacdo tenha
sido suficiente para tornar o valor de Q' muito proximo da unidade, ele permanece
aproximadamente o mesmo nos dias de hoje, resolvendo naturalmente o “Problema da
Planaridade”. Vale ressaltar que o Universo em expansao acelerada viola a condi¢ao de
energia forte, visto que esse condicao impde um carater atrativo a matéria. A inflacdo
por sua vez, caracteriza-se pelo seu carater repulsivo, uma vez que a equacao de estado

tem pressao necessariamente negativa dada por:

p<—B = w<—1. (85)
3 3

Portanto, no periodo inflacionério, o Universo nao era dominado por matéria e/ou radiagao

como no Modelo Padrao, e sim por outro tipo de energia que reflete essa propriedade. Uma

equacao de estado que se enquadra perfeitamente nesta caracteristica é aquela vinculada

a constante cosmolégica para a qual w = —1. Como sera visto nos préximos capitulos, as
observagoes atuais sao compativeis com este valor de w.

Para explicar como a inflagao resolve o problema do horizonte, compare a figura 6,

que demonstra as relagdes entre os horizontes no modelo FLRW, e a figura 7, que de-
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Figura 6 - Diagrama causal para o modelo FLRW.
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Legenda: Os cones de luz estdo a +£45% e as linhas de Universo coméveis sao
as linhas verticais. A letra R representa um evento nos dias de
hoje, P e Q representam dois eventos que ocorreram durante o
desacoplamento. Os eventos P e Q nao estdo em contato causal,
impedindo uma explicacao satisfatéria para condicoes fisicas
semelhantes observadas atualmente.

Fonte: ELLIS; STOEGER 1988, p. 208. (55) Adaptado pelo autor.

monstra as relagdes entre os horizontes em um tipico modelo inflacionario.
Usa-se a métrica FLRW em coordenadas comdveis normalizadas (12). Nessas co-
ordenadas, as geodésicas nulas radiais obedecem as relacoes df = 0, d¢ = 0 e ds® = 0,

assim, para essas geodésicas define-se:

t2 dt
U=yo—xi= / < 86
X2 — X1 n alt) (86)
A isotropia do espago-tempo considerado permite que se use essa equacao para analisar
a causalidade em qualquer Universo condizente com a métrica FLRW, através da relacao
entre U e t. O valor da coordenada radial, Uy, no horizonte de particulas medido por O

no evento R com coordenadas y =0 e ¢t =0 é dado por:

Unp = /0 ’ a(z). (87)

A distancia do horizonte de particulas medida por O nesse instante é:

to dt
Dy = alto) |

Nk alte) Uny. (88)
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Da mesma forma, o valor da coordenada radial medido por O para os eventos P e Q, que

sao as linhas de Universo mais distantes que O pode observar desde o desacoplamento em

Uhw = /: C:Z), (89)

e a distdncia atual medida para esse horizonte visual (hv) é:

td é:

Dy = alto) [ © A ) Une. (90)

ta al(t)

O horizonte de particulas primordial (hpp), isto é o horizonte de particulas que seria
medido por um observador nos eventos P e Q, ocorrera em um valor da coordenada radial

Unpp que corresponde a uma escala de distancia atual dada por:

ta dt
Dugy = alto) [ 5 = o(t0) Uiy (91)
demonstrando que:
Dyy = Dpy + Dy (92)

O observador no ponto R vé dois eventos distintos P e QQ, que ocorreram na super-
ficie do desacoplamento em ¢t = t,;. Contudo, esses dois eventos nao estiveram conectados
no passado, pois a singularidade inicial limita seus cones de luz, assim, os eventos P e Q
nao podem influenciar-se mutuamente ou seja, nao ha nenhuma razao para que os obser-
vaveis medidos nos dois eventos apresentem qualquer semelhanca fisica. Por isso, nao é
possivel explicar satisfatoriamente a isotropia na RCF.

No caso de um Universo inflaciondrio homogéneo e isotrépico, as equagoes de (86)
a (92) ndo mudam, porém acrescenta-se a era inflaciondria, a area na figura 7 entre os
tempos t; e ty. A parte escura do diagrama representa a regiao onde os eventos P e Q estao
casualmente conectados. O evento B, por exemplo, encontra-se nesta regiao, por isso ele
pode influenciar tanto o evento P quanto Q. Ja o evento A, fora da regido de causalidade,
pode influenciar P mas nao pode influenciar Q. A regiao de causalidade cresce conforme
a quantidade de inflacao. Para que haja inflagao suficientemente grande, Dy, > Dy,
assim o contato causal entre os eventos P e () torna-se extremamente provavel, resolvendo
o “Problema do Horizonte”.

O problema dos monopolos magnéticos é resolvido se essas particulas sao formadas
antes ou durante a inflagdo. Monopolos sao formados com uma densidade de aproxima-
damente um para cada volume de horizonte na época da quebra da simetria GUT. Sem
inflacdo, a densidade desses objetos seria da ordem de 10'p.. Porém, com inflacdo, a
regiao visivel de nosso Universo hoje surgiu de um (ou poucos) volumes de horizonte na
época inflacionéria, contendo um (ou poucos) monopolos magnéticos.

Uma outra caracteristica atraente na inflacdo é a possibilidade de apresentar um
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Figura 7 - Diagrama causal para um modelo inflacionario.
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Legenda: Os eventos P e Q estdo conectados através da regido mais escura
do diagrama, A probabilidade de contato causal entre os dois
eventos é determinada pela quantidade de inflagao.

Fonte: ELLIS; STOEGER 1988, p. 2010. (55) Adaptado pelo autor.

mecanismo para explicar a existéncia de perturbagoes de densidade que dariam origem a
estruturas em grande escala. Flutuagoes quanticas teriam sido amplificadas pela inflacao
a ponto de gerar flutuacoes de densidade no plasma primordial. Essas flutuacoes deram
origem as estruturas observadas atualmente tais como galaxias, aglomerados e superaglo-
merados. Evidentemente, a inflacao por si s6 nao é a explicagao definitiva para a formacao
das estruturas cosmicas. O crescimento das sementes das inomogeneidades depende das
caracteristicas do conteido subsequente do Universo: os tipos e quantidades relativas da

matéria presente.
2.4 Modelo Inflacionario
A forma mais elementar de inflagdo é através de um campo escalar ¢ cuja evolucao

é determinada por um potencial V(¢). Um modelo inicial para isso é a acao I;r dada

por:

I = [ d'ov=g [56,0" +V(9)]. (93)
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Pelo principio variacional determina-se o tensor energia-momento:

r — =2 0Ly~
"9 dgm

Na cosmologia FLRW, ¢ = ¢(t), e T},, assume a forma de um fluido perfeito cuja

1
= ¢,,u¢,u - 59#V¢,)\¢7)\ - g,uuv<¢) (94)

densidade de energia e pressao sao dadas respectivamente por:
6 1o 6 1o

Para satisfazer a condicao de inflacio (83) tem-se ¢*> < V(¢). As equacdes de

Friedman, por sua vez, sao:

(- fpovol.
P TR v (97)

Obviamente, as equagoes (96) e (97) sao determinadas levando-se em conta que
o termo k/a? em um Universo inflaciondrio tende rapidamente a zero apés o inicio da
inflacdo, e que a constante cosmolédgica pode ser entendida como parte integrante do
potencial V' (¢). A equagao de conservagao do tensor energia-momento (31) para a inflagao

considerando p? e p® como descritos na equacio (95) é a equacio de Klein-Gordon:
¢+3Hp+ V' =0. (98)

Derivando a equacao (96) e utilizando a equagao de Klein-Gordon, obtém-se uma relagao

simples entre a derivada do campo e a derivada da funcao de Hubble:

H = —4nd?. (99)

2.5 Regime Slow Roll

O regime slow roll € uma hipdtese sobre a relagao entre a energia cinética do campo,
d>2, e o potencial V(¢). Ela garante que, durante a inflacao, a expansao do Universo seja
na pratica exponencial. O regime slow roll é valido quando a energia cinética do campo ¢
é infima em comparacéo ao potencial V(¢), ou seja ¢ < V(¢). Isso impde que a equacio

de estado p(p) = wp para o campo escalar ¢ durante a inflacio comporte-se como uma,
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constante cosmologica, visto que:
w="—~ —1. (100)

A condicao para o regime slow roll também implica que a equacao de Friedman para a

densidade de energia do campo p?, equacio (96), seja dada por:

H? ~ 8§V(¢). (101)

Derivando a equacio (101) e substituindo H através da equacdo (99), pode-se

demonstrar que a equacao de Klein—Gordon para um Universo inflacionario é:
3H) ~ —V'(6), (102)

que tem como consequéncia ¢ < 3H¢. Para sistematizar as condi¢des no regime slow roll

foram definidos dois pardmetros € e n:

M2 (V2 1%
e N — M2 |
€= (V) <1, n=Mj v

"

< 1. (103)

Outro analise importante a ser feita com relagao ao periodo inflacionario é avaliar
o quanto de inflacado é necessaria para resolver os problemas do Modelo Padrao. Para
isso, define-se um parametro que mede a quantidade de expansao do Universo durante a

inflacdo: o numero de e-folds, N:

N=l <“f> _ /t;f H(#)dt, (104)

Q;

onde o indice “i”

representa o inicio da inflagdo; e“f", o fim da inflacdo e o inicio do
periodo do reaquecimento subsequente. Durante esse periodo, a temperatura do Universo
é elevada a um valor proximo a do inicio da inflagdo. A partir do reaquecimento o Universo
evolui seguindo o modelo FLRW, mas com regites de causalidade muito maiores do que no
Modelo Padrao. Considerando que o Universo passa a ser dominado pela radiagdo depois
do reaquecimento (assim ignorando as épocas de dominagdo da matéria e da energia

escura) equagao (44) implica que H(a) o< a~2 e portanto:

-2
H T
oo _ Qo (CLO) — O x107, (105)
afHy  ay \ay Ty
onde foi usado T ~ 10'5GeV e a temperatura T ~ 10~%eV.
Assim, para que a inflagao resolva os problemas do Modelo Padrao, o termo (aH)™!

no fim da inflacdo dever ser multiplicado por um fator de 10?8, e a relacdo entre os raios
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comével de Hubble no inicio e no fim da inflagdo torna-se:

1 - I 10%8
aiHZ- a[)HO - (Zfo'

(106)

Por fim, considerando H constante durante o periodo inflacionario, que implica em

H; ~ Hy, a equagao (106) torna-se:

Y510 = N=z=h (af> > 65, (107)
a; Q;

ou seja, para resolver os problemas do Modelo Padrao é necessario que a inflagdo gere um

crescimento de no minimo 65 e-folds. Para o regime slow roll, pode-se mostrar que:

H(¢) —1 d¢

H(t)dt = ——d¢p ~ ——=—, 108
@i = Zag~ P (108)
e o numero de e-folds serd dado por:
% 1 d
N = ¢ (109)

6 V2eMy
2.6 Inflacao Caédtica

A inflacao cadtica foi introduzida por Andrei Linde nos anos oitenta (52). Embora
inflacdo cadtica possa acontecer com diversas formas do potencial, um simples potencial

quadratico:
1
V() = §m2¢2, (110)

onde m é a massa da particula associada ao campo ¢, serve para demonstrar as caracte-
risticas principais.

Na inflacdo cadtica, o potencial V' (¢) inicialmente assume um valor relativamente
grande e desce lentamente em dire¢ao ao seu minimo. Neste processo, as condigoes de
slow roll sdo respeitadas fazendo com que a expansao do Universo Primordial seja essen-
cialmente exponencial. No fim da inflacdo, ou seja, quando € < 1, o campo ¢ passa a
oscilar no fundo do potencial, como visto na figura 8. Esta oscilacao converte a energia
do campo em particulas que reaquecem o Universo.

Para que o potencial seja compativel com o regime slow roll é necessario que:

¢i > M,,. Deste modo, as equacoes (101) e (102) com o potencial quadrético sao:

_ 1m2¢2

P
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Figura 8 - Exemplo de potencial em regime slow roll.

V(o)
A

N/

-

Legenda: A inflagdo ocorre nas partes sombreadas do potencial.
Fonte: BAUMANN, 2012, p. 32. (46) Adaptado pelo autor.

Combinando essas duas equagoes pode-se demonstrar que ¢(t) satisfaz a equacao diferen-

o(t) = —mMp\/g. (112)

Por sua vez, considerando que a inflacdo termine quando o parametro € < 1, entao:

cial:

€

2M?2
= ngP <1, (113)
f
que corresponde ao valor ¢y 2 \/§Mp para o campo no final da inflacdo. Desta forma, o
numero de e-folds para inflacao cadtica com um potencial quadratico é:
_1¢f 1

-~ _— (114)
AMZ 2

Utilizando o valor de N 2 65, é possivel calcular o valor minimo de ¢; para que o campo

reproduza a expansao necessaria, este valor é:
¢i 2, 16M,,. (115)

Percebe-se que, para a inflagao cadtica, é natural que o valor inicial do campo escalar seja

préoximo da massa de Planck.
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2.7 Lei de Poténcia para a Inflacao

Um potencial que obedeca os parametros slow roll é suficiente para caracterizar o
periodo inflacionério, mesmo que falhe no final da inflagdo (¢ < 1). Esse comportamento
pode ser negligenciado, desde que o ntimero de e-folds exceda o valor minimo N = 65.
Por fins de ilustracao, ¢é util estudar algumas solugoes exatas e suas propriedades.

Dentre essas solugoes exatas, destaca-se a chamada inflagao de lei-de-poténcia (56),
no qual o fator de escala tem a forma a(t) = agt”. Esse comportamento surge quando o

potencial tem a forma exponencial:

V(¢) = Voexp (— ;j) , (116)

p
onde Vy e P sdo constantes. As equagdes de movimento com & = 0 tém como solugao
particular:
a = agt?, (117)

enquanto o campo escalar satisfaz:

¢ Vo t
Mp:\/ﬁln< P(3P_1)Mp>. (118)

Para P > 1 este potencial satisfaz as condigoes de slow roll para a inflacdo. Os
parametros sao simplesmente € = 7/2 = 1, independentes de ¢. Se ¢ for a tnica fonte
de matéria do Universo, o potencial V' (¢) serd responsavel por uma inflagdo que nao se
estingue com o passar do tempo, e o campo ¢ age como um fluido perfeito com w = 2/(3P).
Esta afirmacdo nao sera valida se outro tipo de matéria também estiver presente, pois
a combinacao entre os dois tipos de matéria modificara a equagdo de estado efetiva e,

portanto, a evolucao de a(t).

2.8 Inflagcdo Intermediaria

Na investigacdo de modelos inflacionarios, geralmente procura-se uma solucao
exata para as equagoes de Friedman (96), (97) e Klein-Gordon (98), propondo uma forma
especifica de potencial. Neste tipo de abordagem, nao ha controle sobre o tipo de solugao
que surgird de tal procedimento, e normalmente o resultado nao é simples. A solugao
mais investigada usando esta técnica é a inflagao intermediaria (57), que da origem a uma

expansao do tipo:
a(t) o< exp (Atf) ) (119)



50

com 0 < f<1leA>0. Esse modelo surge do potencial:

onde B =4(f"1-1).
A inflacao é mais rapida do que qualquer inflacdo proveniente de uma lei de poténcia
porém mais lenta do que uma exponencial. Neste modelo, como na inflagdo de lei-de-

poténcia, nao ha um fim natural para a inflacao. Note que assintoticamente, para ¢ — oo:

V(g) oo™ (121)

2.9 Reaquecimento

Com o fim da inflagao, o Universo se torna frio e desprovido de matéria e, segundo a
maioria das teorias inflacionarias, quase toda a energia esta armazenada no campo escalar
¢. Assim é necessario que algum processo termodindmico apés a inflacdo aconteca para
que o Universo torne-se quente e denso outra vez como no hot Big Bang. Esse processo
é chamado de reaquecimento. O reaquecimento se da através da conversao de energia
acumulada no campo ¢ a partir de oscilagoes em torno do minimo do potencial V(¢)
durante a dindmica da expansdo do Universo. As particulas produzidas pela oscilagao
do potencial formam o plasma que, em determinado tempo, atinge o estado de equilibrio
térmico. O reaquecimento se encerra quando a maior parte da energia intrinseca ao campo
se converte em radiacdo. Assim, o fim do reaquecimento é caracterizado por p® < p'.

Com o fim da inflacdo, o campo escalar passa a oscilar em torno do minimo do
potencial V(¢). Esta é a fase de oscilagoes coerente, que acontece em todos os pontos
na vasta regiao de homogeneidade criada pela inflacdo. Se nao houver decaimento de
particulas relativisticas, essa fase pode ser muito longa em comparagao ao tempo de
Hubble. Para o potencial descrito pela equagao (110), a equagao de Klein-Gordon é
equivalente a:

¢+ 3Hd = —m2o. (122)

A expansao torna-se muito longa em comparacao ao periodo de oscilagdo, assim
H=' > m™' e, por isso, pode-se abandonar o termo de atrito 3H¢ na equacio (122), e
o campo sofre oscilagbes com uma frequéncia m em um movimento harmonico simples.
Pode-se reescrever a equacgao de conservagao do tensor energia-momento do campo no

caso da inflagdo cadtica como:

. 3 .
p? +3Hp? = 3Hp? = —§H(m2¢2 — ¢%). (123)
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O valor médio do lado direito da equagao (123) tende a zero ao longo de um periodo
de oscilagao. Por conseguinte, o campo durante as oscilagoes comporta-se como um campo

3

de matéria sendo p® o< =3 e assim:

p+3Hp? = 0. (124)

A queda na densidade de energia reflete a diminuicdo da amplitude das oscilagoes.
O préximo passo € incluir o decaimento de particulas do campo, que vai acontecer quando
o tempo de Hubble atinge o tempo de decaimento. Uma maneira de fazer isso ¢ inserindo

um termo fenomenolégico de decaimento na equacao (124), assim tem-se:
p? + (3H 4+ Ty)p? =0, (125)

onde I'y, parametriza a taxa de decaimento. No entanto, isso nao ¢ uma forma inteiramente
valida para introduzir um decaimento de particulas, mesmo para um decaimento lento
pois so avalia decaimentos fermionicos. Se o campo ¢ decair em bdsons, o decaimento
pode ser muito rapido, envolvendo um mecanismo chamado ressonancia paramétrica,
obtida por efeitos da condensacao Bose-Einstein. Este tipo de decaimento é chamado de
preaquecimento, pois a criagao dos bdsons acontece longe do equilibrio térmico.

As particulas produzidas pela deterioragdo do campo irdo interagir entre si criando
outras particulas e a sopa resultante ird atingir eventualmente a temperatura de equilibrio
T,. Essa temperatura de reaquecimento é determinada pela densidade de energia p™ no
fim desta época. Necessariamente p™ < p?, onde p? ¢ a densidade de energia do campo

escalar no fim da inflacdo. Se o reaquecimento acontece por um longo tempo, p™ < p?.
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3 MODELO ACDM

3.1 Introducao

Lord Kelvin com trabalhos publicados em 1904, (58) foi o primeiro a tentar obter
uma estimativa dindmica da quantidade de matéria escura na Via Lactea. Seu argumento
era simples mas poderoso: se as estrelas na Via Lactea podem ser descritas como um
gés de particulas, agindo sob a influéncia da gravidade, entao pode-se estabelecer uma
relacdo entre o tamanho do sistema e a dispersao de velocidade das estrela Kelvin também
obteve um limite superior para a densidade da matéria em tal volume, argumentando que
uma densidade maior estaria em conflito com as velocidades observadas das estrelas.
Henri Poincaré (59) ficou impressionado com a ideia de aplicar a teoria cinética dos gases
para estimar a densidade de sistemas estelares tais como a Via Lactea. Em 1906, ele
explicitamente mencionou matéria escura ou matiere obscure em seu artigo original. Ele
argumentou que, como a dispersao das velocidades prevista por Kelvin é da mesma ordem
de grandeza que a observada, a quantidade de matéria escura sera provavelmente igual
ou menor do que a matéria visivel.

Um passo importante na compreensao da estrutura da Via Lactea foi dado pelo
astronomo holandés Jacobus Kapteyn em 1922. Ele tentou estabelecer uma teoria geral
da distribuicdo de massas, forcas e velocidades. Kapteyn foi o primeiro a oferecer um
modelo quantitativo para a forma e o tamanho da Galdxia descrevendo-a como uma
distribuicao achatada de estrelas, girando em torno de um eixo que aponta para o polo
galactico. Ele argumentou que o Sol estava localizado perto do centro da Galéxia, e que
o movimento das estrelas poderia ser descrito como o de um gas em uma atmosfera sem
grandes perturbagoes.

Em 1932, o aluno de Kapteyn, Jan Oort (60), publicou uma andlise das com-
ponentes perpendiculares ao plano da galdxia das velocidades de estrelas na vizinhanca
do Sol. Em sua andlise, Oort fez uma série de melhorias no trabalho de Kapteyn, re-
laxando, por exemplo, a hipétese do comportamento isotérmico do gas das estrelas, en-
contrando um valor mais provavel para a densidade total de matéria perto do Sol de
0,092 Mg, /pc3(6,3 x 107%'g/cm?). Em comparagao com os calculos anteriores da densi-
dade feitos por Kapteyn, James Jeans (61) (1922) e Bertil Lindblad (62) (1926), seu valor
era muito préximo ao obtido por Kapteyn, 0,099 M, /pc?, porém menor do que os resulta-
dos de Jeans (0,143 Mg /pc?) e Lindblad (0,217 Mg, /pc?). Para estimar a quantidade de
matéria escura, Oort argumentou que a contribuicao de estrelas a densidade local poderia
ser aproximada extrapolando a funcao de massa estelar baseada nas estrelas observadas.
Com essa abordagem, as estrelas sozinhas contribuiriam com uma fracao substancial da

densidade total inferida, e a densidade de matéria escura perto do Sol seria inferior a
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0,05M, /pc®, muito menor do que a densidade de massa de estrelas visiveis.

O astréonomo suigo Fritz Zwicky (63) é indiscutivelmente o mais famoso e ampla-
mente citado no campo da matéria escura. Em 1933, ele estudou os redshifts de varios
grupos de galaxias, publicados por Hubble e Humason (64) em 1931 e notou uma grande
dispersdo nas velocidades aparentes de oito galdxias dentro do aglomerado de Coma®, com
diferengas que excederam 2.000km/s. O fato do Coma exibir uma grande dispersao de
velocidade em relagao a outros aglomerados ja havia sido notado por Hubble e Humason,
mas Zwicky foi um passo adiante, aplicando o teorema virial ao aglomerado para estimar
sua massa. Zwicky comegou estimando a massa total do Coma como sendo o produto
do niimero de galdxias (800 na época) e a massa média de uma galdxia, 10°M, valor
sugerido por Hubble. Ele entao adotou uma estimativa para o tamanho fisico do sistema,
10% anos-luz, e assim, determinou a energia potencial do sistema. A partir dai, calculou
a energia cinética média e, finalmente, a dispersao de velocidade, descobrindo que 800
galaxias de 10°M, em uma esfera de 10° anos-luz deveriam exibir uma dispersao de velo-
cidade de 80km/s, enquanto a dispersao média de velocidade observada ao longo da linha
de visao foi de aproximadamente 1.000km/s, e concluiu:

“Se fosse confirmado, teriamos o resultado surpreendente: a matéria escura € pre-
sente em quantidade muito superior a matéria luminosa.”

Em 1937, Zwicky publicou um novo artigo (65) refinando e ampliando a andlise
do aglomerado de Coma. O objetivo desse trabalho foi determinar a massa das galdxias,
aplicando novamente o teorema virial, desta vez assumindo que o aglomerado continha
1.000 galdxias dentro de um raio de 2 x 10® anos-luz. A partir da dispersao de velocidade
observada, de 700km /s, ele obteve um limite inferior conservador de 4,5 x 10*M, para a
massa do aglomerado, correspondendo a uma massa média por galdxia de 4,5 x 101°M,,.
Supondo entdo uma luminosidade absoluta média por galdxia de 8,5 x 10"Ly, Zwicky
mostrou que a razao massa-luminosidade é surpreendentemente elevada, de cerca de 500.
O trabalho de Zwicky dependia da relacao de Hubble entre redshift e a distancia, ele usou
os resultados de Hubble e Humason, que apontaram para Hy = 558km/s/Mpc, com uma
incerteza estimada de 10 a 20%. Usando o valor atual de Hy = 67,3km/s/Mpc, a raziao
massa-luminosidade diminuiria por um fator de aproximadamente 8.

Embora a observacgao da dispersao de velocidades tenha sido importante no desen-
volvimento da teoria de matéria escura, historicamente outro fenémeno provavelmente foi
mais determinante em convencer a comunidade cientifica sobre a existéncia de matéria
escura: as curvas de rotacao de galixias. Baseado nos dados de Roberts e Rots (66)
em 1973, observou-se que o perfil das galaxias era achatado a grandes distancias do seu

centro, como ilustrado na figura 9.

5 O aglomerado de Coma ¢ um aglomerado de galédxias com, atualmente, mais de 3.000 galdxias identi-
ficadas.
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Figura 9 - As curvas de rotacao das galaxias M31, M101 e MS1.
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Legenda: Cada curva descreve como a velocidade rotacional varia em relagao
a distancia do centro da galédxia. Nos trés casos, a curva tem um
comportamento aproximadamente constante longe do centro,
incompativel com a distribuicdo da matéria luminosa observada.

Fonte: ROBERTS; ROTS, 1973, p. 483. (66) Adaptado pelo autor.

Avancos tecnolégicas, em particular o desenvolvimento do espectrografo de tubo
de imagem por Kent Ford, possibilitaram um estudo mais detalhado sobre curvas de
rotacao a partir da década 70. Utilizando esse equipamento, Ford e Vera Rubin realizaram
observagoes da Galdxia de Andrémeda, publicando seus resultados em 1970 (67). As
observagoes se estendiam a 110 minutos de arco do centro da galdxia e eram compativeis
com as medidas de ondas de rddio obtidas anteriormente por Morton Roberts (68) em
1966.

Em 1970, Ken Freeman (69) usando como modelo um disco exponencial, com a
escala fixada através de observacoes fotométricas, calculou o raio no qual foi previsto o pico
da curva de rotagdo, e comparou a previsao com a curva de rotacao observada usando
a linha de emissao de hidrogénio em 2lcm. Esta combinacao de modelagem tedrica e
observagoes de radio que se estendem para além do disco éptico permitiu que Freeman
chegasse a uma conclusdo impressionante. Ele descobriu que, para M33 (a galaxia do
Tridngulo) e NGC 300, as curvas de rotagao observadas atingiram o pico em raios maiores
do que o previsto. Em uma discussao entre ele e Roberts, eles concluiram que deve haver
nessas galaxias matérias adicionais que nao sao detectaveis, seja opticamente ou a 21cm.
Sua massa deve ser pelo menos tao grande quanto a matéria luminosa, e sua distribuigao
deve ser bastante diferente da distribuicao exponencial que é valida para a matéria visivel

da galaxia. Muitas observacoes na década de 80 indicaram a presenca da matéria escura,
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incluindo as lentes gravitacionais, distribuicao de temperatura dos gases em galaxias e
aglomerados, e o padrao de anisotropia na RCF. Um consenso entre os cientistas, diz que
a matéria escura é composta principalmente por um tipo nao caracterizado de particula
subatomica (70). A busca dessa particula, por varios meios diferentes disponiveis, é um
dos principais esforcos da fisica de particulas e da cosmologia hoje.

Em 1998, o grupo de pesquisa High-Z Supernova Search Team, liderado por Adam
Riess (71), e em 1999, o projeto Supernova Cosmology Project de Saul Perlmutter (72)
et al., descobriram que a sugestao de Gyorgy Paal (73), de um Universo que expandia de
forma acelerada, estava correta. Desde entao, diversos trabalhos corroboraram com esse
fato (43, 38). Uma hipétese simples para explicar um Universo em expansao acelerada
é o acréscimo de um tipo de energia capaz de superar os efeitos gravitacionais atrativos
causados pela distribui¢ao de matéria no Universo. A candidata mais notdvel para isso é a
constante cosmologica A apresentada por Einstein em 1917 (5). A constante cosmolégica
foi acrescentada as equagoes de Einstein com o objetivo de produzir um Universo estatico,
porém esse modelo foi abandonado por ser instavel, e estar em desacordo com dados
observacionais subsequentes que apoiavam um Universo dindmico. O ressurgimento de
A foi proposto pois apresenta uma equacao de estado w = —1 que corresponde a uma
pressao negativa. A natureza da energia escura, nome dado em alusao a matéria escura,
é tao, se nao mais, hipotética quanto a sua fonte de inspiracao. Espera-se que a energia
escura seja bastante homogénea, pouco densa e que nao interaja através de nenhuma forca
fundamental além da gravidade.

Embora, os dados observacionais atuais sejam compativeis com a energia escura
proveniente de uma constante cosmolégica onde w = —1, outras explicagoes para as obser-
vagoes também sao vidveis: As mais importante delas sdo os modelos quintesséncia (74)
e com energia phantom (75). Esses modelos sugerem que a equagao de estado pode ser
w # —1. Dados observacionais como os de Ashutosh Tripathi et al. (76), sdo suporte
para esta afirmacao. O modelo com energia phantom é caracterizador por uma equagao
de estado w < —1, um regime super acelerado. Este modelo sofre de muitos problemas
e prevé o fim do Universo no chamado Big Rip. O modelo quintesséncia por sua vez, é
descrito por uma equacao de estado w > —1 e variavel no tempo. Robert R. Caldwell et
al. introduziram o termo quintesséncia para designar um campo escalar dindmico que é
gravitacionalmente repulsivo. A dinamica é a propriedade essencial do modelo. O desafio
de qualquer teoria de energia escura é explicar o fato de ela existir na medida exata.
A constante cosmologica por exemplo, é totalmente inerte, mantém a mesma densidade.
Portanto, para explicar a quantidade de energia escura hoje, o valor de A deveria ter sido
muito bem sintonizado na criagao do Universo para ser adequado as observacoes de hoje.
Em contrapartida, a quintesséncia interage com a matéria e evolui com o tempo, de forma

que possa se ajustar gradativamente as observacgoes atuais.
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3.2 Matéria Escura

Existem fortes evidéncias que sugerem a existéncia de uma espécie (ou varias) de
matéria escura. A combinacao de dados observacionais de Planck 2013 e WMAP mostram
que a quantidade de matéria escura no Universo é estimada em Qf h? =~ 0,12038 que,
com h = 0,6704, corresponde a uma densidade de matéria escura de € ~ 0,2678.
Para demonstrar a relevancia da matéria escura, basta compara a sua densidade com a
densidade total de matéria contida no Universo que € de {}f' ~ 0, 3183.

A hipdtese sobre a matéria escura é a mais aceita pela comunidade cientifica para
explicar a formacgao das estruturas coésmicas das galaxias e ainda, pode explicar as ani-
sotropias da RCF. A maioria das pesquisas em cosmologia e astronomia defendem a tese
de que galaxias, aglomerados de galaxias e o Universo como um todo contém muito mais
matéria do que é observada através de sinais eletromagnéticos.

Provavelmente a candidata mais popular para a matéria escura é a Weakly Interac-
ting Massive Particle (WIMP), uma particula massiva que interagiria com outros tipos
de matéria (além de gravitacionalmente) somente através da forca fraca. Devido a sua
massa grande, seria uma particula nao-relativistica, portanto, “fria”, durante boa parte do
Universo Primordial, justificando sua inclusdo no tipo de matéria denominado cold dark
matter (CDM). Parte da popularidade da WIMP como candidata é devido ao milagre
das WIMPs: com algumas suposi¢oes plausiveis sobre suas propriedades, sua abundancia
hoje produziria uma densidade compativel com a da matéria escura (77, 78, 79).

Particulas que entram no rol de CDM como WIMPs sao as possiveis particulas
super simétricas mais leves: neutralinos, sneutrinos e gravitinos. Além dessas possibi-
lidades, o axion, previsto na teoria Peccei-Quinn, tem sido amplamente discutido como
possivel candidato a matéria escura (80).

A busca pelas WIMPs (e em um grau um pouco menor, pelos dxions) tem motivado
um programa experimental que continua até hoje. Com o advento do Large Hadron
Collider (LHC) e experiéncias astrofisicas cada vez mais sensiveis, muitos acreditam que
o momento da verdade veio para WIMPs: ou serd descoberto logo, ou vai comecar a
declinar como candidata a matéria escura.

Uma possibilidade que também foi sugerida para explicar a formagao das estrutu-
ras cosmicas é a chamada hot dark matter (HDM), que sao basicamente neutrinos. Devido
a sua massa pequena (< 2el/) os neutrinos, na temperatura de hoje, sdo particulas relati-
visticas (por isso sao considerados “quentes") e, portanto, nao aglomerariam da maneira
que se projeta para a matéria escura.

Ha trés tipos ou “sabores" de neutrinos conhecidos: os de elétron, os de muon
e os de tau, pesquisas sobre essa particula cogitam a possibilidade da existéncia de um
quarto sabor de neutrino ainda nao detectado, esse novo sabor apresentaria caracteristicas

semelhantes aos outros trés ja conhecidos, porém sua massa seria substancialmente maior
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do que dos outros e consequentemente, sua velocidade seria muito menores. Esse neutrino
¢ hoje um candidato a matéria escura possivel.

Uma alternativa para contrapor-se a ideia de matéria escura puramente CDM ou
matéria escura puramente HDM é poposta por Silvio Bonometto, Riccardo Valdarnini (81)
e outros em 1984. Eles estudaram a possibilidade da coexisténcia dos dois tipos de parti-
culas como constituintes da matéria escura, esse modelo é chamado de cold plus hot dark
matter (CHDM).

Contudo, ainda héa astronomos e astrofisicos, que acreditam que a possibilidade
mais obvia é considerar que a matéria escura, é na verdade, composta por objetos com-
pactos muito menos luminosos do que as estrelas comuns porém, qualitativamente se-
melhantes. As possibilidades para tais particulas incluiam planetas, anas marrons, anas
vermelhas, anas brancas, estrelas de néutrons e buracos negros. O pesquisador Kim
Griest denominou esse tipo de objetos de Massive Astrophysical Compact Halo Objects
(MACHOs), em resposta a hipotese das "WIMPs". Embora exista consenso hoje que reco-
nhece que os MACHOs nao constituem uma grande fragao da matéria escura, as opinides
diferem sobre quais linhas de evidéncia desempenharam o papel mais importante para
chegar a essa conclusao.

Muitas experiéncias com a finalidade de detectar particulas de matéria escura estao
em curso, No entanto, nenhuma candidata a particula de matéria escura, por enquanto,
foi detectada. Embora a existéncia de matéria escura seja quase que unanimidade na
comunidade cientifica, uma minoria de astrénomos, motivada pela falta de observacoes
conclusivas sobre uma particula de matéria escura argumenta a favor de modificacoes
profundas no Modelo Padrao e na RG, como proposto, por exemplo na Modified Newtonian
dynamics (MOND) (82).

3.3 Energia Escura

Um dos méritos das teorias inflacionarias, é prever a possibilidade de uma ino-
mogeneidade minima no Universo que pode explicar as estruturas em larga escala e a
anisotropia da RCF observada. Para compreender essas flutua¢ées na evolucdo do Uni-
verso Primordial, precisa-se conhecer as quantidades e os tipos de matéria e energia que
constituem o cosmos. A possibilidade mais simples para isso, é considerar a constante
cosmoldgica A = 0, e a matéria escura sendo do tipo CDM como é mais comum, porém
este modelo comecou a ser descartado quando surgiram os primeiros dados observacionais
no final dos anos 90 que indicavam uma expansao acelerada do Universo. O modelo entao,
foi substituido por outro que continha uma constante cosmoldgica diferente de zero. O
modelo ACDM apresenta uma explicacdo natural para a expansao acelerada: A como a

“fonte de energia escura”.
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A energia escura é uma forma de energia hipotética que s6 interage gravitacio-
nalmente e que apresenta pressao negativa, um contraponto a gravidade. Essa pressao
é a responsavel por acelerar a expansao do Universo. A energia escura com equacgao de
estado w = —1 é consistente com a definicdo da constante cosmoldgica feita por Einstein
no seu artigo de 1917 (5). Artigos mais recentes contudo, consideram a possibilidade de
uma energia escura cuja equagao de estado é w # —1, tais como os modelos quintesséncia
(w > —1) e phantom (w < —1). Substituindo a densidade de energia proveniente de
uma constante cosmolégica p* por um densidade mais geral p* na equacio (39), torna a
densidade total de energia:

p=p+p"+p (126)

onde p* é, genericamente a densidade de energia escura. A densidade de energia escura,
pode, ainda, ser descrita como uma componente dindmica cuja equagao de estado é w(z),

transformando a equagao (40) em:

z 14 /
H? = H? {95(1 +2)* + Q1+ 2)* + Q exp [3/0 Hw(;) dz’] } : (127)

onde Q) é o parametro de densidade da energia escura nos dias de hoje. Existem muitas

maneiras de parametrizar w(z), dentre elas tem-se:

z

JR— / JR— R
w(z) —w0+w(2—0)7(1+2)p, p=12 (128)
e a parametrizacao logaritmica dada por:
w(z) = wo +w'(z = 0)log(1 + 2), (129)

onde wy é o valor da equagao de estado hoje e w'(z = 0) é a primeira derivada avaliada,

em z = (0. No modelo quintesséncia as equagoes de densidade de energia e de pressao sao

respectivamente:
1
PQ =525 24V (130)
1 2
PQ = 5,59 V. (131)

onde Q" e V(Q) sdo os termos cinético e potencial respectivamente; e ambos sdo fungoes
do tempo conforme. A equagao de estado é, também uma funcao do tempo pois w(n) =
po/pg- O modelo quintesséncia foi proposto para estudar as flutuacoes apresentadas nas
observacoes da RCF. Esse modelo é mais geral do que o ACDM pois a equagao de estado
e torna-se w = —1 quando @' = 0.

Para o modelo com energia phatom, onde a equacao de estado é constante, o
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Tabela 3 - A histéria e o futuro do Universo para w = —3/2, energia
phantom.
Tempo Evento
~ 107 s Era de Planck
~ 10730 s Inflacdo
Primeiros trés Minutos Elementos Leves
~ 10° yr Formacio dos Atomos
~ 1 Gyr Formagao das Primeiras Galaxias
~ 15 Gyr Dias de Hoje
trip — 1 Gyr Fim do Conglomerado de Galaxias
trip — 60 Myr Destruicao da Via Lactea
trip — 0,25 yr Dissociacao do Sistema Solar
trip — 30 min Explosao da Terra
trip — 1079 s Dissociacao dos Atomos
trip — 35 Gyt Big Rip

Fonte: CALDWELL; DAVE; STEINHARDT, 2003, p. 71301(3). (75)
Adaptado pelo autor.

parametro de Hubble ¢é escrito como:
H? = HY [0 (14 2)" + Q (1 + 2)° + Q5 (1 + 2) 300 (132)

Considerando os valores atuais dos parametros e escolhendo um valor especifico para w
pode-se calcular os eventos cosmolégicos e comparar com os eventos historicamente ja
estabelecidos, assim como feito por (75) na tabela 3.

Ambos os modelos encontram amparo em artigos tais como Tripathi et. al. (76)
que apresenta uma analise do conjunto de dados observacionais com baixo redshift e com
Q) + O ~ 1. Os dados referem-se & SNIa UNION com redshift até ~ 1,4; BAO com 2z
até 2,3; e o terceiro conjunto de dados refere-se a H(z) avaliado em diferentes redshit com
intervalo de 0,07 < z < 2,3. Utilizando-se para isso modelos w(z) parametrizados por
p =1, p = 2 e parametrizacao logaritmica.

A figura 10 mostra que os dados de SNIa “parecem preferir” o modelo do tipo
phantom com altos valores de (2! em comparagao aos outros dois conjuntos de dados,
isso para todas as parametrizagoes avaliadas. Os contornos de SNIa mostram que o
modelo com uma constante cosmoldgica esta fora do nivel de confianca de 30 para as
parametrizagoes p = 1, p = 2. Os dados de BAO e H(z), embora mostrem-se mais

afetuosos ao modelo quintesséncia com valores de {}f' menores, também sao compativeis
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Figura 10 - Conjunto de dados SNIa, BAO, H(z).
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Legenda: Os graficos apresentam, da esquerda para a direita, as curvas para
o conjunto de dados SNIa, BAO, H(z) e uma combinagao dos trés;
de cima para baixo, as parametrizacdes p = 1, p = 2 e logaritmica.
Os contornos, do mais interno ao mais externo correspondem a
uma acuracia de 68%, 95% e 99% respectivamente.

Fonte: THIPATHI et al, 2017 p. 6 (76).

com w = —1 dentro do nivel de confianca de 1o. O intervalo permitido para €' sao
menores nos dados BAO do que nos dados de H(z). Por fim, a coluna que representa as
trés observagoes avaliadas em conjunto nao permite concluir qual modelo é mais aceitavel

j& que cada parametrizacao parece se adaptar a um modelo em particular.

3.4 Modelo ACDM

O modelo ACDM ¢ hoje o modelo mais aceito pelo pesquisadores pois contempla a
existéncia da energia escura; e ainda é consistente com um Universo espacialmente plano

e com os modelos inflacionarios. O modelo ACDM ¢ definido por:
Q4+ =1, w=—1, (133)

onde 2f' é a soma do parametro de densidade de matéria escura do tipo CDM e matéria
barionica. As observagoes atuais para os parametros, segundo Planck 2013, sao: Q' ~
0.314, Q) ~ 0.686 e para equagdo de estado: w ~ —1. Estes resultados sugerem que
o Universo é composto, em maior parte, por energia escura, cuja equagao de estado

¢ compativel com a constante cosmoldgica. Parametrizando-se w(a), como é feito por
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Figura 11 - Distribui¢do em duas dimensoes para (wg,w,) com dados de
(Planck + WP + BAO).
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Legenda: Os contornos interno e externo correspondem a um nivel de
confianca de 68% e 95% respectivamente e os valores de Hy estao
codificados por cores. O cruzamento das linhas tracejadas
representa a solucdo como uma constante cosmoldgica, ou seja:
wo = —1ew, =0.

Fonte: ADE et al, 2014 p. 49 (38).

Planck 2013, tem-se :

p

w(a) == =wp+ (1 — a)w,. (134)

O sinal de w, pode dar uma ideia do tipo de evolugao da energia escura, e o sinal de 14wy
determina se a energia escura ¢ atualmente do tipo quintesséncia ou phantom, essas duas
constante sao determinadas pelas observagoes. De acordo com Planck 2013, os valores de
Wy € W, Sao respectivamente:

40,72
Wy = _1, 04*0,69’

w, < 1,32,

ambos segundo os dados de (95%; Planck+WP+BAQO). Embora os resultados sejam com-
pativeis com a constante cosmoldgica, nao sao descartadas as outras hipoteses. A figura

11 ilustra a variacao de wy e w, em termos de possiveis valores da constante de Hubble
Hy.
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4 TEORIAS ESCALAR-TENSORIAIS

4.1 Introdugao

As teorias escalar-tensoriais tém sua géneses nos trabalhos do fisico finlandés Gun-
nar Nordstrom em 1912 (83) , que tentou incorporar gravitagdo a Relatividade Restrita
descrevendo o campo gravitacional por um potencial escalar (o “campo escalar”, ®). Para
evitar uma equacao de forca trivial, a massa gravitacional dependeria de ® pela equa-
cao m = mgexp(®/c?). Essa teoria (a “primeira teoria de Nordstrom") foi elaborada
em 1913 (84) sem modifica¢oes. Neste mesmo ano, Nordstrom apresentou uma segunda
teoria (85), em que a fonte do campo gravitacional foi associada com o trago do tensor
energia-momento (novamente um escalar). Nesta“segunda teoria de Nordstrom", a cons-
tante de gravitacao de Newton é substituida por uma funcao que depende do potencial,
g(®). Embora ambas as teorias foram descartadas, sendo superadas por RG, caracteris-
ticas das duas teorias de Nordstrom aparecem mais tarde em teorias escalar-tensoriais.

Um campo escalar também surgiu nos trabalhos de Theodor Kaluza (86) em 1921
e Oskar Klein (87) em 1926, cuja intencao era unificar as duas forcas fundamentais da
natureza conhecidas na época: eletromagnetismo e gravidade. Kaluza e Klein propuseram
uma extensao a RG, adicionando uma dimensao ao espago-tempo quadridimensional. As
equacgoes resultantes poderiam ser separadas em trés conjuntos de equacoes: o primeiro
equivalente as equacoes de campo de Einstein, o segundo equivalente as equacoes de
Maxwell e o dltimo conjunto seria uma equacao relacionada a um campo escalar. Defi-

nindo ¢ = g55 as equacgoes de Einstein sao:

Rgag _ 2

1 v
Raﬁ_ 9 2(FauFﬂﬁ+477aﬁFu Fpl/)_<

)

Identificando ¢? = 4G, constante essas sdo exatamente as equacoes Einstein—Maxwell.

¢;aﬂ D¢> '

Mas se ¢ variasse, o segundo termo entre parénteses modificaria as equagoes originais, e
G = ¢?/4 nido seria mais constante.

Nas décadas de 50 e 60, Pascual Jordan, Carls Brans e Robert Dicke modifica-
ram a formulagdo original de RG adicionando a hipétese de um campo escalar. Esta
teoria ficou conhecida com a teoria de Jordan-Brans-Dicke. Por economia de notacao,
particularmente em indices, usa-se a abreviacao BD em vez do mais correto JBD.

A suposigao de Jordan, sintetizada em seu livro (88) de 1955, consistia em substituir
a constante gravitacional por um campo escalar variavel no tempo. Especificamente,

Jordan sup6s que kK = ¢, uma hipdtese amparada nas ideias de Paul Dirac (89, 90)
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que propos que as constantes fundamentais® pudessem ser dependentes do tempo. O
desenvolvimento dos calculos de Jordan se baseavam na formulagao feita por Kaluza,
porém sem acrescentar uma quinta dimensao.

A ideia de Brans em sua tese de doutorado defendida em 1961, foi tentar incorporar
uma formulagao do Principio de Mach a uma teoria de gravidade, modificando RG. Usando
para isso um campo escalar de forma semelhante ao campo proposto por Jordan, porém
com x = ¢~ '. A interpretacio de Brans em conjunto com Dicke (91) do principio de Mach
sugere que se deve adotar a convencao de que as forcas inerciais sdo, em algum sentido,
reais sendo consequéncia da interacao do campo de for¢a entre a distribuicao de massa do
Universo e a massa teste local. Se assim for, a massa inercial da particula teste deve ser
determinada por um campo de forga universal, presumidamente relacionado a gravidade.
No entanto, para independer das coordenadas o novo campo deve ser necessariamente
uma grandeza escalar. Na teoria de Einstein o tensor métrico do espaco-tempo, ou mais
precisamente a geometria, é a inica quantidade que descreve a gravidade. O campo escalar
de BD tem como sua fonte toda a matéria do Universo. Posto que o campo gravitacional
na teoria BD depende tanto desse campo escalar quando do tensor métrico, ela pertence
a uma classe de teorias denominadas escalar-tensoriais.

As equagoes apresentadas por Brans e Dicke envolvem necessariamente a constante
de acoplamento adimensional w, cujo valor nao é determinado pela teoria em principio.
Porém, para w grande, a teoria se aproxima da RG e, para que BD seja compativel com
o Modelo Padrao, os resultados de experimentos que visam distinguir as duas teorias
impoem limites inferiores a |w].

Em 1962 (92) Dicke apresenta a chamada transformacao conforme — uma transfor-
macao da métrica que tem como objetivo recuperar a formulagao convencional do campo
gravitacional, com o escalar de Ricci, R, isolado na lagrangeana, preservando assim a geo-
metria formulada por Einstein. O campo escalar ¢ reaparece como um campo de matéria
apés a transformagado. Dicke apresenta também uma discussao sobre a invariancia das
leis fisicas sob transformagoes deste tipo.

Em 1968 e 1969, Kenneth Nordtvedt (93, 94, 95) demonstrou que qualquer vari-
acao da constante GG violaria o Principio de Equivaléncia Forte. Ele calculou os desvios
nas previsoes da teoria de BD em relagao a RG para o sistema orbital Terra-Lua, levando
em conta a energia de ligacao gravitacional diferente dos dois objetos. Os artigos de
Nordtvedt acompanhados do trabalho de Clifford Will (96) de 1971, foram os responsé-
veis pela criacao do formalismo Parameterized Post Newton (PPN), uma maneira mais
profunda e ampla de analisar a grande maioria de teorias gravitacionais, dentre elas as te-

orias escalar-tensoriais. Eles codificaram parametros, chamados de pardmetros PPN para

6 por exemplo a constante de Planck; constante de Coulomb; constante de Boltzmann etc.
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comparar previsoes de varias teorias gravitacionais com as observagoes. A versao atual do
formalismo PPN tem dez parametros e, no contexto das teorias escalar-tensoriais, talvez
o mais significativo deles seja o parametro 7, que mede quanto da curvatura do espago é
produzida por uma massa unitaria. Para a teoria BD, por exemplo, o limite w — 0o é
equivalente a v — 1, assim sendo, recupera-se a RG.

Concomitantemente aos trabalhos de Nordtvedt, Peter Bergmann (97) sugeriu uma

lagrangeana capaz de generalizar todas as ideias até entao propostas desde Kaluza e Klein.

L =v/=g[fi(¢)R+ fo(®)M + [3(0)g" b ud + fa(9)]-

Ela contempla o termo trivial da agao ligada a RG porém acoplado ao campo ¢, a
fim de reproduzir a hipdtese de Jordan, que associa a constante gravitacional ao campo
escalar variavel. Apresenta também um termo, M, ligado ao campo eletromagnético com
o intuito de reeditar a hipdtese de Kaluza e por fim, introduz um termo cosmoldgico, como
uma fun¢ao do campo ¢. Este termo é capaz de recolocar a constante cosmoldgica como
uma possivel variavel do campo escalar, embora ela tenha sido descartada naquela época.
Outra hipotese para o termo cosmolégico introduzido por Bergmann foi a associagao da
equacao de uma onda linear para uma aproximacao de campo fraco. O fato novo desta
acao proposta por Bergmann foi a substituicdo da até entao constante de acoplamento su-
gerida pela teoria BD como uma nova variavel, w(¢). Esta lagrangeana é invariante frente
a uma transformacao de calibre. Bergmann nota qua o niimero de fungoes arbitrarias de
¢ pode ser reduzido através de redefini¢oes de ¢ e uma transformacgao conforme.

Em 1970, Robert Wagoner (98) usa a lagrangeana de Bergmann, omitindo o termo

eletromagnético, M, a escrevendo inicialmente na forma:

L= /=g[h(¢)R+1($)g" b .. + 2X(9)].

Depois de uma transformacao conforme do tensor métrico e uma redefinicao de ¢, Wagoner

reescreve a lagrangeana na forma:

L=+/=g[R—ng" b, +2X¢)], n==l

Wagoner estuda o limite de um campo fraco e conclui que, nesse limite, ¢ = ¢;, constante,

e AM¢i) = N(¢;) = 0 e determina que o potencial gravitacional tem a forma:

=G /pOR—l {1 + 200 ()2 exp [—,/M/(@)R} } v,

Comparando com o potencial newtoniana:

o — —G/poR—ldv,
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e os limites experimentais da época, ele determina que os potenciais sao compativeis em

dois casos: a distancias pequenas (< 1cm):
0<(nXN'(¢) Y <lem, G"=GaG,
ou a distancias grandes (> 10*? cm):
N'(¢:)] V% 2 10% em,  G* = G[L+2n('(6:))*] .

Nota-se que nos dois casos a fungdo cosmolégica é variavel e no segundo caso, G*, o

analogo da constante de Newton G, depende de ¢.

4.2 Teoria de Brans—Dicke

Das teorias escalar-tensoriais de gravitacao, provavelmente a que teve mais impacto
é a teoria proposta inicialmente por Jordan e posteriormente Brans e Dicke. Na notacao

da teoria BD, a acao é dada por:

Inp = / [(167) 7 [6R — wo 9" 6 ,0,] + L} V=g 'z, (135)

onde w é conhecida como a constante de acoplamento e o termo L,, ¢ a lagrangeana
associada a matéria. Nota-se que o escalar de Ricci na lagrangeana é multiplicado por ¢.
Assim, espera-se que ¢ modifique as equagoes de campo de uma forma mais complexa do
que por um simples acréscimo ao tensor energia-momento. Teorias em que existem essa
interacao entre ¢ e R sdo denominadas teorias nao-minimamente acopladas. Variando a

acao obtém-se as equacoes de campo analogas as equagoes de Einstein, e a equacgao do

campo ¢:
1 8 w 1 1
R, — -Rgu, = —T., + — p—— A) APy — g0 , 136
m 5 m P + s (¢u¢ 29# PN | + & ((bu Iu o) (136)
8T
Uo = . 1
¢ 3+ 2w (187)

Verifica-se que, para ¢ constante, as equagoes (136) reduzem-se as de campo usuais,
tornando a RG um caso particular de BD com G = ¢(z*)~!. Para um Universo homogéneo
e isotrépico descrito pela métrica FLRW, pode-se supor que o campo dependente apenas
do tempo, ou seja, ¢p(x*) = ¢(t), essa caracteristica é compartilhada pela maioria das

teorias inflacionarias. Assim demostra-se que:

Op(t) = ¢+ 3Z¢, (138)
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e as equagoes das componentes G e G;; do tensor de Einstein e a equagao para o campo

¢ ficam:
a2 k 8mp wd  a¢
AR L A 139
a2+a2 3¢+6¢2 a¢’ (139)

2ot ot = o2 (140)

. Q - _
R (141)

Na teoria BD a conservacao do tensor energia-momento nao ¢ imediatamente ébvia,
as equagoes (136) contém termos adicionais em comparagao as equagoes da RG. Por isso,
utilizar a identidade de Bianchi (V,G* = 0), em principio, é mais cautelosa. Assim

tem-se:

¢ o | dt a ¢
Fazendo a diferenga entre as equagoes (139) e (140), substituindo o resultado e a
equagao de campo (141) na identidade de Bianchi, é possivel mostrar que de fato, o tensor

energia-momento permanece conservado. Assim, comparando a equagao (142) a equagao

de conservacao do tensor energia momento, tem-se:

SEE) )

Esta equagao normalmente é interpretada como uma possivel transferéncia de energia en-

tre o campo e a matéria, que € uma caracteristica das teorias nao-minimamente acopladas.

4.3 Principio de Equivaléncia

Principios de equivaléncia, mas ndo necessariamente com esse nome, tém constado
na Fisica desde a época de Galileu (1632) e seu experimento mental formulado no interior
de um barco em movimento. Mais tarde, Isaac Newton, nos paragrafos introdutoérios do
Principia (99) relata como seus experimentos com péndulos mostraram a equivaléncia
(proporcionalidade) de massa e peso. Essa propriedade é as vezes chamada o Principio

uivalénci wton . Em term m inerci m; m
de E aléncia de Newton (PEN) (100). Em termos da “massa inercial” e “massa
gravitacional passiva” myg, definida por Hermann Bondi (101) em 1957, o PEN afirma que
[44 4 n

m;/myg, é constante".
De uma forma simples, o Principio de Equivaléncia Fraco ou, em inglés, Weak

FEquivalence Principle (WEP), pode ser enunciado como: todas as particulas pontuais
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caem com a mesma acelera¢io em um campo gravitacional (a universalidade de queda
livre).

Muitos textos afirmam que o PEN e WEP sao iguais porém Di Casoli et al. (100)
salientam que essa identificagdo s6 é valida se as massas constam nas equacoes de mo-
vimento sempre na razao m;/my,, € citam como contraexemplo a teoria de dindmica de
Bohm (102).

Escrito de uma forma mais cuidadosa, o WEP afirma (96): para uma determinada
posicao e velocidade inicial, a trajetoria no espaco-tempo de um corpo teste eletricamente
neutro independe de sua estrutura e composicao interna.

Um corpo teste é definido como um corpo com energia gravitacional propria des-
prezivel (no sentido newtoniano), e pequeno suficiente para que qualquer acoplamento a
nao-homogeneidades de campos externos pode ser considerado irrelevante.

Provavelmente o teste mais importante do WEP foi realizado pelo fisico hungaro
Lorand E6tvos (103) usando uma balanga de tor¢ao. Os experimentos foram realizados
ao longo de 15 anos, e os resultados, publicados somente trés anos depois de sua morte.

Denotando as duas massas do balanco por a e b, a balanca de tor¢cdo mede o coeficiente

de Eo6tvos:
n=2 (m“g - mbg) / (m“g + m”g) , (144)
My My, My My

que é nulo se 0 WEP for vélido. Eo6tvos e seus colaboradores concluiram que n < 9 x 1077,
Mais tarde, melhorias no aparelho por Renner (104) aperfeigoaram esse limite a n <
4,2 x 1079, Na década de sessenta, Roll, Krotkov e Dicke (105) apontaram algumas
imprecisoes nos resultados de Eotvos e Renner, e, com um novo experimento, obtiveram
n=(0+1,6) x 1071 Atualmente os experimentos mais precisos (106) demonstram que
N~ 10712 — 10713

O Principio de Equivaléncia de Einstein (EEP) utiliza o conceito de uma Experién-
cia Teste Local e Nao-gravitacional” (ETLN) que pode ser definida como uma experiéncia
conduzida em um laboratério blindado em queda livre, pequeno suficiente para que as nao-
homogeneidades de campos externos possam ser desprezados através de seu volume, e em
que os efeitos dos campos gravitacionais proprios possam ser ignorados.

Assim o EEP afirma: (i) a validade do WEP (ii) o resultado de qualquer ETLN
independe da velocidade do aparelho (em queda livre) (iii) o resultado de qualquer ETLN
independe de sua localizagao no espago e no tempo.

Juntos os itens (ii) e (iii) asseguram que os resultados dos experimentos sejam
invariantes com respeito as transformagoes de Poincaré.

Existe um debate sobre se o WEP e EEP sao de fato conceitos diferentes. Leonard
Schiff em 1960 (107) conjecturou que qualquer teoria de gravitacdo completa e auto-
consistente que satisfaz o WEP automaticamente incorpora o EEP mas até hoje essa

conjectura esta em aberto.
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O Principio de Equivaléncia Forte (SEP) acrescenta ao EEP a possibilidade de
incluir nos experimentos corpos com gravita¢ao propria significativa (por exemplo planetas
e estrelas) e retira a necessidade de que os Experimentos Teste Locais (ETLs) sejam nao-
gravitacionais. O SEP pode ser formulado da seguinte maneira: (i) o WEP é vélido
também para corpos com gravitacao propria (ii) o resultado de qualquer ETL independe
da velocidade do aparelho (em queda livre) (iii) o resultado de qualquer ETL independe
de sua localizacao no espaco e no tempo.

Em seus estudos, Einstein afirmou que sua teoria puramente métrica levaria a uma
dependéncia da massa inercial de uma particula em relacdo ao campo gravitacionais do
resto da Universo. No entanto, Brans (108) apontou que este era apenas um efeito devido a
escolha de coordenadas. De fato, o movimento de qualquer particula teste sob a influéncia
unicamente da gravidade é descrito por uma geodésica com os efeitos gravitacionais de
todas as particulas incorporados a métrica. Caso haja efetivamente uma forca externa
F..:, entao a RG de Einstein diz que a equagao governante do movimento é:

m (&% + T, #13") = F,, (145)
onde z# sao as coordenadas e I'}, sdo as componentes da conexao.

Entretanto, como é bem conhecido, em qualquer ponto as coordenadas podem ser
escolhidas para que a métrica seja Minkowskiana e os componentes da conexao sejam
zero. Assim, para uma particula teste, m; pode ser entendida como a razao entre forca
e a aceleracao, como na relatividade especial e, portanto, sera independente do campo
gravitacional. Em outras palavras, o efeito da massa do Universo em m; pode ser comple-
tamente eliminado por uma transformacao de coordenadas. Em todas essas discussoes,
a frase "particula teste' pode ser interpretada como uma particula pequena em massa e
tamanho o suficiente para que nao haja interacao de volta, bem como efeitos de maré.
No entanto, para uma massa com energia gravitacional auto-vinculante nao trivial, pode
haver outras consequéncias para o WEP se G nao for constante.

Dicke apresentou um bom resumo desses t6picos em seu artigo (109). Ao procurar
uma maneira de incluir o Principio de Mach, Dicke foi levado a considerar a possivel
existéncia de um campo independente da escolha da sistema de coordenadas, ou seja,
um campo que nao pode ser “transformado”, naturalmente um campo escalar. O escalar
a ser usado foi, por sua vez, sugerido a Dicke pela "Coincidéncia de niimeros grandes'
envolvendo ntimeros cosmolégicos escalonados, como descrito por Dirac. Em termos dos

valores conhecidos na década de 1950, em unidades naturais:
— ~ 1, (146)

onde M é a massa total e R é o raio visivel do Universo calculado através do parametro
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de Hubble 1/H,.

Evidentemente, a explicacao contemporanea para esta coincidéncia estd na plana-
ridade do espago-tempo na cosmologia padrao, que eventualmente levou ao conceito de
inflacdo envolvendo um campo escalar universalmente acoplado. Em termos das densida-
des de energia p e p., onde M = py/Hj a equagao (40) torna-se:

Gpo  po

7:—:Qt0tr\/1 147

Hg De 0 ’ ( )
com as equagoes de Einstein e metrica FLRW e A = 0. Dicke foi levado ao que se tornou
conhecida como a teoria Brans-Dicke. A teoria satisfaz o WEP e EEP contudo, viola o SEP
pois implica que os efeitos gravitacionais locais dependem do tempo. Especificamente,

reescrevendo a equacao (146) como:

M 1
~ 148
R G’ (148)

e assumindo que o ¢ x 1/G, pode-se ver que ¢ e G devem ser dependentes to tempo. De

fato, da equagao (138), e supondo um fluido perfeito com p e p proporcionais, ¢ obedece:

Oo o p. (149)

4.4 Transformacdao Conforme

As equagoes de campo geradas a partir da agao (135) sdo bastante complexas
devido ao acoplamento entre o campo ¢(t) e matéria, como evidenciado pela equagao
da matéria (143). Porém é possivel reduzir sua complexidade usando uma transforma-
¢ao em que o tensor métrico e campo escalar sdo multiplicados por um fator conforme.

Especificamente, considere g, — g, tal que:

g,uu - )\_lguw V4 — )‘_2 \% _ga ¢ = >‘(£7 (150)

onde g, ¢ a métrica neste novo referencial. Fazendo as transformagoes mencionadas nas

equagoes (150) pode-se deduzir’:

L = \L,y,, (151)

7 Nesta secdo, o A nio representa a funcio A(¢) utilizada para generalizar a constante cosmoldgica.
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onde L,, é a langrangeana de matéria apés a transformacdo. Por sua vez, aplicando a
regra da cadeia na métrica g, tem-se:
§(X) 0§ §X 0X

= )\ 152
Sgh — Dgn 5gaB  ogad’ (152)

entao, usando essas duas equacoes e a definicao de tensor energia-momento, é possivel

mostrar que:
Ty =M, e T =NT. (153)

O escalar de Ricci, diante desta transformacao, sao relacionados por:
B = 3 —2~uv
R=XNR+30n\—- 5)\ N A (154)

onde: )
Oln)=——09 \/—ggﬂ”xlA,,, ) 155
5 u( ) (155)

Substituindo as equagoes (150), (154) e (155) na acao BD descrita pela equa-
¢ao (135) tem-se:

M

At A _ O i —= A
32 2w 3 w 3 + Ly pvV—gdz,
(156)

;b(?) + 2w)

_ 1 [-- .
]:/{m [¢R+3¢Dlnx—

Escolhendo A tal que ¢ torne-se constante, a acdo conforme é:

f—/ ! 1?2—1(3+2)A’“M + Ly v/—gd* (157)
~ J 167G, 0 T m (VIS

onde Gy = (;3_1 é uma constante. Esta integral é a agdo conforme ou agdo de BD no frame
de Einstein. Definindo:

~ (34 2w)A A
Ly = — 0 158
A 32wGoA2 (158)
a equagao variacional:
5/ [R+16nGo(Ln + L) V=g d*z = 0 (159)

fornece a forma trivial das equagoes de Einstein:

~ 1

R, — 51%;,,“, = 871G 0T, (160)

onde define-se o tensor energia-momento:

L2 [Vt L]
N

(161)
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Neste novo tratamento, V,7" = 0 pois traz consigo tanto a parte de matéria quanto a
contribuigdo do campo. Variando a equacao (157) pode-se escrever:
~ 8T

C(ln \) = G (162)

4.5 Problema da Transformacao Conforme

A teoria de BD e a transformacao conforme descrita por Dicke em 1962 represen-
tam, aparentemente, duas formas de uma mesma teoria: a forma original (ou frame de
Jordan) e a conforme (ou o frame de Einstein). Porém, ao longo do tempo, tém surgido
discussoes sobre as consequéncias das formulacoes em termos das duas acoes, sao elas: o
frame de Jordan e o frame de Einstein sao fisicamente equivalentes?; se nao, qual dos dois
apresenta conteudo fisico consistente?

Alguns autores, dentre eles o préprio Dicke (92, 110, 111), apresentam argumentos
que defendem que os frames de Jordan e Einstein sdo equivalentes e, neste caso, nao
faz sentido deliberar sobre qual deles é o referencial “fisico". Porém hoje em dia h&
algum consenso (112, 113, 114) de que os dois frames nao sao fisicamente equivalentes:
uma transformacao conforme, em geral, nao é similar a uma mudanca de coordenadas e,
por isso, as duas abordagens representam teorias distintas. A segunda discussao tenta
definir qual dos dois frames é fisico. Como na primeira discussdao, ha autores (115),
que entendem que o frame de Einstein é fisicamente mais consistente, pois nao viola a
condicao de energia fraca. Ja na formulacao de Jordan, a teoria escalar-tensorial nao seria
viavel porque a densidade de energia do campo escalar gravitacional nao esta limitada
por baixo. O sistema seria, portanto, instavel e desintegraria em direcdo a um estado
de energia negativa. Contudo um terceiro grupo de autores (116) entende que nenhuma
das teorias represente melhor a fisica de gravitagdo do que a outra: a questao deve ser
mais pragmatica, qual das teorias melhor se adapta as observagoes e aos experimentos
existentes. A método mais usada para testar isso é através do formalismo PPN criado
por Nordtvedt (93, 94, 95) e Will (96). Ele sintetiza varios parametros para comparar as
teorias de gravitagdo, RG e os dados observacionais. Os parametros mais relevantes do
formalismo PPN aplicado as teorias escalar-tensoriais sao os parametros v e 3, que sao

relacionados com as grandezas cosmoldgicas de forma que:

_w+1

— 163
- (163)

~y

B=1+A. (164)
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Para que uma teoria escalar-tensorial seja compativel com a RG por exemplo, é necessario

que v = 3 ~ 1 nos dias atuais.

4.6 Brans—Dicke com Potencial V(¢)

Uma forma de expandir a ideia da teoria BD é acrescentar um potencial como
feito pela cosmologia Camaleonica (117, 118) cujo objetivo era incorporar a expansao
do Universo a teoria original. O modelo foi sugerido para que ¢ seja suficientemente
“pesado’ para o ambiente laboratorial de modo que as restrigoes locais da gravidade
sejam satisfeitas, e ao mesmo tempo, suficientemente “leve" em escalas cosmoldgicas cuja
densidade é baixa. Fazendo do campo um bom candidato & energia escura. A agao de

BD com um potencial V'(¢) (BDV) é dada por:

Igpv = /{(167T)_1 {CbR - W¢_19W¢,M¢,y + QV(QM + Ly }y/—gd'z, (165)

e as equagoes de campo para este novo modelo sao dadas por:

1 8 1 1
R,uu - iRg;w = (;TTMV + (;;(¢,M¢,V - §guu¢,)\¢7)\) + g [¢;,u1/ - g,uulj¢ + g,uuv(¢)]a (166)
2(V' —2V) 87T
Ho+ 342w 342w (167)

As equagoes na teoria BDV para a métrica FLRW sao similares as equagoes (139),
(140) e (141) acrescentando o termo vinculado ao potencial V(¢) de forma que as com-
ponentes Gy, G;; do tensor de Einstein tornam-se:
@ k V. 81p wd® a¢

ETE T3 "6 @ ag (168)

a a? k V_ 8mp wgﬁQ C'qu; qb
2t et e T T T Tae Y o 169

e a equacgao do campo ¢ sera dada por:

29V =2V)  8m(p — 3p).

= 170
3+ 2w 3+ 2w (170)

- 4.
O+3—0+
a
As mesmas andalises no que se refere a conservacao do energia-momento e do aco-
plamento entre a matéria e o campo feitas para o modelo BD original podem ser feitas

para o modelo BDV.
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4.7 Teoria de Bergmann—Wagoner

A teoria escalar tensorial mais geral foi proposta por Bergmann (97) em 1968 e
incorporou a teoria BD o termo eletromagnético, o termo cosmologico e fez da constante
de acoplamento w uma funcao do campo escalar. Contudo, o termo cosmologico esteve
negligenciado por muito tempo devido observacoes que, até pouco tempo, nao contem-
plavam uma possivel constante cosmologica. Com a descoberta da expansao do Universo,
a constante cosmoldgica voltou a ser lembrada. Do ponto de vista das teorias BDV, a
constante cosmolégica pode ser entendida como parte integrante do potencial, neste caso

especificamente, V' (¢) pode ser descrito como:

V() = Ao. (171)

Esse potencial nao altera significativamente as teorias BDV visto que as equacoes
de campo na teoria BDV sao equivalentes as equagoes de campo da RG com constante cos-
molodgica, apenas apresenta uma interpretacao mais especifica para o potencial. Contudo,
Uma nova generalizagao foi sugerida por Wagoner (98) em 1970, ela substituiu o termo
cosmoldgico da Lagrangeana de Bergmann por uma func¢ao cosmoldgica, fazendo com que
A possa ser interpretada como uma funcdo do campo escalar. A acao de Bergmann—

Wagoner (BW) é dada por:

Inw = [{(167) 7 [0R —w(6)6 06,40, + 20M0) + Lu] } V=g 'z,  (172)
onde A(¢) é a fungao cosmoldgica. As equagbes de campo para a teoria BW sdo dadas
por:

1 8T 1 1
R;w - iRgW - gm,)\(cb) = ¢ T ¢2 (¢,M¢ v §QMV¢,A¢’)\) + 5 [¢;MV - gMVD¢]’ (173)

20%dN/do — 20M(¢) 1
3+ 2w T3+ 2w (87TT d¢¢”¢”> (174)

As equacao para as componentes do tensor de Einstein sao similares as equagoes
(168) e (169) quando o potencial da teoria BDV for V(¢) = A(¢)¢ e a equacao do campo
(174) é desenvolvida lembrando que A(¢) = A¢p(t)] para um campo escalar dependente

O¢ +

do tempo.

As outras teorias escalar-tensoriais para a gravitagao sao casos particulares de BW:
(i) Brans—Dicke (1962): BD ¢é um caso particular de BW quando A(¢) =0 e w'(¢) = 0;
(ii) Nordtvedt (1970):Brans-Dicke-Nordtvedt (BWN) (119) é um caso particular de BW
quando A(¢) =0
(iii) Bekenstein (1977): Variable Mass Theory (VMT) (120) é um caso particular de BW
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quando A(¢) = 0, sendo a fungao de acoplamento w(¢) determinada por uma escolha
particular. A teoria VMT diz que as demais massas de particulas elementares podem
variar no espaco-tempo através do campo escalar ¢, essa variagao determinada por uma
equagao de campo com dois parametros arbitrarios r e ¢, Bekenstein mostrou que a teoria

é uma teoria similiar a BWN com:

w(6) = 5 — O~ 60)af(8) ~ 1Jfr + (1 = Naf(@)] (175)
6= 11~ af (ONF(0) (176
(iv) Barker (1978) (121): Barker é um caso particular de BW quando:
“(8) = 355 ()
Ghoje = 1, (178)
A= 12—¢Zb2” = —(8+4w)™". (179)

Todas as teorias escalar-tensoriais reduzem-se a RG no limite em que w — oo e
A(¢) = 0, Em particular, as teorias BD, BWN, VMT e Barker, fazem previsoes coeren-
tes para todas as condicOes gravitacionais onde w(¢noje) ¢ grande, estrelas de néutrons,

buracos negros, ondas gravitacionais por exemplo. Diferindo da RG em uma ordem de

O(1/w).
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5 INTEGRACAO NUMERICA

5.1 Introdugao

Uma das area da fisica contemporanea ¢é a Fisica Computacional, area que utiliza-
se de métodos numéricos de integragdo para solucionar problemas que nao podem ser
resolvidos exatamente. A aplicacdo de métodos numeéricos de integragao neste trabalho se
faz necessaria devido ao grau de precisao que se deseja alcangar. Evidentemente, os mé-
todos numeéricos para resolver equacoes diferenciais possuem imprecisdes que dependem
de alguns fatores, tais como: o método escolhido, o nimero de iteragoes, o grau de com-
plexidade das equacoes, etc. Neste capitulo, estuda-se métodos numéricos de integracao,
em particular o método Explicito de Runge-Kutta de ordem n, com modelos de avaliagao
de erro feito por Fehlberg em 1969 (122) e por Verner em 1978 (123). Outros aspectos
importantes a serem considerados sao as limitagoes computacionais devido a arquitetura
dos processadores atuais, linguagens de programagcao compiladas, C e C4++ por exemplo,
sdo mais rapidas do que as linguagens interpretadas (BASIC e Maple) porém, sdao ge-
ralmente limitadas em 16 digitos decimais significativos. Pensando nisso, desenvolveu-se
técnicas para contornar esta restricao, as bibliotecas de aritmética de precisao arbitraria
foram criadas para executar calculos em qualquer nivel de precisao desejada, independen-
temente da arquitetura do computador. A biblioteca Multiple-Precision Floating-Point
(MPFR) (124) foi escolhida pois apresenta um grande nimero de fungoes capazes de

executam esse tipo de calculo.

5.2 Meétodo Explicito de Runge—Kutta

O método de Runge-Kutta (RK) foi desenvolvido pelos matematicos Carl Runge
e Martin Kutta para resolver numericamente equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) por

meio de um truncamento na série de Taylor. Dada a equagao diferencial:

y'(z) = flz,y(@)], y(xo) = vo, (180)

com 79,7 € Ryyo € RN,y : R — RN, f: Rx RY — RN. O método RK explicito de s

estagios ¢ definido por:

i—1
gi=1f (q:n + cih, yn + hZaijgj) , 1=1,2,3,...s, (181)

=1
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Tabela 4 - Parametros do método Runge—Kutta explicito para uma ordem

genérica.

Co a91 O
c3 | az azx 0

: 0
Ci Q41 079] Qii—1 0
b1 bg . bi—l bl

Fonte: O autor, 2018.

Tabela 5 - Exemplo de pardmetros do método Runge-Kutta para quarta

ordem.

00

11

313 0

1 1

310 35 0

170 0 0
11 1 1
6 3 3 6

Fonte: O autor, 2018.
Tp41 = Tp + h7 Yn+1 = Yn + h Z blg“ (182)

i=1
e fornece, para cada valor de n, a aproximacao de y,.1 = y(z,+1), onde y(x) é a solugao
da equacao (180). O método ¢é dito explicito quando a matriz formada pelos elementos
a;j ¢ triangular inferior com os elementos da diagonal principal iguais a zero. Além disso,
outra restrigdo a esse método é que o valor do parametro ¢; = 0. A matriz de Butcher,
figura 4, apresenta um quadro esquematico para os valores dos parametros do método
RK:

O exemplo mais conhecido dos métodos RK explicitos para a solu¢ao de EDOs é
o de quarta ordem (RK4). H& vérias escolhas possiveis dos pardmetros, mas destaca-se
aquela cujos parametros sao:

Esse conjunto de parametros é o mais utilizado pois seus valores sao computaci-
onalmente mais eficientes em relagdo a outras escolhas, visto que, em sua maioria, sdo

constituidos por niimeros na base 2.
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Tabela 6 - Barreira de Butcher.

ordem p 11213456789 |10
Estagios s(p) (12346 |79 |11 12|13

Legenda: Comparagdo entre o niimero de ordem p e o niimero minimo de
estagios s para solugdo numérica de EDO via método RK segundo
a Barreira de Butcher.

Fonte: CHEN et al, 2008, p. 199. (125) Adaptado pelo autor.

5.3 Erro Estimado para o Método de Runge-Kutta

O erro estimado por passo atribuido aos métodos de RK de ordem n é dado por:

AL re) 183

e~ o ), (183)
onde, 3™+ () é uma previsio da derivada de ordem n + 1 de y(z) avaliada em zy. O
principal problema deste tipo de aproximacao feita pelo método RK, ¢ a falta de controle
sobre o erro €, pois nao se conhece o valor de y(”“)(:co). Em geral, ha duas maneiras
diferentes para aumentar o nivel de precisao e assim minimizar o erro do método:
(i) Reduzir o valor do passo h;
(ii) Aumentar a ordem p.

No primeiro caso, reduzir o passo, acarreta em um aumento do ntimero de passos
e consequentemente, aumento do tempo de processamento necessario para alcancar o
mesmo valor de y(x).

Ja no segundo caso, aumentar a ordem de convergéncia p é indicado até certo
ponto, pois a chamada barreira de Butcher diz que a quantidade de estagios, s, aumenta
mais rapidamente do que a ordem p. Por exemplo, para o método RK de quinta ordem,
o nimero minimo de estagios necessarios ¢ de 6. Por isso, aumentar a ordem do método
pode nao ser computacionalmente interessante. Alguns estudos tais como Chen et al.
(125) estao sendo feitos com o intuito de diminuir o nimero de estagios dos métodos RK

e quebrar a barreira de Butcher. A tabela 6 apresenta dados sobre esta barreira.

5.4 Método Runge—Kutta—Fehlberg

O método Runge-Kutta—Fenlberg (RKF) foi elaborado pelo matematico germéanico
Erwin Fehlberg e apresentado em 1969 (122). Ele foi desenvolvido para solucionar EDOs

através de um método RK de ordem p incorporando a ideia de otimizagao de passo. Esse
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Tabela 7 - Pardmetros do método RKF4(5) segundo a matriz de Butcher.

0 0
1 1
4 4 0
3 3 9
8 32 32 0
12 | 1932 7200 7296 0
13 | 2197 2197 2197
439 _ 3680 845
TS 8 513 mior U
1| 8 9 3544 1859 11
2 27 2565 4104 40
7 | 25 1408 2197 1
bi | 5 0 2565 4104 5 0
. | 16 0 6656 28561 9 2
i | 135 12825 56430 50 55

Fonte: FEHLBERG, 1969, p. 13. (122) Adaptado pelo autor.

processo visa modificar o valor de A em cada ponto a fim de otimizar os calculos na
proxima iteracao, fazendo com que os resultados sejam os melhores possiveis, tanto em
precisao quanto em eficiéncia.

A construgao do método RKFp(p+ 1) foi feita mediante andlise da solugdo de uma
EDO calculada de duas maneiras diferentes, pelos métodos RK de ordem p e de ordem
(p+ 1), usando os mesmos valores de g; em ambos os casos. O erro estimado do método
RKFp(p+1) é&
(184)

Y

€ = |Yn+1 — Ynt1| = |h > (b — b)) gi

i=1
onde 4,41 € b; sdo os valores referentes ao RKF(p + 1). A matriz de Butcher na figura 7
apresenta uma escolha comum para os valores dos pardmetros utilizados em RKF4(5): O

passo h, otimizado é calculado baseado no erro estimado como:

he = Bh (Et"’)l/5 , (185)

€

onde €, é a tolerancia no nivel de precisao desejada, e [ um fator que satisfaz g ~ 1.
O valor da tolerancia é definido previamente para que o passo seja ajustado conforme a
necessidade. Pode-se ainda, definir um intervalo de tolerancia de forma que o passo so
seja modificado se extrapolar determinados limites, como por exemplo:
Crol 1/5
I
. ; tol -
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Tabela 8 - Métodos de Fehlberg, Verner e barreira de Butcher.

Estagios s(p) Ordem p
45 6 7 8
Barreira de Butcher | 6 7 9 10 11
Fehlberg 6810 13 17
Verner 810 13 16

Legenda: O ntmero de estagios s para ordem p nos métodos de Fehlberg e
de Verner comparado ao limite tedrico determinado pela barreira
de Butcher.

Fonte: VERNER, 1978, p. 773. (123) Adaptado pelo autor.

5.5 Meétodo Runge-Kutta Segundo Verner

Os trabalhos mais produtivos na avaliacdo do erro de truncamento foram pro-
duzidos por Fehlberg que obteve os pardametros do método RKFp(p + 1) para p =
2,3,4,5,6,7,8. No entando, foi deduzido por Wayne Enrigh e Thomas Hull (126) que
o método RKF para ordens p > 4 apresenta uma dificuldade fundamental. O erro de

truncamento ¢ identicamente zero para equagoes do tipo:

Y (@) = f(x), ylzo) = vo, (187)

ou seja, para equagoes cuja derivada seja dependente apenas da variavel z. Isso ocorre
porque o método de ordem p tem um erro de truncamento de ordem O(hP*?), exatamente
o mesmo erro do método de ordem (p+1). Como resultado disso, o passo serd aumentado
de tamanho independentemente da magnitude do erro real.

Em 1978 o matematico Jim Verner (123) publicou o seu trabalho que propos uma
nova forma de truncamento para os métodos RK explicitos a fim de contornar o problema
do método de RKF para ordens superiores a 4. A ideia é construir uma série de proce-
dimentos que determina os parametros de um método de ordem p, que evita o problema
supracitado. A tabela 8 compara o nimero de estdgios usados nos dois métodos para
varias ordens com o limite inferior sugerido pela barreira Butcher.

Verner apresentou seus pardmetros para o modelo de Ruge-Kutta explicito (RKV)
até oitava ordem. Testes realizados com diversas EDOs (127) revelaram que, em geral, os
métodos RKV estimam melhor os erros de integracao do que os métodos RKF. O método

usado nesta tese ¢ o RKV8(9), cuja matriz de Butcher consta no artigo de Verner (123).
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5.6 Ordem das Equagoes
Os métodos Runge-Kutta e suas variagoes, sao aplicaveis as equagoes diferenci-

ais de primeira ordem, contudo, pode-se utiliza-los para equagoes diferenciais de ordens

maiores. Para demonstrar isso, considere a equagao diferencial de ordem n:

d™y
— = . 188
Usando a substituicao:
¥ = o(zy),
2
o = wny),
(189)
et = alzy),
g;g = f(xu y)7
a equagao (188) é equivalente ao conjunto de equagoes de primeira ordem:
Y = u(zy),
o = wlz,y),
(190)
= z(z,y),
E = flzy)

Obviamente, aplicar esse recurso para equagoes de segunda ordem, seria fisicamente o

mais util.

5.7 Linguagens e Bibliotecas de Miiltipla Precisao

Métodos numéricos podem ser implementados em quase todas as linguagens de
computacao. Porém, a escolha da linguagem ¢é de vital importancia e deve levar em conta
os objetivos da pesquisa. Este trabalho preocupa-se principalmente com dois aspectos: o
tempo de execucao e a precisao, que, por sua vez, serao dependentes do grau de comple-
xidade das equacgoes a serem resolvidas.

Como mencionado na introducao deste capitulo, existem dois tipos basicos de
linguagem de programacao: as interpretadas e as compiladas. As linguagens interpretadas

sao mais simples, pois nao requerem o passo adicional de compilacao e geralmente sao
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mais faceis de debugar ®. Entretanto, a execucao de programas neste tipo de linguagem
¢é lenta, pois os calculos sao realizados juntamente com a traducao do codigo-fonte em
linguagem de maquina. Este fato torna ineficiente a aplicacao de linguagens interpretadas
em equagoes muito complexas ou que exijam um nimero muito grande de passos.

Por isso, este trabalho concentra-se nas linguagens compiladas, em particular C,
em parte, devido a sua extensibilidade, ou seja, a facilidade de criar novas estruturas; e em
parte devido as bibliotecas disponiveis para calculos numéricos de precisoes arbitrarias.

A desvantagem principal da linguagem C estd no nivel de precisao padrao dos
numeros de ponto flutuante: o tipo double usa 64 bits, dos quais 53 representam os
algarismos significativos de um ntimero real, enquanto os demais sdo reservados para
armazenar o sinal e o exponente. Traduzindo os 53 bits para a base decimal, fornece
253 2 106, ou seja, 16 digitos decimais significativos. Em principio, C define o tipo long
double, porém a implementacao desse formato depende de um conjunto de fatores, como
o processador, o compilador e até o sistema operacional, sendo muitas vezes simplesmente
convertido em double. Para muitas aplicagbes a precisao oferecida por uma variavel
double ¢é razoavel. Contudo, em aplicacoes que exijam um nimero muito grande de
iteracoes, os erros, devido ao truncamento na série de Taylor, podem se acumular, fugindo
da precisao desejada.

Uma forma de superar essa limitacao é a utilizacao de bibliotecas de multipla
precisao, que permitem trabalhar com ntmeros com mais de 16 algarismos decimais,
criando um novo tipo de objeto no qual os niimeros sao particionados em varios blocos
de 64 bits. Novas versoes das operagoes matematicas sao definidas. Elas manipulam
esses blocos de uma forma que os resultados dos calculos superem os 16 digitos usuais.
Essas manipulagoes acarretam em um custo adicional no tempo de execugao do programa,
todavia, ainda assim, a combinacao de linguagem compilada e a biblioteca se mostrou mais
rapida do que o mesmo programa implementado numa linguagem interpretada.

Para a linguagem C, existem duas principais escolhas de bibliotecas de multipla
precisao: GNU Multiple Precison (GMP) e Multiple Precision Floating-Point Reliable
(MPFR) (124). Para este trabalho escolheu-se a biblioteca MPFR pois apresenta uma
quantidade grande de fungoes mateméaticas capazes de executar calculos com precisao
arbitraria. Outra vantagem é a possibilidade de escolher o tipo de arrendamento que seréa
feito pelo processador. A sintaxe de MPFR é bem diferente daquela que é usual em C: na
pratica, a biblioteca MPFR é uma nova linguagem de programacao que utiliza C como
base. A modificacdo mais relevante é a forma de calcular expressoes matematicas. MPFR
executa uma fungao (um calculo) por linha de programagao, de forma que a quantidade

de linhas em MPFR é muito maior do que em C. Como exemplo de rotina executada em

8 T usado em uma situacdo em que precisa-se analisar um determinado bloco de programacio ou a execu-
¢ao de um programa para localizar possiveis erros ou bugs de sistema e também erros de programacao.
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Tabela 9 - Comparacéo entre as linhas de programacao escritas em C e em
MPEFR.

Rotina em C (C++) Rotina em MPFR
mpfr_set_str(nl,"1.0",10,MPFR_RNDN) ;
mpfr_set_str(n3,"3.0",10,MPFR_RNDN) ;
mpfr_add(rhoa,nl,w,MPFR_RNDN) ;
rhoa— mpfr_mul (rhoa,n3,rhoa,MPFR_RNDN) ;
rhoO*pow(a,-3*(1+w)); | mpfr_neg(rhoa,rhoa,MPFR_RNDN) ;
mpfr_pow(rhoa,a,rhoa,MPFR_RNDN) ;
mpfr_mul (rhoa,rho0,rhoa,MPFR_RNDN) ;

Legenda: A varidveis nl e n3 sdo os nimeros 1 e 3 armazenados com precisao
arbitraria; e o comando MPFR_RNDN é a forma de arredondamento
escolhida.

Fonte: O autor, 2018.

1+w).

MPFR pode-se usar a equacio da densidade de energia por exemplo p(a) = poa™
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6 RESULTADO E DISCUSSOES

6.1 Introducao

Entre as teorias escalar-tensoriais abordadas neste trabalho, escolheu-se a teoria
mais geral: a teoria BW, onde ¢(x#) = ¢(t) e G(t,7) = ¢(t)!, utilizando-se para isso o
frame de Jordan, ou seja uma teoria nao-minimamente acoplada. Essa escolha deve-se ao
fato de que deseja-se estudar a variacao temporal da constante gravitacional G' para, pos-
sivelmente determinar as condigoes para a inflagdo. Contudo, o ponto fundamental deste
trabalho, estd na escolha de uma func¢do cosmolégica, A(¢) = A¢p(t)] em substituigdo a
constante cosmolégica A. Essa funcao evolui a partir de um valor relativamente grande
durante o Universo Primordial até um valor compativel com as observagoes de uma cons-
tante cosmoldgica hoje em dia. A funcdo cosmoldgica juntamente com o campo escalar
tém papeis fundamentais na expansao do Universo durante o periodo de inflacdo cosmica,
A(t), como é proposto, também explicaria a expansao acelerada do Universo observada
atualmente.

Evidencias observacionais e analisadas pelos artigos (128, 129, 130) sugerem que
os valores atuais dos pardmetros cosmolégicos sdo: |G/G| = |§/¢| < 107%4¢;1, Hy ~
1072 t, Le A 107122 t, 2 onde todos os parametros estdo descritos em termos de unida-
des de Planck e t, ¢ o tempo de Planck. Por simplicidade o acoplamento sera considerado

constante w(¢) = w. A equacao (174) serd dada entao por:

(3 + 2w) <¢¢b’ + 3@2;‘) + 2¢%\ — 20\ = 87T, (191)

note que, diferentemente da teoria BD onde w = —3/2 implica em T' = 0, ou seja, vacuo
ou radiagao, nao hé esse tipo de restrigdo na teoria BW visto que, em geral A(t) # 0.
Pode-se determinar o potencial para a agdo de BW como sendo V(¢) = A(¢)¢.

A proposta deste trabalho é calcular exata e numericamente a evolucao dos pa-
rametros cosmolégicos A(t), H(t) e a(t), baseado na ideia de uma fun¢ao ¢(t) cujo valor
inicial é dado por ¢(0) = ¢; e sua evolugao tenha fim em ¢(¢) = 1 quanto ¢ — co. Essa
evolugao deve ser capaz de gerar inflacao suficiente para que o Universo nao recolapse
apds o Big Bang e ao final dela, os valores de A(t), H(t) e a(t), devem ser compativeis
com seus valores observacionais atuais. Para isso, assume-se um tensor energia-momento
que descreva um fluido perfeito conforme a equagao (26).

Em tese, o Universo sera isotrépico e homogéneo; todas as variaveis serao depen-

dentes, em ultima analise, do tempo, e o espago-tempo serd descrito pela forma usual da
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métrica de FLRW (7). Assim, as equagoes de campo para Gy e Gj; sao:

2 k8 2 ag A
a+:w+w<¢>_a¢+3,

a?  a? 3o  6¢* a¢ (192)

a k  8mp w P ap b
25+§_—?—§$—255—5+A. (193)

A forma dessas equacgdes motiva as definicdes de uma densidade efetiva e uma pressao

efetiva para o campo escalar:

12

87py = ;’(b - 3‘;@5 + @A, (194)
N
87p, = z’q; + 2%5 L — b, (195)

a partir das quais é possivel definir uma equacao de estado efetiva do campo escalar:

w="22 (196)
P¢

Nota-se que a interpretacao dessas grandezas como se fossem de um fluido perfeito é
questiondvel: as defini¢des de py e p, dependem nao somente de ¢, mas também da taxa
de expansao do Universo. Ambos contém termos provenientes da densidade lagrangiana,
mas incluem também termos da interacao entre ¢ e a geometria, devido ao acoplamento
nao-minimo. Assim, podemos esperar que essas grandezas efetivas ndao obedecam as

restrigoes usuais da RG.
Este trabalho esta particularmente interessado no Universo Primordial, especifica-
mente, no periodo logo apdés o Big Bang, por isso, a equacao de estado serd dada pela
equagao p(p) = p/3, que corresponde a um Universo dominado por radiagao. Conside-

rando essas suposigoes, a equagao (191) serd rescrita da forma:

(3 + 2w) ((bé + 3¢2a) + 2¢0°\ — 260\ = 0, (197)
a
as equagoes referentes as componentes Gy e G;; do tensor de Einstein na teoria BW serao:

a2 k 8tp wd® ad A
e E_omp vy a9, A 198
2@ 3¢+6¢2 a¢+3’ (198)

a k  8mp w @ ap b
25+?——@—§?—255—5+>\, (199)
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e por fim, a identidade de Bianchi V,G*” = 0 para este modelo serd:

d (p aol d wd?  _ag al ¢ a¢ ¢
8t |— | = 4— =~ — A+ == -3—= 3-|lw———=+=|=0. 200
Wldt<¢>+a¢]+dt<+2¢2 ao) e\ ® Tas S (200)
E comum impor que o tensor energia-momento e o campo ¢ se conservem separada-
mente (131, 132) para respeitar o Principio de Equivaléncia Forte, porém, esta imposigao
nao sera realizada.
Definindo H(t) = a/a, ®(t) = ¢/p e P(t) = 8mp/p, subtraindo (198) de (199) e

rearranjando os termos, ¢ possivel mostrar que:

H:—H2+;(A—w<1>2—13)—;(HCI>+<§+<I>2), (201)
A=) — <w + 2) (3BHD? + &° + 0D), (202)
P =—P(4H + ®). (203)

Vale ressaltar que a equagao (203) é compativel com a equacao de conservagao do tensor

energia-momento para a radiacao dada por p = poat.

A vantagem desse conjunto de
equagoes é a independéncia com respeito a curvatura. Do ponto de vista fisico, é necessario
escolher condigbes iniciais que respeitem os possiveis valores k = 0 ou k 4+ 1. As varidveis
A(t), H(t), e P(t), calculadas numericamente, podem ser usadas para avaliar o nivel de
precisdao do método, para isso utiliza-se a equagao (198), uma espécie de equagao de

vinculo, dada por:
k AP w

—=-H+>+—=+_-9"—HO. 204

a? * 3 * 3 * 6 (204)

Uma alternativa para solucionar esse problema é substituir a equagao (204) na
equagdo (201), eliminado assim o termo de A(t). Essa nova equagdo sera tal que:

.k 2P 1 ,

H:?—?+§{H<b—(w+1)<b - ®|. (205)

Para um Universo espacialmente plano e preenchido apenas pelo campo ¢(t), a

equagdo (205) torna-se uma equagao independente de A(¢) e P(t), e pode ser resolvida de

forma exata, modelando uma das duas fungdes, ®(t) ou H(t), que compoe a equagao.

6.2 Solucoes Exatas

Embora a intencao final seja estudar a evolucao do Universo incluindo os efeitos da

densidade de matéria e curvatura, € instrutivo analisar as equagoes simplificadas quando



86

P =k = 0, procurando solugoes exatas que possam nortear a andlise numérica no caso
mais geral. Substituindo P = k =0 em (205) obtém-se:

= ; [HO — (w+1)0? = ], (206)

que, dada uma forma de ®(t), é uma EDO de primeira ordem e linear em H(t) com

solugao geral:

- {C — [ w1 e+ @] eéf@dtdt} o3 [ ot (207)

Lembrando que ®(t) = ( )/ ¢, vé-se que o fator integrante pode ser determinado em
termos de ¢:

o5 ®dt _ —3In(¢) _ ¢71/27 (208)

e a solugdo geral (207) torna-se:

H(t (C - / ““b;;/gw ) Jo. (209)

Assim, se for possivel calcular a integral em ¢(¢) de uma forma exata, obtém-se uma
solugao para H(t). Feito isso, A(t) pode ser determinado pela equacao de vinculo (204).
Devido ao fator de ¢*/? no denominador, espera-se que seja dificil encontrar um modelo
para ¢(t) para as quais a integral pode ser calculada exatamente porém, surpreendente-

mente, ha casos interessantes em que esse processo pode ser levado a cabo.

6.3 Modelos para o Campo Escalar ¢(t)

6.3.1 Tangente Hiperbodlica

O primeiro modelo para o campo ¢(t) a ser estudado tem a forma de um tangente
hiperbdlica:

8(0) = 51+ 61) + (1 — 60 tanbe(t — 1) (210

Os fatores (1 + ¢;)/2 e (1 — ¢;)/2 fazem com que ¢(t) — ¢; para t < t4 (isto é proximo
ao Big Bang), enquanto para t > t4, ¢(t) — 1, valor atual de G(¢)~! em unidades de
Planck. Este modelo foi projetado para que ¢(t) seja aproximadamente constante quando
t =~ 1t, para que a evolucao do espaco-tempo coincida com um Universo inflacionario
com caracteristicas exponenciais. O valor de t; determina o tempo em que o campo
permanecera, em certa medida, constante durante a primeira fase do processo, assim

regendo a quantidade de inflagdo. Em torno de t = ¢4, dependendo do sinal de ¢, o campo
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decai ou cresce, com a magnitude de ¢ determinando quao suave ou nao sera a evolucao
de ¢(t) nessa época.

Para a funcao (210) é possivel integrar completamente a solugao (209), tal que:

_V2C L2 3(w=+2)p+ 3w+ 1)1+ ¢;) —wpip™!

H(¢) 75 3 1o ,

(211)
para ¢; # 1. O valor do campo é restringido pela raiz quadrada logo, ¢(t) > 0. O
modelo do campo foi pensado para que ¢(t) = 1 quando ¢ — oo que corresponde a

tanh[c(t — t4)] — 1, assim é possivel determinar a constante C', de tal maneira que:

_Hy VI (ut3)(3+6)

¢ V2 3 1 —¢;

(212)

Supondo por aproximagao, que H(t) = 0 para t — oo, visto que o valor Hy ~ 107%t_ 1,

C torna-se entio:

V2 (2w+3)(3+ )
o= Yt I0L0) (213)
o que leva a forma final do parametro de Hubble, H:
Hy
H = —
(¢) 73
2¢ 3(w +2)¢ — (2w + 3)(B+ )92 + 3(w + 1)(1 + ¢;) — wep ™
+ = .
3 1 —¢;
(214)

A solugao para \(¢) pode ser encontrada substituindo H(¢) na equagao (204), evidente-

mente, fazendo P = k = 0, assim, tem-se:

B 2c2(2w + 3)(3w + 4)¢?  6c(2w + 3) Hyp®/?
S A (N o
AP (2w +3)%(¢i +3)9%  de(¢i +3)(2w + 3)Hoo
(1— )2 1—¢;
4 (2w + 3)(2wd? + 21we; + 32 + 27w + 33¢; + 42)¢
T3 (1= &)’
Ge(¢i + 1)(2w + 3)Hog'/*  4c* (2w + 3)*(¢ + 1) (¢ + 3)¢'/*
1 — ¢ (1 —¢)?
2% (2w + 3)(Bw? + 4w + 47 + 3w + 4o + 4)
(1 —¢i)?
2c(2w + 3)¢; Hop™ V2 422w + 3)2¢;(¢; + 3) /2
1—¢; "3 (1— )2
42w +3)(w + 1)pi(di + D)o™' 2 Pwei (2w + 3)p~°
(1= ¢)? 3 (L—¢)*

(215)
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Figura 12 - Potencial para o modelo tangente hiperbdlica.
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Legenda: Hy =0; ¢; = 1,1; w = 50.000 e ¢ = 0, 007.
Fonte: O autor, 2018.

Repara-se que, neste caso foi possivel escrever A\ explicitamente como fun¢do do campo
escalar, e que a expressao resultante é uma soma de poténcias de ¢!/2. Como era de se
esperar, fazendo ¢(t) — 1, A(¢) — 3HZ e recupera-se a solugao de de Sitter. A figura 12
mostra o grafico da forma do potencial V(¢) = ¢A(¢) com valores de Hy, ¢;, w e ¢
tipicamente usados nos estudos numéricos, com detalhe do potencial proximo a ¢ = 1. A
figura mostra, dentre outras coisas, que o comportamento geral do potencial é similar para
um campo ¢(t) crescente ou decrescente. O potencial pode ser estudado através de uma,
expansao em série de poténcias para valores em torno de ¢ = 1. Usando a transformagao

X = ¢ — 1, pode-se escrever V() tal que:
V(x) = 3HZ + 6H2x + |3HZ + §(2w 4 3)(3Hy —20)| 2+ ..., (216)

da qual conclui-se que ¢ = 1 é um valor extremo de V' somente se Hy = 0 e, ainda, que

¢ = 1 serd um minimo local para w < —3/2, e um méaximo local quando w > —3/2.

6.3.2 Exponencial

O segundo modelo escolhido para o campo ¢(t) tem a forma de uma exponencial
e é dado por:
P(t) = 1+ exp|—c(t —tg)] = 1+ be™, (217)

Neste modelo ¢(t) ndo é aproximadamente constante perto de t = 1 e, por isso, a inflagdo
gerada nao é exponencial. O valor de b determina o valor inicial ¢; = 1 + b e a constante
¢ define o grau de suavidade da evolugdo do campo ¢(t). A mesma andlise feita para o

modelo anterior pode ser repetida para este modelo, fornecendo a solugao geral para H (t)
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Figura 13 - Potencial para o modelo exponencial.
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Legenda: Hy =0; b=0,1; w = 50.000 e c = —0,0014.
Fonte: O autor, 2018.

em um Universo espacialmente plano, sem matéria:

H(t)=CVitbed— (w+1)c+ :mfze—t) (218)
que pode ser escrito em termos de ¢ como:
H(¢) = C\Jo+ % [wo™ = 3w+ 1], ¢>0. (219)
Para H = Hy quando t — oo, o valor da constante C' é:
C:H0+§(2w+3). (220)
e H(¢) é dado por:
H($) = Ho\Jo + g (20 +3) 92 +wp™ —3(w +1)] . (221)
A forma de A(¢) neste caso é:
Mo) = ;[BHO (20 + 3)% — (2w + 3)[3Ho + (2 + 3)J6
+ ;62(2(.0 + 3)(3w + 4) + §(2w + 3)[3Hy + (2w + 3)c]p~ /2
- ARw+3)(w+ 1o+ écQw(Qw +3)p 2. (222)

Novamente, A(¢) é uma soma de poténcias de ¢'/? mas, diferente do modelo anterior, a
maior poténcia neste caso é ¢. O potencial, V (¢) tem ¢* como a maior poténcia, figura 13.

Mais uma vez, estuda-se o potencial através de uma expansao em série poténcia para
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valores em torno de ¢ =1, V(x) é dado por:

C

V(x) =3H3 +6H3x + [3HZ + 1

(2w +3)(3Hy — )| X*.. ., (223)
da mesma forma que no caso da tangente hiperbdlica, ¢ = 1 é um valor extremo de V
somente se Hy = 0 e ¢ = 1 serd um minimo local para w < —3/2, e um maximo local
quando w > —3/2.

6.4 Modelos Baseados no valor de A()

6.4.1 Funcao Cosmoldgica Proporcional a t =2

As observagoes que sugerem o valor da constante cosmoldgica em A ~ 3,39 x
107'224,72 e a estimativa da idade do Universo em ¢, ~ 8,08 x 10%t, tem levado a
suposicdes de que a relacio A = ;% nio seja uma coincidéncia, alguns autores (133) tém
sugerido explicagoes para essa relagao.

No contexto da teoria BW, a relagao tem uma explicacao natural em termos da
funcao cosmoldgica, A(t) o t~2. E interessante buscar soluces explicitas em que A(t) tem
esse comportamento, e inferir a evolucdo do campo escalar para que isso acontega. Para

isso, propoe-se uma forma para a funcao cosmoldgica tal que:
At) = Mt ™2, (224)

com J; sendo seu valor inicial. Usando a equagao de vinculo (204), para retirar o valor

positivo de H(t), substituindo na equaciio (202) e isolando o termo ®, tem-se:

1 QP33 — QO22,/6QP22 4 12); + 2\, Pt + 4\,

P
2 Qb3 ’

(225)

onde Q = (2w+3)/2. Fazendo a substituicao de variavel ®(t) = V(¢)/t, a equagdo torna-se

separavel, de tal modo que:

.1 QU3 — QU2/6Q02 + 12); + 2QU? + 2\, U + 4,

) 22
2 Qtw (226)
e assim:
dt vdw (227)
20t QU3 — QU2/6Q02 + 12X, + 2002 + 20,0 + 4\,
Fazendo uma nova transformacao:
Ao X
g,/ (228)

Q1-X2%
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a equagao (227) torna-se em:

dt —92XdX
20t QX4 — 20N X3 — 403N X2 — V200X — Q°

(229)

A solugao da equagao (229) corresponde ao campo ¢(t) para um Universo sem ma-
téria e espacialmente plano. O denominador do lado direito da equagao é uma polinémio
de ordem 4 em X. Para proceder com a integracao, e necessario descobrir quantas das
raizes sao reais. Em principio esse ntimero pode ser determinado usando o discriminante,

A, que é mais facilmente calculado em termos de A; e b = \; /{2
AN, b) = —326% 4+ 192(\; — 1)b? + 384(20); — 1)b + 256(12); + 1). (230)

Se A < 0 existem duas raizes reais; se A > 0 hé quatro raizes reais ou nenhuma.
Uma andlise de A demonstra que ha dois pontos criticos: A\; = 3/8,b = 4 onde A = —1728
e\ =9/4,b =16 onde A = 0. O primeiro ponto é um méaximo local, enquanto o segundo
é um ponto de sela. Assim, o sinal de A varia de acordo com a regiao do plano \; — b.
Porém, para os valores de \; e w estudados, A > 0 e, desta maneira, existem duas raizes

reais, e o polinémio pode ser reescrito como:
QX) = QX —r)(X —r ) (X2 + aX + B), (231)

onde o e  sd@o numeros reais e v e r_ sdo as raizes reais do polinomio. Comparando
os coeficientes das poténcias de X na equagao (231) com as poténcias do denominador

de (229), obtém-se as relagoes:

2 [ —— (232)

)
Q rTor_

a=ry+r_—

A solucao da integral do lado direito é entao:

Bf'r'+r, 72r+
arT 7‘2 ar 7‘2 T -7 T 7‘2
In [(X? 4 aX 4 p)2er+tratDer—Zad (X g )Oremr(ere 4o

2r_
(X _ 7"_) Q<r+r_>(m_+r2+g)1

B 2(aryr— +af + 20r +26r_) rctan (

Qary +r2 + B)(ar_ + 12 + B)V43 — a2

2X + «a ) (233)

Vab — a?
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Fazendo a integral em ¢ a relacao final entre t e X é:

- 2 T - ar 7'2
Z51/29 e (X _ TJF)ﬂ(u ry)(ary+ry +6) (X _ 7L)m L —r_)(ar_+r2 +8)

27‘+ 2r

B—ryr_

(X2 + aX + ) eretritiler—Z

exp _ 2(&T+T—+aﬂ+25r++2ﬁr—) arctan <2‘X—~_a>‘| . (234)

Q(owq_—i-ri—i—ﬁ)(oer,—f—rg-i—ﬁ)\/4ﬂ—a2 \/4p—a?

Embora a solugao seja exata, ela é implicita e de dificil tratamento, contudo, é
possivel retirar algumas informagoes importantes a respeito dessa cosmologia fazendo um
analise assintotica das equacoes. Em particular, para estudar o comportamento quando
t — 00, é necessario encontrar qual valor de X corresponde a esse limite. Observando
os termos no lado direito da equacao (234), fica evidente que o arco tangente é um valor
limitado e a exponencial tende a uma constante.

Portanto, para que o lado direito da equagao (234) torne-se infinito, existem apenas
duas possibilidades:

(i) para X — o0, o lado direito comporta-se como X? com p > 0; ou
(ii) para pelo menos um dos fatores, (X —r4)?, p; <0e X — ry, onde j =1,2.

No primeiro caso, escrevendo o produto de potencias como:
I = (X — 1) (X =7 )2 (X* + aX + B)7,

tem-se, para X grande:
I ~ XP1+p2+2p3

Contudo, p; + p2 + 2p3 = 0 e esta possibilidade ¢ descartada.
No segundo caso, devido a simetria de II em relagao a troca r; <> r_, basta analisar

uma das alternativas. Para isso, faz-se X = (r, + €) e, no limite € — 0, descobre-se que:
IT=e"(ry — T_)p2(7’_2,’_ + ary + B)P2.

Para os valores de \; e w usados nesta tese, o sinal de p; é sempre negativo e conclui-se
que, quando t — oo, X — r,. Evidentemente, a mesma analise vale para X — r_.
Portanto é possivel estudar o comportamento da solugdo quando ¢ — oo fazendo X — ry
(ou a r_). Por exemplo, para calcular o valor da equagao de estado efetiva w quando

t — oo coloca-se o valor de X em t = oo na equacao (228) e assim:

\I/:\I/,: 8)\1 T+
V Q1—1r32
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Tabela 10 - Relagdes entre os valores de ry,r_, Hy, H), w] e wh; e o valor

inicial da funcdo cosmoldgica A;.

NS | oy r_ H] H, w) wh

1 2,662 —2,655 0,770 0,765 —0,134 —0,129

2 3,151 —3,141 1,003 0,998 —-0,335 —0,332

3 3,482 —3,470 1,183 1,178 —-0,437 —0,434

4 3,739 —=3,725 1,336 1,330 —0,501 —0,499
) 3,952 —3,937 1,471 1,465 —0,547 —0,545

Fonte: O autor, 2018.

onde ¥’ é uma constante, e portanto:
d =0t (235)

A primeira conclusao retirada do estudo assintotico deste modelo, esta contida no sinal de
®(t), dependendo do valor da raiz r, a fungao ®(t) é positiva ou negativa, este sinal deter-
mina o comportamento do campo ¢(t), crescente ou decrescente respectivamente. Pode-se
também observar que ® — 0 para t grande, pelo menos para o espaco de parametros aqui
considerado, o comportamento assintotico de o pode ser obtido substituindo-se (235) na
equagao (225). Para determinar o valor assintético do parametro de Hubble, utiliza-se a

equagao (204), obviamente considerando o valor positivo de H(t), obtendo-se:

=4 5V/6QU72 +12),
- 2

H(t) tt=Ht" (236)

Por fim, substituindo tudo na equagao de estado efetiva (196) tem-se:

L 30020 - DB + 20(2/6Q0072 £ 12X; — 3v/6QU72 + 2X,) 072 + 12),(1 — Q)T + 24X,
B 3020 4 3)UB — 6Q/69720 + 12X, 172 + 120\, 1’

(237)
portanto, conclui-se que a equacao de estado efetiva w tende a uma constante quando ¢ for
grande. A tabela 10 apresenta alguns valores possiveis para os pardmetros o, r_, H], H}, w}
e wy baseados na escolha de \; e w = 50.000.

O gréfico 14 apresenta a relagao entre o valor inicial da funcao cosmoldgica e o valor
assintotico da equagao de estado efetiva w}. Um gréfico similar para wj ndo apresenta
grandes diferengas. Os valores assintoticos de w encontrados na tabela 10 sao aceitéaveis
fisicamente, contudo nao sao compativeis com observagoes, visto que a andlise feita pela
colaboracao Planck em 2013, supondo que w é constante, indica que w < —0,88 com

um nivel de confianca em 95%. Para que w aproxima-se desse valor, \; ~ 80, um valor
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Figura 14 - Relacdo entre o valor inicial da func¢io cosmoldgica A; e o valor

assintético da equagao de estado efetiva wj.
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Fonte: O autor, 2018.

relativamente grande. A anédlise assintética feita na equacao (236) demonstra que, para
t grande, H ~ H;t~'. Supondo que esse comportamento também valha para ¢ pequeno,
a equacao pode ser usado para determinar valores de H; compativeis com observacoes
do parametro de Hubble. Utilizando por exemplo, H; = 1,015, e a idade do Universo
tg ~ 13,8Gyr, o valor atual do pardmetro de Hubble seria Hy ~ 1,259 X 10*61‘0;1 ~
71,9km/s/Mpc, o valor observado por HOLICOW. A suposigao de que H o ™! seja uma
boa aproximagcao proximo ao Big Bang tem que ser verificado numericamente.

Se, de fato, H oc t~! descrever bem a evolu¢do do Universo no modelo em que
A o t72, e dada a complexidade deste modelo, é natural perguntar se um modelo no qual
H ¢ proporcional a ¢! ndo seria adequado para reproduzir grande parte das caracteristicas
do modelo com \ o< 72, com a vantagem de, talvez, produzir solu¢oes mais simples. Este

argumento sera o ponto de partida da proxima secao.

6.4.2 Parametro de Hubble Proporcional a ¢!

Nesta secao, utiliza-se a equacao (206), modelando agora o parametro de Hubble e
levando em conta que, no contexto das solugdes de de Sitter, A = 3H3. A intengao é obter
uma solucdo exata em que o comportamento de \ se aproxime de \ oc t~2, porém mais
facilmente tratdvel. O valor do pardmetro de Hubble atual é da ordem de Hy ~ 10751 ¢, 1.

Assim, o modelo H(t) oc t~! é um alternativa. H(t) é dado entdo por:

H(t) = Hit (238)
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onde H; é o valor inicial de H(t). E possivel verificar analiticamente se a cosmologia em

questao ¢ inflacionaria. Neste modelo, o fator de escalar ¢ dado por:
a(t) = apt™, (239)
lembrando que @ > 0 em universos inflacionarios. Derivando duas vezes a(t) tem-se:
i = H;(H; — )t"2, (240)

onde ag = 1. Assim, o modelo é compativel com um universo inflacionario se H; > 1.

A funcao ®(t) para a cosmologia tratada nesta segdo com p = k = 0 tem a forma:

Hi+1—mtanh {3 [C =IO} m(H, +m+ 1)+ Cy(H; —m +1)
(1) = 2w+ 1)t - 2(w + 1) (tm + C))t - (241)

onde C' é constante, m = \/HZ2 +8Hw +10H; +1 e O = ™. O campo ¢(t) para o

modelo é entdo:

—m—+1
1

6(t) = D coshstt {7; c— ln(t)]} PR = Ot S (7 )T, (242)

onde Cy e D sao constantes arbitrarias, independentes de qualquer parametro cosmologico,
mas determinadas pela exigéncia que ¢(ty) = 1.
A evolucao de ® pode ser separada em dois regimes: um dominado pelos termos

em (7, o outro dominado pelos termos em t™. Se t™ > (] entao:

t"(Hi+m+1) Hi+m+1

D~ = . 243
2(w + 1)tm+l 2w+ 1)t (243)
Para os valores neste trabalho, H; ~ 1 e w 2 50.000, portanto m ~ /8H;w e
2H,;
b ~ ) (244)
Vwt
Do outro lado, se C > t™ tem-se:
Ci1(H; — 1 H;, — 1
g ClHizm+l)  Hizm+1 (245)
2(w+ 1)Cht 20w+ 1)t
Fazendo novamente m =~ /8 H;w resulta em:
2H,;
O~ — (246)

Vit

Percebe-se que, independentemente do regime, |®| tem a mesma forma. Uma vez que
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G /G = —® é possivel calcular a variagdo de G para este modelo. Usando H; = 1,

w = 50.000 e ty = 13,8 Gyr:
— g ~ —13 -1

|D| = el ki 4,58 x 10”2 yr (247)

Para os valores tipicos utilizados nas integragoes numérica, w ¢é positivo e grande

em comparagao a H;. Assim, m serd dominado pelo termo /8H;w e, desta forma, a

constante (', serd pequena ou grande dependendo do sinal de C'. Uma escolha 6bvia

seria C; ~ 0 e, com isso, uma lei de poténcia descreveria muito bem ¢(t), como consta

em (134). Nao ha uma expressdo ébvia para A(¢), porém é possivel escrever a fungao

cosmoldgica em termo de ¢, que resulta em:

CBH?  w [t"(H;+m+1)+ Cy(H —m+1)]

A =45 2(w+ 1)(tm + Ch)t
3H; t"(H; +m + 1) + Cy(H; — m + 1) (248)
12 2w+ 1)(t™ + CY)

Para t grande todos os termos da fun¢ao cosmologica sao assintoticamente proporcionais
a t=2, fazendo A\ o< t~2, corroborando ao argumento inicial. Para valores tipicos usados
na integragdo numérica, A(t) é sempre positivo.

A equacao de estado efetiva w do campo ¢ é constante e dada por:

2

=-1 )
w +3Hi

(249)

E impressionante que w seja determinado unicamente pelo valor inicial do parametro de
Hubble e ainda, que valores naturais para H; produzam equacoes de estado fisicamente

aceitaveis. Por exemplo:

H; € [\/1/3,\/87/3] = w € [0,15, -0, 77], (250)

com os valores maiores de H; fornecendo valores de w compativeis com as observacoes
cosmolégicas hoje.

Observacoes mais recentes como HOLICOW, indicam que o parametro de Hubble
hoje tem valor de Hy &~ 1,256 x 107°'t; . Esse valor de Hy no modelo ACDM, fornece
uma idade do Universo de t & 8,08 x 1090t

Outros valores de H; sao possiveis se a condi¢ao sobre o valor de ty for rela-
xada. Observagoes independentes do modelo cosmoldgico as vezes fornecem valores da
idade do Universo levemente maiores dos calculados usando o modelo ACDM. Destacam-
se as estimativas das idades de aglomerados globulares (135), que produzem idades de
12,7+ 1,7Gyr ou 13,4 + 1, 1Gyr dependendo da técnica usada, e o estudo de estrelas
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Tabela 11 - Relacbes entre parametros cosmolégicos variando Hy e tg.

H,(t,") | Ho(km/s/Mpc) to(Gyr) tos(s) w

1 70,86 13,8 9,14 x 107 —0, 333
1,015 138 3,50 x 10-16  —0, 343
1,066 71,9 145  1,63x10°7 —0,375
1,184 161 3,75x 102 —0,437
1,034 138 1,08 x10° —0,355
1,086 73,24 14,5 5,31 x 107 —0,386
1,206 16,1 1,38 x 1072 —0,447
1,058 13,8 2,59 x 1077 —0, 370
1,112 75,08 145 1,31 x 107 —0, 400
1,234 161 4,05x 102 —0,460

Fonte: O autor, 2018.

deficientes em ferro. Em particular, uma analise da estrela HD 140283 feita por Bond
et. al. (136) em 2013 indicou uma idade de 14,46 4+ 0,8Gyr. Embora esse valor seja
maior do que as idades provenientes de observagoes cosmologicas, ele é compativel com
o 13,77 £ 0,06Gyr levando em conta as incertezas estatisticas. Porém, aceitando-se a
possibilidade de modelos diferentes do modelo RG +ACDM, é vélido considerar idades do
Universo de até 16, 1Gyr, o limite superior indicado pelas idades das estrelas mais antigas.

A tabela 11 mostra a relagdo entre H;, Hy, to, tg5 (0 tempo em que o Universo
expande em 65 e-folds), e w. Na primeira linha foram fixos o valor de H; = 1,0 e ty,
a partir dos quais foi calculado Hy. Vé-se que o valor é muito proximo as observacoes
cosmoldgicas. As linhas seguintes mostram a variagao de H; usando os valores de Hy mais
recentemente calculados pelo grupo HOLICOW (71,9) e por Riess et al. (73,24) (137). O
valor 75,08 é o limite superior de Hy, levando em conta a incerteza final de 2,4% citada
no artigo.

A tabela contém resultados positivos e negativos do ponto de vista das observagoes.
Na primeira linha o valor “natural" H; = 1¢; ! foi atribuido, junto com a idade do Universo
mais aceita 13,8Gyr. Essas escolhas produzem um valor de Hy ~ 70, 85km/s/Mpc, que
fica entre os valores citados por Planck/WMAP e Riess/HOLiCOW. Porém o valor H; = 1
significa que a o t e o Universo permanece no limiar entre modelos inflacionarios e nao-
inflacionarios. O tempo para atingir 65 e-folds é maior do que geralmente estipulado para
o fim da inflacdo: entre 107%%s e 10~%6s.

No modelo proposto aqui, os valores de ty, Hy e H; sao interligados pela equacao
Hy = H;/ty. Para que os valores de Hy e ty sejam iguais aos do modelo ACDM, o

valor inicial do parametro de Hubble deve ser H; =~ 1,015, que produz um Universo
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levemente inflacionario. Esse limiar também é evidente no valor de w = —1/3, considerado
o limite para p/p para produzir inflacdo. Atualmente um valor de w tao préximo de zero
é inconcilidvel com céalculos baseados no modelo ACDM. Como visto anteriormente, para
Planck 2013, supondo w constante, w < —0, 88 com 95% de confianca.

Das demais linhas, o menor valor de w = —0, 460 ocorre com Hj no limite superior
dos valores indicados por Riess, e uma idade do Universo de 16, 1Gyr, no limite superior
dos valores provaveis sugeridos pelas idades das estrelas mais antigas. Mesmo assim, o
valor continua incompativel com analises de observac¢oes. Porém, os valores de H; > 1
demonstram que esse modelos sdo sempre inflacionarios e nunca sofrem do problema do
horizonte do Modelo Padrao.

Toda essa analise foi realizada para cosmologias com & = 0 e p = 0. Como
serd visto, para modelos mais completos, em que a curvatura e matéria sao relevantes, a

equagao de estado efetiva ndo é mais constante, particularmente proximo ao Big Bang.

6.5 Método Numeérico

Para efetuar os calculos numéricos para os modelos cosmologicos desta traba-
lho, utilizou-se o método Runge-Kutta, particularmente aquele descrito por Verner como
RKV8(9), cujos parametros estao no apéndice deste trabalho. Usou-se também a biblio-
teca de multipla precisato MPFR, como foi descrito, cujo nivel de precisao serd determi-
nado pela equagao (184). O passo seré corrigido de acordo a tolerancia pré-determinada
de forma que a cada nova ponto calculado, o passo serd multiplicado por um fator de

correcao dado por:
1/9
) (251)

€tol

fc:

Para evitar uma escolha inicial equivocada no valor do passo h, foi acrescentada

€

uma correcao adicional. Repete-se o calculo do primeiro passo cem vezes para que o
fator de correcao f. ajuste o passo até que o valor de h esteja compativel com a precisao

sugerida pela tolerancia.

6.6 Solucoes Numéricas

As solugdes numéricas sao apresentadas com a proposta de estudar a evolugao das
varidveis cosmoldgicas, a fim de verificar se os modelos para ¢(t), A\(t) e H(t) na teoria
de BW sao capazes de reproduzir as propriedades do Universo Primordial. Em qualquer
integracao numérica a questao da escolha das condigoes de contorno, ou condi¢oes iniciais,

tem que ser abordada. Embora a teoria BW tenha embasamento teorico significativo,
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é inegavel que é uma teoria até o momento especulativa, que dificulta a definicdo das
variaveis cosmologicos em qualquer época. Porém, é possivel adotar a ideia de que, na
saida da transicao do estado quantico do Universo para o regime classico, essas variaveis
deveriam ter valores “naturais”, ou seja proximos a 1 em unidades de Planck. Assim, no
tempo de Planck, t, espera-se que o fator de escala, a(t) seja igual ao comprimento de
Planck, 1, e a densidade de energia inicial seja igual a densidade de Planck. Portanto as
integracoes, feitas em unidade de Planck, devem comecar em t = 1 com a = 1. Existe mais
liberdade na escolha do valor inicial do parametro de Hubble, uma vez que nao parece
haver as mesmas restri¢coes quanticas sobre uma taxa de expansao. Porém, aderindo a
nogao de valores naturais, foram usadas condigoes iniciais em que H (1) ~ 1t ! lembrando
que o valor usado deve respeitar o vinculo (204).

Devido ao fator 87 que consta nas equagoes de campo, e a consequente possibilidade
de adotar unidades de Planck com G = 1 ou 87G = 1 na medicao de massas, existe uma
ambiguidade sobre o que deve ser considerado um valor “natural” para essas variaveis,
que produz uma faixa de valores considerados naturais. As mesmas consideragoes valem
para o valor inicial da fungao cosmolégica, A(t).

O valor inicial de ¢ talvez seja o mais especulativo dentre todas as variaveis. A
tnico exigéncia é que ¢(ty) = 1. Se ¢. Por fim o pardmetro w, se for constante, é limitado
pelos dados observacionais, dos quais os mais rigorosas sdo da sonda Cassini (138), v =
1+ (2.142.3) x 107° cujo limite da precisao é de 20 (95%). Isso implica em w < —15.000
ou w > 40.000. Em todas as analises foi usado w = 50.000.

As solugoes numéricas serdo determinadas pelas equagdes (201), (202) e (203),
com a equagao de vinculo (204) usada para determinar condigées iniciais consistentes.
A tolerancia na integracao numeérica é definida para que se mantenha uma precisdo em
torno de 1072, Essa precisao é testada usando (204) para calcular o valor de k durante

a integracao nos modelos em que o Universo é espacialmente plano.

6.6.1 Modelo 1: Tangente Hiperbdlica, k = 0 e ¢ Decrescente

A primeira cosmologia a ser integrada numericamente é de um universo espacial-
mente plano no qual o campo escalar tem a forma de um tangente hiperbdlica como na
equagao (210) e cujo seu valor decresce durante a evolugao. Este modelo depende de trés

parametros: ¢, ¢; e tg, cujos valores foram definidos como:

¢, =1,1 ¢=0,0074477054841195 t, = 700.
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Figura 15 - Valor de k calculado para um precisdo de aproximadamente
10730,
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Fonte: O autor, 2018.

Escolhendo H(1) =1, P(1) = 2, a(1) = 1, e colocando k = 0 na equagao (204), obtém-se:
A(1) = 0,999999877798618893444848381195.

O pardmetro ¢ foi ajustado para que H(t) e A\(t) tivessem valores pequenos para
t grande. As partes relevantes da evolucao de diversas varidveis cosmologicas sao apre-
sentados nos graficos a seguir. O grafico 15 mostra o valor de k durante a integracao,
confirmando que o programa funciona com o nivel de precisao especificado.

O gréafico 16 mostra a evolucio de A(t) durante a inflacio. E interessante notar
que neste modelo A pode assumir valores negativos, dependendo da escolha das condi¢oes
iniciais. Para as condigoes iniciais usadas, a fungao cosmoldgica evolui para um valor final
de ~ 10728, préximo do limite da precisdo definida.

A figura 17 mostra a evolucao do parametro de Hubble. Assim como no caso da
funcdo cosmolégica, H(t) tende a um valor pequeno no fim da inflagdo, porém nao se
torna negativo em nenhum momento da evolugdo. O segunda grafico mostra em deta-
lhes o efeito do acréscimo da densidade de energia, que se manifesta logo no comego da
evolugao diminuindo significativamente o valor de H(t). Como era de se esperar, o efeito
do acréscimo de P(t) rapidamente desaparece. A figura 18 mostra a quantidade de infla-
¢ado gerada pela evolugdo e o valor de w da equacao de estado efetiva de ¢. A inflagdao
¢ compativel com calculos que indicam um limite inferior para o ntiimero de e-folds em
aproximadamente 65. No inicio da evolugao, w &~ —1 como era de se esperar, porém, apos
o tempo de decaimento t; o valor de w torna-se positivo e muito grande, com um pico

em torno de ¢ = 2.500t,, caindo rapidamente depois até w ~ —1. Este comportamento ¢



Figura 16 - Modelo 1: Evolugao de A(t).
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Legenda: (a) Evolugao de A(t); (b) Detalhe do periodo em que A(t) < 0.

Valor final da fungdo cosmoldgica: A(t) ~ 6,4916 x 10728 em

t ~ 4.532.
Fonte: O autor, 2018.

Figura 17 - Modelo 1: Evolugao de H ().
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t

Legenda: (a) Evolugao de H(t); (b) Detalhe durante o periodo entre t =0 e

t = 5. Valor final para o parametro de Hubble:
H(t) ~ 1,4702 x 10~ em t ~ 4.532.
Fonte: O autor, 2018.
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Figura 18 - Modelo 1: Quantidade de inflagdo e equacgdo de estado.
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Legenda: (a) Quantidade de inflagdo em torno de 400 e-folds até o fim da
inflagio com uma aparente estabilidade no valor de In a(t) devido a
H(t) pequeno no fim da inflagao; (b) Equagao de estado efetiva w
com valor de pico em torno de 1,7 x 10!,

Fonte: O autor, 2018.

consequéncia do fato de que, em torno do pico, p, decai mais rapidamente do que pg.

(252)

Uma anédlise dos termos individuais da equacao (252) mostra que, nessa época, os dois
primeiros termos de p, tém moédulos muito semelhantes, porém com sinais contrarios,
fazendo com que o ultimo termo, apesar de muito menor do que ambos, domine. Os
mesmos dois termos que cancelam em p, se somam no calculo de py, criando um valor de
w > 1. Ja foi mencionado que a interpretacao de w rigorosamente como um parametro
da equagao de estado é duvidoso e, de fato, nao ha nenhum comportamento andémalo
na evolugao deste modelo provocado pelo valor alto de w, refor¢ando a nocao de que a
interpretacao de w como uma equacao de estado é fisicamente questionavel, pelo menos

quando a variacao de ¢ é relevante.

6.6.2 Modelo 2: Tangente Hiperbdlica, k = 1 e ¢ Decrescente

O segundo modelo que foi integrado apresenta condigbes iniciais semelhantes ao
modelo anterior, porém com curvatura positiva. Para respeitar a equacgao de vinculo, o

valor inicial da densidade de energia foi modificado, de forma que:

P(1) = 5.
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Figura 19 - Modelo 2: Evolugao de A(t).

0.00010

0.000054

-0.00005

T T T T -0.000107 T T T ,
0 S00 1000 1500 2000 500 1000 1100 1200

i T

Legenda: (a) Evolugao de A(t); (b) Detalhe durante o periodo em que
A(t) < 0. Valor final da funcdo cosmolégica: A(t) ~ 2,4419 x 1072}
em ¢ ~ 2.678.

Fonte: O autor, 2018.

As condigoes iniciais semelhantes foram escolhidas para facilitar a comparagao entre os
modelos com e sem curvatura.

A figura 19 mostra que nao ha diferencas significativas entre o modelo com curva-
tura positiva e o modelo sem curvatura no comportamento da funcao cosmolédgica, embora
o valor final de A\(¢) para o caso em que k = 1 seja maior.

A figura 20 mostra a evolugdo do pardmetro de Hubble, em que as diferengas sao
mais evidentes. Além do valor final maior, a figura em detalhe mostra uma queda ainda
maior no valor do pardmetro em comparagao ao modelo anterior, porém H(t) cresce logo
em seguida, estabilizando-se no mesmo valor do modelo £ = 0. Esse comportamento é
atribuido aos efeitos da curvatura juntamente com a densidade.

O primeiro grafico da figura 21 mostra que nao houve mudancas na quantidade
de inflacdo. Ja no caso da equagao de estado, o valor do pico apresentou uma queda
significativa, embora continue muito grande. Provavelmente, essa queda é consequéncia

do valor final maior na func¢ao cosmolégica, em comparacao ao modelo anterior.

6.6.3 Modelo 3: Tangente Hiperbolica, k = —1 e ¢ Decrescente

Este modelo apresenta curvatura negativa & = —1 com os mesmos valores para
¢i, ¢ e tg dos modelos anteriores. Os valores iniciais para as varidveis sdo: H(1) = 1,5;
P(1) = 2,75 e a(1) = 1. Os valores iniciais das varidveis cosmolégicas sao um pouco

diferentes do que nos modelo anterior para respeitar a equacao de vinculo, assim A(1) é:

A(1) ~ 0,999999816718654795801546986668.



Figura 20 - Modelo 2: Evolucao de H(t).
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Legenda: Evolucao de H(t); (b) Detalhe durante o periodo entre t =1 e
t = 5. Valor final para o parametro de Hubble:
H(t) ~2,8530 x 107! em t ~ 2.678.

Fonte: O autor, 2018.

Figura 21 - Modelo 2: Quantidade de inflacdo e equacao de estado.
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Legenda: (a) Quantidade de inflagdo em torno de 400 e-folds até o fim da
inflagdo; (b) Equagao de estado efetiva w com valor de pico em
torno de 9 x 107,

Fonte: O autor, 2018.
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Figura 22 - Modelo 3: Evolugao de A(t).
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Legenda: (a) Evolugao de A(t); (b) Detalhe durante o periodo em que
A(t) < 0. Valor final da fun¢do cosmolégica: A(t) ~ 8,5011 x 10716
em t ~ 2.420.

Fonte: O autor, 2018.

A proposta do Modelo 3 é a mesma do Modelo 2: comparar os efeitos do acréscimo da
curvatura ao modelo em que £ = 0. A figura 22 mostra que o comportamento da fungao
cosmoldgica é bastante similar ao dos modelos anteriores. O gréfico (b) da figura 23
mostra as consequéncias da curvatura negativa e da densidade de energia nos primeiros
momentos do Universo, comportamento este muito préximo ao modelo sem curvatura. O
parametro de Hubble neste modelo em particular, evolui para um valor negativo no fim
da inflacdo, a consequéncia imediata disso é um recolapso.

A figura 24 mostra que a quantidade de inflagdo nao mudou porém, como o valor
final de H(t) é pequeno mas negativo, o valor de In a(t) diminuird suavemente no periodo

pos inflagdo causando um recolapso em algum ponto futuro na evolugao do Universo.

6.6.4 Modelo 4: Tangente Hiperbdlica, k = 0 e ¢ Crescente

Um modelo em que o campo ¢ crescente apresenta um valor de ¢ pequeno durante
o periodo inicial da evolucao. Isso implica em efeitos gravitacionais mais intensos durante
a inflagdo, por isso, é de se esperar que este modelo seja mais propenso a um recolapso. As
condigoes iniciais sao escolhidas de tal maneira que todos os parametros tenham valores
iguais ao do modelo 1, exceto o valor inicial do campo, que agora é ¢; = 0,9, e por

consequéncia A(1) é entao:

A(1) ~ 1,000000149243749121640045898987.



Figura 23 - Modelo 3: Evolucao de H(t).
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Legenda: (a) Evolugao de H(t); (b) Detalhe durante o periodo entre t =1 e

t = 5. Valor final para o parametro de Hubble:
H(t) ~ —1,6834 x 1078 em t ~ 2.420.
Fonte: O autor, 2018.

Figura 24 - Modelo 3: Quantidade de inflagdo e equagao de estado.
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Legenda: (a) Quantidade de inflagdo em torno 400 e-folds até o fim da

inflagdo; (b) Equagao de estado efetiva w com valor de pico em

torno de 5 x 108,
Fonte: O autor, 2018.
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Figura 25 - Modelo 4: Evolugao de A(t).
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Legenda: (a) Evolugao de A(t); (b) Detalhe durante o periodo em que
A(t) < 0. Valor final da funcdo cosmoldgica: A(t) =~ 0,0292 em
t ~ 21.814.

Fonte: O autor, 2018.

Neste modelo, o valor final de H(t) é negativo fazendo com que o Universo recolapse
em algum momento de sua evolugdo. Isso fica bastante claro observando a figura 27,
grafico (a), onde mostra a evolugdo de Ina(t). Apds a inflagdo, o Universo apresenta
uma contracdo permanente. Considerando a semelhanca entre as condi¢des iniciais do

modelo 1 e 4. Os modelos crescentes sao, nesta cosmologia, mais sujeitos a um recolapso.

6.6.5 Modelo 5: Exponencial, K = 0 e ¢ Decrescente

A segunda cosmologia a ser integrada numericamente é aquela em que ¢(t) tem a
forma de um exponencial, como na equagao (217). Este modelo depende de dois pardme-

tros: ¢; e ¢, cujos valores foram definidos como:
¢; =0,2 ¢=—-0,00143224088672878,

Os valores iniciais das varidveis cosmolégicas sao: H(1) =1, P(1) =2 e a(l) = 1, e pela

equacao de vinculo obtém-se:
A(1) = 0,997505973996805307377448255025.

A figura 28, apresenta o valor de k calculado no intuito de verificar a precisdo do método,
que, como antes, a precisao foi fixada em torno de 1073, A figura 29 retrata a evolucao

de A(t). Note que o modelo agora nao apresenta uma inflacdo exponencial visto que nao



Figura 26 - Modelo 4: Evolugao de H ().
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Legenda: (a) Evolugao de H(t); (b) Detalhe durante o periodo entre t =1 e

t = 5(b). Valor final para o parametro de Hubble: H(t) ~ —0,0987

em t ~ 1.814.
Fonte: O autor, 2018.

Figura 27 - Modelo 4: Quantidade de inflagdo e equagédo de estado.
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Legenda: (a) Quantidade de inflagdo em torno de 400 e-folds até o fim da
inflagdo porém com queda no valor de Ina(t) sugerindo um
recolapso; (b) Equagao de estado efetiva w com valor de pico em
torno de 4 x 103,

Fonte: O autor, 2018.

108



109

Figura 28 - Valor de k calculado para um precisdo de aproximadamente
10730,
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Fonte: O autor, 2018.

h& momentos em que a fungdo cosmolégica é aproximadamente constante. O grafico (b)
contudo, mostra que A(t) também tem uma fase negativa, como nos modelos em que
o campo é regido por uma tangente hiperbdlica. A figura 30 mostra que o pardmetro
de Hubble também nao apresenta nenhum periodo constante e que os efeitos inicias da
densidade de energia sao bastante breves, como dantes. Os graficos da figura 31 mostram
que a inflacdo neste modelo é substancialmente menor do que nos modelos anteriores e
que a equacao de estado efetiva, w, demonstra o mesmo comportamento da cosmologia

anterior, fugindo das padroes da RG.

6.6.6 Modelo 6: Exponencial, £k = 1 e ¢ Decrescente

O sexto modelo apresenta condigoes iniciais semelhantes ao modelo anterior, porém
com curvatura positiva. O valor inicial da densidade de energia foi modificado, de forma
que:

P(1) =5.

A figura 32 mostra que, desta vez, a evolucao da funcao cosmolégica nao passa
por uma fase negativa, e que o seu valor final é relativamente grande em comparac¢ao ao
modelo anterior. A evolugdo de H(t), como mostra a figura 33, apresenta uma queda
inicial acentuada e posteriormente uma acréscimo. Esse comportamento é semelhante ao
observado no modelo 2, efeito este, da curvatura positiva somada a densidade de energia.

A figura 34 revela a quantidade de inflacao e a equacao de estado efetiva w. Neste modelo,
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Figura 29 - Modelo 5: Evolugao de A(t).
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Legenda: (a) Evolugao de A(t); (b) Detalhe durante o periodo em que
A(t) < 0. Valor final da fun¢do cosmolégica: A(t) ~ 5,1313 x 10728
em t ~ 2,7911 x 10°.

Fonte: O autor, 2018.

Figura 30 - Modelo 5: Evolugao de H ().
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Legenda: (a) Evolugao de H(t); (b) Detalhe durante o periodo entre t =1 e
t = 5. Valor final para o parametro de Hubble:
H(t) ~ 1,3080 x 10~ em ¢ ~ 2, 7911 x 10°.

Fonte: O autor, 2018.



Figura 31 - Modelo 5: Quantidade de inflagdo e equacgédo de estado.
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Legenda: (a) Quantidade de inflagdo em torno de 200 e-folds até o fim da

inflagio com uma aparente estabilidade no valor de Ina(t); (b)
4

Equacao de estado efetiva w com valor de pico em torno de 1 x 10%.

Fonte: O autor, 2018.

Figura 32 - Modelo 6: Evolugao de A(t).
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Legenda: (a) Evolugao de A(t); (b) Nao hé fase negativa durante a evolugao.
Valor final da fungio cosmoldgica:A(t) &~ 2,4516 x 1079 em
t ~ 5,9453 x 10%.

Fonte: O autor, 2018.
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Figura 33 - Modelo 6: Evolugao de H ().
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Legenda: (a) Evolugao de H(t); (b) Detalhe durante o periodo entre t =1 e
t = 5. Valor final para o parametro de Hubble:
H(t) ~9,0398 x 107% em t ~ 5,9453 x 10*.

Fonte: O autor, 2018.

|lw| < 1, compativel com uma equacao de estado de um campo ou fluido convencional.
Essa compatibilidade parece ser possivel pois A(¢) ndo apresenta valores negativos no final

do processo de inflagao.

6.6.7 Modelo 7: Exponencial, k = —1 e ¢ Decrescente

Este modelo apresenta curvatura negativa & = —1 com os mesmos valores para
¢i, e ¢ dos modelos anteriores. Os valores iniciais para as varidveis sdo: H(1) = 1,5,

P(1) =2,75 e a(l) = 1. segundo a equacao de vinculo A(1) é:
A(1) = 0,997505973996805307377448255025.

A figura 35 mostra que o comportamento da fungdo cosmoldgica é similar aos
modelos que apresentam fases negativas para A(t).

A evolugao de H(t) é demonstrada na figura 36, como antes, os efeitos da curvatura
e da densidade de energia manifestam-se durante os primeiros momentos da evolugao.
Neste caso o valor final do parametro de Hubble é negativo sugerindo um recolapso. Os
graficos da figura 37 exprimem a quantidade de inflacdo e w. O grafico (a) mostra que
apés o fim da inflagdo Ina(t) diminui lentamente até um recolapso. A equagao de estado

efetiva, por sua vez, apresenta novamente um comportamento anoémalo.



Figura 34 - Modelo 6: Quantidade de inflagdo e equagédo de estado.
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Legenda: (a) Quantidade de inflagdo em torno de 200 e-folds até o fim da
inflagdo; (b) Equagao de estado efetiva w com valor de pico em
torno de —0, 5.

Fonte: O autor, 2018.

Figura 35 - Modelo 7: Evolugao de A(t).
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Legenda: (a) Evolugao de A(t); (b) Detalhe durante o periodo em que
A(t) < 0; valor final da fungdo cosmoldgica: A(t) ~ 19,229 x 10~6
em t ~ 34.222.

Fonte: O autor, 2018.
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Figura 36 - Modelo 7: Evolucao de H(t).
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Legenda: (a) Evolugao de H(t); (b) Detalhe durante o periodo entre t =1 e
t = 5. Valor final para o parametro de Hubble:
H(t) ~ —8,0085 x 107% em t ~ 34.222.

Fonte: O autor, 2018.

Figura 37 - Modelo 7: Quantidade de inflagdo e equagao de estado.
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Legenda: (a) Quantidade de inflagdo em torno de 200 e-folds até o fim da
inflagdo; (b) Equagao de estado efetiva w com pico em torno de
9 x 104,

Fonte: O autor, 2018.
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Figura 38 - Modelo 8: Evolugao de A(t).
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Legenda: (a) Evolugao de A(t); (b) Detalhe durante o periodo em que
A(t) < 0; valor final da fungao cosmolégica: A(t) =~ 0,2229 em
t~T712.

Fonte: O autor, 2018.

6.6.8 Modelo 8: Exponencial, £k = 0 e ¢ Crescente

No modelo 8, ¢(t) é crescente com condigoes iniciais semelhantes aos valores do

modelo 5, porém com b = —0,2 e por consequéncia A(1) é:
A(1) = 0,997878535463314785580516597202.

Como no modelo 4, O valor final de H(t) é negativo fazendo com que o Universo
recolapse durante sua evolugao, porém a contracao aqui é mais vigorosa pois o médulo de
H(t) no fim da inflacdo é maior que no modelo supracitado. Os modelo 5 e 8, possuem
condicoes iniciais muito semelhantes contudo, no primeiro, ¢ ¢ decrescente e no segundo,
¢ ¢é crescente, por isso, conclui-se que: universos que possuem campos crescentes sa0 mais

sujeitos a um recolapso, ao menos para as cosmologias estudadas até entao.

6.6.9 Modelo 9: A proporcional a t72, k = 0 e ¢ Decrescente

A terceira cosmologia a ser integrada neste trabalho tem a func¢do cosmoldgica
determinada pela equacao (224). Neste modelo, a fungdo ®(¢) torna-se uma das variaveis
de integracao e a sua forma depende de dois pardmetros: ®; e ¢;, cujos valores foram
definidos como:

®, = —0,0001 ¢, =1,8.



Figura 39 - Modelo 8: Evolucao de H(t).
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Legenda: (a) Evolugao de H(t); (b) Detalhe durante o periodo entre t =1 e
t = 5. Valor final para o pardmetro de Hubble: H(t) ~ —0, 2729
em t ~ 712.
Fonte: O autor, 2018.

Figura 40 - Modelo 8: Quantidade e inflagdo e equagdo de estado.
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Legenda: (a) Quantidade de inflagdo em torno de 70 e-folds o Universo nao
se sustenta pois Ina(t) cai em direcdo a um recolapso; (b) Equagao
de estado efetiva w com pico em torno de 5,5 x 10%.

Fonte: O autor, 2018.
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Figura 41 - Valor de k calculado para um precisdo de aproximadamente
10730,
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Fonte: O autor, 2018.

Os valores iniciais das varidveis cosmoldgicas foram escolhidos baseados na hipétese de
condicoes iniciais elaborada na secao 6.6 e na tabela 11, que relaciona valores de H; com
Hy, tg, tgs e w. Foi escolhido o conjunto de dados com w mais préximo o possivel das
observagoes: H(1) = 1,234, P(1) =1 ea(l) = 1. Fazendo k = 0, pela equacao de vinculo
tem-se:

A1) =~ 3,5676478.

Este valor de \; é levemente maior em comparacao aos modelos cosmoldgicos baseados em
¢(t). Como nos outros modelos, a figura 41, apresenta o valor de k calculado no intuito
de verificar a precisao da integracao.

O grafico (a) da figura 42 sugere que, pelo menos para a escolha H; = 1,234,
H(t) < t!, mesmo para t pequeno. Isso pode ser facilmente verificado plotando o grafico
(t,tH) que, de fato, confirma esse resultado para t > 1,2t,. Esse resultado também
mostra que os modelos em que H oc 7' e X oc 72 tém comportamentos similares para as
condigbes iniciais usadas. O decaimento de H(t) é mais rapido do que nas cosmologias
anteriores, fazendo com que a inflacdo deste modelo seja mais suave.

O gréfico (b) mostra o comportamento de ®(¢): inicialmente a fungao diminui
vigorosamente, chegando ao valor minimo de ®(1,3) ~ —0,0048. Posteriormente, seu
valor sobe de forma lenta, tendendo a zero. Integrando até ¢ ~ 10%t,, o valor final da
funcio nessa época é de ®(t) ~ 10733, menor do que o nivel de precisdo da integracao.
Contudo, da solugao exata sabe-se que ®(t) — 0 para t grande e conclui-se que, mesmo
para modelos com matéria, o comportamento de ®(t) nesta cosmologia é compativel
com a premissa de que |G/G| < 10~ ¥yr~! hoje. A figura 43 apresenta, no grafico (a), a
evolugdo do fator de escala, e sugere que a quantidade de inflagdo até ¢ ~ 10?* t, é proxima

a 65 e-folds. O grafico (b) mostra o comportamento da equagao de estado efetiva, w, que
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Figura 42 - Modelo 9: Evolugao do pardmetro de H ().
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Legenda: (a) Evolugdo do pardmetro de H(t); (b) Evolugao de ®(t). Valor
final: H(t) ~ 1,269 x 10730 e ®(t) ~ —7,090 x 10733, ambos para
t~ 1,003 x 10%.

Fonte: O autor, 2018.

cresce rapidamente nos primeiros 5 t,,, demonstrando seu carater evolutivo pelo menos nos
primeiros momentos de vida do Universo. A equacao de estado varia muito suavemente
por toda a integracao a partir de t = 5t,. Observando os resultados numéricos, vé-se que
Aw = 2x107% para uma variagio At = 10'%t,. O valor final de equagao de estado efetiva,
w ~ —0,476, é igual ao valor obtido substituindo as condigoes iniciais deste modelo na
equagdo (237) da solugao exata.

Integrando ®(t) com ¢, arbitraria, o valor final do campo calculado pelo integrador
em ¢t ~ x10%t, é ¢(t) ~ 1,1. Para que ¢ coincida com G = 1 hoje é necessario ajustar o
valor ¢; cuidadosamente, contudo esse procedimento nao altera a evolucao das variaveis

principais do modelo.

6.6.10 Modelo 10: X proporcional a t~2, k = 1 e ¢ Decrescente

Este modelo tem condigoes iniciais semelhantes ao modelo anterior, porém com

curvatura positiva. O valor inicial da A() torna-se:
A(1) = 6, 5676478,

A figura 44 (a) ndo mostra diferengas significativas em comparagio ao modelo sem
curvatura. Em particular, H(#) mantém-se proporcional a t~!. A figura (b) mostra que o
modelo com curvatura positiva apresenta um valor minimo de ®(¢) menor, contudo, esse
diferenca nao parece modificar o comportamento geral da funcao.

A quantidade de inflagdo apresentada na figura 45 grafico (a) é maior do que no



Figura 43 - Modelo 9: Quantidade de inflagdo e equagao de estado.
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Legenda: (a) Quantidade de inflacio em torno de 65 e-folds para t =~ 10%2;
(b) Equacao de estado efetiva com valor final de w ~ —0,476.
Fonte: O autor, 2018.

Figura 44 - Modelo 10: Evolu¢ao do parametro de H(t).
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Legenda: (a) Evolucao do parametro de H(t); (b) Evolugao de ®(t). Valor
final: H(t) ~ 7,488 x 10730 ¢ ®(¢) ~ —3, 755 x 10732, ambos em
t~ 2,211 x 10%°.

Fonte: O autor, 2018.
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Figura 45 - Modelo 10: Quantidade de inflacdo e equacdo de estado.
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Legenda: (a) Quantidade de inflacio em torno de 85 e-folds para t =~ 10%2;
(b) Equacao de estado efetiva. Valor final: w ~ —0, 598.
Fonte: O autor, 2018.

modelo k = 0, com aproximadamente 85 e-folds depois dos mesmos 10*t,. A equacdo
de estado efetiva tem valor final significativamente menor do que no modelo plano: w
também cresce muito rapidamente, contudo, seu valor maximo w ~ —0, 556 acontece em

t ~ 1,8t,, e depois decai de forma lenta até w ~ —0, 598.

6.6.11 Modelo 11: X proporcional a t~2, k = —1 e ¢ Decrescente

As condigoes iniciais deste modelo sao equivalentes aos modelos anteriores, porém

com curvatura negativa. O valor inicial da A\(¢) calculada é:
A(1) = 0,5676478.

O gréfico (a) da figura 46 também nao apresenta diferencgas significativas em comparagao
ao modelo sem curvatura. O grafico (b) mostra que o modelo com curvatura negativa
tem um valor minimo de ®(t) maior do que nos modelos com k =0 ¢ k = 1.

A quantidade de inflagdo apresentada na figura 47 (a) é menor do que no modelo
plano, com 50 e-folds em t ~ 10*t,. A equagdo de estado efetiva varia lentamente a
partir de 10t, até o valor de w ~ —0, 334, no limiar entre modelos inflacionarios e nao

inflacionéarios.
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Figura 46 - Modelo 11: Evolu¢ao do parametro de H(t).
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Legenda: (a) Evolucao do parametro de H(t); (b) Evolucao de ®(t). Valor
final: H(t) ~ 4,305 x 10730 e ®(¢) ~ —1,381 x 10732, ambos em
t ~ 2,315 x 10%.

Fonte: O autor, 2018.

Figura 47 - Modelo 11: Quantidade de inflacdo e equacdo de estado.
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Legenda: (a) Quantidade de inflacio em torno de 50 e-folds para t =~ 10%2;
(b) Equacao de estado efetiva. Valor final: w ~ —0, 334.
Fonte: O autor, 2018.
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Figura 48 - Modelo 12: Evolugao do pardmetro de H ().
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Legenda: (a) Evolugdo do pardmetro de H(t); (b) Evolugao de ®(t). Valor
final: H(t) ~ 2,697 x 10730 e ®(¢) ~ 1,520 x 10732, ambos em
t &~ 4,698 x 10%°.

Fonte: O autor, 2018.

6.6.12 Modelo 12: X proporcional a t~2, k = 0 e ¢ Crescente

No modelo 12, ¢(t) é crescente e os pardmetros ®; e ¢; precisam ser adaptados

com ¢; < 1 para que ¢(tg) =~ 1. Os novos valores foram redefinidos como:
®;, =0,0001 ¢; =0,2.

Os valores iniciais das demais variaveis cosmoldgicas serao os mesmos utilizados nos mo-

delos decrescentes. Para k = 0, pela equagao de vinculo tem-se:
A1) =~ 3,5683882.

A figura 48 (a) ndo mostra mudangas significativas em comparagao aos modelos anteriores.
O gréfico (b) apresenta ®(t) > 0, e mostra um comportamento bastante simétrico em
torno do eixo ® = 0 em relagdo ao modelo 9, com valor maximo de ®(1,3) ~ 0,0048. A
fungao ®(t) neste caso também evolui para valores préximos a zero.

A quantidade de inflagdo apresentada na figura 49 grafico (a), é préxima a inflacao
do modelo decrescente, com 65 e-folds em t ~ 10*?t,. O comportamento da equagio de
estado efetiva é diferente dos outros modelos, com w caindo rapidamente até w ~ —0, 949
em ¢t ~ 1,005t, e depois crescendo até w ~ —0,474 em t =~ 10t,. A partir de 10t, a
variagao da equacao de estado torna-se lenta como no caso decrescente. O valor final de
w é igual ao obtido pela solucdo exata. Nao foram observadas diferencas tao significativas

entre os modelos crescente e decrescente nesta cosmologia.



123

Figura 49 - Modelo 12: Quantidade de inflacdo e equacdo de estado.
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Legenda: (a) Quantidade de inflacio em torno de 65 e-folds para t =~ 10%2;
(b) Equacao de estado efetiva. Valor final: w ~ —0,474.
Fonte: O autor, 2018.

6.6.13 Modelo 13: H proporcional a t1, k = 0 e ¢ Decrescente

O décimo terceiro modelo refere-se a uma cosmologia em que H(t) oc t~*. Como
no modelo anterior, a fungao ®(t) é uma das varidveis de integragao, e depende de dois
parametros: ®; e ¢;. Como serd visto, o valor de ¢; ndo é tao relevante quanto nos outros

modelos, pois neste modelo ¢ nao se mantém decrescente. O valor de ®; sera:
®;, = —0,0001.

Devido a similaridade entre as duas cosmologias, a escolha das condig¢oes iniciais para este
modelo seguiu a mesma légica do modelo A(t) oc t72, com: H(1) = 1,234, P(1) = 1 e

a(l) = 1. Fazendo k = 0, pela equacao de vinculo tem-se:
A1) =~ 3,5676478.

A figura 50 apresenta o valor de k calculado no intuito de verificar a precisao da integragao.

Os gréficos da figura 51 sugerem que A(t) o< ¢t~ praticamente durante toda a
evolugao, salvo no periodo em que ¢ < 1,01t,. Esta sugestao pode ser verificada plotando
o grafico (t,1?)), assim como feito de forma similar no modelo 9. No breve perfodo inicial,
o valor de A(t) decai mais rapidamente, consequéncia direta do acréscimo de matéria. A
cosmologia abordada aqui é, em parte, compativel com o modelo descrito na secao 6.4.1,
entretanto, ha uma diferenga significativa no comportamento da fungao ®(t).

A figura 52, gréfico (a) mostra que o comportamento decrescente do campo ¢(t) nao

se sustenta. Para que a fun¢ao ®(t) permanega negativa, como descrito na equagao (246)



Figura 50 - Valor de k calculado para um precisdo de aproximadamente
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Fonte: O autor, 2018.

Figura 51 - Modelo 13: Evolugao de A(t).
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Legenda: (a) Evolucao de A(t); (b) Detalhe durante o periodo entre t =1 e
t =1,1. Valor final de A(t) = 7,940 x 10730 em ¢ ~ 6,498 x 104,

Fonte: O autor, 2018.
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Figura 52 - Modelo 13: Evolugao da funcao ®(t) e equagao de estado efetiva.
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Legenda: (a) Evolugao da fungao ®(t); (b) Equacao de estado efetiva. Valor
final: ®(t) ~ 1,085 x 10717 em ¢ ~ 6,498 x 10 ¢ w ~ —0,458.
Fonte: O autor, 2018.

da solugdo exata, é necessario que t < In(C})/m. Com valores iniciais utilizados neste
modelo, isso ocorre para t < In(C7)/703. O campo ®(t) torna-se positivo em ¢ ~ 1,0009 t,,
e atinge o seu valor maximo ®(1,02) ~ 0,005, decaindo posteriormente para valores
proximos de zero.

O gréfico (b) mostra que o comportamento da equagao de estado efetiva é se-
melhante ao comportamento da cosmologia anterior. Contudo, neste modelo, w nao é,
exatamente constante, mas varia significativamente apenas durante o periodo inicial da
evolucao do Universo. A partir de ¢ ~ 2.000t, a variacdo no valor de w ¢ menor do que
1071, O valor final da equacdo de estado é w ~ —0,458, levemente superior ao valor

calculado na solugao exata com p =0 (w ~ —0,460).

6.6.14 Modelo 14: H proporcional a t~1, k = 0 e ¢ Crescente

No modelo 14 e nos proximos, ¢(t) seré crescente, visto que o modelo decrescente
nao se sustenta para as condigOes iniciais utilizadas. Os parametros ®; e ¢; serdo adap-
tados com ¢; < 1, como feito anteriormente, para que ¢(to) ~ 1. A escolha de ¢, é feita
baseada na equagao (242) da solugao exata, fazendo C; = 0 de forma que ¢(tg) =~ 2,68 Cs.

Desta maneira, os valores de ®; e ¢; serao definidos como:
®, =0,0001 ¢; =0,37.

vale ressaltar que o valor de ¢; nao muda a evolucao do Universo para este modelo. Os

valores iniciais das demais variaveis cosmolodgicas serao os mesmos utilizados no modelo
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Figura 53 - Modelo 14: Evolugao de A(t).

4 4

2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20 10z 104 108 108 110
i i

Legenda: (a) Evolugao de A(t); (b) Detalhe durante o periodo entre t =1 e
t = 1,1. Valor final de A(t) ~ 6,379 x 10730 em t ~ 7,249 x 10'4.
Fonte: O autor, 2018.

decrescente. Para k = 0 e pela equacao de vinculo tem-se:
A(1) = 3,5683882.

O modelo crescente com k = 0 é similar ao modelo anterior, com todos os pardametros
cosmoldgicos apresentando o mesmo comportamento, e a analise feita anteriormente se
repetindo. A diferenga ébvia esta no comportamento de ®(t), que, neste modelo, ndo tem

nenhuma fase negativa.

6.6.15 Modelo 15: H proporcional a t 1, k =1 e ¢ Crescente

O modelo 15 tem condic¢oes iniciais semelhantes ao modelo anterior, porém com

curvatura positiva. O valor inicial da A(f) torna-se:
A1) = 6, 5683882.

A figura 55 mostra que A(t) oc t 72 apds t & 1,006 t,, 0 mesmo comportamento apresentado
pelo modelo espacialmente plano. A figura 56 grafico (a), mostra um ®(¢) > 0 que
apresenta valor maximo de ®(1,01) ~ 0,008, depois decaindo lentamente e evoluindo
para valores préximos a zero. O gréfico (b) mostra que a equagao de estado efetiva cresce
muito rapidamente até seu valor maximo de w ~ —0,431 em t ~ 4, 5t,,, e depois decaindo
lentamente até o valor final de w ~ —0,458. Como no caso espacialmente plano, w

torna-se constante.
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Figura 54 - Modelo 14: Evolugao da funcao ®(t) e equagao de estado efetiva.

0.010 1}
-0.51
0.005+
g B
o(t) e S E L W
-159
-0.0054
o
-0.010-— T T T T —r T T y -2.54 T T T T T T T T
2 4 6 & 10 12 14 16 18 z0 1 2 3 4 5 6 7 z 5 10
3 3

Legenda: (a) Evolugao da fungao ®(t); (b) Equacao de estado efetiva. Valor
final: ®(t) ~ 9,722 x 10718 em ¢ ~ 7,249 x 10 ¢ w ~ —0,458.
Fonte: O autor, 2018.

Figura 55 - Modelo 15: Evolugao de A(t).
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Legenda: (a) Evolugao de A(t); (b) Detalhe durante o periodo entre t =1 e
t =1,1. Valor final de A(t) ~ 3,330 x 10730 em ¢ ~ 1,003 x 10%°.
Fonte: O autor, 2018.



128

Figura 56 - Modelo 15: Evolugao da funcao ®(t) e equagao de estado efetiva.
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Legenda: (a) Evolugao da fungao ®(t); (b) Equacao de estado efetiva. Valor
final: ®(t) ~ 7,025 x 10718 em t ~ 1,003 x 10! e w ~ —0, 458.
Fonte: O autor, 2018.

6.6.16 Modelo 16: H proporcional a t 1, k = —1 e ¢ Crescente

O 1ltimo modelo estudado nesta tese tem condigoes iniciais similares ao modelo

anterior, porém com curvatura negativa. O valor inicial da \(¢) torna-se:
A(1) = 0,5683882.

Com essas condicoes iniciais, nao foi possivel integrar além de ¢t ~ 1,0077t,. A
figura 57 grafico (a), mostra que a funcao cosmolégica decai muito rapidamente até o
fim da integragdo, tornando-se negativa em ¢t ~ 1,004t,. O comportamento de D(¢),
apresentado no grafico (b), também ¢é patoldgico, tornando-se negativa em ¢ ~ 1,00012 t,
e, em seguida, caindo expressivamente. O comportamento dos parametros anteriores
reflete no valor da equacao de estado efetiva, como visto na figura 58. O valor de w
torna-se positivo em ¢ ~ 1,006 t, e cresce indeterminadamente, chegando a w ~ 10** no
fim da integracao. Evidentemente, a funcao cosmoldgica nao evolui da forma hipotética

sugerida. Por isso, este modelo nao é fisicamente relevante.



Figura 57 - Modelo 16: Evolugao da fungao A(t).
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Legenda: (a) Evolugao da funcao A(t); (b) Evolucao da funcao ®(t). Valor

final de A(t) & —3,297 x 102! e ®(t) ~ —3,632 x 108 em t ~ 1,0077.

Fonte: O autor, 2018.

Figura 58 - Modelo 16: Equacao de estado efetiva.
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Legenda: Equacdo de estado efetiva, valor final: w ~ 102 em t ~ 1,0077.
Fonte: O autor, 2018.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

A proposta desta tese foi estudar modelos cosmolédgicos aplicados a teoria de gravi-
tacdo de Bergmann—Wagoner. Essa teoria generaliza a teoria escalar-tensorial mais fami-
liar de Jordan—Brans—Dicke em dois pontos importantes: a constante de acoplamento da
teoria JBD é substituida por uma fungao, w(¢), e é acrescido um termo cosmoldgico A(¢).
O termo cosmologico faz um papel semelhante a constante cosmolégica em RG mas, em
modelos em que ¢ evolui, A\(¢) varia com o tempo.

Essa propriedade abre a possibilidade de explicar duas caracteristicas marcantes
da cosmologia moderna de uma sé vez: a inflacdo no Universo Primordial, que se inicia
logo apo6s ao Big Bang, e as observagoes que dao conta de uma expansao acelerada do
Universo hoje. Para isso, é necessario encontrar modelos em que A\ evolua de um valor
inicialmente grande para um valor na ordem de 10*122t; 2 hoje. Supondo que o acopla-
mento é constante, esses modelos também tém que incorporar um valor de w > 40.000 ou
w < —15.000 para serem compativeis com observacoes atuais.

Uma abordagem tradicional a cosmologia com teorias escalar-tensoriais é adotar
um modelo fenomenolégico para A(¢), e subsequentemente resolver as equagoes de campo
para obter a evolucao temporal de A(t), ¢(t) etc. Na primeira parte da tese, uma aborda-
gem diferente foi usada: Uma forma de ¢(¢) foi modelada para garantir valores de A quase
constantes, mas diferentes, no Universo Primordial e no Universo recente, com um pe-
riodo de transigao entre essas duas épocas. Para esse fim, estudou-se um modelo para ¢(t)
baseado no comportamento de uma tangente hiperbélica. Em uma outra abordagem, foi
modelado um campo ¢(t) para que A evolua de um valor grande para um valor pequeno,
porém, sem a definicdo de um periodos de transicao, de forma que a fung¢ao cosmoldgica
nao seja constante apos o Big Bang. Utilizou-se para isso uma funcao exponencial. Em
ambas as cosmologias, foram encontradas solugoes exatas para o caso particular de um
universo sem matéria e espacialmente plano. Os potenciais V' (¢) nas duas cosmologias
apresentam valores extremos em ¢ = 1 quando Hy = 0, e neste caso, ¢ serd um minimo
local para w < —3/2 e um maximo local para w < —3/2.

O ponto de partida da segunda parte desta tese foi a observacao que, em unidades
de Planck a expansao do Universo hoje pode ser explicada por uma constante cosmologica
cujo valor é A ~ t52. Aceitando a possibilidade de uma funcio cosmoldgica que evolui
com o tempo, ¢ natural propor um modelo no qual A o< ¢t~2, com um valor \; ~ 1 préximo
ao Big Bang. Curiosamente essa proposta se alinha com a hipotese dos grandes niimeros
de Dirac. Para este modelo foi encontrada, de forma implicita, a solucao geral no caso
de vacuo com curvatura espacial nula. A complexidade da solucao dificultou o estudo
analitico de suas propriedades, porém foi possivel determinar uma expressao para o valor

assintotica da equacgao estado efetiva w do campo escalar em termos das condi¢oes iniciais.
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Para valores “naturais", o parametro da equacao de estado efetiva do campo escalar varia
de w~ —0,13 a w =~ —0, 80.

Devido a complexidade das solucdes quando A o< t=2, foi investigado outro modelo
baseado numa premissa parecida, mas com a esperanca que as solucoes exatas seriam mais
trataveis: uma cosmologia na qual o parametro de Hubble é inversamente proporcional
ao tempo cosmico. Novamente, uma solucao exata foi encontrada, no caso de vacuo e sem
curvatura, mostrando-se de fato mais simples. A solugao apresenta duas fases: uma com
¢ crescente, outro com ¢ decrescente. Em ambos os casos, o comportamento assintético
de ¢ difere somente pelo sinal e, para valores do acoplamento, w, e o pardmetro de Hubble
inicial, H;, produz uma variacdo de GG no limiar das observagoes. Descobriu-se que, para
esse modelo, w é constante, sendo determinado somente pelo valor de H;. Para valores
naturais de H;, w € [0,15,—0,77]. Como esperado, a solugdo para A(t) neste modelo é
proporcional a t~2 para t grande.

Foram desenvolvidos integradores para resolver as equacoes diferenciais relaciona-
das a cada cosmologia para os casos mais gerais, isso é, com o acréscimo de algum tipo de
matéria (radiagdo) e de curvatura. Os resultado numéricos baseados nos modelo para ¢(t)
mostraram que é possivel construir um conjunto de condigoes inicias naturais capazes de
fazer com que o Universo evolua de forma consistente com as observacoes. As integracoes
demonstraram que a funcao cosmoldgica pode apresentar valores negativos durante um
breve periodo de sua evolugdo, contudo, é vidvel produzir um A(¢) apds o fim da infla-
¢ao com o valor da constante cosmoldgica medida hoje. A inflacdo foi compativel com
o limite inferior tedrico de 65 e-folds para as condigoes iniciais testadas, porém, alguns
modelos, dentre eles, os com ¢(t) crescente, apresentaram um valor final negativo para
H(t) fazendo com que ocorra uma contragao no Universo ap6s a inflagao, sugerindo assim
um recolapso. A equacao de estado efetiva w apresentou valores muito maiores do que
1 (limite fisico para uma equagao de estado convencional), logo apés a inflagdo, contudo
esse aspecto nao alterou a evolugao do Universo. Para o modelo em que A(t) é sempre foi
positivo, w manteve-se entre -1 e 1.

Os resultados numéricos para as cosmologias baseadas no valor da constante cos-
molégica demonstraram que: condig¢oes iniciais naturais sao escolhas plausiveis para re-
produzir o Universo observado hoje. O valor de ® aproxima-se de zero para quase todas
as condigoes iniciais testadas, sendo compativel com os limites observaveis da variacao de
G. Os 65 e-folds de inflagio sdo alcangados em t &~ 1072? t, na maioria dos modelos, em-
bora isso nao seja relevante pois o Universo é permanentemente inflacionarias. Nao foram
verificadas notaveis diferencas na inflacdo entre o modelo crescente e o decrescente. A
equagao de estado efetiva w na cosmologia A(t) oc 72 mostrou-se uma variavel no tempo
embora essa variacao seja pequena. O valor final de w nos modelos com matéria é igual
ao valor assintético w’ calculado através da solugao exata com p = 0, salvo no modelo em

que k = —1. Para a cosmologia H(t) o< t~!, w torna-se constante em um curto periodo de
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tempo depois do Big Bang. Os valores finais da equacao de estado calculados numerica-
mente foram de —0,334 2 w = —0,598, em ambas as cosmologias. Valor incompativeis,
em tese, com as observagoes que sugerem um w =~ —1, embora se tenha artigos, em par-
ticular, o Triparthi et al. (76), que apresentam dados observacionais com baixo redshift
concilidveis com os valores de equacao de estado w calculados numericamente nesta tese.

Este trabalho estudou a aplicagao da teoria escalar-tensorial de Bergmann—Wagoner
a modelos cosmologicos com métrica FLRW, procurando solugoes que evoluissem de condi-
¢Oes iniciais naturais perto da singularidade inicial a um estado compativel com o Universo
observado hoje, em particular em que diz respeito a pequena “constante cosmologica”
atual. Para simplificar a andlise e reduzir o nimero de pardmetros, optou-se por estudar
o caso particular em que o acoplamento ¢ constante. Porém, na sua forma mais geral,
o acoplamento, w(¢) é uma funcdo do campo escalar. Atualmente, observagoes indicam
que |w| 2 15.000. Do mesmo modo que pergunta-se porque a “constante cosmoldgica’
tem um valor tao pequeno hoje, é natural, dentro do contexto de teorias escala-tensoriais,
perguntar porque |w| seria tdo grande. Por isso, um novo trabalho seria estudar uma
fungdo w(¢) que evolui de valores préximos a 1 depois do Big Bang até valores grandes
hoje.

As cosmologias vistas nesta tese, ou nao foram modeladas com esse intuido, ou néo
apresentaram qualquer tipo de oscilagdo no campo escalar ¢(t) em torno de um minimo
do potencial V(¢) apéds a inflagao, por isso, para produzir um reaquecimento no Universo
Primordial é necesséario adicionar um outro campo escalar. Assim, um trabalho nesta linha
seria supor um novo campo escalar e incorpora-lo a agdo BW. Este campo, por hipétese,
seria capaz de criar uma fisica de reaquecimento apds a inflagdo, e, neste contexto, eficaz
na geracao de um mecanismo para a producao de matéria.

Por fim, é natural supor que o Universo nao foi sempre homogéneo e isotropico, da-
das as observados hoje, por esse motivo, pode-se conjecturar que o cosmos tenha evoluido
de um modelo anisotrépico para um isotrépico, por isso, a métrica FLRW nao seria capaz
de reproduzir o Universo no periodo inicial. Assim sendo, talvez seja interessante estudar
a teoria de BW com uma métrica nao usual, tal como Bianchi IX, para investigar como

o Universo evoluiria e buscar as condi¢oes necessarias para uma desejavel isotropisacao.
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