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Instituto de Matemática e Estat́ıstica

Fernando Nascimento Coelho
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Dissertação apresentada, como requisito par-
cial para obtenção do t́ıtulo de Mestre, ao
Programa de Pós-Graduação em Profissional
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Instituto de Matemática e Estat́ıstica – UERJ

Prof. Dr. Ruben Edwin Lizarbe Monje
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Certainly one would wish for a stricter proof here.

I have meanwhile temporarily put aside the search

for this after some fleeting futile attempts, as it appears

unnecessary for the next objective of my investigation.

Bernard Riemann.



RESUMO

COELHO, Fernando Nascimento. Números Primos e a Hipótese de Riemann.
2023. 159 f. Dissertação (Mestrado Profissional em Matemática em Rede Nacional -
PROFMAT) – Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

O objetivo desse trabalho é mostrar a conexão entre os números primos e a hipótese
de Riemann. Inicialmente abordando resultados importantes sobre números primos e sua
distribuição. Depois introduzimos conceitos relacionados a função Zeta de Riemann, suas
extensões no plano complexo, equações funcionais e suas ráızes. Finalmente mostramos a
conexão entre a função Zeta de Riemann e a distribuição dos números primos.

Palavras-chave: Números Primos. Função Zeta. Teorema dos Números Primos. Hipótese

de Riemann.



ABSTRACT

COELHO, Fernando Nascimento. Prime Numbers and the Riemann Hypothesis.
2023. 159 f. Dissertação (Mestrado Profissional em Matemática em Rede Nacional -
PROFMAT) – Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

The purpose of this work is to demonstrate how the Riemann Hypothesis and prime
numbers are related. Initially addressing important results about prime numbers and their
distribution. Then we present concepts related to the The Riemann Zeta function, its
extensions in the complex plane, its functional equations and roots are also discussed.
Lastly, we demonstrate how the distribution of prime numbers and the Riemann zeta
function are related.

Keywords: Prime Numbers. Zeta Function. Prime Number Theorem. Riemann

Hypothesis.
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1.2 Como saber se um número é Primo? . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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ZETA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.1 A Função Gama . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.2 A Relação Entre as Funções Gama e Zeta . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.3 A Relação Entre as Funções Gama e Eta . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.4 A Equação Funcional de Zeta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.5 Forma Equivalente a Equação Funcional . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.6 O Cálculo de ζ(0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.7 A Função ξ(s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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INTRODUÇÃO

A hipótese de Riemann é um dos problemas de matemática em aberto mais famosos

do mundo. Para se ter uma ideia ele foi citado nos 23 problemas de Hilbert em 1900.

Além disso, aparece também nos sete problemas no Clay Institute Milenium prize em

2000. Único problema que aparece nessas duas listas (ENRICO, 2000).

Tal hipótese apareceu no único artigo de apenas 9 páginas de Bernhard Riemann

em teoria anaĺıtica dos números publicado em 1859 com o t́ıtulo “On the Number of Prime

Numbers less than a Given Quantity”. Nesse trabalho, Riemann faz a seguinte alegação:

Encontra-se, de fato, aproximadamente esse número de ráızes reais den-
tro desses limites, e é bastante provável que todas essas ráızes são reais.
Certamente, gostaria de ter uma prova rigorosa aqui; Por enquanto, eu
tenho colocado de lado essa busca depois de algumas tentativas frus-
tradas, pois parece desnecessário para meu próximo objetivo da minha
investigação1. (RIEMANN, 1859, tradução nossa)

Cuja versão mais moderna e equivalente a conjectura supracitada é dada por

Os zeros não triviais de ζ(s) possuem parte real igual a 1/2 2. (ENRICO,
2000, tradução nossa)

Em que ζ(s) é uma a função Zeta de variável complexa que será alvo de profunda

investigação nos próximos caṕıtulos.

O objetivo principal desse trabalho é mostrar a conexão dos números primos com

a hipótese de Riemann, ou seja, com os “zeros não triviais de um função complexa”de

forma acesśıvel para estudantes de graduação ou mesmo alunos do ensino médio com uma

boa base matemática. Prezando sempre que posśıvel em mostrar detalhes dos cálculos

necessários para demonstrar as equações mais importantes que envolvem o assunto. No

entanto, algumas passagens são menos técnicas e mais intuitivas, deixando em alguns

momentos o rigor matemático que poderiam fazer o conteúdo demasiadamente longo e

menos acesśıvel.

A busca por balancear os detalhes das demonstrações com uma leitura mais fluida

foi o grande desafio do trabalho. Os trabalhos como de Edwards (2001) e Stein e Shakarchi

(2010) são excelentes, mas com um rigor que em alguns momentos deixa a leitura mais

desafiadora e até desestimulante por conta de passagens com grandes saltos de conheci-

mento. Enquanto alguns trabalhos como Jorgen (2013) ou mesmo o clássico Derbyshire

1 No original: One now finds indeed approximately this number of real roots within these limits, and
it is very probable that all roots are real. Certainly one would wish for a stricter proof here; I have
meanwhile temporarily put aside the search for this after some fleeting futile attempts, as it appears
unnecessary for the next objective of my investigation.

2 No original: The nontrivial zeros of ζ(s) have real part equal to 1/2.
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(2003) não mostra detalhes importantes das demonstrações ou possuem assuntos que se

distanciam mais do objetivo desse trabalho.

O trabalho Arwashan (2021) de todas as fontes pesquisadas foi o que melhor ba-

lanceou a compreensão, assuntos necessários para o entendimento, sem deixar de lado um

certo rigor nas passagens. Este foi a fonte principal da maior parte desse texto, embora em

alguns momentos possuam passagens mais intuitivas ou mesmo alguns erros que tentamos

corrigir e melhorar neste trabalho.
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1 OS NÚMEROS PRIMOS

1.1 A Infinitude dos Números Primos e o Teorema Fundamental da

Aritmética

Uma das primeiras referências à definição de número primo pode ser encontrada no

livro Elementos de Euclides VII na definição 12 (BICUDO, 2009). Ela é bem próxima da

atual, mas com caráter geométrico e já incorporava noções Pitagóricas de divisões inteiras:

um número primo é o medido por uma unidade só. Essa ideia indica a indivisibilidade do

segmento com medida natural prima a menos da unidade. Segue a definição mais clássica,

geralmente apresentada durante o ensino fundamental.

Definição 1.1. Um número inteiro p > 1 é dito primo quando admite apenas os divisores

positivos 1 e p. Enquanto, números que admitem mais divisores positivos são chamados

de compostos.

Observe, portanto, que o número 1 não é primo, nem composto de acordo com a

definição acima. Isso é conveniente principalmente por conta do Teorema 1.1 que veremos

em breve. Os números primos têm uma importância gigantesca na teoria dos números

devido ao teorema fundamental da aritmética enunciado a seguir:

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja n ≥ 2 um número natural.

Podemos escrever n de forma única como produto de primos a menos da ordem dos fatores.

Demonstração. Para n = 2 que é primo temos que vale o teorema acima. Suponha, por

indução, que vale para 2, 3, . . . , n− 1 (n ≥ 2 natural). Se n for primo o teorema é válido,

se n é composto, então pode-se escrever n = ab, com 1 < a < n e 1 < b < n. Como a e

b são menores que n vale a hipótese de indução: a e b podem ser escrito como produto

de primos, e portanto n também. Falta mostrar a unicidade. Seja n o menor natural que

admita duas fatorações distintas que não diferem apenas pela ordem dos fatores, digamos

n = p1p2 . . . pr = q1q2 . . . qs, em que p1 ≤ p2 · · · ≤ pr e q1 ≤ q2 · · · ≤ qs são primos. Temos

que p1 divide q1q2 . . . qs, logo p1 divide algum qi, como qi é primo, temos p1 = qi e p1 ≥ q1.

De forma análoga, chega-se que p1 ≤ q1. Logo, na verdade p1 = q1. Assim, o número

n/p1 = n/q1 não admitiria fatoração única, contradizendo a minimalidade de n. O que

conclui a demonstração do teorema. (MARTINEZ et al., 2010)

Esse importante teorema ajuda a compreender o porquê dos números primos serem

tão importantes e fascinantes na matemática. Comumente comparados aos átomos em
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relação à matéria3, pois números primos são os blocos indiviśıveis em que todo número

natural é formado.

Uma pergunta natural que surge da definição acima e da observação dos números

primos em sequência é se este conjunto é finito ou infinito: a seguir apresentamos o teorema

de Euclides que responde essa dúvida. A resposta foi dada por Euclides no livro Elementos

na proposição IX 20 (BICUDO, 2009): “Os números primos são mais numerosos do que

toda quantidade que tenha sido proposta de números primos.” A demonstração clássica

e elegante, feita por redução ao absurdo é apresentada abaixo em linguagem moderna:

Teorema 1.2 (Teorema de Euclides). Existem infinitos números primos.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que existe uma quantidade finita n de números

primos, a saber, p1, p2, . . . , pn ordenados em ordem crescente. Considere o número que é

maior que qualquer primo N = p1p2 . . . pn + 1 e observe que, por hipótese, este número

é composto, logo algum pj divide N . Esse primo pj também divide p1p2 . . . pn = N − 1,

portanto divide a diferença, logo pj divide 1. O que claramente é um absurdo, portanto

a hipótese é falsa e existem infinitos primos.

Vale ressaltar que o número N = p1p2 . . . pn + 1 que aparece na demonstração do

Teorema 1.2 não necessariamente é primo. Por exemplo, 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 + 1 = 30031 =

59 · 509.

Dada que a quantidade de números primos é infinita uma próxima dúvida que

surge é como saber se um número natural é primo ou não? Como eles estão distribúıdos?

Quão raros eles são? Existe uma fórmula que gere os primos? Estas dúvidas foram e são

discutidas há pelo menos desde os gregos antigos até os dias de hoje, tendo ocupado a

mente de muitos célebres matemáticos da história. Inclusive a palavra “primo” (do latim

primus) é de origem grega. Os gregos dividiam os números em “primeiros” e “secundários”

que seriam respectivamente os primos e composto como conhecemos hoje, ver (MOTA,

2017).

1.2 Como saber se um número é Primo?

Um das primeiras formas e mais conhecidas para determinar a primalidade de

uma lista de números naturais é o Crivo de Eratóstenes, que consiste basicamente em um

algoritmo de “força bruta”que faz o seguinte procedimento (CRANDALL; POMERANCE,

2006):

3 De acordo com a teoria atômica de Dalton. Atualmente temos conhecimento de part́ıculas sub-
atômicas.
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1. Dado um número natural n > 2, liste os inteiros consecutivos de 2 a n.

2. Inicialmente, considere p = 2 o menor número primo.

3. Elimine todos os múltiplos de p no intervalo 2p até n.

4. Encontre o o menor número da lista maior que p e que não foi eliminado; se não

houver, o procedimento se encerra. Caso contrário, seja p igual a este número, que

será primo, e repete-se o item anterior.

5. Quando o procedimento terminar, todos os números que sobraram serão os primos

menores ou iguais a n.

Não é necessário passar por todos os números, basta ir até no máximo p = b√nc, pois

se existisse um número x, tal que
√
n < x ≤ n composto que não foi eliminado teŕıamos

x = ab, com a >
√
n e b >

√
n, logo x = ab > n o que é um absurdo. Portanto, encerrando

o processo até p = b√nc é suficiente e todos números que não foram eliminados serão

primos.

Nas ilustrações abaixo seguem o exemplo do algoritmo do Crivo de Eratóstenes

feito para n = 100, portanto precisamos seguir para números menores que b
√

100c = 10.

As Figuras 1, 2, 3 e 4 detalham o algoritmo aplicado em quatro rodadas:

1. Na primeira rodada, escolhe-se o número 2, que será primo e eliminam-se todos

números múltiplos de 2 maiores que 2 conforme Figura 1.

2. Na segunda rodada, escolhe-se o próximo número não eliminado da lista, 3, que será

primo e eliminam-se todos números múltiplos de 3 maiores que 3 conforme Figura

2.

3. Na terceira rodada, escolhe-se o próximo número não eliminado da lista, 5, que será

primo e eliminam-se todos números múltiplos de 5 maiores que 5 conforme Figura

3.

4. Na quarta rodada, escolhe-se o próximo número não eliminado da lista, 7, que será

primo e eliminam-se todos números múltiplos de 7 maiores que 7 conforme Figura

4.

5. O próximo número da lista é 11, mas este já é maior que
√

100 e, portanto não será

necessário continuar o processo o qual forneceu uma lista de 25 primos menores ou

iguais a 100: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 71, 73,

79, 83, 89 e 97.

Outra forma interessante de verificar a primalidade de um número é utilizar o

famoso teorema de Wilson, mas antes antes de demonstrar este resultado vamos precisar

de um outro teorema bastante conhecido:
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Figura 1 - Primeira rodada do Crivo de Eratóstenes para

p = 2.

Fonte: O Autor, 2022.

Figura 2 - Primeira rodada do Crivo de Eratóstenes para p = 3.

Fonte: O Autor, 2022.
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Figura 3 - Primeira rodada do Crivo de Eratóstenes para p = 5.

Fonte: O Autor, 2022.

Figura 4 - Primeira rodada do Crivo de Eratóstenes para p = 7.

Fonte: O Autor, 2022.
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Teorema 1.3 (Teorema de Bachet-Bézout). Sejam a, b ∈ Z. Então existem x, y ∈ Z com

ax+ by = mdc(a, b). (1)

A demonstração do Teorema 1.3, bem como uma demonstração similar ao Teorema

de Wilson podem ser verificadas em (MARTINEZ et al., 2010).

Teorema 1.4 (Teorema de Wilson). Seja n > 1, então n|(n − 1)! + 1 se, e somente se,

n é primo. Ou em forma de congruência:

(n− 1)! ≡ −1 (mod n) se, e somente se, n é primo. (2)

Demonstração. Suponha que n = ab com a < b < n, logo a e b aparecem na lista

1, 2, . . . , (n− 1), portanto n|(n− 1)! e n não divide (n− 1)! + 1. Para o caso que n = p2

com p primo maior que 2, observe que p e 2p aparecem em (p2 − 1)!, pois 2p < p2 − 1 e

portanto p2 divide (p2 − 1)! e não divide (p2 − 1)! + 1. Para o caso n = 4 = 22 pode-se

checar que 4 não divide (4− 1)! + 1 = 7. Ou seja, mostramos que se n é composto, então

n não divide (n− 1)! + 1.

Para o caso em que n = p é primo, perceba que em (p − 1)! = 1 · 2 · 3 · · · (p − 1)

os fatores listados são justamente as classes de congruência módulo p. Além disso, para

cada r ∈ {1, 2, . . . , p− 1} tem-se que mdc(r, p) = 1.

Assim, o Teorema 1.3 garante que existem x, y ∈ Z tais que px + ry = 1, logo

ry ≡ 1 (mod p). Portanto, todo resto módulo p possui inverso multiplicativo e este é

único módulo p, pois se existisse y′ ∈ {1, 2, . . . , p− 1} tal que ry′ ≡ 1 (mod p), teŕıamos

yry′ ≡ y (mod p), logo y′ ≡ y (mod p). Agora, observe que as únicas classes tais que

r2 ≡ 1 (mod p) são r ≡ ±1 (mod p), pois p|(r2 − 1) = (r + 1)(r − 1) se, e somente se,

p|(r + 1) ou p|(r − 1), como p é primo, temos r ≡ ±1 (mod p). Com essas informações,

percebe-se que todos os fatores de (p−1)! = 1 ·2 ·3 · · · · (p−1) módulo p possuem inversos

multiplicativos únicos que dois a dois possuem produto igual a 1, sobrando apenas os restos

1 e p− 1 ≡ −1 (mod p). Assim, (p− 1)! ≡ −1 (mod p), concluindo a demonstração.

1.3 Existem Fórmulas para Obter Primos?

Desde a descoberta da infinitude dos números primos, matemáticos se debruçaram

para tentar enxergar alguma regularidade na sequência de primos. Foram muitas as

tentativas de encontrar fórmulas relativamente simples para encontrar o próximo primo.

Há uma frase atribúıda ao célebre matemático Leonard Euler, indicando sua frustração

sobre o tema:

Matemáticos tentam em vão até os dias de hoje encontrar alguma ordem
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na sequência dos números primos, e temos razões para acreditar que esse
é um mistério no qual nossa mente nunca irá penetrar. 4. (HAVIL, 2003)

Além da frase de Paul Erdos, parafraseando o f́ısico Albert Einstein:

Deus pode não jogar dados com o universo, mas há algo estranho acon-
tecendo com os números primos 5. (HAVIL, 2003)

Por último Robert Charles “Bob” Vaughan, matemático britânico famoso por suas
contribuições em teoria anaĺıtica dos números, costumava falar:

É evidente que os números primos são aleatoriamente distribúıdos, mas,
infelizmente, não sabemos o que aleatório significa. 6. (HAVIL, 2003)

Uma das primeiras tentativas para encontrar alguma regularidade na sequência

dos números primos pela sua razoável facilidade foram os polinômios. Por exemplo, o

polinômio de Euler a seguir fornece números primos até n = 40:

p(n) = n2 − n+ 41 (3)

Tabela 1 - Valores do polinômio de Euler p(n) de 0 a 41.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
p(n) 41 41 43 47 53 61 71 83 97 113 131 151 173 197 223 251 281 313 347 383 421
primo S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S

n 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41
p(n) 461 503 547 593 641 691 743 797 853 911 971 1033 1097 1163 1231 1301 1373 1447 1523 1601 1681
primo S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S N

Fonte: Autor, 2022.

Obviamente essa distribuição não forneceria sempre números primos, pois sendo n

qualquer natural múltiplo de 41, tem-se que 41|p(n) para p(n) > 41, portanto não pode

ser primo. Outra observação é que o polinômio de Euler não fornece todos os primos a

partir de 41,“pulando” alguns primos, por exemplo o número 59 não apareceu na lista.

Outra observação é que o polinômio q(n) = n2 +n+41 também fornece os mesmos primos,

pois q(−n) = q(n−1) = p(n), este por sua vez também é chamado de polinômio de Euler.

Dessa última observação pode-se criar um polinômio q(n − 40) = n2 − 79n + 1601 que

fornecerá primos para n = 0, 1, 2, . . . , 79.

4 No original: Mathematicians have tried in vain to this day to discover some order in the sequence of
prime numbers, and we have reason to believe that it is a mystery into which the mind will never
penetrate.

5 No original: God may not play dice with the Universe, but there’s something strange going on with
the prime numbers!

6 No original: It is evident that the primes are randomly distributed but, unfortunately, we don’t know
what random means.
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Fica a dúvida, será que existe um polinômio com coeficientes inteiros que forneça

sempre números primos? A resposta é não conforme veremos no resultado a seguir:

Proposição 1.2. Não existe polinômio P (x) não constante com coeficientes inteiros, tal

que P (x) seja primo para todo inteiro x.

Demonstração. Suponha que exista tal polinômio:

P (x) =
n∑

i=0

aix
i, com ai ∈ Z.

Assim,

p = P (1) =
n∑

i=0

ai é primo.

No entanto, observe que para k inteiro:

P (1 + kp) =
n∑

i=0

ai(1 + kp)i.

No qual, expandindo os termos de (1 + kp)i em binômios de Newton:

P (1 + kp) =
n∑

i=0

ai

i∑

j=0

(
i

j

)
(kp)j

=
n∑

i=0

ai +
n∑

i=0

ai

i∑

j=1

(
i

j

)
(kp)j

= P (1) +
n∑

i=0

ai

i∑

j=1

(
i

j

)
(kp)j

= p+ p

n∑

i=0

ai

i∑

j=1

(
i

j

)
kjpj−1.

Logo, ou P (1 + kp) 6= p é múltiplo de p para todo k ∈ Z, o que contradiz a hipótese

de gerar sempre primos, ou P (1 + kp) = p, ∀k ∈ Z, o que implicaria que o polinômio

seria constante. Portanto não existe tal polinômio, tal proposição pode ser encontrada

em (RASHID, 2020).

Para polinômios com coeficientes racionais a afirmação também vale com uma

demonstração similar à realizada acima e pode ser conferida em (RASHID, 2020).

Embora seja comum a crença que não existem fórmulas que gerem primos, ela é

infundada, como podemos ver a seguir:

Proposição 1.3 (HONSBERGER, 1976). Sejam x e y números naturais com y 6= 0 e
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seja b = x(y + 1)− (y! + 1), então

f(x, y) =
y − 1

2
[|b2 − 1| − (b2 − 1)] + 2.

gera somente números primos, todos os primos e cada primo ı́mpar exatamente uma vez.

Demonstração. Tem-se que b é inteiro, portanto b2 é um inteiro não negativo, dáı há dois

casos para analisar:

1. b2 − 1 ≥ 0, logo |b2 − 1| = (b2 − 1) e f(x, y) = 2 que é primo.

2. b2 = 0, logo f(x, y) = y+ 1. Como b = 0, tem-se x(y+ 1) = (y! + 1), conclui-se que

y + 1 divide y! + 1 e portanto, pelo Teorema de Wilson segue (y + 1) é primo, que

é justamente o valor de f(x, y).

Conclui-se que a função f(x, y) somente fornece valores 2 ou y+ 1 e neste caso esse valor

é primo. Observe que f(1, 1) = 2 e para p um primo ı́mpar, defina:

y = p− 1 e x =
1

p
[(p− 1)! + 1].

Veja que x é inteiro pelo Teorema de Wilson pode-se escrever:

p = y + 1 e xp = (p− 1)! + 1.

Logo xp = x(y + 1) = (p − 1)! + 1 = y! + 1 e b = 0, o que fornece f(x, y) = y + 1 = p.

Assim, f(x, y) produz todos os primos. Por outro lado, suponha que f(x, y) = p, em

que p é um primo ı́mpar como essa função só produz 2 e y + 1 como resultados, teremos

y+ 1 = p, o que implica que b = 0. Dáı, x(y+ 1) = y! + 1, e como y+ 1 = p, temos como

anteriormente:

y = p− 1 e x =
(p− 1)! + 1

p
.

que gera justamente o valor f(x, y) = p como vimos.

Existem outras fórmulas, geralmente também apoiando-se no Teorema de Wilson

que podem ser conferidas em (MOURA, 2018). No entanto, essas fórmulas não ajudam

muito no propósito de encontrar o próximo número primo, pois são equações que deman-

dam a mesma ou maior capacidade computacional para encontrar a sequência de primos

em relação a um algoritmo de força bruta, como o Crivo de Eratóstenes.
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1.4 A Série Harmônica e a Série Harmônica dos Números Primos

O Teorema 1.2 mostra que há infinitos números primos e na seção anterior foi

posśıvel ter uma ideia que há uma grande dificuldade de descobrir fórmulas simples que

ajudem a buscar o próximo primo. Isso nos faz pensar em tentar estimar o quão raro

é um número primo: é mais frequente termos números primos ou quadrados perfeitos?

Uma forma interessante de responder a essa dúvida é observar a convergência de séries e

comparar com a série harmônica. Então vamos a definição a seguir:

Definição 1.4.

Hn =
n∑

r=1

1

r
(4)

é chamada de série harmônica. Ou em sua forma recursiva:

Hr = Hr−1 +
1

r
, r ∈ N∗ e H1 = 1 (5)

É posśıvel mostrar que tal série diverge, quando n tende ao infinito:

Proposição 1.5. A série harmônica é divergente.

Demonstração. Agrupando os termos da série harmônica da seguinte forma:

H∞ =
∞∑

r=1

1

r
= 1 +

1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+

(
1

9
+ · · ·+ 1

16

)
+ . . .

> 1 +

(
1

2

)
+

(
1

4
+

1

4

)
+

(
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8

)
+

(
1

16
+ · · ·+ 1

16

)
+ . . .

= 1 +
∞∑

i=1

1

2i
· 2i−1

= 1 +
∞∑

i=1

1

2
.

A última série é claramente divergente e, portanto, a série harmônica também diverge.

Proposição 1.6. A série harmônica dos quadrados

∞∑

n=1

1

n2
= 1 +

1

4
+

1

9
+

1

16
+ . . . .

é convergente.

Demonstração. Basta fazer um agrupamento similar ao que foi feita na demonstração da
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proposição anterior:

∞∑

n=1

1

n2
= 1 +

(
1

22
+

1

32

)
+

(
1

42
+

1

52
+

1

62
+

1

72

)
+

(
1

82
+

1

92
+ · · ·+ 1

162

)
+ . . .

≤ 1 +

(
1

22
+

1

22

)
+

(
1

42
+

1

42
+

1

42
+

1

42

)
+

(
1

82
+

1

82
+ · · ·+ 1

82

)
+ . . .

= 1 + 2
1

22
+ 4

1

42
+ 8

1

82
+ . . .

= 1 +
∞∑

i=0

1

2i

= 2.

Assim, temos que a série dos inversos dos quadrados é convergente.

Agora, para responder a dúvida sobre a densidade dos primos convém definir a

série harmônica dos primos:

Definição 1.7. A série harmônica dos números primos é definida como:

∞∑

p primo

1

p
=

1

2
+

1

3
+

1

5
+ . . . .

Vamos demonstrar a seguinte proposição:

Proposição 1.8. A série harmônica dos primos diverge.

Demonstração. Para um inteiro x ≥ 2 fixado, sejam P o conjunto de todos os primos que

são menores ou iguais a x e M o conjunto de todos os inteiros que possuem apenas fatores

primos em P , incluindo o número 1. Observe a seguinte identidade abaixo:

(
1 +

1

p

)(
1 +

1

p2
+

1

p4
+ · · ·+ 1

p2k
+ . . .

)
=
∞∑

j=0

1

pj
.

Agora, multiplique a expressão acima para cada p ∈ P :

∏

p∈P

(
1 +

1

p

)∏

p∈P

(
1 +

1

p2
+

1

p4
+ · · ·+ 1

p2k
+ . . .

)
=
∏

p∈P

( ∞∑

j=0

1

pj

)
.

Observe que para um determinado n ∈ M , tal que n = p1
α1p2

α2p3
α3 . . . pm

αm aparecerá

uma única vez nos produtórios acima pelo Teorema 1.1. Assim, podemos escrever:

∏

p∈P

(
1 +

1

p

)∑

n∈M

1

n2
=
∑

n∈M

1

n
.
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Pelo fato da série harmônica ser divergente e a série do rećıproco dos quadrados ser

convergente pode-se concluir da expressão acima quando x tende ao infinito que o produto:

∏

p∈P

(
1 +

1

p

)

também tende ao infinito. Para completar a demonstração, utilizando a inequação vinda

diretamente da expansão em Taylor da função exponencial, tem-se ec > 1 + c, ∀c > 0.

Assim,

∏

p∈P

(
1 +

1

p

)
≤
∏

p∈P
e(1/p) = exp

(∑

p∈P

1

p

)
.

Logo, conclui-se que

∑

p∈P

1

p

tende para o infinito quando x tende para o infinito. O que encerra a demonstração.

A demonstração acima e algumas outras podem ser encontradas em Narkiewicz

(2013) e uma demonstração bastante elementar e detalhada em Andrade (2010). O fato

da série harmônica dos números primos divergir é um resultado bastante interessante e

indica que os primos, apesar de ser relativamente raros, aparecem com uma frequência

maior que os quadrados perfeitos, por exemplo. A taxa de crescimento da série harmônica

é bem lenta, enquanto a da série harmônica dos primos é obviamente mais lenta ainda.

É posśıvel mostrar que esta série cresce na ordem de log(log(x)), e a demonstração pode

ser encontrada em Narkiewicz (2013) e no artigo Paul (2015).

1.5 Distribuição dos Primos

Uma forma pela qual alguns matemáticos começaram a analisar os primos foi na

sua distribuição, buscando entender o comportamento da “densidade de primos” e para

isso foi definida uma função que conta a quantidade de primos menores ou iguais a um

número natural n.

Definição 1.9. Seja π(n) a quantidade de primos menores ou iguais a n. As vezes

também definida no formato de somatório:

π(n) =
∑

p≤n
1.

Essa função conhecida como “prime counting function” ou função de contagem
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de números primos permite uma visão mais anaĺıtica dos números primos. Mesmo sendo

uma função degrau é posśıvel compará-la com funções conhecidas. Sabe-se que há infinitos

números primos como foi verificado no Teorema 1.2, portanto esta função é uma função em

degraus não decrescente, mas quão rápido ou devagar ela cresce? Observe, por exemplo,

o gráfico dessa função até n = 100 na Figura 5.

Figura 5 - A função π(x) até n = 100 com π(100) = 25

Fonte: Autor, 2022.

A extensão de cada degrau, ou seja, a quantidade de números inteiros compreendida

em intervalos em que a função π é constante (não há primos) varia e há alguns degraus mais

longos conforme Figura 5. Uma faixa de inteiros consecutivos que não contém nenhum

número primo é chamada de deserto de primos. A próxima proposição é um resultado

simples que mostra a existência de desertos arbitrariamente grandes. Dela decorre a

existência de degraus de extensão arbitrariamente grandes.

Proposição 1.10. Existe uma sucessão arbitrariamente grande de números naturais sem

qualquer primo.

Demonstração. De fato, considere a seguinte sequência:

n! + 2, n! + 3, . . . , n! + n

o termo n! + j é diviśıvel por j ∈ {2, 3, . . . , n}, pois n! = n · (n − 1) · · · j · · · 2 · 1, logo

nenhum desses termos é primo, pois claramente n!+j 6= j. Portanto, tem-se um sequência

de (n− 1) naturais compostos.

Embora a sequência de primos em si pareça misteriosa e às vezes até aleatória,

observando o gráfico até n = 1000 na Figura 6 é posśıvel notar alguma regularidade, e foi

nessa distribuição que um progresso mais sólido em relação aos números primos começou

a aparecer.
O grande Matemático alemão Johann Carl Friedrich Gauss ainda adolescente con-

jecturou por volta do ano 1793 um comportamento da função π(x), analisando grupos
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Figura 6 - A função π(x) até n = 1000. Em que π(1000) = 168

Fonte: Autor, 2022.

de 1000 números chamado de “chiliad” e verificando quantos primos tinham até valores
da ordem de alguns milhões. Gauss verificou que parecia existir uma relação entre a
frequência de primos até x e o inverso do logaritmo nesse ponto (DERBYSHIRE, 2003).
Para se ter uma ideia do hercúleo trabalho de Gauss e outros matemáticos sem a óbvia
utilização de recursos computacionais que não existiam na época: até um milhão existem
78498 primos, conforme Tabela 2. Na Figura 6 podemos começar a entender uma famosa

Tabela 2 - Tabela com valores de π(x)

n π(n)
102 25
103 168
104 1229
106 78498
108 5761455
1012 37607912018
1016 279238341033925

Fonte: (CRANDALL; POMERANCE, 2006)

frase dita por Don Zagier em 1795 em uma palestra na universidade de Bonn:

Os números primos crescem como ervas daninhas entre os números na-
turais, parecendo não obedecer a nenhuma outra lei senão a do acaso, e
ninguém pode prever onde o próximo irá brotar. O segundo fato é ainda
mais surpreendente, pois afirma exatamente o oposto: que os números
primos exibem uma regularidade impressionante, que existem leis que
governam seu comportamento e que eles obedecem a essas leis com pre-
cisão quase militar7. (ENRICO, 2000, tradução nossa)

7 No original: “They [Prime numbers] grow like weeds among the natural numbers, seeming to obey no
other law than that of chance, and nobody can predict where the next one will sprout. The second
fact is even more stonishing, for it states just the opposite: that the prime numbers exhibit stunning
regularity, that there are laws governing their behavior, and that they obey these laws with almost
military precision.”
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Enquanto sabemos da dificuldade de encontrar padrões em fórmulas que descrevam

por completo os números primos com precisão e eficiência. Eles obedecem uma curva tão

bem comportada como exibida na Figura 6 e que na próxima seção veremos um importante

teorema que descreve o comportamento assintótico da função π(x).

Uma conjectura muito parecida em relação a função π(x) feita também por Gauss,

foi em termos da aproximação assintótica da função Li(x) obtida pela integração do

rećıproco do logaritmo:

Definição 1.11. A função logaŕıtmica integral é definida para todos os reais positivos

x ≥ 1 da seguinte forma:

Li(x) =

∫ x

2

1

ln t
dt.

Antes de enunciar o Teorema dos Números Primos propriamente é interessante

mostrar algumas evidências “emṕıricas” iniciais como tabela e gráficos da conjectura

levantada por Gauss. Na Tabela 3 seguem alguns valores das funções π(n), n/ ln(n) e

Li(n):

Tabela 3 - valores das funções π(n), n/ ln(n) e Li(n)

n π(n) bn/ ln(n)c Li(n)
10 4 4 5
100 25 22 29
1000 168 145 177
10000 1229 1086 1245
100000 9592 8686 9629

Fonte: Autor, 2022.

Observando o gráfico dessas funções até n = 100000 na Figura 7 é posśıvel verificar

como a função Li(n) aproxima muito melhor π(n) em relação a n/ ln(n): é dif́ıcil distinguir

as duas curvas verde e preta. No entanto, tanto a Li(n) como a n/ ln(n) mostram uma

tendência de crescimento parecido com a π(n). Em termos de erro percentual em relação

a π(n) é posśıvel verificar para os primeiros 100000 números uma tendência de redução

na Figura 8.

Há registros na literatura que sugerem a função n/(ln(n) − 1) como aproximação

melhor de π(n), como pode ser visto na Figura 9 para os primeiros 1000 números. O ma-

temático francês Adrien-Marie Legendre publicou a conjectura em uma forma alternativa

de forma independente (CRANDALL; POMERANCE, 2006):

π(x) ≈ x

ln(x)−B
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Figura 7 - Gráficos das funções π(n), n/ ln(n) e Li(n)

Fonte: Autor, 2022.

Figura 8 - Erro relativos das funções Li(n) e n/ ln(n) em relação a

π(n).

Fonte: Autor, 2022.

Figura 9 - Gráficos das funções π(n), n/(ln(n)− 1) e Li(n).

Fonte: Autor, 2022
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ou seja,

lim
x→∞

π(x)
x

ln(x)−B
= 1

com B = 1.08366. No entanto, verificou-se depois que nessa forma de aproximação o

melhor número B é igual a 1, mas para valores elevados de x a função Li(x) é a melhor

(HAVIL, 2003).

As aproximações discutidas até aqui são equivalentes quando x tende ao infinito,

inclusive para qualquer B:

π(x) ≈ x

ln(x)
≈ x

ln(x)− 1
≈ x

ln(x)− 1.08366

1.6 Teorema dos Números Primos

Na seção anterior foram vistas as ideias por trás da conjectura da distribuição dos

números primos. O teorema dos números primos é importante na teoria anaĺıtica dos

números e relaciona a quantidade de números primos até x através da função π(x) e x
ln(x)

.

A seguir, apresentaremos o teorema propriamente dito:

Teorema 1.5 (O Teorema dos Números Primos Primeira versão). Temos que

lim
x→∞

π(x)
x

ln(x)

= 1.

Teorema 1.6 (O Teorema dos Números Primos Segunda Versão). Há uma outra versão

também com a função Li(x)

lim
x→∞

π(x)

Li(x)
= 1.

Ambas versões indicam boas aproximações assintóticas dessa funções π(x). Como

consequência desses teoremas pode-se dizer que a probabilidade de um determinado

número N ser primo é aproximadamente 1
ln(N)

ou que o n-ésimo número primo é aproxi-

madamente N ln(N). Uma forma de entender melhor o porquê do Teorema 1.5 é fazer

uma análise simplificada para nos dar uma noção do comportamento da função π(x),

aproveitando a ideia do crivo de Eratóstenes: Seja x um inteiro maior que 2. A quan-

tidade de números que são diviśıveis por 2 menores ou iguais a x é aproximadamente

x/2, restando x(1 − 1/2) números, agora retira-se de forma análoga os múltiplos de 3:

x(1 − 1/2)(1 − 1/3), repetindo-se o processo até o primo menor ou igual a
√
x, ou seja,
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pode-se escrever de forma aproximada a seguinte expressão:

π(x) ≈
∏

p≤√x
(1− 1

p
)x. (6)

Para concluir essa ideia de demonstração do Teorema é necessário utilizar um Teorema

provado pelo matemático polonês Franz Mertens:

Teorema 1.7 (Terceiro Teorema de Mertens). Tem-se que8

lim
n→∞

1

lnn

∏

p≤n

(
1− 1

p

)−1

= eγ,

Para simplificar, pode-se escrever:

∏

p≤n

(
1− 1

p

)
≈ e−γ

lnn
.

Para n grande e utilizando o Teorema 1.7 com a equação (6), temos que

π(x) ≈
∏

p≤√x

(
1− 1

p

)
x ≈ e−γx

ln
√
x

= 2e−γ
x

lnx
.

Essa observação acima não é uma demonstração, apenas uma ideia para visualizar o

teorema de outra forma. De fato, o Teorema dos Números Primos foi demonstrado apenas

em 1896 de forma independente por dois matemáticos: o francês Jacques Hadamard e o

belga Charles-Jean de la Vallee Poussin (EVES, 2011), ou seja, 37 anos após a publicação

do famoso artigo de Riemann sobre a quantidade de primos menores que uma determinado

número. A proposição a seguir mostra a equivalência assintótica entre as duas funções,

pode ser encontrada em (HAVIL, 2003):

Proposição 1.12. Os dois limites a seguir são equivalentes:

lim
x→∞

π(x)

x/ ln(x)
= 1 ⇐⇒ lim

x→∞
π(x)

Li(x)
= 1.

Demonstração. Suponha que

lim
x→∞

π(x)

x/ ln(x)
= 1.

8 γ = 0, 561459... é um número conhecido como constante de Euler-Mascheroni.
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Então,

lim
x→∞

π(x)∫ x
2
du/ ln(u)

= lim
x→∞

π(x)

x/ ln(x)

x/ ln(x)∫ x
2
du/ ln(u)

= lim
x→∞

x/ ln(x)∫ x
2
du/ ln(u)

.

Usando a regra de L’Hospital, derivando o numerador e denominador:

lim
x→∞

π(x)∫ x
2
du/ ln(u)

= lim
x→∞

x/ ln(x)∫ x
2
du/ ln(u)

= lim
x→∞

(ln(x)−x 1
x

)

(lnx)2

1
ln(x)

= lim
x→∞

lnx− 1

lnx
.

Logo,

lim
x→∞

π(x)∫ x
2
du/ln(u)

= 1.

A demonstração da volta pode ser feita da mesma forma.

É posśıvel estimar, utilizando o Teorema dos Números Primos qual é x-ésimo

primo. Na verdade, o teorema do número primo é equivalente a estimar o x-ésimo primo

(HAVIL, 2003).

Proposição 1.13. O x-ésimo primo é aproximadamente xlnx.

Demonstração. Seja px o x-ésimo primo, então π(px) = x. Assumindo que o Teorema 1.5

seja verdade, temos

lim
x→∞

π(x)

x/ lnx
= 1.

Aplicando o logaritmo, obtemos

ln
(

lim
x→∞

π(x)

x/ lnx

)
= ln 1 = 0.

Como a função logaŕıtmica é cont́ınua no intervalo dos reais positivos, temos

lim
x→∞

ln
π(x)

x/ lnx
= 0

lim
x→∞

(ln π(x)− lnx+ ln lnx) = 0

lim
x→∞

lnx
( ln(π(x))

lnx
+

ln lnx

lnx
− 1
)

= 0.
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Utilizando o fato da função ln ser ilimitada:

lim
x→∞

( lnπ(x)

lnx
+

ln lnx

lnx
− 1
)

= 0.

Observe que diretamente da regra de L’Hospital:

lim
x→∞

ln lnx

lnx
= lim

x→∞

1
lnx

1
x

1
x

= lim
x→∞

1

lnx
= 0.

Assim,

lim
x→∞

lnπ(x)

lnx
= 1.

Multiplicando o resultado acima pelo resultado do Teorema 1.5:

lim
x→∞

π(x)

x/ lnx
· lim
x→∞

lnπ(x)

lnx
= lim

x→∞
π(x) lnπ(x)

x
= 1.

Trocando x por px, ou seja, π(px) = x:

lim
x→∞

x lnx

px
= 1.

Logo, px ≈ x lnx.
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2 A FUNÇÃO ZETA NO DOMÍNIO REAL

Em seu artigo, escrito em 1859, “A quantidade de números primos menores que

uma determinada quantidade”, Bernard Riemann conjecturou sua famosa hipótese: todos

os zeros não triviais (ráızes) da função Zeta estão sobre a mesma linha cŕıtica. Mas o que

isso significa? Comecemos pela função Zeta que é a soma infinita dos rećıprocos de todos

os naturais elevados a uma determinada potência.

Definição 2.1. A função Zeta é definida conforme a expressão:

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
=

1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ · · · .

Uma primeira pergunta que nos vem imediatamente à mente é: se todos os termos

da série são positivos, como é posśıvel essa expressão ir a zero? A resposta é que a variável

s que é a potência desses números não é real, mas um número complexo. No entanto,

inicialmente vamos analisar a função Zeta no domı́nio dos reais, pois esta função era bem

conhecida e analisada por matemáticos antes de Riemann estendê-la para os números

complexos. Além de introduzir alguns conceitos e resultados que serão úteis.

2.1 A série Zeta

Inicialmente, analisaremos a convergência para s = 1. Nesse caso, a função é dada

pela soma dos rećıprocos dos números naturais, e é chamada de série harmônica, conforme

foi definida na Seção 1.4:

ζ(1) =
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
. . . .

Foi visto também na Seção 1.4 que a série diverge. No entanto, nesse caso o teste da razão

aplicada a série harmônica claramente é inconclusivo, pois:

r = lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = lim
n→∞

1
n+1

1
n

= lim
∞

1

1 + 1
n

= 1.

Proposição 2.2. A função ζ(s):

1. Converge para s > 1.

2. Diverge para s ≤ 1.

Demonstração. Observe que, quando s < 1, tem-se 1/ns > 1/n, ou seja, todos os ter-

mos de ζ(s) são maiores que ζ(1), logo ζ(s) diverge para todo s ≤ 1 pelo critério da
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comparação. Para s > 1 tal série converge, pois pode-se provar que é menor que a série

geométrica abaixo:

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns

= 1 +

(
1

2s
+

1

3s

)
+

(
1

4s
+

1

5s
+

1

6s
+

1

7s

)
+

(
1

8s
+

1

9s
+ · · ·+ 1

15s

)
+ . . .

< 1 +

(
1

2s
+

1

2s

)
+

(
1

4s
+

1

4s
+

1

4s
+

1

4s

)
+

(
1

8s
+

1

8s
+ . . .

1

8s

)
+ . . .

= 1 +
2

2s
+

4

4s
+

8

8s
+ . . .

= 1 +
1

2s−1
+

(
1

2s−1

)2

+

(
1

2s−1

)3

+ . . . .

Essa última expressão converge para 1
1− 1

2s−1
, pois 1

2s−1 < 1 para s > 1. Logo, ζ(s) está

bem definido para s > 1 e

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
<

1

1− 1
2s−1

.

2.2 A Fórmula do Produto de Euler

A função Zeta foi estudada por Leonard Euler (1707-1783), um dos mais brilhantes

e produtivos matemáticos de todos os tempos. Euler descobriu a magńıfica relação da

série zeta e o produto envolvendo números primos e nos deu assim uma primeira conexão

clara entre a função Zeta e os números primos.

Proposição 2.3 (Fórmula do Produto de Euler).

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
=
∏

p

1

1− p−s ,

em que o produtório acima e sempre que aparecer nesse trabalho dessa forma é calculado

sobre todos os números primos.

Apresentaremos uma ideia de demonstração bastante intuitiva, mas com alguns

argumentos pouco formais conforme veremos a seguir.
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Temos que

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
= 1 +

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
+

1

6s
+

1

7s
+ . . . . (7)

Multiplicando toda expressão acima por
1

2s
, temos

1

2s
ζ(s) =

1

2s
+

1

4s
+

1

6s
+

1

8s
+

1

10s
+

1

12s
+ . . . . (8)

Subtraindo ambos os lados de (7) e (8), obtemos

(
1− 1

2s

)
ζ(s) = 1 +

1

3s
+

1

5s
+

1

7s
+

1

9s
+ . . . . (9)

Ou seja, foram eliminadas da série que define a função Zeta todas as frações cujos deno-

minadores eram potências de números pares. Novamente multiplique (9) por, agora,
1

3s
e subtraindo a própria expressão, obtemos

(
1− 1

3s

)(
1− 1

2s

)
ζ(s) = 1 +

1

5s
+

1

7s
+

1

11s
+ . . . . (10)

Repetindo o processo acima para cada primo p, obtém-se

. . .

(
1− 1

5s

)(
1− 1

3s

)(
1− 1

2s

)
ζ(s) = 1, (11)

que pode ser rescrita da forma abaixo, chegando no resultado esperado:

ζ(s) =
∏

p

1

1− p−s .

Uma outra demonstração mais formal do produto de Euler utiliza o Teorema fun-

damental da aritmética. Observando a identidade a ser demonstrada:

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
=
∏

p

1

1− p−s ,

pode-se escrever quando s > 1 a seguinte série geométrica para primo p:

1

1− p−s = 1 +
1

ps
+

1

p2s
+ . . . .
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Ou seja, queremos demonstrar que

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
=
∏

pj

(
1 +

1

psj
+

1

p2s
j

+ . . .

)
,

em que pj são os primos em ordem crescente, p1 < p2 < p3 < . . . . Assim, pelo Teorema

Fundamental da Aritmética pode-se afirmar que todo número natural n pode ser expresso

de forma única em fatoração em primos, a menos da ordem: n = pk11 p
k2
2 . . . pktt . Logo,

1

ns
=

1

(pk11 p
k2
2 . . . pktt )s

.

Ou seja, perceba que 1/ns aparece justamente multiplicando 1/p1
k1s do termo do pro-

dutório referente a p1 com 1/p2
k2s do termo do produtório referente a p2 e assim sucessi-

vamente até 1/pt
kts do termo do produtório referente a pt pode-se concluir intuitivamente

o resultado. No entanto, é posśıvel formalizar um pouco mais o argumento. Sejam M e

N inteiros positivos com M > N , logo podemos escrever

N∑

n=1

1

ns
≤
∏

p≤N

(
1 +

1

ps
+

1

p2s
+ · · ·+ 1

pMs

)

≤
∏

p≤N

(
1 +

1

ps
+

1

p2s
+ . . .

)

≤
∏

p≤N

(
1

1− p−s
)

≤
∏

p

(
1

1− p−s
)
.

Fazendo N tender a infinito pode-se escrever:

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
≤
∏

p

(
1

1− p−s
)
. (12)

Agora, pode-se buscar uma inequação no outro sentido, utilizando, novamente, o Teorema

Fundamental da Aritmética.

∏

p≤N

(
1 +

1

ps
+

1

p2s
+ · · ·+ 1

pMs

)
≤

∞∑

n=1

1

ns
.

Fazendo M tender ao infinito:

∏

p≤N

(
1

1− p−s
)
≤

∞∑

n=1

1

ns
.
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Fazendo, agora, N tender ao infinito:

∏

p

(
1

1− p−s
)
≤

∞∑

n=1

1

ns
= ζ(s). (13)

Portanto, a partir das equações (12) e (13) pode-se concluir a fórmula do produto

de Euler.

A beleza da fórmula do produto de Euler é que ela relaciona a soma infinita de todos

os inversos dos números naturais elevados a uma determinada potência (na esquerda) com

um produto também infinito relacionados a todos os primos (do lado direito). A fórmula

é considerada como um marco na teoria dos números e foi o ponto inicial de Riemann no

seu artigo (RIEMANN, 1859).

2.3 Importantes Relações Oriundas do Produto de Euler

Duas importantes fórmulas podem ser derivadas do produto de Euler: o rećıproco

de zeta e a sua derivada. Porém, antes vamos definir duas importantes funções no campo

da teoria dos números:

Definição 2.4. A função µ(n) é chamada de Função de Möbius e definida da seguinte

forma:

µ(n) =





1, se n = 1,

(−1)k, se n = p1 · · · pk, produto de k primos distintos

0, nos outros casos.

Definição 2.5. A função Λ(n) é chamada de Função de Von Mangoldt e definida da

seguinte forma:

Λ(n) =





ln(p), se n for primo ou uma potência de primo n = pm,

0, caso contrário.

Proposição 2.6. O inverso da função Zeta é dado por:

1

ζ(s)
=
∞∑

n=1

µ(n)

ns
.

Demonstração. A partir do produto de Euler (Proposição 2.3) pode-se inverter a ex-
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pressão:

1

ζ(s)
=
∏

p

(
1− 1

psi

)
=
(

1− 1

2s

)(
1− 1

3s

)(
1− 1

5s

)
. . . .

Expandido termo a termo o lado direito, percebe-se que dentro de cada parênteses optamos

por multiplicar ou o número 1 ou 1/psi com outro 1 ou 1/psj com i 6= j e assim por diante,

ou seja, primos distintos, logo o resultado obtido só pode potências s de números que são

produtos de primos distintos, e o sinal é definido pela quantidade de fatores primos, se

for par é positivo e negativo, caso contrário. Escreve-se, portanto, a expressão como:

1

ζ(s)
=
∞∑

n=1

µ(n)

ns
.

Proposição 2.7. Vale a seguinte expressão relacionada à derivada de ζ(s):

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∞∑

n=2

Λ(n)

ns
.

Demonstração. A partir do produto de Euler (Proposição 2.3), aplique o logaritmo natural

dos dois lados:

ln ζ(s) = ln
(∏

p

1

1− pi−s
)

=
∑

p

ln
1

1− 1
psi

= −
∑

p

ln
(

1− 1

psi

)
.

Derivando dos dois lado em relação a s, utilizando a regra da cadeia e lembrando que

(ax)′ = ax ln(a), obtemos:

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∑

p

(1− p−si )′

(1− p−si )
= −

∑

p

(−1)p−si ln(pi)

(1− p−si )
= −

∑

p

ln(pi)
1/psi

(1− p−si )
.

Expandindo a série geométrica, temos

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∑

p

ln(pi)
( 1

psi
+

1

p2s
i

+
1

p3s
i

+ · · ·
)
,
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que se pode escrever:

ζ ′(s)

ζ(s)
= − ln(2)

2s
− ln(2)

22s
− ln(2)

23s
− ln(2)

24s
− · · ·

− ln(3)

3s
− ln(3)

32s
− ln(3)

33s
− ln(3)

34s
− · · ·

− ln(5)

5s
− ln(5)

52s
− ln(5)

53s
− ln(5)

54s
− · · · .

Em termos da função de Von Mangoldt (Definição 2.5), segue a seguinte equação:

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∞∑

n=2

Λ(n)

ns
.

2.4 Valores especiais de Zeta - Problema da Basileia

A fórmula do produto de Euler foi um grande marco, mas infelizmente não provém

diretamente os valores de zeta. O cálculo das séries zeta quando s > 1 é normalmente

feito numericamente, exceto em alguns casos em que há fórmulas expĺıcitas, como é o caso

de ζ(2):

ζ(2) =
∞∑

n=1

1

n2
= 1 +

1

22
+

1

32
+

1

42
+ . . . .

Esse problema ficou conhecido como problema da Basileia, local de nascimento do ma-

temático súıço Leonhard Euler que demonstrou pela primeira vez a seguinte proposição

em 1735 (FILHO, 2014).

Proposição 2.8. O valor da série zeta em s = 2:

ζ(2) =
∞∑

n=1

1

n2
= 1 +

1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · · = π2

6
.

Essa ideia de demonstração mostrada a seguir foi basicamente a forma como Euler

fez, mas conforme veremos a seguir, utilizando uma argumento pouco formal ao considerar

a função senx/x como se fosse um polinômio sem demonstrar que isso poderia ser feito.

Temos que

ζ(2) =
∞∑

n=1

1

n2
= 1 +

1

22
+

1

32
+

1

42
+ . . . .
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A demonstração de Euler utilizou a série de Taylor da função seno:

senx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
. . . (14)

senx

x
= 1− x2

3!
+
x4

5!
− x6

7!
. . . . (15)

Utilizando o Teorema Fundamental da Álgebra (COSTA, 2016) pode-se escrever para

qualquer polinômio p(x):

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = an(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

p(x) = anx1x2...xn

(
x− x1

x1

)(
x− x2

x2

)
. . .

(
x− xn
xn

)
.

Pelas relações de Girard tem-se:

x1x2...xn = (−1)n
a0

an
.

Assim, substituindo na equação acima pode-se escrever:

p(x) = (−1)na0

(
x− x1

x1

)(
x− x2

x2

)
. . .

(
x− xn
xn

)

p(x) = a0

(
1− x

x1

)(
1− x

x2

)
. . .

(
1− x

xn

)
.

Observe que a função acima senx
x

possui zeros da forma ±kπ, com k inteiro não negativo.

Assim, pelo Teorema fundamental da Álgebra e assumindo que tal função se comporta

como um polinômio pode-se escrever para a0 = 1:

senx

x
= 1− x2

3!
+
x4

5!
− x6

7!
+ · · · =

(
1− x

π

)(
1− x

−π

)(
1− x

2π

)(
1− x

−2π

)
· · ·

1− x2

3!
+
x4

5!
− x6

7!
+ · · · =

(
1− x2

π2

)(
1− x2

4π2

)(
1− x2

9π2

)(
1− x2

16π2

)
· · · .

Logo, o coeficiente do termo x2 devem ser iguais na equação acima:

− 1

3!
= − 1

π2
− 1

4π2
− 1

9π2
− · · · .

Portanto, pode-se escrever:

1

π2
+

1

4π2
+

1

9π2
+ · · · = 1

6

1 +
1

4
+

1

9
+ · · · = π2

6
.
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Ou escrita na forma de somatório:

∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
.

Para formalizar o argumento podemos utilizar a seguinte proposição encontrada em

(STEIN; SHAKARCHI, 2010).

Proposição 2.9. Considerando D, o disco unitário centrado na origem, vamos definir

Fn(z) = 1− z2

pi2n2
.

de forma que

senz

z
=

+∞∏

n=1

Fn(z).

Vale a seguinte expressão:

senz

z
=

+∞∏

n=1

(1− z2

pi2n2
).

Tomando cn = 1/pi2n2, temos que as hipóteses da Proposição 2.9 são satisfeitas,

uma vez que |z2| < 1 e também usamos a convergência de

+∞∑

i=1

1

n2pi2
.

Dáı pela Proposição 2.9 a convergência de

+∞∏

n=1

Fn(z)

para senz/z é uniforme. Agora, seja

fn(z) =
n∏

i=1

Fn(z)

de forma que fn(z) converge uniformemente para senz/z em D. Em particular irá

convergir uniformemente para todo compacto (fechado e limitado) contido em D. Para

dar continuidade vamos precisar de um teorema a seguir cuja a demonstração também

pode ser encontrada em (STEIN; SHAKARCHI, 2010).

Teorema 2.1. Seja {fn}∞n=1 uma sequência de funções holomórficas que convergem uni-
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formemente para a função f em todo subconjunto compacto de Ω, então a sequência de

derivadas {fn′}∞n=1 converge uniformemente para f ′ em todo subconjunto compacto de Ω.

Portanto as hipóteses do Teorema 2.1 são satisfeitas. Em particular, para z fixado

em D a sequência f ′′n(z) converge pontualmente para (senz/z)′′. Embora a conclusão do

Teorema 2.1 seja para a primeira derivada, vale para derivada de qualquer ordem conforme

observado em (STEIN; SHAKARCHI, 2010).

lim
n→∞

f ′′n(0) = (
senz

z
)′′
∣∣∣
z=0

= −1/3.

Por outro lado, no coeficiente de z2 no polinômio fn(z) aparecem justamente as somas

parciais de

− 1

π2
− 1

22π2
− 1

32π2
. . . ,

lim
n→∞

f ′′n(0) = 2(− 1

π2
− 1

22π2
− 1

32π2
. . . ).

Logo,

2(− 1

π2
− 1

22π2
− 1

32π2
. . . ) = −1/3.

Dáı f ′′n(0) é 2 vezes essas somas parciais, de forma que

lim
n→∞

f ′′n(0) = 2(− 1

π2
− 1

22π2
− 1

32π2
. . . ) = −1

3

e o resultado segue.
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3 A FUNÇÃO ZETA NO DOMÍNIO COMPLEXO

3.1 Convergência e Analiticidade de Zeta

Na Definição 2.1 introduzimos a função Zeta. Agora, em vez de considerar s um

número real, consideraremos um número complexo da forma s = σ+ it. Essa foi a grande

inovação que Riemann trouxe no seu artigo (RIEMANN, 1859) e é o cerne do estudo para

se entender a hipótese de Riemann. Assim,

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
=
∞∑

n=1

1

nσ+it
=
∞∑

n=1

1

nσnit
.

Pode-se escrever nit = (elnn)it, dáı:

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

nσ(elnn)it
.

Calculando o módulo do termo 1/ns, temos

∣∣∣ 1

ns

∣∣∣ =
∣∣∣ 1

nσ

∣∣∣
∣∣∣ 1

eit lnn

∣∣∣.

Pela fórmula de Euler que pode ser encontrada no Apêndice B.2, temos

|eit lnn| = | cos t lnn+ isent lnn| = 1.

Portanto, |1/ns| = |1/nσ| = 1/nσ. Segue da Proposição 2.2 e do Teste da Comparação

que pode ser encontrado no Apêndice A.3 que

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns

converge absolutamente sempre que s = σ+ it, com σ > 1. Uma questão que pode surgir

é se a função Zeta é anaĺıtica no domı́nio nesse domı́nio? Para responder isso pode-se

observar o critério de Cauchy-Riemann (NETO, 1993) e se as quatro derivadas parciais

são cont́ınuas em Re(s) > 1. Reescrevendo a zeta de uma forma um pouco diferente,

temos

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

nσ(eit lnn)
=
∞∑

n=1

ei(−t lnn)

nσ
.
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Aplicando a fórmula de Euler do (ver Apêndice B.2), obtém-se:

ζ(s) =
∞∑

n=1

(cos (−t lnn)

nσ
+ i

sen(−t lnn)

nσ

)
.

Como a função cosseno é par e seno é ı́mpar, segue que

ζ(s) =
∞∑

n=1

cos (t lnn)

nσ
− i

∞∑

n=1

sen(t lnn)

nσ
.

Chamando u =
∑∞

n=1
cos (t lnn)

nσ
e v = −∑∞n=1

sen(t lnn)
nσ

podemos calcular as derivadas

parciais a seguir:

∂u

∂σ
= uσ = −

∞∑

n=1

cos (t lnn)

nσ
lnn,

∂u

∂t
= ut = −

∞∑

n=1

sen(t lnn)

nσ
lnn,

∂v

∂σ
= vσ =

∞∑

n=1

sen(t lnn)

nσ
lnn,

∂v

∂t
= vt = −

∞∑

n=1

cos (t lnn)

nσ
lnn.

Observe que uσ = vt e ut = −vσ e todas as quatro derivadas parciais são cont́ınuas e,

portanto, satisfazem os critérios de Cauchy (NETO, 1993) e consequentemente a função

Zeta é anaĺıtica em σ > 1.

3.2 A Série Eta

Na seção anterior foi visto que a série Zeta converge para todo Re(s) = σ > 1.

Nessa seção vamos estender essa convergência, incluindo a região 0 < σ < 1. Para isso,

inicialmente defini-se a função Eta:

η(s) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

ns
= 1− 1

2s
+

1

3s
− 1

4s
+ . . . .

Essa série frequentemente é chamada de série Zeta alternada por conta da alternância de

sinais dos seus termos.

Proposição 3.1. A série eta converge para todo s = σ + it, com σ > 0.
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Demonstração. Considerando s = σ real, temos

η(σ) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

nσ
.

Perceba que a série acima para σ > 0 atende as três condições do teste da série alter-

nada visto na Proposição A.4, portanto converge. Seja η∗(s) a série Eta com os termos

agrupados dois a dois, da seguinte forma:

η∗(s) =
(

1− 1

2S

)
+
( 1

3s
− 1

4s

)
+ · · ·+

( 1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
+ · · · .

Que pode ser reescrita como

η∗(s) =
∑

n ı́mpar

( 1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
.

Segue da igualdade

( 1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
= s

∫ n+1

n

dx

xs+1

que

∣∣∣ 1

ns
− 1

(n+ 1)s

∣∣∣ = |s|
∣∣∣
∫ n+1

n

dx

xs+1

∣∣∣.

Aplicando desigualdade triangular:

∣∣∣
∫ n+1

n

dx

xs+1

∣∣∣ ≤
∫ n+1

n

dx

|xs+1| ,

em que s é um número complexo e pode ser escrito como s = σ + it, assim xs+1 =

x(σ+1)+it = x(σ+1)xit. Utilizando x = elnx na parcela imaginária com o logaritmo referente

ao ramo principal (ver Apêndice B.4): xs+1 = x(σ+1)elnxit = x(σ+1)ei(t lnx). Como temos

|ei(t lnx)| = | cos (t lnx) + isen(t lnx)| = 1. Assim, conclui-se que

|xs+1| = xσ+1.

Portanto,

∫ n+1

n

dx

|xs+1| =

∫ n+1

n

dx

xσ+1
.

Como 1/xσ+1 ≤ 1/nσ+1 para n ≤ x ≤ n + 1, segue da desigualdade ML (ver Apêndice
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B.5.1):

∫ n+1

n

dx

xσ+1
<

1

nσ+1
(n+ 1− n) =

1

nσ+1
.

Logo, podemos concluir que

∣∣∣ 1

ns
− 1

(n+ 1)s

∣∣∣ < |s| 1

nσ+1
. (16)

Note que a série
∑∞

n=1
1

nσ+1 é exatamente a série zeta e, conforme já visto converge abso-

lutamente para σ + 1 > 1, ou seja, para σ > 0. Aplicando o teste da comparação visto

na Proposição A.3 e da equação (16) pode-se concluir que η∗(s) converge absolutamente

quando σ > 0, e portanto da série original eta converge quando σ > 0.

A convergência para s = σ+ it também pode ser provada usando a teoria de séries

de Dirichlet que são séries do tipo:

∞∑

n=1

an
ns
.

Em que s e an são números complexos e an recebe o nome de caráter de Dirichlet. Tais

séries foram introduzidas pelo matemático alemão Peter Gustav Dirichlet. Em Apostol

(1998) podemos encontrar um importante teorema que afirma que se uma série de Dirichlet

é convergente em um ponto espećıfico s0 = σ0 + it0, então ela é convergente para todo

σ > σ0. Em nosso caso, a série de Dirichlet é tal que an = (−1)n−1, e como foi mostrado

a convergência para t = 0 e σ > 0, portanto a série converge para todo s com σ > 0. No

entanto, a demonstração do teorema mencionado acima acerca da convergência das séries

de Dirichlet não é simples. Por este motivo, optamos pela prova da convergência de eta

apresentada em Sondow (2012).

Vale mencionar que a série eta converge absolutamente quando σ > 1 e condici-

onalmente quando 0 < σ ≤ 1, pois sabemos que o valor absoluto da série eta diverge

quando σ ≤ 1. A convergência de eta quando 0 < σ ≤ 1 é uma grande vantagem para

série zeta e será melhor explorada na próxima seção.
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3.3 A Relação entre as Séries Eta e Zeta e a Primeira Extensão de Zeta

Escrevendo as séries zeta e eta:

ζ(s) = 1 +
1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
+ · · ·

η(s) = 1− 1

2s
+

1

3s
− 1

4s
+

1

5s
− · · ·

Subtraindo Eta e Zeta, tem-se

ζ(s)− η(s) =
2

2s
+

2

4s
+

2

6s
+ · · · = 21−s

(
1 +

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
+ · · ·

)
.

Que podemos reescrever como

ζ(s)− η(s) = 21−sζ(s).

E agora pode-se isolar zeta:

ζ(s) =
1

1− 21−sη(s). (17)

Dessa forma, a equação (17) estabelece uma nova relação entre as funções Eta e Zeta que

pode ser usada para obtenção dos valores de Zeta para 0 < σ < 1. Esse tipo de extensão

é chamada de continuação anaĺıtica. Mais formalmente, uma continuação anaĺıtica é

definida como: dada uma função f1, anaĺıtica no domı́nio D1 e f2 anaĺıtica no domı́nio

D2, tais que D1∩D2 6= ∅ e f1 = f2 em D1∩D2, então f2 é chamada continuação anaĺıtica

de f1 em D2. Adicionalmente, se a continuação anaĺıtica existe, então ele é única em

D2. É posśıvel verificar a relação entre Zeta e Eta quando s é um número real, conforme

Figura 10.

Vamos analisar quando o denominador da equação que relaciona Zeta e Eta é zero,

ou seja, quando 1− 21−s = 0. Substituindo s = σ + it, temos

21−σ2−it = 1,

que se pode escrever como

21−σ(cos (t ln 2)− isen(t ln 2)) = 1.

Logo, deve-se ter 21−σ cos (t ln 2) = 1 e 21−σsen(t ln 2) = 0, cujas soluções são σ = 1 e

t = n 2π
ln 2

, n ∈ Z ou reescrita como sn = 1 + in 2π
ln 2

. Então como é posśıvel definir zeta
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Figura 10 - As séries Zeta e Eta quando s > 0 real

Fonte: (ARWASHAN, 2021)

nesses pontos em que o denominador é zero? O caso em que n = 0, ou seja, s0 = 1 tem-se:

η(1) = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− · · ·

No Apêndice B.3 podemos encontrar o seguinte resultado: η(1) = ln 2, logo zeta não pode

ser definida nesse ponto. Para os outros valores de sn = 1 + in 2π
ln 2

, com n 6= 0, foram

analisados por E. Landau em 1909, mas somente respondido 40 anos depois por D. V.

Widder, que provou que a função Eta vale zero nesses pontos.

Proposição 3.2.

η(sn) = 0 para sn = 1 + in
2π

ln 2
, com n ∈ Z∗.

A demonstração a seguir pode ser conferida em Sondow (2003).

Demonstração. Sejam ζ2N e η2N a soma dos primeiros 2N termos das séries Zeta e Eta:

ζ2N(s) = 1 +
1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
+ · · ·+ 1

(2N)s

η2N(s) = 1− 1

2s
+

1

3s
− 1

4s
+

1

5s
− · · · − 1

(2N)s
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Calculando η2N − ζ2N :

η2N(s)− ζ2N(s) = −21−s
(

1 +
1

2s
+

1

3s
+ · · ·+ 1

N s

)
= −21−sζN(s).

Em que

ζN(s) = 1 +
1

2s
+

1

3s
+ · · ·+ 1

N s
,

temos que

η2N(s)− ζ2N(s) = −21−sζN(s). (18)

Note que

ζN(s) = ζ2N(s)−
2N∑

n=N+1

n−s.

Substituindo em (18), temos

η2N(s)− ζ2N(s) = −21−s
(
ζ2N(s)−

2N∑

n=N+1

n−s
)
.

Isolando o termo eta, encontramos

η2N(s) = (1− 21−s)ζ2N(s) + 21−s
2N∑

n=N+1

n−s. (19)

Reescrevemos o termo do somatório acima de uma forma conveniente:

2N∑

n=N+1

n−s =
N∑

k=1

(N + k)−s =
N∑

k=1

[
N
(

1 +
k

N

)]−s
= N−s

N∑

k=1

(
1 +

k

N

)−s
.

Finalmente, pode-se escrever:

2N∑

n=N+1

n−s = N1−s 1

N

N∑

k=1

(
1 +

k

N

)−s
.

Substituindo na equação (19), temos

η2N(s) = (1− 21−s)ζ2N(s) + 21−sN1−s
[ 1

N

N∑

k=1

(
1 +

k

N

)−s]
(20)

Veremos agora que o termo entre colchetes em (20) é uma soma de Riemann associada à
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integral:

∫ 1

0

1

(1 + x)s
dx.

A qual fazendo uma mudança de variável y = x+ 1, chega-se a

∫ 1

0

1

(1 + x)s
dx =

∫ 2

1

1

ys
dy =





ln y
∣∣∣
2

1
= ln 2, se s = 1,

y−s+1

−s+1

∣∣∣
2

1
= 1−21−s

s−1
, se s 6= 1.

(21)

A mesma integral pode ser calculada aproximando-a pelas chamadas somas de Riemann

da integral
∫ 1

0
1

(1+x)s
dx. Ou seja, dividindo o intervalo [0, 1] em N segmentos de largura

1/N , portanto o valor de x no final de cada segmento será k/N , em que k = 0, 1, 2, 3, . . . , N

e o valor da função (1 +x)−s será no final de cada segmento (1 + k/N)−s, como mostrado

na Figura 11. A(N) é a soma da áreas dos retângulos vermelhos na Figura 11:

Figura 11 - A função (1 + x)−s e aproximação por retângulos.

Fonte: (ARWASHAN, 2021)

A(N) =
N∑

k=1

1

N

(
1 +

k

N

)−s
,

que é justamente o último termo da equação (20). Esta soma é uma soma de Riemann
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da integral
∫ 1

0
1

(1+x)s
dx. Considere a diferença dN(s) por

dN(s) =

∫ 1

0

1

(1 + x)s
dx−

N∑

k=1

1

N

(
1 +

k

N

)−s
.

Agora, voltando para equação (20), podemos reescrevê-la como

η2N(s) = (1− 21−s)ζ2N(s) + 21−sN1−s
[ ∫ 1

0

1

(1 + x)s
dx− dN(s)

]
. (22)

Estamos interessados nos valores de η2N(s) para s = sn = 1 + in 2π
ln 2

com n ∈ Z∗. Lem-

brando que sn satisfaz 1− 21−sn = 0. Observe que tais valores de sn são diferentes de 1 e

(21) nos diz que o valor da integral em (22) é zero.

η2N(sn) = (0)ζ2N(sn) + (1)N−in
2π
ln 2

[ 0

sn − 1
− dN(sn)

]
.

Logo,

η2N(sn) = −dN(sn)

N in 2π
ln 2

.

Quando N tende ao infinito, o valor de η2N(sn) tende a η(sn) e dN(s) tende a zero.

Enquanto, como |N in 2π
ln 2 | é limitado por 1, temos que o valor de Eta vale zero quando

sn = 1 + in 2π
ln 2

para n ∈ Z∗.

Agora que verificamos o valor de Eta nos pontos sn com exceção para s = 1 (n = 0),

podemos escrever desde que o limite exista

ζ(sn) = lim
s→sn

η(s)

1− 21−s ,

com ambos numerador e denominador tendendo a zero quando s tende a sn. Esse é um

caso em que podemos utilizar a regra de L’Hospital, dáı

ζ(sn) = lim
s→sn

η(s)

1− 21−s = lim
s→sn

η′(s)

(1− 21−s)′
= lim

s→sn

η′(s)

21−s ln 2
.

Como temos 21−sn = 1, chegamos em

ζ(sn) =
η′(sn)

ln 2
.

Portanto, a Zeta está bem definida para todo σ > 0, exceto para o ponto σ = 1 que é
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justamente o polo de zeta e o reśıduo pode ser calculado (ver Apêndice B.6):

Res(ζ, 1) = lim
s→1

(s− 1)ζ(s).

Substituindo pela relação entre Zeta e Eta vista na equação (17), tem-se

Res(ζ, 1) = lim
s→1

s− 1

1− 21−sη(s) =
[

lim
s→1

s− 1

1− 21−s

][
lim
s→1

η(s)
]
.

Como no primeiro limite temos o numerador e denominador tendendo a zero, pode-se

aplicar a regra de L’Hospital:

lim
s→1

(s− 1)

1− 21−s = lim
s→1

(s− 1)′

(1− 21−s)′
=

1

ln 2
,

enquanto para o segundo limite temos lims→1 η(s) = η(1) (ver Apêndice B.3), temos

η(1) = ln 2. Logo, conclúımos que:

Res(ζ, 1) = 1. (23)
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4 A EQUAÇÃO FUNCIONAL E A SEGUNDA EXTENSÃO DE ZETA

Bernard Riemann descobriu uma equação funcional que estende a função Zeta

a todo plano complexo. Inicialmente, porém, vamos introduzir uma importante função

chamada Gama.

4.1 A Função Gama

Vamos começar definindo uma importante função na teoria anaĺıtica dos números.

Definição 4.1. A Função gama é definida como:

Γ(s) =

∫ ∞

0

xs−1e−xdx, (24)

em que s = σ + it é um número complexo.

Note que o lado direito da equação (24) é uma integral de uma função complexa

de uma variável real. Vamos calcular o valor de Γ(s+ 1), temos que

Γ(s+ 1) =

∫ ∞

0

xse−xdx.

Aplicando integral por partes para v = −e−x (dv = e−x) e u = xs(du = sxs−1), obtém-se

Γ(s+ 1) = (−xse−x)
∣∣∣
∞

0
−
∫ ∞

0

(−s)xs−1e−xdx.

É posśıvel mostrar que o limx→∞
−xs
ex

= 0, aplicando a regra de L’Hospital várias vezes

até o numerador virar uma constante para o caso em s é um número natural9, portanto

podemos escrever:

Γ(s+ 1) = sΓ(s). (25)

A equação acima é conhecida como equação funcional de Gama. Calculando Γ(1), tem-se

Γ(1) =

∫ ∞

0

x1−1e−xdx = (−e−x)|∞0 = 1.

9 para o caso em que s não é natural pode-se argumentar que podemos limitar xs por xn com n natural
e aplicar a regra de L’Hospital.
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Utilizando a equação (25) pode-se perceber por indução que Γ(n) = (n− 1)!, com n ∈ N.

De fato, temos

Γ(2) = 1Γ(1) = 1 = (2− 1)!

Γ(3) = 2Γ(2) = 2 = (3− 1)!

...

Assumindo que Γ(n) = (n−1)! (hipótese de indução), pela equação funcional: Γ(n+1) =

nΓ(n), conclúımos que Γ(n + 1) = n(n − 1)! = n!. Assim, quando s = n é um inteiro

positivo a função Gama se comporta como o fatorial.

Γ(n) = (n− 1)!. (26)

De fato, a função Gama pode ser vista como uma extensão da função fatorial para todo

o restante no plano complexo. Vamos avaliar se há algum ponto em que a função Gama

não está definida, utilizando que (n − 1)! = n!/n, ou seja, Γ(n) = Γ(n + 1)/n portanto

1! = 2!/2 e 0! = 1!/1 e o próximo termo teŕıamos que dividir por zero, consequentemente

os fatoriais, ou melhor, a função Gama não está bem definida para n = 0,−1,−2,−3, . . . .

4.2 A Relação Entre as Funções Gama e Zeta

Proposição 4.2. As funções Gama e Zeta guardam a seguinte relação:

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

us−1

eu − 1
du , em que s = σ + it, com σ = Re(s) > 1. (27)

Demonstração. Por (24) temos que

Γ(s) =

∫ ∞

0

xs−1e−xdx.

Fazendo a mudança de variável x = nu, em que n é um número natural constante e u

uma variável real, temos portanto dx = ndu e

Γ(s) =

∫ ∞

0

(nu)s−1e−nundu.

A ideia dessa mudança de variável é para aparecerem os números naturais de uma forma
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que lembre a função Zeta. Simplificando a equação, temos

1

ns
Γ(s) =

∫ ∞

0

us−1e−nudu. (28)

Agora, somando em todos os números naturais encontramos

∞∑

n=1

1

ns
Γ(s) =

∞∑

n=1

∫ ∞

0

us−1e−nudu,

o qual pode-se escrever:

Γ(s)
∞∑

n=1

1

ns
=

∫ ∞

0

us−1
( ∞∑

n=1

e−nu
)
du.

Quando σ > 1, o somatório do lado esquerdo é justamente a função Zeta, enquanto o

somatório do lado direito trata-se de uma série geométrica infinita de razão e−u e primeiro

termo e−u que converge para

∞∑

n=1

e−nu =
e−u

1− e−u =
1

eu − 1
.

Substituindo, chegamos na expressão (27):

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

us−1

eu − 1
du (σ > 1).

É posśıvel definir a a função Gama baseada na equação acima

Γ(s) =
1

ζ(s)

∫ ∞

0

us−1

eu − 1
du (σ > 1)

e encontrar a definição de Gama mostrada em (24).

4.3 A Relação Entre as Funções Gama e Eta

A próxima proposição estabelece uma relação entre as funções Gama e Eta.

Proposição 4.3. As funções Gama e Eta guardam a seguinte relação:

η(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

us−1

eu + 1
du (σ > 0). (29)
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Sua demonstração é bem similar à realizada na proposição anterior, mas antes de

aplicarmos o somatório deve-se multiplicar a expressão (−1)n−1.

Demonstração. Partindo da equação (28), temos

1

ns
Γ(s) =

∫ ∞

0

us−1e−nudu.

Multiplicando por (−1)n−1 chegamos a

(−1)n−1 1

ns
Γ(s) = (−1)n−1

∫ ∞

0

us−1e−nudu.

Agora, somando em todos os números naturais, obtemos

∞∑

n=1

(−1)n−1

ns
Γ(s) =

∞∑

n=1

(−1)n−1

∫ ∞

0

us−1e−nudu,

o qual pode-se escrever:

Γ(s)
∞∑

n=1

(−1)n−1

ns
=

∫ ∞

0

us−1
( ∞∑

n=1

(−1)n−1e−nu
)
du.

Quando σ > 0, o somatório do lado esquerdo é justamente a função Eta, enquanto o

somatório do lado direito trata-se de uma progressão geométrica infinita de razão −e−u e

primeiro termo e−u que converge para:

∞∑

n=1

(−1)n−1e−nu =
e−u

1 + e−u
=

1

eu + 1
.

Substituindo, chegamos na equação (29):

η(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

us−1

eu + 1
du (σ > 0).

4.4 A Equação Funcional de Zeta

A equação funcional de Zeta pode ser obtida por diversos métodos (TITCHMARSH

et al., 1986). Aqui, será explicada a forma similar à original feita pelo próprio Riemann.

Para obter a equação funcional, vamos precisar de uma proposição que já era conhecida

na época de Riemann, cuja a prova pode ser consultada no Apêndice D. Seja φ(u) =∑∞
n=−∞ e

−πn2u.
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Proposição 4.4. φ(u) tem uma equação funcional que a relaciona com φ(1/u):

φ(u) =
1√
u
φ(1/u).

O método começa estabelecendo uma relação entre Gama e Zeta, para isso vamos

analisar o valor Gama em s/2 a partir da Definição 4.1:

Γ(s/2) =

∫ ∞

0

x
s
2
−1e−xdx.

Fazendo a mudança de variável x = πn2u, em que n é um número natural constante,

obtemos

Γ(s/2) =

∫ ∞

0

(πn2u)
s
2
−1
e−πn

2uπn2du

=

∫ ∞

0

πs/2nsu
s
2
−1e−πn

2udu.

O termo πs/2ns é constante na integral, assim

1

ns
π−s/2Γ(s/2) =

∫ ∞

0

u
s
2
−1e−πn

2udu.

Tomando a soma em todos os números naturais, temos que

∞∑

n=1

1

ns
π−s/2Γ(s/2) =

∞∑

n=1

∫ ∞

0

u
s
2
−1e−πn

2udu,

que podemos rescrever como

π−s/2Γ(s/2)
∞∑

n=1

1

ns
=

∫ ∞

0

u
s
2
−1

∞∑

n=1

e−πn
2udu.

O somatório do lado esquerdo é justamente a função ζ(s) quando σ > 1 e definindo

ψ(u) =
∑∞

n=1 e
−πn2u, temos

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =

∫ ∞

0

u
s
2
−1ψ(u)du. (30)
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Por um momento, vamos analisar o somatório
∑∞
−∞ e

−πn2u:

∞∑

−∞
e−πn

2u =
n=−1∑

−∞
e−πn

2u + [e−πn
2u]n=0 +

∞∑

n=1

e−πn
2u

= 2
∞∑

n=1

e−πn
2u + 1.

Lembrando que φ(u) =
∑∞
−∞ e

−πn2u, temos a relação

φ(u) = 2ψ(u) + 1. (31)

Agora, vamos precisar da Proposição 4.4 para dar continuidade a demonstração da equação

funcional de zeta. Utilizando a equação (31) na Proposição 4.4, obtemos

2ψ(u) + 1 =
1√
u

(2ψ(1/u) + 1).

Simplificando para isolar o termo ψ(u), temos:

ψ(u) =
1√
u
ψ(1/u) +

1

2
√
u
− 1

2
. (32)

Voltando para equação (30):

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =

∫ ∞

0

u
s
2
−1ψ(u)du.

Dividindo o intervalo integral em duas parcelas, temos

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =

∫ 1

0

u
s
2
−1ψ(u)du+

∫ ∞

1

u
s
2
−1ψ(u)du.

Utilizando a relação encontrada na equação (32) na primeira integral:

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =

∫ 1

0

u
s
2
−1
[ 1√

u
ψ
(1

u

)
+

1

2
√
u
− 1

2

]
du+

∫ ∞

1

u
s
2
−1ψ(u)du.

Expandindo o termo entre colchetes, obtemos

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =
∫ 1

0

u
s
2
−1 1√

u
ψ
(1

u

)
du+

∫ 1

0

u
s
2
−1 1

2
√
u
du−

∫ 1

0

1

2
u
s
2
−1du+

∫ ∞

1

u
s
2
−1ψ(u)du.
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Simplificando a expressão:

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =
∫ 1

0

u
s
2
− 3

2ψ(
1

u
)du+

∫ 1

0

1

2
u
s
2
− 3

2du−
∫ 1

0

1

2
u
s
2
−1du+

∫ ∞

1

u
s
2
−1ψ(u)du.

A segunda e terceira integral podem ser calculadas da seguinte forma

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =
∫ 1

0

u
s
2
− 3

2ψ
(1

u

)
du+

[1

2

u
s
2
−1/2

(
s
2
− 1

2

)
]1

0
−
[1

2

u
s
2(
s
2

)
]1

0
+

∫ ∞

1

u
s
2
−1ψ(u)du.

Que pode ser escrito como:

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =

∫ 1

0

u
s
2
− 3

2ψ
(1

u

)
du+

1

s− 1
− 1

s
+

∫ ∞

1

u
s
2
−1ψ(u)du.

Agregando o segundo e terceiro termos do lado direito, temos

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =
1

s(s− 1)
+

∫ 1

0

u
s
2
− 3

2ψ
(1

u

)
du+

∫ ∞

1

u
s
2
−1ψ(u)du. (33)

Vamos examinar um pouco o segundo termo da equação (33). Fazendo uma mudança de

variável seja v = 1/u, então podemos escrever u = 1/v e du = −v−2dv. Como quando u

tende a zero com valores positivos, temos v tendendo ao infinito e quando u tende a 1, v

tende também para 1, temos

∫ 1

0

us/2−3/2ψ
(1

u

)
du =

∫ 1

∞
(v−1)s/2−3/2ψ(v)(−v−2dv).

O qual se pode simplificar:

∫ 1

0

us/2−3/2ψ
(1

u

)
du =

∫ ∞

1

v−s/2−1/2ψ(v)dv.

Podemos escrever 10:

∫ 1

0

us/2−3/2ψ
(1

u

)
du =

∫ ∞

1

u−s/2−1/2ψ(u)du.

10 Em cálculo o valor da integral independe da variável, podemos dizer obviamente que
∫ b

a
x2dx =

∫ b

a
y2dy

quando x e y são variáveis independentes. No entanto, essa igualdade continua valendo quando temos
variáveis relacionadas.
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Reescrevendo a equação (33) e substituindo o termo da expressão acima, obtemos

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =
1

s(s− 1)
+

∫ ∞

1

u−s/2−1/2ψ(u)du+

∫ ∞

1

us/2−1ψ(u)du.

Agregando os termos das integrais do lado direito, temos

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =
1

s(s− 1)
+

∫ ∞

1

(u−s/2−1/2 + us/2−1)ψ(u)du.

O lado direito da equação acima possui uma caracteŕıstica bem interessante: se trocarmos

s por (1− s) ela continua a mesma, pois s(s− 1) = (1− s)(1− s− 1) e os expoentes de

u nas integrais trocam de lugar:

−(1− s)
2

− 1

2
=
s

2
− 1 e

1− s
2
− 1 =

−s
2
− 1

2
.

Assim, podemos escrever:

π−
1−s
2 Γ
(1− s

2

)
ζ(1− s) =

1

s(s− 1)
+

∫ ∞

1

(u−
s
2
− 1

2 + u
s
2
−1)ψ(u)du = π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s).

Logo,

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

(1−s)
2 Γ

(1− s
2

)
ζ(1− s). (34)

A equação (34) é conhecida como a equação funcional de Zeta obtida por Riemann. Um

importante fato que esta equação funcional traz é que ela estende a definição de zeta

para o restante da região do plano complexo (σ ≤ 0). Para esclarecer o que isso significa

exatamente considere um ponto s0 = σ0 + it0, em que σ0 ≤ 0, ou seja, s0 está no semi-

plano complexo em que s não estava definida, mas como (1− s0) = (1− σ0)− it0, a parte

real (1− σ0) é positiva e está no semi-plano complexo positivo no qual Zeta está definida

nesses pontos e pode ser calculada. Assim, com esse valor e a equação funcional (34)

estamos aptos a calcular o valor de ζ(s0). Por exemplo, vamos calcular o valor de ζ(−1):

π−
−1
2 Γ
(−1

2

)
ζ(−1) = π−

(1−(−1))
2 Γ

(1− (−1)

2

)
ζ(1− (−1)),

ou seja,

ζ(−1) =
π−1Γ(1)ζ(2)

π
1
2 Γ(−1

2
)
.

Temos Γ(1) = 0! = 1 e pela equação funcional de Gama (25) Γ(−1/2) = −2Γ(1/2). Pela
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fórmula de reflexão de Euler que está demonstrada no Apêndice E.2 pode-se calcular que

Γ(1/2) =
√
π e assim, Γ(−1/2) = −2

√
π. Também foi visto que ζ(2) = π2/6 na Seção

(2.4). Finalmente, substituindo os termos, temos

ζ(−1) =
π−1(1)π2/6

π
1
2 (−2

√
π)

= − 1

12
. (35)

Um fato bastante curioso sobre o resultado acima acontece ao fazermos um exerćıcio de

tentar analisar pela definição original de Zeta definida apenas para o semi plano complexo

a direita do 1 (Re(s) > 1) nesse ponto -1:

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
= 1 +

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+ · · · .

Dáı temos

ζ(−1) =
∞∑

n=1

1

n−1
= 1 +

1

2−1
+

1

3−1
+

1

4−1
+ · · ·

ζ(−1) = 1 + 2 + 3 + 4 + · · · .

Logo, chega-se no seguinte resultado, utilizando a equação (35):

1 + 2 + 3 + 4 + · · · = − 1

12
.

Esse resultado claramente errado segundo Cauchy, pois usamos a definição original de

Zeta para um ponto em que não estava definida. No entanto, esse resultado é famoso e

inclusive apareceu em diversas notas do brilhante matemático indiano Ramanujan sobre

a estranha igualdade acima, mesmo sem ele ter conhecimento sobre a função Zeta.

4.5 Forma Equivalente a Equação Funcional

Conforme visto a equação (34) é justamente equação funcional de Zeta obtida por

Riemann. No entanto, existe uma forma mais popular da equação funcional:

ζ(s) = 2sπs−1sen
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s). (36)

As duas equações (34) e (36) são equivalentes. Para mostrar a equivalência precisamos

de outras duas equações funcionais. A primeira delas é a fórmula de reflexão de Euler:

Γ(s)Γ(1− s) =
π

senπs
. (37)
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A segunda é a fórmula de duplicação de Legendre:

Γ(s+ 1/2) = 21−2s
√
π

Γ(2s)

Γ(s)
. (38)

A demonstração das duas fórmulas acima são apresentadas no Apêndice E. Começando

com a equação (34), temos

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

(1−s)
2 Γ

(1− s
2

)
ζ(1− s).

Isolando o ζ(s), obtemos

ζ(s) =
1

Γ
(
s
2

) π
− (1−s)

2

π−
s
2

Γ
(1− s

2

)
ζ(1− s). (39)

Utilizando a fórmula de reflexão de Euler (37) em s/2, temos

Γ(
s

2
)Γ(1− s

2
) =

π

sen(π s
2
)
.

Isolando Γ( s
2
), tem-se

Γ(
s

2
) =

1

Γ(1− s
2
)

π

sen(π s
2
)
.

Substituindo na equação funcional com o termo ζ(s), obtemos

ζ(s) =
1

1
Γ(1− s

2
)

π
sen(π s

2
)

π−
1−s
2

π−
s
2

Γ
(1− s

2

)
ζ(1− s).

Simplificando a expressão, temos

ζ(s) = Γ
(

1− s

2

)
Γ
(1− s

2

) 1√
π
πs−1sen

(
π
s

2

)
ζ(1− s).

Agora, vamos utilizar a fórmula de duplicação de Legendre vista na equação (38) em

(−s/2 + 1/2):

Γ
(
− s

2
+

1

2
+

1

2

)
= 21−2(− s

2
+ 1

2
)
√
π

Γ
(

2
(
− s

2
+ 1

2

))

Γ
(
− s

2
+ 1

2

) .

Simplificando, obtém-se:

Γ
(

1− s

2

)
Γ
(1

2
− s

2

) 1√
π

= 2sΓ(1− s).
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Finalmente, substituindo a expressão acima em (39) encontramos:

ζ(s) = 2sπs−1sen
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s).

4.6 O Cálculo de ζ(0)

Para calcular o valor de zeta em s = 0 é suficiente conhecer o valor no ponto

ζ(1 − 0) = ζ(1), mas vimos que 1 é um polo e Zeta não está definida nesse ponto. Para

contornar esse problema, vamos utilizar um resultado obtido na equação (23):

lim
s→1

(s− 1)ζ(s) = 1.

Multiplicando a equação funcional de Zeta na equação (36) por (1− s), temos

(1− s)ζ(s) = 2sπs−1sen
(πs

2

)
(1− s)Γ(1− s)ζ(1− s).

A partir da equação funcional de Gama em (25) em (1 − s) sabemos que: Γ(2 − s) =

(1−s)Γ(1−s). Substituindo na última equação e tomando o limite dos dois lados quando

s tende a 1, temos:

lim
s→1

(1− s)ζ(s) = lim
s→1

2sπs−1sen
(πs

2

)
Γ(2− s)ζ(1− s). (40)

Sabemos que do reśıduo de Zeta no ponto 1 vale

lim
s→1

(1− s)ζ(s) = −(lim
s→1

(s− 1)ζ(s)) = −1.

Assim, substituindo em (40), tem-se

−1 = 21π0sen
(π

2

)
Γ(2− 1)ζ(1− 1).

Como Γ(1) = 0! = 1, conclui-se que

ζ(0) = −1

2
. (41)

Assim, a função Zeta está definida em todo plano complexo, exceto para o polo em 1.
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4.7 A Função ξ(s)

Após a obtenção da equação funcional em (34):

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

(1−s)
2 Γ

(1− s
2

)
ζ(1− s),

Riemann considerou o lado esquerdo e multiplicou por s(s−1)/2, definindo a nova função

ξ(s) =
s(s− 1)

2
π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s), s ∈ C. (42)

Observe que s(s−1)/2 não muda de valor ao alterarmos s por (1−s), bem como sabemos

da equação (34) que π−
s
2 Γ
(
s
2

)
ζ(s) também não varia. Portanto, podemos concluir que:

ξ(s) = ξ(1− s). (43)

A equação acima é conhecida como a equação funcional de ξ(s) e frequentemente também

considerada como a equação funcional de zeta. Nesse domı́nio o valor de ξ(s) pode

ser encontrado a partir da equação (42) e todos os termos desta estão definidos, exceto

quando σ = 1. No entanto, observe que o fator (s − 1) elimina o polo, pois temos que

lims→1(s− 1)ζ(s) = 1. Assim, fazendo s = 1 conclúımos que

ξ(1) =
1

2
π−

1
2 Γ
(1

2

)
.

O valor de Γ(1/2) pode ser encontrado pela fórmula de reflexão de Euler em (37) para

s = 1/2: Γ(1/2)2 = π/(sen(π/2)), assim Γ(1/2) =
√
π, logo ξ(1) = 1/2. Com isso ξ(s) se

torna bem definida em todo o plano complexo. A razão para definir a nova função ξ(s)

ficará mais evidente no Caṕıtulo 6.
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5 AS RAÍZES DA FUNÇÃO ZETA E A HIPÓTESE DE RIEMANN

A função Zeta está definida em todo plano complexo com exceção do polo em 1.

Para a busca de zeros é conveniente dividir o plano complexo em três regiões:

1. Primeira região: σ > 1.

2. Segunda região: σ < 0.

3. Terceira região: 0 ≤ σ ≤ 1.

As próximas seções serão dedicadas a análise de zeros nessas regiões.

5.1 A Região σ > 1

Relembrando a fórmula de Euler na Proposição 2.3:

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
=
∏

p

1

1− p−s .

Essa equação foi demonstrada na Proposição 2.3 para s > 1 real, mas de fato a mesma

continua válida para s complexo desde que a série zeta convirja (σ > 1). A partir dessa

fórmula, pode-se perceber que quando σ > 1, zeta é um produto infinito no qual nenhum

fator é igual a zero. Além disso, como mostraremos a seguir, para valores grande de pi, o

fator se aproxima de 1. Vamos analisar o comportamento de 1/psi , em que s = σ + it:

1

psi
=

1

pσ+it
i

=
p−iti

pσi
=
e−it ln pi

pσi
=

cos (t ln pi)

pσi
− isen(t ln pi)

pσi
.

As funções seno e cosseno são limitadas, portanto quando pi tende ao infinito, 1/psi tende

a zero e consequentemente 1
1−p−si

tende a 1. Assim, o produtório
∏

p
1

1−p−s não pode ir a

zero, consequentemente não há zero na primeira região σ > 1.

5.2 A Região σ < 0

O valor da função Zeta nessa região deve ser determinado pela equação funcional

de Zeta (36):

ζ(s) = 2sπs−1sen
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s).
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A partir da equação acima que para ζ(s) ser zero, algum dos termos do lado direito

deve ser zero. Observe que o termo ζ(1 − s) não pode ser zero quando σ < 0, pois

nesse caso o argumento (1 − s) tem a parte real (1 − σ) > 1, portanto está na primeira

região. Como visto na seção anterior, a função Zeta não se anula (não admite zeros) nesta

região. Sabemos também que Γ(1 − s), 2s e πs−1 não se anulam. Falta o termo sen(πs
2

)

que só pode ser zero nessa região quando s é um inteiro negativo par. Portanto, temos

ζ(2k) = 0 quando k = −1,−2, . . . Esses são chamados os zeros triviais de zeta, pois são

relativamente fáceis de encontrar. Perceba que o termo sen(πs
2

) também é zero quando s é

um inteiro positivo par, mas nesse caso observe que apareceria a função Gama em valores

negativos inteiros nos quais esta não está definida.

5.3 A Região 0 ≤ σ ≤ 1 e os Zeros não triviais

A terceira e última região de interesse é quando 0 ≤ σ ≤ 1 e esta recebe um nome

especial: faixa cŕıtica. O próprio Riemann calculou os primeiros quatro zeros nessa

região nessa região e verificou que todos possúıam a parte real igual a 1/2. Atualmente,

sabe-se que os primeiros 10 trilhões de zeros também possuem todos a parte real igual a

1/2. A hipótese de Riemann versa exatamente sobre isso: todos os zeros não triviais de

ζ estão na linha cŕıtica σ = 1/2. Vimos na equação (17) uma relação entre Zeta e Eta

justamente na região 0 < σ ≤ 1:

ζ(s) =
1

1− 21−sη(s).

Em que eta foi definida como:

η(s) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

ns
= 1− 1

2s
+

1

3s
− 1

4s
+ · · · .

Escrevendo s = σ+ it, temos n−s = n−σe−it lnn = n−σ(cos (t lnn)− isen(t lnn)), portanto

η(s) =
∞∑

n=1

(−1)n−1 cos (t lnn)

nσ
− i

∞∑

n=1

(−1)n−1 sen(t lnn)

nσ
.

Reescrevendo o termo 1/(1− 21−s), temos

1

1− 21−s =
2s

2s − 2
=

2σ+it

2σ+it − 2
,
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que pode ser escrito como

1

1− 21−s =
2σ cos (t ln 2) + i2σsen(t ln 2)

(2σ cos (t ln 2)− 2) + i2σsen(t ln 2)
,

ou ainda multiplicando o lado direito em cima e embaixo pelo conjugado do denominador:

1

1− 21−s =
[2σ cos (t ln 2) + i2σsen(t ln 2)][2σ cos (t ln 2)− 2− i2σsen(t ln 2)]

[2σ cos (t ln 2)− 2 + i2σsen(t ln 2)][2σ cos (t ln 2)− 2− i2σsen(t ln 2)]
.

Expandindo, simplificando e separando a parte real e imaginária, temos que

1

1− 21−s =
22σ − 2σ+1 cos (t ln 2)

4− 4 · 2σ cos (t ln 2) + 22σ
− i 2σ+1sen(t ln 2)

4− 4 · cos (t ln 2) + 22σ
.

Substituindo na expressão que relaciona Zeta e Eta:

ζ(s) =
[ 22σ − 2σ+1 cos (t ln 2)

4− 4 · 2σ cos (t ln 2) + 22σ
− i 2σ+1sen(t ln 2)

4− 4 · cos (t ln 2) + 22σ

]
·

[ ∞∑

n=1

(−1)n−1 cos (t lnn)

nσ
− i

∞∑

n=1

(−1)n−1 sen(t lnn)

nσ

]
.

Multiplicando os fatores podemos encontrar a parte real e imaginária de zeta:

Re(ζ(s)) =
[ 22σ − 2σ+1 cos (t ln 2)

4− 4 · 2σ cos (t ln 2) + 22σ

][ ∞∑

n=1

(−1)n−1 cos (t lnn)

nσ

]
−

[ 2σ+1sen(t ln 2)

4− 4 · cos (t ln 2) + 22σ

][ ∞∑

n=1

(−1)n−1 sen(t lnn)

nσ

]

e

Im(ζ(s)) =
[ 2σ+1sen(t ln 2)

4− 4 · cos (t ln 2) + 22σ

][ ∞∑

n=1

(−1)n−1 cos (t lnn)

nσ

]
−

[ 22σ − 2σ+1 cos (t ln 2)

4− 4 · 2σ cos (t ln 2) + 22σ

][ ∞∑

n=1

(−1)n−1 sen(t lnn)

nσ

]
.

E para a função Zeta ser zero, deve-se ter a parte real e imaginária valendo zero:

Re(ζ(s)) = 0 e Im(ζ(s)) = 0.

Portanto, a hipótese de Riemann resume-se em encontrar σ e t de forma que as equações

acima sejam satisfeitas. Obviamente, as equações são grandes e não parecem simples,

mas de certa forma é uma forma alternativa e de relativa fácil compreensão. A hipótese,

portanto, diz que para a solução das equações acima deve-se ter σ = 1/2. A Figura 12

mostra os primeiros cinco zeros obtida das duas equações acima.
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Figura 12 - Primeiros zeros de ζ(s) com eixos σ x t com s = σ+ it.

Fonte: (ARWASHAN, 2021)

No entanto, em vez de seguir o caminho descrito, pode-se verificar os zeros de zeta

a partir da relação entre Zeta e Eta:

ζ(s) =
1

1− 21−sη(s).

Os zeros de Eta na região σ > 0 inclui todos os zeros de Zeta na mesma região, portanto

a busca por zeros de Zeta na faixa cŕıtica pode ser feita buscando os zeros de Eta:

η(s) =
∞∑

n=1

(−1)n−1 cos (t lnn)

nσ
− i

∞∑

n=1

(−1)n−1 sen(t lnn)

nσ
.

Que será zero quando a parte real e imaginária forem zero:

Re(η(s)) =
∞∑

n=1

(−1)n−1 cos (t lnn)

nσ
= 0

e

Im(η(s)) = −
∞∑

n=1

(−1)n−1 sen(t lnn)

nσ
= 0.
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A Figura 13 mostra a coincidência do primeiro zero de Eta e Zeta com a reta σ = 1/2.

Vimos na Proposição 3.2 que a Eta possui zeros quando 1 − 21−s = 0 e são iguais a

Figura 13 - Coincidência do Primeiro zero de ζ(s) e η(s).

Fonte: (ARWASHAN, 2021)

sn = 1 + in 2π
ln 2

(na linha σ = 1). No entanto, não estamos interessados nestes, pois o

denominador de Zeta nesses pontos é zero e o limite de Zeta nesses pontos vistos também

é igual a ζ(sn) = η′(sn)
ln 2

, exceto quando n = 0. Agora, pode-se resumir ainda mais a

hipótese de Riemann: as equações a seguir para 0 < σ < 1 apenas são satisfeitas quando

σ = 1/2:

∞∑

n=1

(−1)n
cos (t lnn)

nσ
= 0

e

∞∑

n=1

(−1)n
sen(t lnn)

nσ
= 0.

Observe que as equações acima são de fato Re(η(s)) e Im(η(s)) multiplicadas por (-1)

e isto não causa qualquer prejúızo numa igualdade igual a zero. Note também que foi

exclúıda da terceira região os pontos em que σ = 1, veremos mais a frente que nenhum

desses pontos são zeros de Zeta. Além da reta σ = 0, que não são zeros por conta da

simetria da função Zeta em relação a reta σ = 1/2. Assim, se houvesse zero em σ = 0

deveria ter em σ = 1, que não é o caso. Finalmente, observe a simplicidade das equações

que intrigam matemáticos por mais de 160 anos.
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5.4 Análise dos Zeros Comuns das Funções Eta e Zeta

Inicialmente, vamos analisar a parte real de eta (uma observação semelhante se

aplica também a parte imaginária). A parte real de eta é:

Re(η(s)) =
∞∑

n=1

(−1)n−1 cos (t lnn)

nσ
= 0.

Seja A(u) definida como

A(u) =
cos (t lnn)

uσ
= 0,

que é uma função cosseno, portanto tem um comportamento de oscilação cujo o peŕıodo

pode ser calculado por:

cos (t ln (u+ T )) = cos (t lnu)

t ln (u+ T ) = t lnu+ 2π

ln
u+ T

u
=

2π

t

T = (e
2π
t − 1)u

5.5 A Simetria dos Zeros

Se (σ∗+it∗) é um zero não-trivial de Zeta, então seu conjugado (σ∗−it∗) é também

um zero, pois:

∞∑

n=1

(−1)n−1 cos (−t∗ lnn)

nσ∗
=
∞∑

n=1

(−1)n−1 cos (t∗ lnn)

nσ∗
= 0

e

∞∑

n=1

(−1)n−1 sen(−t∗ lnn)

nσ∗
= −

∞∑

n=1

(−1)n−1 sen(t∗ lnn)

nσ∗
= 0.

Além disso, pela equação funcional (36)

ζ(s) = 2sπs−1sen
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s),

se (σ∗ + it∗) é um zero de Zeta, então 1− (σ∗ + it∗) = (1− σ∗)− it∗ é também um zero.

Conclúımos, portanto, que se (σ∗+ it∗) é um zero de Zeta, então (σ∗− it∗), (1− σ∗)− it∗
e (1− σ∗) + it∗ são também zeros de Zeta que podem ser visualizados na Figura (14).
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Figura 14 - Simetria dos zeros não triviais.

Fonte: (ARWASHAN, 2021)
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5.6 As ráızes da Função ξ(s)

Definimos anteriormente na equação (42):

ξ(s) =
s(s− 1)

2
π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s), (44)

e encontramos a equação funcional:

ξ(s) = ξ(1− s).

Esta equação indica uma simetria em relação a reta σ = 1/2. Na região σ ≥ 1/2 o valor

de ξ é determinado pela equação (44) que indica que ξ só pode ser zero quando ζ for zero

(lembre-se que encontramos ξ(1) = 1/2 por conta do polo de Zeta em 1), e portanto os

zeros não triviais de Zeta, normalmente designados por ρ, são os zeros de ξ. A importância

dos zeros de ξ ficará mais evidente no próximo caṕıtulo.



77

6 A FUNÇÃO ZETA E A FUNÇÃO DE CONTAGEM DOS NÚMEROS

PRIMOS

A hipótese de Riemann conforme vimos estabelece uma investigação sobre os zeros

não triviais de um função complexa. Isso por si não desperta tanta curiosidade e não

explica o porquê do problema ser tão importante e famoso. Certamente, a conexão entre

a hipótese de Riemann e seus zeros não triviais com a teoria dos números, especialmente

sobre a distribuição dos números primos ao longo ddos números naturais é onde reside a

maior parte da relevância desse famoso problema.

6.1 O Artigo de Riemann e a Introdução da Função J(x)

Riemann apresentou seu artigo em 1859 (RIEMANN, 1859) e foi o primeiro e único

artigo de Riemann sobre teoria dos números. É considerado revolucionário por estabelecer

uma ponte entre dois ramos da matemáticas bem diferentes: teoria do números e análise

complexa. Riemann de forma brilhante mostrou intuitivamente uma fórmula expĺıcita

descrevendo a distribuição dos números primos e relacionando-a com os zeros da função

Zeta.

No entanto, inicialmente, Riemann precisou fazer um pequeno ajuste na definição

da função de contagem de primos π(x) para adequar às definições de função. O ajuste

consiste em fazer o π(x) ser acrescido de meio quando x é um número primo e somente

adicionar mais meio após x passar desse primo. Por exemplo, π(x) é igual a zero até

atingir o 2, então π(2) = 1/2 e logo depois do 2 fica com valor 1, até antes do 3, então

π(3) = 1 + 1/2 e depois do 3 torna-se 2 até encontrar o próximo primo.

Riemann não conseguiu estabelecer uma relação direta entre π(x) e Zeta. Para

isso Riemann utilizou uma outra função similar a π(x), mas com a seguinte adaptação: o

valor da nova função J(x) se altera quando ela passa por primos ou potências de primos.

Quando a função J(x) passa por uma potência de primo x = pn soma-se o valor 1/n

da mesma forma que na supracitada função π(x). Inicialmente no ponto em que x = pn

soma-se metade do valor 1/n, assim soma-se 1/2n e depois desse ponto soma-se a outra

metade. Por exemplo, J(x) começa com o valor zero até encontrar o x = 21, nesse ponto

J(2) = 1/2 depois do 2 até antes do 3 o valor torna-se 1, em J(3) = 1 + 1/2, até antes do

valor 4. Em x = 4 = 22, o valor fica 2, J(4) = 2 + 1/4, depois do 4 o valor fica em 2 + 1/2

e assim por diante.

Encontraremos uma relação entre as funções π(x) e J(x). Observe que o número

de primos menores que x1/n é igual ao número de potências de primos pn menores que x.
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Assim, podemos escrever:

J(x) = π(x) +
1

2
π(x

1
2 ) +

1

3
π(x

1
3 ) +

1

4
π(x

1
4 ) + . . .

J(x) =
∞∑

m=1

1

m
π(x

1
m ), (45)

em que π(x) pode ser recuperado a partir da equação acima pela fórmula de in-

versão de Möbius que veremos a seguir.

6.2 A fórmula da Inversão de Möbius

A função µ(n) de Möbius da Definição (2.4):

µ(n) =





1, se n = 1,

(−1)k, se n = p1 . . . pk, produto de k primos distintos,

0, nos outros casos.

Foi introduzida em 1832 pelo matemático alemão August Ferdinand Möbius. Ela

é basicamente um função que é igual a 1 se n = 1, (−1)k se n é um produto de k primos

distintos, e igual a zero caso contrário.

Proposição 6.1. A função de Möbius obedece à relação

∑

d|u
µ(d) =





1, se u = 1,

0, se u > 1.
(46)

Demonstração. Seja u um número natural com s fatores primos

u =
s∏

i=1

pi
αi .

Seja d um divisor de u, então µ(d) é igual a:

• µ(d) = (−1)k se d é um produto de k diferentes primos entre as s possibilidades,

logo temos
(
s
k

)
número de divisores com essa caracteŕıstica.

• E para o restante dos divisores µ(d) = 0, exceto por µ(1) = 1.
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Assim, podemos escrever:

∑

d|u
µ(d) =

s∑

k=0

(−1)k
(
s

k

)
. (47)

O caso k = 0 é onde não se escolhe nenhum primo, correspondente no lado direito com

d = 1 e µ(1) = 1. Observe que o somatório do lado direito nos lembra o binômio de

Newton:

(x+ y)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
xn−iyi,

o qual fazendo x = 1 e y = −1, tem-se

(1− 1)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
(−1)i.

O valor acima é zero para n > 0. Assim, na equação (47), teremos:

∑

d|u
µ(d) =

s∑

k=0

(−1)k
(
s

k

)
= (1− 1)s = 0,

quando s > 0, ou seja, o valor acima é zero. Isso ocorre justamente quando o número tem

pelo menos um fator primo que pode ser escolhido para compor seus divisores, ou seja,

quando u > 1. Dáı,

∑

d|u
µ(d) = 0.

Para o caso em que u = 1, claramente obtemos no somatório apenas µ(1) = 1, portanto

∑

d|u
µ(d) = µ(1) = 1.

Além da Proposição 6.1, será necessário o seguinte resultado.

Proposição 6.2. Sejam n,m e u inteiros positivos, então vale:

∞∑

n=1

∞∑

m=1

nm =
∞∑

u=1

∑

d|u
u.

Demonstração. A demonstração desse resultado será apresentada como um esboço. Ob-
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serve que do lado esquerdo temos na verdade um produto de dois somatórios infinitos:

(1 + 2 + 3 + 4 + · · · ) · (1 + 2 + 3 + 4 + · · · ) = 1 · 1 + 1 · 2 + 1 · 3 + 2 · 1 + 2 · 2 + · · · .

Esse produto vai gerar uma soma de diversos números, vamos analisar quantas vezes um

determinado número x vai aparecer. Seja d um divisor de x, então para cada divisor

d no primeiro parênteses, temos um número x/d no segundo parênteses cujo o produto

desses dois termos é justamente x. Podemos concluir, portanto, que o número x aparecerá

exatamente a quantidade de divisores do próprio x, escrevendo isso em forma de somatório

chegamos no resultado.

∞∑

n=1

∞∑

m=1

nm =
∞∑

u=1

∑

d|u
u.

De forma um pouco mais geral, podemos escrever a Proposição 6.2 da seguinte

forma:

∞∑

n=1

∞∑

m=1

f(nm) =
∞∑

u=1

∑

d|u
f(u). (48)

Voltando para a equação (45), temos

J(x) =
∞∑

m=1

1

m
π(x

1
m ).

A fórmula de inversão de Möbius nos fornece o seguinte resultado a partir da equação

acima:

π(x) =
∞∑

n=1

µ(n)

n
J(x

1
n ).

Para demonstrar isso, vamos analisar o lado direito, substituindo J(x1/n) baseado na

equação (45):

∞∑

n=1

µ(n)

n
J(x

1
n ) =

∞∑

n=1

µ(n)

n

∞∑

m=1

1

m
π(x

1
nm )

=
∞∑

n=1

∞∑

m=1

µ(n)

nm
π(x

1
nm ).

Utilizando a equação (48) e o fato que dado u = nm todos os posśıveis valores de n são
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exatamente os divisores de u. Assim, podemos escrever:

∞∑

n=1

µ(n)

n
J(x

1
n ) =

∞∑

u=1

∑

d|u

µ(d)

u
π(x

1
u )

=
∞∑

u=1

π(x
1
u )

u

∑

d|u
µ(d).

De acordo com a propriedade principal da função de Möbius na Proposição 6.1: o segundo

somatório do lado direito é igual a zero para todos os valores de u, exceto para u = 1, o

qual a soma vale 1. Portanto, temos

∞∑

n=1

µ(n)

n
J(x

1
n ) =

[π(x
1
u )

u

]
u=1

.

Finalmente. podemos escrever:

∞∑

n=1

µ(n)

n
J(x

1
n ) = π(x).

Uma observação sobre a equação acima é que apesar da soma ir de 1 até o infinito. Isso

não é necessário, pois quando o argumento da função J torna-se menor que 2, a função J

torna-se nula. Assim, basta que x
1
n ≥ 2, ou seja, quando n ≤ b lnx

ln 2
c.

6.3 A Relação Entre as Funções Zeta e Möbius

Existe uma relação entre as funções Zeta e Möbius, conforme vimos na Proposição

2.6 escrita de uma forma um pouco diferente:

ζ(s)
∞∑

m=1

µ(m)

ms
= 1.

Aqui será demonstrada novamente de outra forma. Começando pelo lado direito e usando

a definição de Zeta, temos

ζ(s)
∞∑

m=1

µ(m)

ms
=
∞∑

n=1

1

ns

∞∑

m=1

µ(m)

ms
=
∞∑

n=1

∞∑

m=1

µ(m)

(nm)s
.

Usando, novamente, a equação (48) e o fato que m é um divisor de u = nm, temos

∞∑

n=1

∞∑

m=1

µ(m)

(nm)s
=
∞∑

u=1

∑

d|u

µ(d)

us
=
∞∑

u=1

1

us

∑

d|u
µ(d).
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Utilizando a Proposição 6.1 no último somatório, obtemos:

ζ(s)
∞∑

m=1

µ(m)

ms
=
∞∑

n=1

∞∑

m=1

µ(m)

(nm)s
=
∞∑

u=1

1

us

∑

d|u
µ(d) =

1

1s
µ(1) = 1.

6.4 Fórmula Expĺıcita de Riemann para J(x)

Agora, vamos mostrar a derivação de Riemann para uma fórmula expĺıcita de J(x).

Para isso, vamos recorrer à fórmula do produto de Euler vista na Proposição 2.3:

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
=
∏

p

1

1− p−s (σ > 1 : s = σ + it).

Essa equação é considerada “a chave de ouro de Riemann que permitiu abrir a

porta entre os números primos e a análise complexa, e finalmente encontrar uma fórmula

expĺıcita para a distribuição de primos”(DERBYSHIRE, 2003).

Tomando o logaritmo complexo na fórmula do produto de Euler:

ln ζ(s) = −
∑

p

ln
(

1− 1

ps

)
(σ > 1). (49)

Utilizando a expansão em série da função logaritmo vista em (76):

ln (1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− · · ·+ (−1)nzn

n
+ · · · .

Para o caso z = −1/ps, temos:

ln
(

1− 1

ps

)
= − 1

ps
− 1

2p2s
− 1

3p3s
− 1

4p4s
− · · · = −

∞∑

n=1

1

npns
.

Voltando para equação (49):

ln ζ(s) =
∑

p

( ∞∑

n=1

1

npns

)
(σ > 1).

Observe que os termos da série entre parênteses acima são positivos e |1/(npns)| ≤ |1/pns|.
Pela Proposição A.3 temos que esta série converge absolutamente. Assim, podemos es-

crever:

ln ζ(s) =
∑

p

∞∑

n=1

( 1

pns

) 1

n
=
∑

p

∞∑

n=1

(pn)−s
1

n
(σ > 1),



83

que pode ser simplificado para apenas um somatório em termos de soma de todos os

valores posśıveis de potências de primos:

ln ζ(s) =
∞∑

pn

(pn)−s
1

n
(σ > 1). (50)

O próximo passo é muito importante, pois fará a transição da teoria dos números para

análise complexa. Para isso, vamos lembrar de dois conceitos: definição de integral usando

a soma de Riemann e a soma de Riemann-Stieltjes. Primeiro, sabemos que uma integral

pode ser calculada da seguinte forma:

lim
|∆x|→0

n−1∑

i=0

f(ti)(xi+1 − xi) =

∫ b

a

f(x)dx,

para um intervalo [a, b] dividido em a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b. Mais detalhes

sobre esse resultado pode ser verificado em Lima (2019).

A soma de Riemann-Stieltjes é bem similar, mas considera uma segunda função:

lim
|∆g|→0

n−1∑

i=0

f(ti)[g(xi+1)− g(xi)] =

∫ b

a

f(x)dg(x).

Substituindo na equação acima a função g(x) = J(x), f(x) = x−s e o intervalo [a, b] por

[0,∞), temos:

lim
|∆J |→0

n−1∑

i=0

ti
−s[J(xi+1)− J(xi)] =

∫ ∞

0

x−sdJ(x).

Sabemos que a função J(x) é uma função degrau e para qualquer pequeno intervalo

[J(xi+1) − J(xi)] é igual a zero, exceto quando ocorre um salto no valor de J(x). Isto

acontece sempre que pi
n pertence ao subintervalo [xi, xi+1]. Se considerarmos partições

com subintervalos suficientemente pequenos para os quais tais potências são pontos inte-

riores e tomarmos ti = pi
n, [J(xi+1)− J(xi)] = 1/n. No limite, encontramos:

∞∑

pn

(pn)−s
1

n
=

∫ ∞

0

x−sdJ(x) (σ > 1),

que comparando com a equação (50), temos:

ln ζ(s) =

∫ ∞

0

x−sdJ(x) (σ > 1). (51)

A importância desse resultado reside no fato que agora estarmos na área de análise e
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cálculo. Integrando a última equação por partes (para u = x−s e dv = dJ):

ln ζ(s) = [x−sJ(x)]
∥∥∥
∞

0
−
∫ ∞

0

(−s)x−s−1J(x)dx (σ > 1)

Perceba que quando x tende a zero, temos um indeterminação no primeiro termo

do lado direito, pois J(x) = 0 para x < 2. No entanto, como todas as derivadas de J(x)

se anulam quando x < 2 pela regra de L’Hospital podemos concluir que esse limite vai a

zero, pois

J(x)

xs
=
J(x)

xσ+it
=

J(x)

xσ(cos (t lnx) + isen(t lnx))
.

Os saltos de J(x) ocorrem apenas em pn e são sempre menores ou iguais a 1, portanto

sempre menor que x, como σ > 1 temos J(x)/xσ tendendo a zero quando x tende ao

infinito. Assim, podemos escrever a seguinte equação:

ln ζ(s)

s
=

∫ ∞

0

J(x)x−s−1dx (σ > 1). (52)

Para dar prosseguimento para encontrar uma fórmula para J(x), vamos precisar de mais

um conceito e um teorema discutidos a seguir.

Definição 6.3 (Transformação de Mellin). A transformada de Mellin de uma função no

domı́nio real f(x) é:

{Mf}(s) = Φ(s) =

∫ ∞

0

f(x)xs−1dx.

Em que s é uma variável complexa.

Teorema 6.1 (Teorema da inversão de Mellin (ARWASHAN, 2021)). A função f(x) pode

ser recuperada da transformada de Mellin a partir da seguinte equação

{M−1φ}(x) = f(x) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
x−sΦ(s)ds,

em que a é um número arbitrário, ou seja, a integral acima é de menos infinito (−∞)

até mais infinito (+∞) sobre qualquer linha vertical no plano complexo.

Voltando para a equação (52), temos

ln ζ(s)

s
=

∫ ∞

0

J(x)x−s−1dx (σ > 1).

Perceba que o lado direito é quase a transformada de Mellin (Definição ??), fazendo
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z = −s chegaremos na definição exatamente:

ln ζ(−z)

−z =

∫ ∞

0

J(x)xz−1dx (σ > 1).

Agora, podemos aplicar a inversa da transformada vista no Teorema 6.1 para extrair a

J(x):

J(x) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

ln ζ(−z)

−z x−zdz.

Voltando para a variável original s:

J(x) = − 1

2πi

∫ −a−i∞

−a+i∞

ln ζ(s)

s
xsds =

1

2πi

∫ −a+i∞

−a−i∞

ln ζ(s)

s
xsds

Como a é um número arbitrário, pode-se substituir o −a por a, obtendo-se

J(x) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

ln ζ(s)

s
xsds, (53)

que é justamente uma expressão anaĺıtica para a função J(x), que é uma forma

alternativa de contar números primos. Essa expressão pode ser melhorada calculando o

valor de ln ζ(s) que veremos na próxima seção.

6.5 O Cálculo de ln ζ(s)

Para o cálculo de ln ζ(s) vamos partir da equação funcional de ξ(s) vista em (42):

ξ(s) =
s(s− 1)

2
π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s). (54)

E também vimos a equação funcional de Gama em (25) se aplicada a s/2:

Γ
(s

2
+ 1
)

=
s

2
Γ
(s

2

)
.

Substituindo em (54), temos

ξ(s) = Γ
(s

2
+ 1
)

(s− 1)π−
s
2 ζ(s). (55)

Riemann assumiu que era posśıvel fatorar ξ(s) em termos de suas ráızes como a
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equação a seguir:

ξ(s) = f(s)
∏

ρ

(
1− s

ρ

)
,

em que ρ são as ráızes de ξ(s), que conforme visto na Seção 5.6 são iguais a ráızes não

triviais de Zeta. A função f(x) é uma função não-nula e Riemann mostrou que esta

função deve ser constante (ARWASHAN, 2021). A constante tem valor f(s) = f(0) que

será igual a ξ(0), pois

ξ(0) = f(0)
∏

ρ

(
1− 0

ρ

)
= f(0).

Assim, temos:

ξ(s) = ξ(0)
∏

ρ

(
1− s

ρ

)
. (56)

A última equação nos diz que ξ(s) se comporta como um “polinômio de grau infinito”. A

demonstração da validade dessa fatoração foi mostrada por Hadamard em 1893, 34 anos

depois da publicação do artigo de Riemann.

Agora, usando as equações (56) e (55):

ξ(0)
∏

ρ

(
1− s

ρ

)
= Γ

(s
2

+ 1
)
(s− 1)π−

s
2 ζ(s).

Tomando o logaritmo dos dois lados e isolando o termo ln ζ(s), temos

ln ζ(s) = ln ξ(0) +
∑

ρ

ln
(

1− s

ρ

)
− ln Γ

(s
2

+ 1
)

+
s

2
lnπ − ln (s− 1).

Chegamos numa expressão para ln ζ(s), finalmente podemos substituir em (53) e após

várias relativamente complicadas operações chega-se à expressão de Riemann para J(x)

(ARWASHAN, 2021):

J(x) = Li(x)−
∑

ρ

Li(x
ρ)− ln 2 +

∫ ∞

x

dτ

τ(τ 2 − 1) ln (τ)
. (57)

Uma observação interessante sobre a equação acima é que J(x) é um número real,

enquanto o lado direito é calculada sobre números complexos. Uma explicação intuitiva

para esse fato é que as ráızes de Zeta são números complexos nos quais o seu conjugado

também é uma raiz, conforme vimos na Seção 5.5, e quando colocados na equação (57)

os termos imaginários cancelam-se. De fato, isso pode ser demonstrado e será abordado

no próximo caṕıtulo. Além disso, veremos outra forma de obter a equação (57).



87

7 A FÓRMULA DE VON MANGOLDT

Como visto no caṕıtulo anterior, a fórmula expĺıcita da função J(x) foi um marco

importante no entendimento da distribuição dos números primos. No entanto, com algu-

mas passagens intuitivas e com falta de provas formais. Até que o matemático alemão

Hans von Mangoldt 35 anos depois conseguiu uma fórmula expĺıcita de uma função con-

tagem adaptada que veremos a seguir sem utilizar a integral logaŕıtmica, tornando-a mais

simples e de forma mais rigorosa.

7.1 As Funções de Chebyshev e a Fórmula Expĺıcita de Von Mangoldt

O matemático russo Pafnuty Chebyshev introduziu duas novas funções de contagem

de números primos. São elas:

ϑ(x) =
∑

p≤x
ln p

e

ψ(x) =
∑

pn≤x
ln p.

Ambas as funções são do tipo degrau: a primeira soma ln p para todo p primo; enquanto

a segunda também soma ln p, mas para as potências pn, com p primo. Similarmente

às funções π(x) e J(x) definidas anteriormente, elas também assumem metade do salto

(ln (p)/2) no ponto pn e depois desse ponto soma-se a outra metade até aparecer a próxima

potência de primo.

Chebyshev provou que o Teorema dos Números Primos (Teorema 1.5) é equivalente

às funções definidas ϑ(x) e ψ(x) acima serem assintóticas em relação a x (ARWASHAN,

2021). Em outras palavras: o Teorema do Número Primo é verdade se:

lim
x→∞

ϑ(x)

x
= 1 ou lim

x→∞
ψ(x)

x
= 1.

Nesse caṕıtulo, vamos principalmente estabelecer a relação entre a função J(x) e ψ(x). A

função J(x) soma 1/n cada vez que x = pn, assim dJ = lim∆x→0 ∆J é igual a zero para

todo x, exceto quando x = pn, em que dJ = 1/n. Enquanto a função ψ(x) soma ln p cada

vez que x = pn, assim dψ = limx→0 ∆ψ é igual a zero para todo x, exceto quando x = pn,
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em que dψ = ln p = 1/n ln pn. Assim, podemos escrever:

dψ = ln p =
1

n
ln pn =

1

n
lnx = dJ lnx, para x = pn e

dψ = dJ = 0, para x 6= pn.

Logo, temos

dψ(x) = ln xdJ(x). (58)

Trinta e cinco anos após o artigo de Riemann, o matemático alemão Hans Von

Mangoldt pavimentou a demonstração do Teorema dos Números Primos ao encontrar

uma fórmula expĺıcita de ψ(x):

ψ(x) = x− ln 2π − 1

2
ln
(

1− 1

x2

)
−
∑

ρ

xρ

ρ
. (59)

Tal fórmula consiste em quatro termos: o primeiro é x, o segundo uma constante, o terceiro

pelo fato de ter um termo quadrático no denominador torna-se negligente para valores

elevados de x, e finalmente o último termo é uma soma percorrendo todos os zeros não

triviais de Zeta. Nas próximas seções será apresentada a demonstração em duas partes.

7.2 Primeira parte da Prova da Fórmula de Von Mangoldt - Integral

Apesar do Teorema dos Números Primos não ter sido demonstrado a primeira

demonstração apresentada irá utilizar este resultado. No entanto, depois abordaremos

outra demonstração sem uso desse teorema.

Nessa seção vamos focar em demonstrar a seguinte equação de ψ(x):

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
−ζ
′(s)xs

ζ(s)s
ds = ψ(x).

Para isso, começaremos com a equação (51):

ln ζ(s) =

∫ ∞

0

x−sdJ(x) (σ > 1).

Derivando em relação a s, temos

ζ ′(s)

ζ(s)
=

∫ ∞

0

−x−s lnxdJ(x) (σ > 1).
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Pela equação (58), podemos escrever

ζ ′(s)

ζ(s)
=

∫ ∞

0

−x−sdψ(x) (σ > 1). (60)

Integrando por partes a integral do lado direito da equação acima, com (u = x−s e

dv = dψ(x), temos

ζ ′(s)

ζ(s)
= [−x−sψ(x)]∞0 −

∫ ∞

0

(sx−s−1)ψ(x)dx (σ > 1). (61)

Observe que pela definição da função ψ(x) sabemos que ψ(x) e todas suas derivadas serão

zero para x < 2 e por L’Hospital percebe-se que ψ(x)/xs = 0 quando x tende a zero.

Quando x tende ao infinito, também temos −x−sψ(x) tendendo a zero, pois:

ψ(x)

xs
=
ψ(x)

xσ+it
=

ψ(x)

xσ(cos (t lnx) + isen(t lnx))
.

Como estamos com σ > 1, podemos escrever σ = 1 + ε:

ψ(x)

xs
=
ψ(x)

x

1

xε(cos (t lnx) + isen(t lnx))
.

Assumindo que o Teorema dos Números Primos seja verdadeiro, temos que

lim
x→∞

ψ(x)

x
= 1.

Além disso, como limx→∞
1
xε

= 0, temos da equação (61) que

−1

s

ζ ′(s)

ζ(s)
=

∫ ∞

0

ψ(x)x−s−1dx (σ > 1). (62)

Agora, podemos utilizar a transformada inversa de Mellin vista no Teorema 6.1 para

recuperar a função ψ(x), obtendo

ψ(x) =
1

2πi

∫ a+∞

a−i∞
−ζ
′(s)

ζ(s)

xs

s
ds, (63)

que é justamente a equação no ińıcio da seção. Veremos a seguir uma outra forma de

chegar nesse resultado sem utilizar o Teorema dos Números Primos. Começando pela

equação (50):

ln ζ(s) =
∞∑

pn

(pn)−s
1

n
(σ > 1).
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Derivando dos dois lados em relação a s, temos

ζ ′(s)

ζ(s)
=
∞∑

pn

−n ln p

pns
1

n
(σ > 1).

Simplificando, chegamos a

−ζ
′(s)

ζ(s)
=
∞∑

pn

ln p

pns
(σ > 1).

Multiplicando por xs/s, obtemos

−ζ
′(s)

ζ(s)

xs

s
=
xs

s

∞∑

pn

ln p

pns
(σ > 1).

Integrando ambos os lados de a − i∞ até a + i∞ (em que a é uma constante arbitrária

maior que zero) e dividindo por 2πi, temos

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
−ζ
′(s)

ζ(s)

xs

s
ds =

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

xs

s

∞∑

pn

ln p

pns
ds.

Rearranjando os termos e trocando o somatório com a integral do lado esquerdo, podemos

escrever

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
−ζ
′(s)

ζ(s)

xs

s
ds =

∞∑

pn

ln p
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

( x
pn

)s1

s
ds.

Denotando y = x/pn, obtemos

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
−ζ
′(s)

ζ(s)

xs

s
ds =

∞∑

pn

ln p
[ 1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

ys

s
ds
]
. (64)

A integral nos colchetes acima é uma integral bem conhecida e vale:

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

ys

s
ds =





0, se 0 < y < 1,

1/2, se y = 1,

1, se y > 1.

O cálculo da integral acima pode ser verificado no Apêndice F. A soma do lado direito

da equação (64) é sobre todas as potências de primos, pn. Relembrando que y = x/pn,
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podemos reescrever o resultado da integral em termos dos intervalos em x:

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

ys

s
ds =





0, se 0 < x < pn,

1/2, se x = pn,

1, se x > pn.

Assim, lembrando da definição da função ψ(x):

ψ(x) =
∑

pn≤x
ln p,

e lembrando que nessa definição que ao encontrar uma potência teremos um salto da

metade do valor ln p conforme visto na Seção 7.1. Logo, teremos justamente a equação

que queremos mostrar:

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
−ζ
′(s)

ζ(s)

xs

s
ds = ψ(x). (65)

7.3 Segunda Parte da Prova da Fórmula de Von Mangoldt - Teorema de

Reśıduos

A vantagem da equação (65) é que podemos avaliar a integral pelo Teorema dos

Reśıduos (ver no Apêndice B.6), que nos diz que:

Se uma função g(z) tem n polos z1, z2, . . . , zn no domı́nio D (incluindo a fronteira),

então

∮

∂D

g(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res(g, zk). (66)

A estratégia para adequar o cálculo da integral em (65) ao fato do contorno da integral

ser fechado em (66) é fazer uma integral no domı́nio como mostrado na Figura 15. Assim,

a integral percorrendo sobre os lados do topo, base e esquerda tendem a zero quando

h e K vão para infinito, portanto a integral será igual a todos os reśıduos no retângulo

infinito vezes 2πi e consequentemente ψ(x) será igual a soma de todos os reśıduos de

[−ζ ′(s)xs/ζ(s)s]. Um ponto importante que deve ser observado é que esse procedimento

supracitado apenas foi posśıvel pelo fato da função Zeta está definida em todo plano

complexo na sua extensão vista nos caṕıtulos anteriores.
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Figura 15 - Contorno fechado considerado na integral.

Fonte: (ARWASHAN, 2021)

7.3.1 Cálculo dos reśıduos

Assim vamos analisar o termo do integrando da equação (65):

[
− ζ ′(s)

ζ(s)

xs

s

]
.

Para calcular os reśıduos desse termo precisamos analisar os pontos em que ele não está

definido: quando o denominador igual a zero, ou seja, ζ(s) = 0 ou s = 0 e também s = 1

que é o ponto em que a Zeta não está definida.

7.3.1.1 Reśıduo quando s = 0

Pela definição de reśıduo (ver Apêndice B.6), temos

Res
[
− ζ ′(s)

ζ(s)

xs

s
, 0
]

= lim
s→0
−ζ
′(s)

ζ(s)

xs

s
(s− 0) = −ζ

′(0)

ζ(0)
. (67)
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Para calcular ζ′(0)
ζ(0)

vamos precisar da equação funcional (36):

ζ(s) = 2sπs−1sen
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s).

O termo que estamos procurando lembra a derivada logaŕıtmica, aplicando o logaritmo

natural na equação acima, temos

ln ζ(s) = s ln 2 + (s− 1) lnπ + ln sen
(πs

2

)
+ ln Γ(1− s) + ln ζ(1− s).

E então derivando em relação a s, obtemos

ζ ′(s)

ζ(s)
= ln 2 + lnπ +

π
2

cos
(
πs
2

)

sen
(
πs
2

) − Γ′(1− s)
Γ(1− s) −

ζ ′(1− s)
ζ(1− s) .

Aplicando o limite quando s→ 1, temos que

lim
s→1

ζ ′(s)

ζ(s)
= ln 2π + 0− lim

s→1

Γ′(1− s)
Γ(1− s) −

ζ ′(0)

ζ(0)
.

Isolando o termo que estamos interessado, obtemos

ζ ′(0)

ζ(0)
= ln 2π − lim

s→1

Γ′(1− s)
Γ(1− s) − lim

s→1

ζ ′(s)

ζ(s)
. (68)

Considerando o limite abaixo:

lim
s→1

ζ(s)

Γ(1− s) ,

temos que o numerador e denominador tendem ao infinito quando s→ 1, portanto pode-

mos aplicar a regra de L’Hospital:

lim
s→1

ζ(s)

Γ(1− s) = lim
s→1

ζ ′(s)

−Γ′(1− s) =
lims→1 ζ

′(s)

lims→1−Γ′(1− s) .

Assim, temos que

lim
s→1

Γ′(1− s)
Γ(1− s) = − lim

s→1

ζ ′(s)

ζ(s)
.

Substituindo na equação (68), chegamos que

ζ ′(0)

ζ(0)
= ln 2π.
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E, consequentemente, por (67), finalmente obtemos

Res
[
− ζ ′(s)

ζ(s)

xs

s
, 0
]

= − ln 2π.

7.3.1.2 Reśıduos para os zeros de Zeta

Inicialmente, vamos calcular os reśıduos para s = T , em que T são os zeros triviais

de Zeta.

Res
[
− ζ ′(s)

ζ(s)

xs

s
, T
]

= lim
s→T
−ζ
′(s)

ζ(s)

xs

s
(s− T ) = − lim

s→T

(s− T )

ζ(s)
lim
s→T

ζ ′(s)
xs

s
.

Aplicando a regra de L’Hospital no primeiro limite do lado direito, em que o numerador

e denominador tendem a zero, obtemos

Res
[
− ζ ′(s)

ζ(s)

xs

s
, T
]

= − lim
s→T

1

ζ ′(s)
lim
s→T

ζ ′(s)
xs

s
= − lim

s→T

xs

s
= −x

T

T
.

O mesmo argumento acima também se aplica para s = ρ, em que ρ é um zero não-trivial

de Zeta. Assim, temos que

Res
[
− ζ ′(s)

ζ(s)

xs

s
, ρ
]

= −x
ρ

ρ
.

7.3.1.3 Reśıduo quando s = 1

Para s = 1, vamos utilizar a definição de Zeta em termos de Eta vista em na

equação (17):

ζ(s) =
1

1− 21−sη(s).

Aplicando logaritmo, temos

ln ζ(s) = ln η(s)− ln (1− 21−s).

Derivando em relação a s, obtemos

ζ ′(s)

ζ(s)
=
η′(s)

η(s)
− 21−s ln 2

1− 21−s .
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Pensando no cálculo do reśıduo, vamos calcular o limite abaixo:

lim
s→1

ζ ′(s)

ζ(s)
(s− 1) = lim

s→1

[η′(s)
η(s)

− 21−s ln 2

1− 21−s

]
(s− 1)

= lim
s→1

η′(s)

η(s)
(s− 1)− lim

s→1

21−s ln 2

1− 21−s (s− 1)

= 0− 20 ln 2 lim
s→1

s− 1

1− 21−s .

Aplicando a regra de L’Hospital, temos

lim
s→1

ζ ′(s)

ζ(s)
(s− 1) = − ln 2 lim

s→1

(s− 1)′

(1− 21−s)′

= − ln 2 lim
s→1

1

21−s ln 2

= −1.

Agora, estamos pronto para calcular o reśıduo:

Res
[
− ζ ′(s)

ζ(s)

xs

s
, 1
]

= lim
s→1
−ζ
′(s)

ζ(s)

xs

s
(s− 1)

= − lim
s→1

ζ ′(s)

ζ(s)
(s− 1) lim

s→1

xs

s

= −(−1)
x1

1
= x.

Finalmente, com as equações (65) e (66), chegamos a

ψ(x) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
−ζ
′(s)

ζ(s)

xs

s
ds =

1

2πi
2πi

n∑

k=1

Res
(
− ζ ′(s)

ζ(s)

xs

s
, zk

)

ψ(x) =
n∑

k=1

Res
(
− ζ ′(s)

ζ(s)

xs

s
, zk

)
,

em que zk são os polos da função ζ′(s)
ζ(s)

xs

s
. Assim,

Res(−ζ
′(s)

ζ(s)

xs

s
, zk) =





− ln 2π, se zk = 0,

−xρ

ρ
, se zk = ρ,

−xT

T
, se zk = T,

x, se zk = 1.
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Chegamos na seguinte equação

ψ(x) = x− ln 2π −
∑

T

xT

T
−
∑

ρ

xρ

ρ
.

Relembrando que os zeros triviais de Zeta vistos na Seção 5.2 são os inteiros pares nega-

tivos −2,−4,−6, . . . , podemos escrever:

ψ(x) = x− ln 2π −
∞∑

k=1

x−2k

−2k
−
∑

ρ

xρ

ρ
. (69)

Esse termo dos zeros triviais de Zeta pode ser encontrado pela série de Taylor da função

logaŕıtmica (76):

ln (1 + y) = y − y2

2
+
y3

3
− y4

4
+ . . . .

O qual fazendo y = −1/x2 e multiplicando por 1/2, temos

1

2
ln (1− 1

x2
) =

1

2

(
− 1

x2
− 1

2x4
− 1

3x6
− 1

4x8
− . . .

)
=
∞∑

k=1

x−2k

−2k
.

Finalmente, substituindo o resultado acima na equação (69):

ψ(x) = x− ln 2π − 1

2
ln
(

1− 1

x2

)
−
∑

ρ

xρ

ρ
. (70)

Assim, chegamos na fórmula expĺıcita de ψ(x), através da qual podemos calcular

dJ(x) = dψ(x)
lnx

(vista na equação (58)) integrando de 0 a x. Assim, vamos obter dois dos

termos na fórmula expĺıcita de Riemann para a J(x) vista em 57: Li(x) e
∑

ρ Li(x
ρ). No

entanto, os outros dois termos da equação (57) não podem ser obtidos por esse caminho.

Von Mangoldt seguiu uma forma diferente bem mais complexa e mostrada em Edwards

(2001) e conseguiu uma prova rigorosa da fórmula expĺıcita de Riemann para J(x).

Vale mencionar que a equação (70) obtida é bem mais simples que a versão original

de Riemann vista na equação (57). Por esse motivo, a equação (70) é usada com mais

frequência nos textos mais modernos da área.

7.4 O Componente Ondulatório de ψ(x)

Vimos na seção anterior como expressar ψ(x) de forma expĺıcita em que apareciam

os zeros de Zeta. Estas ráızes são números complexos e para entender a sua contribuição

para a equação (70) vamos escrever ρ = σ+ it. Conforme visto na Seção 5.5 o conjugado
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de ρ também é uma raiz: ρ = σ−it. A contribuição desse par, portanto, pode ser expressa

por

−x
ρ

ρ
− xρ

ρ
= − xσ+it

σ + it
− xσ−it

σ − it

= −x
σ[cos (t lnx) + isen(t lnx)]

σ + it
− xσ[cos (t lnx)− isen(t lnx)]

σ − it .

Multiplicando pelos respectivos conjugados dos denominadores de cada termo acima, ob-

temos

−x
ρ

ρ
− xρ

ρ
= −x

σ[cos (t lnx) + isen(t lnx)](σ − it)
(σ + it)(σ − it) − xσ[cos (t lnx)− isen(t lnx)](σ + it)

(σ − it)(σ + it)
.

Simplificando a expressão acima, temos

−x
ρ

ρ
− xρ

ρ
=
−2xσ[σ cos (t lnx) + tsen(t lnx)]

σ2 + t2
.

A expressão acima pode ser simplificada um pouco mais, utilizando o seguinte artif́ıcio ao

escrevê-la de forma um pouco diferente:

−x
ρ

ρ
− xρ

ρ
=
−2xσ√
σ2 + t2

[ σ√
σ2 + t2

cos (t lnx) +
t√

σ2 + t2
sen(t lnx)

]
.

Seja α = arctg (t/σ) para aparecer os termos cosα e senα na expressão

−x
ρ

ρ
− xρ

ρ
=
−2xσ√
σ2 + t2

[cosα cos (t lnx) + senαsen(t lnx)].

Assim, podemos simplificar a expressão, chegando a

−x
ρ

ρ
− xρ

ρ
=
−2xσ√
σ2 + t2

cos (t lnx− α).

Observe que, de fato, o termo imaginário desapareceu como esperado pelo fato da

função ψ(x) ser real. Agora, podemos reescrever a equação (69) da seguinte forma:

ψ(x) = x− ln 2π − 1

2
ln (1− 1

x2
)−

∞∑

k=1

2xσk√
σk2 + tk

2
cos (tk lnx− αk). (71)

Como a função ψ(x) acima se comporta se não utilizarmos os zeros de Zeta no

cálculo da equação (71)? O comportamento se assemelha bastante a função linear f(x) =

x e passa bem próximo da função ψ(x) propriamente pela sua definição conforme Figura

16. Percebemos conforme passamos a considerar o termos relativos aos zeros de Zeta um

comportamento ondulatório começa a aparecer, e vai se aproximando cada vez mais da
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função ψ(x) propriamente, conforme Figuras 17 e 18. Até que com uma quantidade bem

elevada de zeros de Zeta (para x até 50) o gráfico das duas funções se torna basicamente

os mesmos conforme Figura 19.

Figura 16 - A função ψ(x) em azul e a fórmula expĺıcita de Von

Mangoldt em vermelho (sem considerar zeros de zeta).

Fonte: (ARWASHAN, 2021)

Figura 17 - A função ψ(x) em azul e a fórmula expĺıcita de Von

Mangoldt em vermelho (considerando 10 primeiros

zeros de zeta).

Fonte: (ARWASHAN, 2021)

Uma outra observação interessante é analisar a derivada de ψ(x), dψ/dx com a

mesma quantidade de zeros (100.000) da Figura 19. Percebe-se pela Figura 20 que a

função captura através de picos os momentos em que passamos por potências de primos.



99

Figura 18 - A função ψ(x) em azul e a fórmula expĺıcita de Von

Mangoldt em vermelho (considerando 50 primeiros

zeros de zeta).

Fonte: (ARWASHAN, 2021)

Figura 19 - A função ψ(x) e a fórmula expĺıcita de Von Mangoldt

em vermelho (considerando 100.000 primeiros zeros de

zeta).

Fonte: (ARWASHAN, 2021)
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Figura 20 - A derivada dψ(x)/dx utilizando a fórmula de Von

Mangoldt para 100.000 zeros de Zeta.

Fonte: (ARWASHAN, 2021)

7.5 Esboço da Demonstração do Teorema do Número Primo

Vimos no ińıcio desse Caṕıtulo que o Teorema dos Números Primos é equivalente

a

lim
x→∞

ψ(x)

x
= 1.

Utilizando a expressão expĺıcita de Von Mangoldt em (69) podemos escrever:

ψ(x)

x
=
x− ln 2π − 1

2
ln (1− 1

x2
)−∑ρ

xρ

ρ

x

= 1− ln 2π

x
− 1

2x
ln (1− 1

x2
)−

∑

ρ

xρ−1

ρ
.

Quando x tende ao infinito temos que o segundo e terceiro termos vão a zero. Portanto,

para o Teorema do Número Primo ser verdade devemos ter

lim
x→∞

∑

ρ

xρ−1

ρ
= 0.

Seja ρ = σ + it, assim

xρ−1 = xσ−1+it = xσ−1[cos (t lnx) + isen(t lnx)].

De acordo com o que vimos no Caṕıtulo 5, sabemos que os zeros não triviais de Zeta

estão na faixa cŕıtica 0 ≤ σ ≤ 1. Temos, portanto, para σ < 1 que xσ−1 = 1/x1−σ

tende a zero quando x tende ao infinito, assim como xσ−1[cos (t lnx) + isen(t lnx)], pois

| cos (t lnx) + isen(t lnx)| = 1. É posśıvel mostrar que a soma sobre todos esses zeros vão
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a zero também, assim o Teorema do Número Primo fica válido nesse caso (ARWASHAN,

2021).

No entanto, quando a raiz de Zeta possui parte real σ = 1, temos xσ−1 = 1 e o

argumento feito acima não é válido. Assim, a prova do Teorema dos Números Primos é

equivalente a mostrar que a função Zeta não possui zeros em σ = 1.

O Teorema dos Números Primos nos diz que o número de primos até um determi-

nado valor x é assintoticamente equivalente as funções Li(x) ou x/ lnx. Uma pergunta

que surge após esse teorema é o que ocorre com erro, ou seja, a diferença entre π(x) e a

função Li(x) (ou x/ lnx). Esta diferença tende a zero quando x tende ao infinito, mas ela

obedece a algum comportamento espećıfico? Veremos no último caṕıtulo um pouco sobre

isso e a relação com a Hipótese de Riemann.
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CONCLUSÃO

Nesse trabalho conhecemos melhor um pouco sobre os números primos, alguns

resultados importantes como sua infinitude, testes de primalidade, fórmulas que geram

números primos, da sua “densidade”nos números naturais. Bem como a sua distribuição

e o importante Teorema dos Números Primos.

Depois vimos o que há por trás da Hipótese de Riemann e sua conexão com

os números primos, para isso introduzimos a importante função Zeta, inicialmente no

domı́nio real, depois no domı́nio complexo. Para estender o domı́nio da função Zeta,

introduzimos as funções Eta, Gama e Xi que permitiram estabelecer equações funcionais

importantes para analisar os zeros triviais e não triviais de Zeta. Finalmente, mostramos

a fórmula expĺıcita de Riemann para J(x) e de Von Mangoldt da função adaptada ψ(x)

que contam de formas um pouco diferentes a quantidade de primos até x.

É importante desmitificar um ponto que causa bastante dúvida: a fórmula expĺıcita

para a distribuição dos números primos encontrada por Riemann no seu artigo Riemann

(1859), assim como a versão de Von Mangoldt vista na Seção 7.1, independem da loca-

lização das ráızes de Zeta, ou seja, independem da hipótese de Riemann ser verdadeira ou

falsa. De fato, Riemann escreveu no seu artigo o seguinte trecho:

Certamente, gostaria de ter uma prova rigorosa aqui; Por enquanto, eu
deixei de lado essa busca depois de algumas tentativas frustradas, pois
parece desnecessário para o próximo objetivo da minha investigação.11.
(RIEMANN, 1859, tradução nossa)

Por outro lado, em 1901 o matemático sueco Helge Von Koch provou que a Hipótese

de Riemann é equivalente a

π(x) = Li(x) +O(
√
x lnx).

A notação O-Grande acima significa que a diferença absoluta (o erro) entre Li(x) e

π(x) é sempre menor que C
√
x lnx (C é uma constante). Assim, se a hipótese de Riemann

for verdadeira temos que a função Li(x) é uma excelente aproximação da quantidade de

primos até x, mantendo o erro sempre abaixo de C
√
x lnx.

Existe também um “mito urbano”propagado até por mı́dias importantes, por exem-

plo o v́ıdeo produzido pela BBC News Brasil Veras (2021) que traz excelentes informações

para o público geral de um assunto pouco divulgado de forma didática e interessante. No

11 No original: Certainly one would wish for a stricter proof here; I have meanwhile temporarily put aside
the search for this after some fleeting futile attempts, as it appears unnecessary for the next objective
of my investigation.
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entanto, ajuda a fomentar a ideia que a resolução da Hipótese de Riemann traz riscos

elevados a segurança na internet que utiliza criptografia como base. A prova da Hipótese

de Riemann traz um profundo entendimento sobre a distribuição dos números primos.

No entanto, a criptografia que utiliza como fundamento a dificuldade computacional de

fatorar números grandes em seus fatores primos não sofrerá impactos significativos. Visto

que se isso fosse verdade, podeŕıamos supor a veracidade da hipótese e conseguir alguma

vantagem na quebra do algoritmo de criptografia. De fato, é conhecido que os primeiros

1013 (ordenados a partir da parte imaginária positiva) zeros da função Zeta possuem parte

real igual a 1/2 Derbyshire (2003).

Por fim, citamos uma famosa frase dita pelo matemático alemão David Hilbert

que dá uma ideia da dimensão da importância do problema em aberto mais famoso da

atualidade tem para matemática e áreas afins.

Se eu acordasse após 1000 anos dormindo, minha primeira pergunta
seria: A Hipótese de Riemann foi provada?12. (ARWASHAN, 2021,
tradução nossa)

12 No original: “If I were to awaken after having slept for a thousand years, my first question would be:
Has the Riemann Hypothesis been proven?”



104

REFERÊNCIAS
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- SP: [s.n.], 2016.

CRANDALL, R.; POMERANCE, C.B. Prime Numbers: A Computational Perspective.
Springer New York, 2006. (Lecture notes in statistics). ISBN 9780387289793. Dispońıvel
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Dispońıvel em: 〈https://loja.sbm.org.br/edp-um-curso-de-graduac-o.html〉.

JORGEN, Veisdal. Prime Numbers and the Riemann zeta function. Stavanger, Rogaland
Norway: [s.n.], 2013.

LIMA, E.L. Curso de análise. Instituto de Matemática Pura e Aplicada, CNPq, 2019.
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MOURA, Frederico Torres de. Programa de Mestrado Profissional em Matemática em
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APÊNDICE A – Resultados Importantes de Séries

A.1 Testes de Convergências de Séries

Há muitos testes que podem ser utilizados para avaliar a convergências de séries

infinitas. Neste trabalho apresentaremos apenas três destes. Antes disso, será apresentada

uma definição de convergência absoluta:

Definição A.1. Uma série
∑∞

n=1 an é dita absolutamente convergente se
∑∞

n=1 |an| é

convergente.

Proposição A.2 (Teste da Razão). Suponha que exista r tal que:

r = lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣.

Se r < 1, então a série é absolutamente convergente. Se r > 1, então a série diverge, e

se r = 1, então o teste é inconclusivo.

Proposição A.3 (Teste da Comparação Direta). Se a série
∑∞

n=1 bn é absolutamente

convergente e |an| ≤ |bn|, então a série
∑∞

n=1 an converge absolutamente.

Proposição A.4 (Teste da Série Alternada). Se as três condições abaixo são satisfeitas

1. an é uma sequência de reais positivos,

2. limn→∞ an = 0,

3. an+1 < an para todo n.

Então
∑∞

n=k(−1)nan é convergente para qualquer k natural.

As demonstrações das proposições acima podem ser encontradas em Lima (2019).

A.2 A série Geométrica

A série geométrica é muito importante e comum em cálculo e definida como:

Definição A.5. Defini-se a série geométrica da seguinte forma

M(r) = 1 + r + r2 + r3 + . . . .

Em que cada termo da série é obtido multiplicando o anterior pela razão r. Pode-se definir

também a soma parcial dos primeiros n termos:

Mn(r) = 1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn−1. (72)
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Pode-se multiplicar ambos os lados da equação (72) por r, obtendo-se

rMn(r) = r + r2 + r3 + · · ·+ rn.

Subtraindo de (72) e desta última igualdade, temos

(1− r)Mn(r) = 1− rn.

Considerando, r 6= 1:

Mn(r) =
1− rn
1− r ,

que pode ser escrita como

Mn(r) =
1

1− r −
rn

1− r .

Assim, quando |r| < 1, rn tende a zero quando n tende ao infinito, logo a série

geométrica converge para 1/(1− r).
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APÊNDICE B – Conceitos e Resultados Importantes de Números Complexos

Para um bom entendimento da hipótese de Riemann é importante termos um

conhecimento básico de números complexos. Detalhamos aqui alguns resultados que serão

utilizados. Um bom resumo e mais detalhado em alguns pontos podem ser encontrados

em Nachbin (2007).

B.1 Séries de Taylor

A série de Taylor no domı́nio complexo é bem similar ao domı́nio real conforme

teorema a seguir válido para funções anaĺıticas.

Definição B.1 (Funções Anaĺıticas). A classe de funções anaĺıticas é formada por funções

complexas de variável complexa que possui derivada em qualquer ponto que a função está

definida. O termo holomorfa é frequentemente utilizado como sinônimo.

Teorema B.1 (Séries de Taylor). Se f uma função anaĺıtica numa região Ω, contendo

z0, então a representação

f(z) =
∞∑

i=0

f (i)(z0)(z − z0)i

i!

é válida no maior disco aberto de centro z0 contido em Ω. Para o caso t́ıpico z0 = 0,

temos

f(z) =
∞∑

i=0

f (i)(0)(z)i

i!
.

Alguns exemplos de funções e suas expansões em série de Taylor:

ez =
∞∑

j=0

zj

j!
= 1 +

z

1!
+
z2

2!
+ · · ·+ zn

n!
+ . . . . (73)

cos(z) =
∞∑

j=0

(−1)jz2j+1

(2j + 1)!
= 1− z3

3!
+
z5

5!
− · · ·+ (−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
+ . . . . (74)

sen(z) =
∞∑

j=0

(−1)jz2j

(2j)!
= 1− z2

2!
+
z4

4!
+ · · ·+ (−1)nz2n

(2n)!
+ . . . . (75)
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log(1 + z) =
∞∑

j=1

(−1)j−1zj

j
= z − z2

2
+
z3

3
+ · · ·+ (−1)nzn

n
+ . . . . (76)

B.2 Fórmula de Euler

A fórmula de Euler traz uma relação entre as funções exponencial complexa e

trigonométricas que foi descoberta também por Leonhard Euler descrita na proposição a

seguir.

Proposição B.2. Seja z um número complexo, então

eiz = cos z + isenz,

fazendo z = π na equação acima, temos

eiπ = cosπ + isenπ.

Que pode ser escrito como

eiπ + 1 = 0.

Considerada uma das mais belas equações da matemática ao reunir as mais comuns e

importantes constantes: 0, 1, i, π, e. A demonstração da Proposição B.2 pode ser feita

por expansão em séries de Taylor das funções exponencias, cosseno e seno em domı́nio

complexo vistas nas equações 73, 74 e 75.

Demonstração. Utilizando a equação (73) para iz:

eiz =
∞∑

j=0

(iz)j

j!
.

Agora, pode-se utilizar o fato que i0 = 1,i1 = i, i2 = −1, i3 = −i e, portanto
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tem-se i4k = 1, i4k+1 = i, i4k+2 = −1, i4k+3 = −i para escrever

eiz =
∞∑

j=0

(iz)j

j!
=
∞∑

k=0

(iz)4k

(4k)!
+
∞∑

k=0

(iz)4k+1

(4k + 1)!
+
∞∑

k=0

(iz)4k+2

(4k + 2)!
+
∞∑

k=0

(iz)4k+3

(4k + 3)!

=
∞∑

k=0

z4k

(4k)!
+
∞∑

k=0

−z4k+2

(4k + 2)!
+
∞∑

k=0

iz4k+1

(4k + 1)!
+
∞∑

k=0

−iz4k+3

(4k + 3)!

=
∞∑

k=0

(−1)kz2k

(2k)!
+ i

∞∑

k=0

(−1)kz2k+1

(2k + 1)!

Usando as equações (74) e (75), obtemos

eiz = cos(z) + isen(z).

B.3 Convergência Absoluta de uma Série

Inicialmente, algumas definições importantes.

Definição B.3 (Convergência Absoluta). Uma série (complexa ou real)
∑

n an é dita

absolutamente convergente se a série dos valores absolutos
∑

n |an| é convergente.

Definição B.4 (Convergência Condicional). Se a série é convergente, mas a série com

valores absolutos não, então a convergência dessa série é chamada condicional.

Um clássico exemplo de convergência condicional é a série harmônica alternada

que pode ser escrita em termos de da função η(1):

∞∑

i=1

(−1)i+1

i
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · = η(1).

Nessa série pode-se aplicar o teste de séries alternadas visto na Proposição A.4 o qual

a série claramente atende a todos os critério, sendo, portanto, convergente. Pelo fato

da série harmônica ser divergente percebe-se que, de fato, a série tem uma convergência

condicional. Pode-se, inclusive, calcular o valor da série, utilizando a equação (76) para

z = 1:

ln 2 =
∞∑

i=1

(−1)i+1

i
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · = η(1).

Um fato curioso das séries que convergem condicionalmente é que o valor da soma varia

conforme troca-se a ordem dos termos da séries. Para ilustrar considere:

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+ · · · = ln 2.
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Multiplicando por 2:

2− 1 +
2

3
− 1

2
+

2

5
− 1

3
+

2

7
− 1

4
+ · · · = 2 ln 2.

Se adicionarmos os termos com os mesmos denominadores pode-se rearrajnar os termos

de forma que:

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+ · · · = 2 ln 2.

No entanto, chegamos na mesma série alternada que t́ınhamos visto que o valor era ln 2.

Essa observação foi descoberta por Peter Lejeune-Dirichlet em 1827 e explicado depois por

Bernard Riemann que provou que uma série condicionalmente convergente converge para

qualquer valor com um rearranjo dos termos ou mesmo divergir. Por outro lado, séries

absolutamente convergentes possuem a mesma soma, independentemente do arranjo dos

termos (ARWASHAN, 2021). Esse é o exatamente o caso da expansão de Taylor de eix

conforme 73.

eix =
∞∑

j=0

ixj

j!
= 1 +

ix

1!
− x2

2!
− ix3

3!
+
x4

4!
. . . .

Cuja a série dos termos absolutos é:

∞∑

j=0

|xj|
j!
.

O qual se pode utilizar o critério de convergência da razão visto em A.2:

r =

|xn+1|
(n+1)!

|xn|
n!

=
|x|
n+ 1

.

O que claramente converge para zero quando n tende ao infinito, portanto a série converge

absolutamente.

B.4 Exponencial e Logaritmo Complexo

A expressão em coordenadas polares de um número complexo não nulo é dada por

z = reiϕ.
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O qual podemos calcular a exponencial da seguinte forma

zn = rneinϕ.

Um número complexo z pode ser representado em coordenadas polares:

z = rei(φ+2πk)

Em que o argumento principal φ ∈ (−π, π]. Aplicando o logaritmo complexo:

log z = ln(rei(φ+2πk))

= ln r + i(φ+ 2πk)

Como um número complexo possui infinitos argumentos, a função logaritmo nos com-

plexos pode assumir infinitos valores. Para tornar a função logaritmo complexa bem

definida, é definido um ramo para cada valor de k ∈ Z. Quando o argumento principal

k = 0 chama-se o ramo principal da função logaŕıtmica complexa.

B.5 Integral Complexa

A integral no plano complexo possui similaridades com a integral feita nos números

reais. No entanto, como no plano complexo existem infinitos caminhos posśıveis entre dois

pontos, é necessário definir uma curva γ(t) no plano complexo para especificar o caminho

da integral. Seja γ(t) = x(t) + iy(t) a curva em questão e faremos uma divisão de (n− 1)

segmentos t0 < t1 < t2 < . . . tn com a = z0 = γ(t0), zj = γ(tj) e b = zn = γ(tn) como

mostrado na Figura 21. A integral complexa é definida como o limite do somatório abaixo

∫

γ

f(z)dz = lim
n→∞

n−1∑

j=0

f(zj)(zj+1 − zj).

Substituindo zj = γ(tj), temos

∫

γ

f(z)dz = lim
n→∞

n−1∑

j=0

f(γ(tj))(γ(tj+1)− γ(tj)).

Agora, multiplique e divida por (tj+1 − tj) no somatório:

∫

γ

f(z)dz = lim
n→∞

n−1∑

j=0

f(γ(tj))
(γ(tj+1)− γ(tj))

(tj+1 − tj)
(tj+1 − tj).
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Figura 21 - Contorno de uma integral complexa.

Fonte: (ARWASHAN, 2021)

Observe que no limite acima quando n tende ao infinito o termo
(γ(tj+1)−γ(tj))

(tj+1−tj) é justamente

a derivada degamma(t) em relação a t. Assim, podemos escrever

∫

γ

f(z)dz =

∫ tn

t0

f(γ(t))γ′(t)dt. (77)

Uma observação importante é que se f(z) for uma função anaĺıtica no domı́nio D em que

a curva γ está contida, então com a sua função primitiva F (t) qual que F ′(z) = f(z)

temos que

∫

γ

f(z)dz =

∫ tn

t0

F ′(γ(t))γ′(t)dt.

Pela regra da cadeia obtemos

d[F (γ(t))]

dt
= F ′(γ(t))γ′(t).

Substituindo

∫

γ

f(z)dz =

∫ tn

t0

d[F (γ(t))]

dt
dt

= F (γ(tn))− F (γ(t0))

= F (b)− F (a).

O que indica que se f(z) for anaĺıtica no domı́nio D e a e b são pontos nesse domı́nio,

então a integral de f(z) de a até b é independente do caminho!
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B.5.1 Desigualdade ML

A desigualdade ML é um resultado muito utilizado em estimativas de integrais de

contorno. Vamos retomar o resultado encontrado na seção anterior na equação (77):

∫

γ

f(z)dz =

∫ tn

t0

f(γ(t))γ′(t)dt.

Aplicando o módulo nos dois lados e aplicando a desigualdade triangular (|z1 + z2| ≤
|z1|+ |z2|), temos

∣∣∣
∫

γ

f(z)dz
∣∣∣ ≤

∫ tn

t0

|f(γ(t))γ′(t)dt|.

Ou seja,

∣∣∣
∫

γ

f(z)dz
∣∣∣ ≤

∫ tn

t0

|f(γ(t))||γ′(t)|dt.

Seja M o máximo valor de f(z) sob a curva γ(t), então

∣∣∣
∫

γ

f(z)dz
∣∣∣ ≤M

∫ tn

t0

|γ′(t)|dt.

Podemos escrever No comprimento de l(γ) da seguinte forma

l(γ) = lim
n→∞

n−1∑

j=0

|γ(tj+1)− γ(tj)|

= lim
n→∞

n−1∑

j=0

∣∣∣γ(tj+1)− γ(tj)

∆t

∣∣∣∆t

=

∫ tn

t0

|γ′(t)|dt.

Logo, chegamos no resultado conhecido como a desigualdade ML:

∣∣∣
∫

γ

f(z)dz
∣∣∣ ≤Ml(γ). (78)

B.6 Teorema dos Reśıduos

Seja f(z) uma função anaĺıtica no domı́nio D (incluindo a fronteira) e sejam 1 e

2 dois pontos quaisquer na fronteira de D, então a integral de 1 a 2 é independente do

caminho, em particular a integral de 1 a 2 seguindo o caminho no sentido horário é igual
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a integral de 1 a 2 no sentido anti-horário. Assim, podemos escrever que

∮

D

f(z)dz = 0. (79)

Agora, considere a função g(z) = f(z)/(z − z0), em que z0 é um ponto no interior do

domı́nio D. A função g(z) é anaĺıtica em D com exceção do ponto z0. A fórmula de

Cauchy afirma que

∮

D

f(z)

z − z0

dz = 2πif(z0). (80)

Agora, para uma função g(z) = f(z)
z−z0 que não está definida em z = z0, z0 é chamado polo

de g(z) e o reśıduo de g(z) no ponto z0 é por definição dado por

Res(g, z0) = lim
z→z0

g(z)(z − z0) = f(z0).

E se a função g(z) tem n polos no domı́nio D podemos escrever o seguinte teorema

Teorema B.2 (Teorema dos reśıduos).

∮

D

g(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res(g, zk). (81)

A demonstração desses resultados descritos podem ser encontrados em Nachbin

(2007) e Ahlfors (1966).
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APÊNDICE C – Transformada de Fourier

Será definido um importante conceito amplamente utilizado na matemática e f́ısica:

a transformada de Fourier.

Definição C.1 (Transformada de Fourier). A transformada de Fourier da função de

variável complexa s(t) é dada por

F(s(t)) = ŝ(ω) =

∫ ∞

−∞
s(t)e−i2πωtdt. (82)

A função s(t) pode ser recuperada da transformada de Fourier pela inversa da

transformada dada por

s(τ) =

∫ ∞

−∞
ŝ(ω)ei2πωτdω. (83)

C.1 Série de Fourier

A série de Fourier da função periódica s(t) é dada por

s(t) =
∞∑

k=−∞
Cke

i2πkω0t. (84)

O coeficiente de Fourier

Ck =
1

T

∫ T

t=0

s(t)e−i2πkω0tdt. (85)

Em que T e ω0 são o peŕıodo e a frequência, respectivamente, e guardam a relação

ω0 = 1/T .

C.2 Relação entre a Transformada e Séries de Fourier

Seja f(t) uma função complexa definida no intervalo [0, T ] e igual a zero fora do

intervalo. Claramente f(t) não é periódica, construa a função g(t) periódica de peŕıodo

T , em que g(t) = f(t) no intervalo [0, T ]. Agora, como g(t) é periódica podemos escrever
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sua série de Fourier dada por

g(t) =
∞∑

k=−∞
Cke

i2πkω0t. (86)

Com o coeficiente de Fourier

Ck =
1

T

∫ T

t=0

g(t)e−i2πkω0tdt. (87)

Como f(t) e g(t) são idênticas entre [0, T], então podemos escrever a equação acima como

Ck =
1

T

∫ T

t=0

f(t)e−i2πkω0tdt. (88)

Temos que f(t) é nula fora do intervalo [0, T] e ω0 = 1/T , portanto

Ck =
1

T

∫ ∞

−∞
f(t)e−i2π

k
T
tdt.

Veja que a integral acima é justamente a transformada de Fourier definida. Assim, temos

que

Ck =
1

T
f̂
( k
T

)
,

e por (86), obtemos

g(t) =
∞∑

k=−∞

1

T
f̂
( k
T

)
ei2π

k
T
t. (89)

Se limitarmos t apenas no domı́nio [0, T ], podemos escrever em termos de f(t) que

f(t) =
∞∑

k=−∞

1

T
f̂
( k
T

)
ei2π

k
T
t 0 ≤ t ≤ T .

Se considerarmos t como uma constante e que a nova variável seja ω, que é o

argumento de f̂ podemos escrever que

f(t) =
1

T

∞∑

k=−∞
f̂(ω)ei2πωt com ω =

k

T
.

A última expressão nos lembra a soma de Riemann, informalmente temos quando T tende

ao infinito, ∆ω = 1/T tende a zero. Assim, podemos escrever a seguinte equação:
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f(t) =

∫ ∞

−∞
f̂(ω)ei2πωtdω.

Que é justamente a transformada inversa de Fourier.

Para mais detalhes dos assuntos tratados nessa seção consultar Stein e Shakarchi

(2003) e Iório (2018).
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APÊNDICE D – A Equação Funcional da Função Teta de Jacobi

D.1 Introdução

Vamos definir também uma importante função de variável complexa.

Definição D.1 (Função Theta de Jacobi). A função Theta de Jacobi é uma função da

forma:

ϑ(z, τ) =
∞∑

n=−∞
e(πin2τ+2πinz)

Em que z e τ são variáveis complexas com a parte imaginária de τ positiva. Quando

z = 0 e τ = iu, a função Theta de Jacobi torna-se

φ(u) =
∞∑

n=−∞
e−πn

2u (90)

que é justamente a função encontrada na Proposição 4.4. Na qual possui a seguinte

equação funcional

φ(u) =
1√
u
φ(

1

u
)

que foi utilizada na demonstração da equação funcional da função Zeta e será demons-

trada, utilizando a fórmula do somatório de Poisson e transformada de Fourier da função

f(x) = e−πx
2a.

D.2 Fórmula do Somatório de Poisson

Seja f(x) uma função suave, ou seja, infinitamente diferenciável e que tende a zero

quando x tende ao infinito. A fórmula do somatório de Poisson é a relação de igualdade

entre as duas séries a seguir

∞∑

n=−∞
F (n) =

∞∑

n=−∞
F̂ (n). (91)
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Em que F̂ é a transformada de Fourier de F . Para demonstrar a equação (91) vamos

definir a seguinte equação

G(v) =
∞∑

n=−∞
F (n+ v). (92)

Observe que

G(v + 1) =
∞∑

n=−∞
F (n+ (v + 1)) =

∞∑

n=−∞
F ((n+ 1) + v).

Como n varia de −∞ até ∞, adicionar 1 não faz diferença, portanto G(v + 1) = G(v).

Assim, G(v) é uma função periódica de peŕıodo 1 e, portanto, podemos escrever sua série

de Fourier da seguinte forma

G(v) =
∞∑

n=−∞
Cme

2πimv. (93)

Em que Cm é o coeficiente de Fourier

Cm =

∫ 1

0

G(v)e−2πimvdv.

Substituindo G(v) pela equação (92)

Cm =

∫ 1

0

∞∑

n=−∞
F (n+ v)e−2πimvdv

=
∞∑

n=−∞

∫ 1

0

F (n+ v)e−2πimvdv.

Fazendo a alteração de variável n+ v = x (dv = dx), temos

Cm =
∞∑

n=−∞

∫ n+1

n

F (x)e−2πim(x−n)dx

=

∫ ∞

n=−∞
F (x)e−2πim(x)e2πim(n)dx.

Observe que e2πim(n) = cos (2πmn) + isen(2πmn) = 1. Assim,

Cm =

∫ ∞

n=−∞
F (x)e−2πimxdx.
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A equação acima é justamente a transformada de Fourier da função F (x), logo Cm = F̂ (m)

e podemos escrever pelas equações (92) e (93) a seguinte expressão

G(v) =
∞∑

n=−∞
F (n+ v) = G(v) =

∞∑

m=−∞
F̂ (m)e2πimv.

que também é válida para v = 0:

∞∑

n=−∞
F (n) =

∞∑

m=−∞
F̂ (m).

D.3 Transformada de Fourier da f(x) = e−πx
2a

Nessa seção vamos mostrar que

F(e−πx
2a) =

1√
a
e−π

u2

a .

Para mostrar a equação acima, vamos mostrar que a transformada de Fourier a função

g(x) = e−πx
2

é igual a própria função, ou seja, ĝ(u) = e−πu
2
. Pela definição da transfor-

mada de Fourier vista na equação (82), temos

F(e−πx
2

) =

∫ ∞

−∞
e−πx

2

e−2πixudx.

Queremos mostrar que

∫ ∞

−∞
e−πx

2

e−2πixudx = e−πu
2

.

Dividindo por e−πu
2
:

eπu
2

∫ ∞

−∞
e−πx

2

e−2πixudx = 1.

Como eπu
2

é constante em relação a variável x, temos

∫ ∞

−∞
eπu

2

e−πx
2

e−2πixudx = 1.

Assim, podemos escrever o expoente da exponencial da seguinte forma

∫ ∞

−∞
e−π(x2+2ixu+(iu)2)dx = 1.
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Observe que o expoente da exponencial pode ser escrito como um quadrado:

∫ ∞

−∞
e−π(x+iu)2dx = 1.

Queremos mostrar que a integral do lado esquerdo é constante igual a 1. Vamos calcular

a derivada em relação a u abaixo

∂

∂u

∫ ∞

−∞
e−π(x+iu)2dx =

∫ ∞

−∞

( ∂
∂u
e−π(x+iu)2

)
dx. (94)

Observe que

∂

∂u
e−π(x+iu)2 = −i2π(x+ iu)e−π(x+iu)2 .

∂

∂x
e−π(x+iu)2 = −2π(x+ iu)e−π(x+iu)2 .

Assim, temos que

∂

∂u
e−π(x+iu)2 = i

∂

∂x
e−π(x+iu)2 .

Voltando para a equação (94)

∂

∂u

∫ ∞

−∞
e−π(x+iu)2dx = i

∫ ∞

−∞

( ∂
∂x
e−π(x+iu)2

)
dx

= i
[
e−π(x+iu)2

]∞
−∞

= i[0− 0] = 0.

Logo,

∂

∂u

∫ ∞

−∞
e−π(x+iu)2dx = 0.

Portanto, a expressão
∫∞
−∞ e

−π(x+iu)2dx é uma constante. Falta provarmos que, de fato,

essa constante vale 1. Vejamos quanto vale a integral para u = 0

∫ ∞

−∞
e−π(x+iu)2dx =

∫ ∞

−∞
e−πx

2

dx.

Seja

I =

∫ ∞

−∞
e−πx

2

dx.
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Observe que I > 0, pois e−πx
2
> 0,∀x ∈ R. Vamos calcular, inicialmente, I2:

I2 =

∫ ∞

−∞
e−πx

2

dx

∫ ∞

−∞
e−πy

2

dy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−πx

2

e−πy
2

dxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−π(x2+y2)dxdy.

Utilizando coordenadas polares x = r cos θ e y = rsenθ. Assim temos

x2 + y2 = r2.

Além disso,

dxdy =
∣∣∣∂(x, y)

∂(θ, r)

∣∣∣dθdr

=
∣∣∣∂x
∂θ

∂y

∂r
− ∂x

∂r

∂y

∂θ

∣∣∣dθdr

= | − rsenθsenθ − cos θr cos θ|dθdr
= rdθdr.

Assim, temos que

I2 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−π(x2+y2)dxdy

=

∫ 2π

0

∫ ∞

0

e−πr
2

dθdr

=

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

e−πr
2

= [θ]2π0

[−1

2π
e−πr

2
]∞

0

= [2π − 0]
[
0− (−1)

2π

]

= 1.

Como I > 0, temos que I = 1. Logo, conclúımos que o valor da constante é 1 e vale que

∫ ∞

−∞
e−π(x+iu)2dx = 1.

Ou seja,

F(e−πx
2

) = e−πu
2

. (95)
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Estamos buscando o valor de F(e−πx
2a) o qual podemos escrever da seguinte forma

mais conveniente para aplicar a transformada de Fourier

F(e−πx
2a) = F(e−π(x

√
a)

2

)

=

∫ ∞

−∞
e−π(x

√
a)

2

e−2πixudx.

Fazendo a mudança de variável v = x
√
a (dx = dv/

√
a), temos

F(e−πx
2a) =

∫ ∞

−∞
e−πv

2

e
−2πi v√

a
u dv√

a

=
1√
a

∫ ∞

−∞
e−πv

2

e
−2πiv u√

adv.

Definindo t = u/
√
a, temos

F(e−πx
2a) =

1√
a

∫ ∞

−∞
e−πv

2

e−2πivtdv.

A integral do lado direito é justamente a transformada de Fourier da função e−πv
2
, por-

tanto

F(e−πx
2a) =

1√
a
F(e−πv

2

).

Conforme vimos em (95) que

F(e−πv
2

) = e−πt
2

.

Assim,

F(e−πx
2a) =

1√
a
e−πt

2

.

Voltando para a variável u pela relação t = u/
√
a, chegamos que

F(e−πx
2a) =

1√
a
e
−π( u√

a
)2
. (96)
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D.4 A Equação Funcional da Função Theta de Jacobi

Voltando para definição da função φ(a) vista na equação (90)

φ(a) =
∞∑

n=−∞
e−πn

2a.

Aplicando a Fórmula do Somatório de Poisson, temos

φ(a) =
∞∑

n=−∞
e−πn

2a

=
∞∑

n=−∞
F(e−πn

2a).

Utilizando agora a equação (96):

φ(a) =
∞∑

n=−∞
F(e−πn

2a)

=
∞∑

m=−∞

1√
a
e−π(m

2

a
)

=
1√
a

∞∑

m=−∞
e−π(m

2

a
)

=
1√
a
φ(

1

a
).

Portanto, mostramos a equação funcional da função φ:

φ(a) =
1√
a
φ(

1

a
).
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APÊNDICE E – As Equações Funcionais da Função Gama - Duplicação de Legendre

e Reflexão de Euler

Como citado na Seção 4.5 foram utilizadas duas equações funcionais de Gama as

quais serão demonstradas a seguir.

E.1 A Função Beta e a Prova da Fórmula de Duplicação de Legendre

A fórmula de duplicação de Legendre foi definida na equação (38) e pode ser

reescrita da seguinte forma:

Γ(2s) =
22s−1

√
π

Γ(s)Γ(s+ 1/2).

Para demonstrar a equação acima vamos introduzir a função beta B(x, y):

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt. (97)

Em que x e y são números complexos com partes reais positivas (Re(x) > 0 e Re(y) > 0).

A função beta e a Gama tem a seguinte relação:

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
. (98)

A demonstração da relação acima pode ser verificada começando com a definição de Gama:

Γ(x) =

∫ ∞

0

ux−1e−udu.

Escrevendo o produto Γ(x)Γ(y):

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞

0

ux−1e−udu

∫ ∞

0

vy−1e−vdv

=

∫ ∞

u=0

∫ ∞

v=0

e−(u+v)ux−1vy−1dvdu.

Fazendo a mudança de variável u = zt e v = z − zt = z(1 − t). Quando t = 0,

temos u = 0 e quando t tende a 1 e z tende a infinito, u tende ao infinito. Para a variável

v, quando t = 1, temos v = 0; e quando t tende a zero e z tende a infinito, temos v tende
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ao infinito. Assim, podemos reescrever a integral acima como

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞

z=0

∫ 1

t=0

e−zt−(z−zt)(zt)x−1(z − zt)y−1|J(t, z)|dtdz. (99)

Em que J(x, y) é chamado de Jacobiano cujo o módulo é dado por:

|J(x, y)| =
∣∣∣∂(u, v)

∂(t, z)

∣∣∣ =
∣∣∣∂u
∂t

∂v

∂z
− ∂u

∂z

∂v

∂t

∣∣∣ = |z(1− t)− t(z)| = |z| = z.

Assim, substituindo na equação (99) e simplificando:

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞

z=0

∫ 1

t=0

e−zzx+y−1tx−1(1− t)y−1dtdz.

Separando nas duas integrais:

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞

z=0

e−zzx+y−1dz

∫ 1

t=0

tx−1(1− t)y−1dt.

Agora, perceba que a primeira integral é justamente a definição de Gama para (x +

y), enquanto a segunda integral é a definição de B(x, y). Logo, chegamos no resultado

esperado na equação (98):

Γ(x)Γ(y) = Γ(x+ y)B(x, y).

Voltando para a definição de beta na equação (97), fazendo x = y = s, temos

B(s, s) =

∫ 1

0

ts−1(1− t)s−1dt.

Fazendo a mudança de variável t = (1 + p)/2 (dt = dp/2). Quando t = 0, temos p = −1

e quando t = 1, temos p = 1. Assim, chegamos em

B(s, s) =

∫ 1

−1

(1 + p

2

)s−1(
1− 1 + p

2

)s−1dp

2
.

Simplificando, temos que

B(s, s) =
1

2s−1

1

2s−1

1

2

∫ 1

−1

(1 + p)s−1(1− p)s−1dp

= 22−2s1

2

∫ 1

−1

(1− p2)s−1dp.
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Como tempos (1− p2) = (1− (−p)2), a integral pode ser escrita como:

B(s, s) = 22−2s1

2
2

∫ 1

0

(1− p2)s−1dp

= 22−2s

∫ 1

0

(1− p2)s−1dp.

Alterando a variável novamente para p =
√
q (dp = 1/2q−1/2dq). Observe que os limites

de integração não se alteram, assim temos

B(s, s) = 22−2s

∫ 1

0

(1− q)s−1 1

2
q−

1
2dq.

Que pode ser simplificado para

B(s, s) = 21−2s

∫ 1

0

q−
1
2 (1− q)s−1dq.

Observe que a integral do lado direito pela definição de beta da equação (97) para

B(1/2, s):

B(s, s) = 21−2sB(
1

2
, s).

Usando a relação de beta e Gama na equação (98) para x = y = s e utilizando a equação

acima, temos

Γ(s)Γ(s)

Γ(s+ s)
= B(s, s) = 21−2sB(

1

2
, s).

Simplificando e calculando Γ(2s):

Γ(2s) =
22s−1

Γ(1
2
)

Γ(s)Γ(s+
1

2
). (100)

Para finalizar a demonstração da fórmula de duplicação de Legendre precisamos calcular o

valor de Γ(1/2). Para isso vamos usar a fórmula de reflexão de Euler que será demonstrada

na próxima seção. No entanto, conforme veremos vamos utilizar apenas a forma descrita

na equação (100), portanto não há problemas em utilizá-la. Recordando a fórmula de

reflexão de Euler vista na equação (37):

Γ(s)Γ(1− s) =
π

sen(πs)
.
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Fazendo s = 1/2, temos

Γ
(1

2

)2

=
π

sen(π
2
)
.

e chegamos no resultado

Γ
(1

2

)
=
√
π.

O que nos leva, finalmente, na expressão final a partir da equação (100):

Γ(2s) =
22s−1

√
π

Γ(s)Γ(s+
1

2
).

E.2 A Prova da Fórmula de Reflexão de Euler

Relembrando da fórmula de reflexão de Euler vista na equação (37):

Γ(s)Γ(1− s) =
π

senπs
.

A demonstração apresentada aqui foi encontrada em (ARTIN; BUTLER, 1964). Vamos

definir a seguinte função:

ϕ(s) = Γ(s)Γ(1− s)sen(πs). (101)

O objetivo é mostrar que essa função é constante (e igual a π) Calculando o valor

em (s+ 1):

ϕ(s+ 1) = Γ(s+ 1)Γ(−s)[−sen(πs)]. (102)

Relembrando a equação funcional de Gama (25):

Γ(s+ 1) = sΓ(s). (103)

que vale também para o valor (−s)

Γ(−s+ 1) = (−s)Γ(−s).

Assim,

Γ(−s) = −Γ(1− s)
s

. (104)
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Substituindo as equações (104), (103) em (102), temos

ϕ(s+ 1) = [sΓ(s)][−Γ(1− s)
s

][−sen(πs)]

= Γ(s)Γ(1− s)sen(πs).

Observe que do lado direito temos justamente a equação (101) da definição de ϕ(s):

ϕ(s+ 1) = ϕ(s). (105)

A equação (105) nos diz que a função ϕ(s) é uma função periódica de peŕıodo 1.

Agora, vamos utilizar a equação vista na seção na demonstração da fórmula de

duplicação de Legendre (100):

Γ(2s) =
22s−1

Γ(1
2
)

Γ(s)Γ
(
s+

1

2

)
.

Seja b = 2Γ(1/2), assim podemos escrever:

b2−2sΓ(2s) = Γ(s)Γ
(
s+

1

2

)
.

Escrevendo a expressão acima para s/2:

b2−sΓ(s) = Γ
(s

2

)
Γ
(s+ 1

2

)
. (106)

Escrevendo a equação acima para (1− s):

b2s−1Γ(1− s) = Γ
(1− s

2

)
Γ
(

1− s

2

)
. (107)

Voltando para função ϕ(s) e calculando a seguinte expressão:

ϕ
(s

2

)
ϕ
(s+ 1

2

)
=
[
Γ
(s

2

)
Γ
(

1− s

2

)
sen
(πs

2

)][
Γ
(s+ 1

2

)
Γ
(

1− s+ 1

2

)
sen
(
π
s+ 1

2

)]

= Γ
(s

2

)
Γ
(

1− s

2

)
sen
(πs

2

)
Γ
(s+ 1

2

)
Γ
(1− s

2

)
cos
(πs

2

)
.

Utilizando as equações (106) e (107) e utilizando a relação trigonométrica 2sen(πs/2) cos(πs/2) =

sen(πs), temos

ϕ
(s

2

)
ϕ
(s+ 1

2

)
=
[
b2−sΓ(s)

][
b2s−1Γ(1− s)

]1

2
sen(πs)

=
b2

4
Γ(s)Γ(1− s)sen(πs).
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Chamando a constante b2/4 = c e usando a definição de ϕ(s) em (101), obtemos

ϕ
(s

2

)
ϕ
(s+ 1

2

)
= cϕ(s).

Aplicando o logaritmo:

lnϕ
(s

2

)
+ lnϕ

(s+ 1

2

)
= ln c+ lnϕ(s).

Sejam u = s/2 e v = (s+ 1)/2, temos

lnϕ(u) + lnϕ(v) = ln c+ lnϕ(s).

Derivando em relação a s:

d[lnϕ(u)]

du

du

ds
+
d[lnϕ(v)]

dv

dv

ds
= 0 +

d[lnϕ(s)]

ds
.

Temos pela definição que du/ds = dv/ds = 1/2, assim

1

2

[d[lnϕ(u)]

du
+
d[lnϕ(v)]

dv

]
=
d[lnϕ(s)]

ds
.

Derivando mais uma vez em relação a s:

1

2

[d2[lnϕ(u)]

du2

du

ds
+
d2[lnϕ(v)]

dv2

dv

ds

]
=
d2[lnϕ(s)]

ds2
.

Novamente usando que du/ds = dv/ds = 1/2, podemos escrever

1

4

[d2[lnϕ(u)]

du2
+
d2[lnϕ(v)]

dv2

]
=
d2[lnϕ(s)]

ds2
. (108)

Defina uma nova função g(s) da seguinte forma

g(s) =
d2[lnϕ(s)]

ds2
.

Substitua na equação (108) e voltando com as definições de u = s/2 e v = (s + 1)/2,

temos

1

4

[
g
(s

2

)
+ g
(s+ 1

2

)]
= g(s).

Como ϕ(s) é periódica, as funções lnϕ(s) e g(s) também são periódicas (e cont́ınuas).

Assim, a função g(s) é limitada por um valor M , tal que |g(s)| ≤M . Portanto

g(s) =
1

4

[
g
(s

2

)
+ g
(s+ 1

2

)]
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|g(s)| ≤ 1

4

∣∣∣g
(s

2

)∣∣∣+
1

4

∣∣∣g
(s+ 1

2

)∣∣∣.

Logo, conclúımos

|g(s)| ≤ M

2
.

Podemos repetir esse processo indefinidamente, em cada etapa dividindo o valor pela

metade. Assim conclúı-se que g(s) deve ser zero. Como esta função é a segunda derivada

de logϕ(s), temos que a função logϕ(s) é linear. No entanto, como essa função é também

periódica, devemos ter que a g(s) na verdade é uma função constante. Para encontrar

esse valor vamos utilizar a definição de (101):

ϕ(s) = Γ(s)Γ(1− s)sen(πs).

e também da equação funcional de Gama vista em (25):

Γ(s) =
Γ(s+ 1)

s
.

Sabemos pela equação (75) que a expansão de Taylor da função seno é dada por:

sen(πs) = πs− (πs)3

3!
+

(πs)5

5!
− . . . .

Substituindo Γ(s) e a expansão de Taylor de senπs na definição de ϕ(s), temos

ϕ(s) =
Γ(s+ 1)

s
Γ(1− s)

(
πs− (πs)3

3!
+

(πs)5

5!
− . . .

)

= Γ(s+ 1)Γ(1− s)(π − (πs)2

3!
+

(πs)4

5!
− . . .

)
.

Fazendo s = 0

ϕ(s) = Γ(1)Γ(1)(π − 0 + 0− . . . ) = π.

Logo a função constante possui valor ϕ(s) = π como queŕıamos verificar. Finalmente,

chegamos na fórmula da reflexão de Euler

Γ(s)Γ(1− s) =
π

sen(πs)
.
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APÊNDICE F – Cálculo da Integral 1
2πi

∫ a+i∞
a−i∞

ys

s
ds (y > 0, a > 0)

Durante a Seção 7.2, especificamente na equação (64) foi utilizado o seguinte re-

sultado

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

ys

s
ds =





0, se 0 < y < 1,

1/2, se y = 1,

1, se y > 1,

que será demonstrada nos casos a seguir.

F.1 Caso 1: 0 < y < 1

Vamos calcular a integral no contorno fechado mostrado na Figura 22.

Figura 22 - Contorno da integral quando 0 < y < 1

Fonte: (ARWASHAN, 2021)

O integrando tem um polo quando s = 0 que está fora do domı́nio de interesse,

então pelo teorema do reśıduo temos que

∫ a+ih

a−ih

ys

s
ds+

∫ k+ih

a+ih

ys

s
ds+

∫ k−ih

k+ih

ys

s
ds+

∫ a−ih

k−ih

ys

s
ds = 0.
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Isolando o primeiro termo e invertendo os limites de integração dos últimos dois termos:

∫ a+ih

a−ih

ys

s
ds = −

∫ k+ih

a+ih

ys

s
ds+

∫ k+ih

k−ih

ys

s
ds+

∫ k−ih

a−ih

ys

s
ds. (109)

Observe o segundo termo do lado direito, podemos escrever s = k+ it, com t variando no

intervalo [−h, h], enquanto o integrando ys/s torna-se:

yk+it

k + it
=
yk(cos (k log y)) + isen(k log y))

k + it

A magnitude do numerador é menor ou igual a yk, enquanto o denominador é maior ou

igual a k, assim podemos escrever:

∣∣∣ y
k+it

k + it

∣∣∣ ≤ yk

k
.

Usando a desigualdade ML vista em B.5.1:

∣∣∣
∫ k+ih

k−ih

ys

s
ds
∣∣∣ ≤ yk

k
2h. (110)

Verificando agora a primeira integral do lado direito da equação (109) cujos os

limites de integração vai de a + ih até k + ih. Assim o caminho pode ser escrito como

γ(σ) = σ + ih com γ′(σ) = 1. Utilizando a fórmula da integral complexa vista em B.5,

temos

∫ k+ih

a+ih

ys

s
ds =

∫ k

a

yσ+ih

σ + ih
(1)dσ.

Como temos |σ + ih| ≥ h e |yσ+ih| ≥ yσ

∣∣∣
∫ k+ih

a+ih

ys

s
ds
∣∣∣ ≤

∣∣∣
∫ k

a

yσ

h
dσ
∣∣∣ =

∣∣∣
[ yσ

h log y

]k
a

=
|yk − ya|
h| log y| .

Assim,

∣∣∣
∫ k+ih

a+ih

ys

s
ds
∣∣∣ ≤ |y

k − ya|
h| log y| . (111)

O mesmo resultado pode ser obtido para a terceira integral do lado direito da

equação (109). Voltando para esta equação, substituindo os resultados encontrados em

(110) e (111), temos que

∣∣∣
∫ a+ih

a−ih

ys

s
ds
∣∣∣ ≤ yk

k
2h+ 2

|yk − ya|
h| log y| .
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No caso 0 < y < 1, temos que ao fazer k tender ao infinito, yk tende a zero. Assim,

∣∣∣
∫ a+ih

a−ih

ys

s
ds
∣∣∣ ≤ 2

ya

h| log y| .

Quando h tende ao infinito, temos

∣∣∣
∫ a+i∞

a−i∞

ys

s
ds
∣∣∣ ≤ 0.

Portanto,

∫ a+i∞

a−i∞

ys

s
ds = 0.

Logo, chegamos que

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

ys

s
ds = 0.

F.2 Caso 2: y = 1

Nesse caso, a integral em questão torna-se:

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

ys

s
ds = lim

h→∞

1

2πi

∫ a+ih

a−ih

1

s
ds

=
1

2πi
lim
h→∞

[log s]a+ih
a−ih

=
1

2πi
lim
h→∞

[log (a+ ih)− log (a− ih)].

O qual pela definição de logaritmo complexo visto em B.4, temos

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

ys

s
ds =

1

2πi
lim
h→∞

{[
log (
√
a2 + h2) + i

(
arctg

h

a

)]
−

[
log (

√
a2 + (−h)2) + i

(
arctg

−h
a

)]}
.

Simplificando, temos

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

ys

s
ds =

1

2πi
lim
h→∞

{[
i
(

arctg
h

a

)]
−
[
i
(

arctg
−h
a

)]}
.

Utilizando o ramo principal da função logaritmo, quando h tende ao infinito, temos
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arctg (h/a) tendendo a π/2. Assim,

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

ys

s
ds =

1

2πi

{[
i
(π

2

)]
−
[
i
(−π

2

)]}

=
1

2πi
{iπ}.

Logo, chegamos que

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

ys

s
ds =

1

2
.

F.3 Caso 3: y > 1

Nesse caso será feita uma abordagem similar a feita no primeiro caso. No entanto,

vamos escolher um contorno fechado incluindo o poço (s = 0) como mostra a Figura 23.

Pelo teorema dos reśıduos visto na Seção B.6 a integral no contorno fechado acima (no

Figura 23 - Contorno fechado para y > 1.

Fonte: (ARWASHAN, 2021)

sentido anti-horário) torna-se igual ao valor do reśıduo (nesse caso, y0 = 1 multiplicado
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por 2πi. Assim, podemos escrever

∫ a+ih

a−ih

ys

s
ds+

∫ −k+ih

a+ih

ys

s
ds+

∫ −k−ih

−k+ih

ys

s
ds+

∫ a−ih

−k−ih

ys

s
ds = 2πi. (112)

Rearranjando os termos e alterando os limites de integração das últimas duas integrais:

∫ a+ih

a−ih

ys

s
ds− 2πi = −

∫ −k+ih

a+ih

ys

s
ds+

∫ −k+ih

−k−ih

ys

s
ds+

∫ −k−ih

a−ih

ys

s
ds. (113)

Utilizando os mesmos passos feito no primeiro caso podemos encontrar uma equação

similar a (110), mas trocando o k por −k:

∣∣∣
∫ −k+ih

−k−ih

ys

s
ds
∣∣∣ ≤ y−k

k
2h.

De forma análoga ao que foi feito no primeiro caso também para a equação (111), temos

para a primeira integral do lado direito da equação (113):

∣∣∣
∫ −k+ih

a−ih

ys

s
ds
∣∣∣ ≤ |y

−k − ya|
h| log y| .

E o mesmo resultado acima vale também para a terceira integral da equação (113). Assim,

da equação (113), temos

∣∣∣
∫ a+ih

a−ih

ys

s
ds− 2πi

∣∣∣ ≤ y−k

k
2h+ 2

|y−k − ya|
h| log y| .

Se k tender ao infinito para y > 1, então y−k tende a zero:

∣∣∣
∫ a+ih

a−ih

ys

s
ds− 2πi

∣∣∣ ≤ 2
ya

h log y
.

Agora fazendo h tender ao infinito, temos

∣∣∣
∫ a+ih

a−ih

ys

s
ds− 2πi

∣∣∣ ≤ 0.

Assim,

∫ a+ih

a−ih

ys

s
ds = 2πi.
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Logo, chegamos que

1

2πi

∫ a+ih

a−ih

ys

s
ds = 1.

O que completa o cálculo da integral descrita.
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ANEXO A – Artigo Riemann

Nesse anexo está dispońıvel o artigo de Riemann traduzido do alemão para o inglês

encontrado no livro Edwards (2001).
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ANEXO B – Descrição Oficial do Problema

Nesse anexo está dispońıvel a descrição oficial do problema encontrada no site do

Clay Institute



Problems of the Millennium: the Riemann Hypothesis

E. Bombieri

I. The problem. The Riemann zeta function is the function of the complex
variable s , defined in the half-plane1 �(s) > 1 by the absolutely convergent series

ζ(s) :=

∞∑

n=1

1

ns
,

and in the whole complex plane C by analytic continuation. As shown by Riemann,
ζ(s) extends to C as a meromorphic function with only a simple pole at s = 1,
with residue 1, and satisfies the functional equation

π−s/2 Γ(
s

2
) ζ(s) = π−(1−s)/2 Γ(

1− s
2
) ζ(1− s). (1)

In an epoch-making memoir published in 1859, Riemann [Ri] obtained an ana-
lytic formula for the number of primes up to a preassigned limit. This formula is
expressed in terms of the zeros of the zeta function, namely the solutions ρ ∈ C of
the equation ζ(ρ) = 0.
In this paper, Riemann introduces the function of the complex variable t defined

by

ξ(t) =
1

2
s(s− 1)π−s/2Γ(

s

2
) ζ(s)

with s = 1
2+it , and shows that ξ(t) is an even entire function of t whose zeros have

imaginary part between −i/2 and i/2. He further states, sketching a proof, that in
the range between 0 and T the function ξ(t) has about (T/2π) log(T/2π)− T/2π
zeros. Riemann then continues: “Man findet nun in der That etwa so viel reelle
Wurzeln innerhalb dieser Grenzen, und es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln
reell sind.”, which can be translated as “Indeed, one finds between those limits
about that many real zeros, and it is very likely that all zeros are real.”
The statement that all zeros of the function ξ(t) are real is the Riemann hy-

pothesis.
The function ζ(s) has zeros at the negative even integers −2,−4, . . . and one

refers to them as the trivial zeros. The other zeros are the complex numbers 1
2 + iα

where α is a zero of ξ(t). Thus, in terms of the function ζ(s), we can state

Riemann hypothesis. The nontrivial zeros of ζ(s) have real part equal to 1
2 .

In the opinion of many mathematicians the Riemann hypothesis, and its exten-
sion to general classes of L -functions, is probably today the most important open
problem in pure mathematics.

II. History and significance of the Riemann hypothesis. For references
pertaining to the early history of zeta functions and the theory of prime numbers,
we refer to Landau [La] and Edwards [Ed].

1 We denote by �(s) and �(s) the real and imaginary part of the complex variable s . The use
of the variable s is already in Dirichlet’s famous work of 1837 on primes in arithmetic progression.
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The connection between prime numbers and the zeta function, by means of the
celebrated Euler product

ζ(s) =
∏

p

(1− p−s)−1

valid for �(s) > 1, appears for the first time in Euler’s book Introductio in Analysin
Infinitorum, published in 1748. Euler also studied the values of ζ(s) at the even
positive and the negative integers, and he divined a functional equation, equivalent
to Riemann’s functional equation, for the closely related function

∑
(−1)n−1/ns

(see the interesting account of Euler’s work in Hardy’s book [Hard]).
The problem of the distribution of prime numbers received attention for the first

time with Gauss and Legendre, at the end of the eighteenth century. Gauss, in a
letter to the astronomer Hencke in 1849, stated that he had found in his early years
that the number π(x) of primes up to x is well approximated by the function2

Li(x) =

∫ x

0

dt

log t
.

In 1837, Dirichlet proved his famous theorem of the existence of infinitely many
primes in any arithmetic progression qn+a with q and a positive coprime integers.
On May 24, 1848, Tchebychev read at the Academy of St. Petersburg his first

memoir on the distribution of prime numbers, later published in 1850. It contains
the first study of the function π(x) by analytic methods. Tchebychev begins by
taking the logarithm of the Euler product, obtaining3

−
∑

p

log(1 − 1

ps
) + log(s− 1) = log

(
(s− 1)ζ(s)

)
, (2)

which is his starting point.
Next, he proves the integral formula

ζ(s)− 1− 1

s− 1 =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

(
1

ex − 1 − 1

x
) e−xxs−1 dx, (3)

out of which he deduces that (s−1)ζ(s) has limit 1, and also has finite derivatives
of any order, as s tends to 1 from the right. He then observes that the derivatives
of any order of the left-hand side of (2) can be written as a fraction in which the
numerator is a polynomial in the derivatives of (s − 1)ζ(s), and the denominator
is an integral power of (s− 1)ζ(s), from which it follows that the left-hand side of
(2) has finite derivatives of any order, as s tends to 1 from the right. From this,
he is able to prove that if there is an asymptotic formula for π(x) by means of a
finite sum

∑
akx/(log x)

k , up to an order O(x/(log x)N ), then ak = (k − 1)! for
k = 1, . . . , N −1. This is precisely the asymptotic expansion of the function Li(x),
thus vindicating Gauss’s intuition.
A second paper by Tchebychev gave rigorous proofs of explicit upper and lower

bounds for π(x), of the correct order of magnitude. Here, he introduces the count-
ing functions

ϑ(x) =
∑

p≤x

log p , ψ(x) = ϑ(x) + ϑ( 2
√
x) + ϑ( 3

√
x) + . . .

2 The integral is a principal value in the sense of Cauchy.
3 Tchebychev uses 1 + ρ in place of our s . We write his formulas in modern notation.
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and proves the identity4 ∑

n≤x

ψ(
x

n
) = log [x]! .

From this identity, he finally obtains numerical upper and lower bounds for ψ(x),
ϑ(x) and π(x).
Popular variants of Tchebychev’s method, based on the integrality of suitable

ratios of factorials, originate much later and cannot be ascribed to Tchebychev.
Riemann’s memoir on π(x) is really astonishing for the novelty of ideas intro-

duced. He first writes ζ(s) using the integral formula, valid for �(s) > 1:

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

e−x

1− e−x
xs−1 dx, (4)

and then deforms the contour of integration in the complex plane, so as to obtain
a representation valid for any s . This gives the analytic continuation and the
functional equation of ζ(s). Then he gives a second proof of the functional equation
in the symmetric form (1), introduces the function ξ(t) and states some of its
properties as a function of the complex variable t .
Riemann continues by writing the logarithm of the Euler product as an integral

transform, valid for �(s) > 1:

1

s
log ζ(s) =

∫ ∞

1

∏
(x)x−s−1 dx (5)

where
∏
(x) = π(x) +

1

2
π( 2

√
x) +

1

3
π( 3

√
x) + . . . .

By Fourier inversion, he is able to express
∏
(x) as a complex integral, and compute

it using the calculus of residues. The residues occur at the singularities of log ζ(s)
at s = 1 and at the zeros of ζ(s). Finally an inversion formula expressing π(x) in
terms of

∏
(x) yields Riemann’s formula.

This was a remarkable achievement which immediately attracted much attention.
Even if Riemann’s initial line of attack may have been influenced by Tchebychev
(we find several explicit references to Tchebychev in Riemann’s unpublished Nach-
lass5) his great contribution was to see how the distribution of prime numbers is
determined by the complex zeros of the zeta function.
At first sight, the Riemann hypothesis appears to be only a plausible interesting

property of the special function ζ(s), and Riemann himself seems to take that view.
He writes: “Hiervon wäre allerdings ein strenger Beweis zu wünschen; ich habe
indess die Aufsuchung desselben nach einigen flüchtigen vergeblichen Versuchen
vorläufig bei Seite gelassen, da er für den nächsten Zweck meiner Untersuchung
entbehrlich schien.”, which can be translated as “Without doubt it would be desir-
able to have a rigorous proof of this proposition; however I have left this research
aside for the time being after some quick unsuccessful attempts, because it appears
to be unnecessary for the immediate goal of my study.”

4 Here [x] denotes the integral part of x .
5 The Nachlass consists of Riemann’s unpublished notes and is preserved in the mathematical

library of the University of Göttingen. The part regarding the zeta function was analyzed in depth
by C.L. Siegel [Sie].
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On the other hand, one should not draw from this comment the conclusion that
the Riemann hypothesis was for Riemann only a casual remark of minor interest.
The validity of the Riemann hypothesis is equivalent to saying that the deviation
of the number of primes from the mean Li(x) is

π(x) = Li(x) +O
(√
x log x

)
;

the error term cannot be improved by much, since it is known to oscillate in both
directions to order at least Li(

√
x) log log log x (Littlewood). In view of Riemann’s

comments at the end of his memoir about the approximation of π(x) by Li(x), it
is quite likely that he saw how his hypothesis was central to the question of how
good an approximation to π(x) one may get from his formula.
The failure of the Riemann hypothesis would create havoc in the distribution of

prime numbers. This fact alone singles out the Riemann hypothesis as the main
open question of prime number theory.
The Riemann hypothesis has become a central problem of pure mathematics, and

not just because of its fundamental consequences for the law of distribution of prime
numbers. One reason is that the Riemann zeta function is not an isolated object,
rather is the prototype of a general class of functions, called L-functions, associated
with algebraic (automorphic representations) or arithmetical objects (arithmetic
varieties); we shall refer to them as global L-functions. They are Dirichlet series
with a suitable Euler product, and are expected to satisfy an appropriate functional
equation and a Riemann hypothesis. The factors of the Euler product may also
be considered as some kind of zeta functions of a local nature, which also should
satisfy an appropriate Riemann hypothesis (the so-called Ramanujan property).
The most important properties of the algebraic or arithmetical objects underlying
an L -function can or should be described in terms of the location of its zeros and
poles, and values at special points.
The consequences of a Riemann hypothesis for global L -functions are important

and varied. We mention here, to indicate the variety of situations to which it can
be applied, an extremely strong effective form of Tchebotarev’s density theorem
for number fields, the non-trivial representability of 0 by a non-singular cubic form
in 5 or more variables (provided it satisfies the appropriate necessary congruence
conditions for solubility, Hooley), and Miller’s deterministic polynomial time pri-
mality test. On the other hand, many deep results in number theory which are
consequences of a general Riemann hypothesis can be shown to hold independently
of it, thus adding considerable weight to the validity of the conjecture.
It is outside the scope of this article even to outline the definition of global L -

functions, referring instead to Iwaniec and Sarnak [IS] for a survey of the expected
properties satisfied by them; it suffices here to say that the study of the analytic
properties of these functions presents extraordinary difficulties.
Already the analytic continuation of L -functions as meromorphic or entire func-

tions is known only in special cases. For example, the functional equation for the
L -function of an elliptic curve over Q and for its twists by Dirichlet characters is an
easy consequence of, and is equivalent to, the existence of a parametrization of the
curve by means of modular functions for a Hecke group Γ0(N); the real difficulty
lies in establishing this modularity. No one knows how to prove this functional
equation by analytic methods. However the modularity of elliptic curves over Q
has been established directly, first in the semistable case in the spectacular work
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of Wiles [Wi] and Taylor and Wiles [TW] leading to the solution of Fermat’s Last
Theorem, and then in the general case in a recent preprint by Breuil, Conrad,
Diamond and Taylor.
Not all L -functions are directly associated to arithmetic or geometric objects.

The simplest example of L -functions not of arithmetic/geometric nature are those
arising from Maass waveforms for a Riemann surface X uniformized by an arith-
metic subgroup Γ of PGL(2,R). They are pull-backs f(z), to the universal cov-
ering space �(z) > 0 of X , of simultaneous eigenfunctions for the action of the
hyperbolic Laplacian and of the Hecke operators on X .
The most important case is again the group Γ0(N). In this case one can intro-

duce a notion of primitive waveform, analogous to the notion of primitive Dirichlet
character, meaning that the waveform is not induced from another waveform for a
Γ0(N

′) with N ′ a proper divisor of N . For a primitive waveform, the action of
the Hecke operators Tn is defined for every n and the L -function can be defined
as

∑
λf (n)n

−s where λf (n) is the eigenvalue of Tn acting on the waveform f(z).
Such an L -function has an Euler product and satisfies a functional equation anal-
ogous to that for ζ(s). It is also expected that it satisfies a Riemann hypothesis.
Not a single example of validity or failure of a Riemann hypothesis for an L -

function is known up to this date. The Riemann hypothesis for ζ(s) does not seem
to be any easier than for Dirichlet L -functions (except possibly for non-trivial
real zeros), leading to the view that its solution may require attacking much more
general problems, by means of entirely new ideas.

III. Evidence for the Riemann hypothesis. Notwithstanding some skepticism
voiced in the past, based perhaps more on the number of failed attempts to a
proof rather than on solid heuristics, it is fair to say that today there is quite a
bit of evidence in its favor. We have already emphasized that the general Riemann
hypothesis is consistent with our present knowledge of number theory. There is
also specific evidence of a more direct nature, which we shall now examine.

First, strong numerical evidence.
Interestingly enough, the first numerical computation of the first few zeros of

the zeta function already appears in Riemann’s Nachlass. A rigorous verification of
the Riemann hypothesis in a given range can be done numerically as follows. The
number N(T ) of zeros of ζ(s) in the rectangle R with vertices at −1 − iT, 2 −
iT, 2 + iT, −1 + iT is given by Cauchy’s integral

N(T )− 1 = 1

2πi

∫

∂R
−ζ

′

ζ
(s) ds,

provided T is not the imaginary part of a zero (the −1 in the left-hand side of
this formula is due to the simple pole of ζ(s) at s = 1). The zeta function and
its derivative can be computed to arbitrary high precision using the MacLaurin
summation formula or the Riemann-Siegel formula [Sie]; the quantity N(T ) − 1,
which is an integer, is then computed exactly by dividing by 2πi the numerical
evaluation of the integral, and rounding off its real part to the nearest integer (this
is only of theoretical interest and much better methods are available in practice for
computing N(T ) exactly). On the other hand, since ξ(t) is continuous and real
for real t , there will be a zero of odd order between any two points at which ξ(t)
changes sign. By judiciously choosing sample points, one can detect sign changes
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of ξ(t) in the interval [−T, T ] . If the number of sign changes equals N(T ), one
concludes that all zeros of ζ(s) in R are simple and satisfy the Riemann hypothesis.
In this way, it has been shown by van de Lune, te Riele and Winter [LRW] that
the first 1.5 billion zeros of ζ(s), arranged by increasing positive imaginary part,
are simple and satisfy the Riemann hypothesis.
The Riemann hypothesis is equivalent to the statement that all local maxima

of ξ(t) are positive and all local minima are negative, and it has been suggested
that if a counterexample exists then it should be in the neighborhood of unusually
large peaks of |ζ(12 + it)| . The above range for T is T ∼= 5× 108 and is not large
enough for |ζ(12 + it)| to exhibit these peaks which are known to occur eventually.
However, further calculations done by Odlyzko [Od] in selected intervals show that
the Riemann hypothesis holds for over 3 × 108 zeros at heights up to6 2 × 1020 .
These calculations also strongly support independent conjectures by Dyson and
Montgomery [Mo] concerning the distribution of spacings between zeros.
Computing zeros of L -functions is more difficult, but this has been done in sev-

eral cases, which include examples of Dirichlet L -functions, L -functions of elliptic
curves, Maass L -functions and nonabelian Artin L -functions arising from number
fields of small degree. No exception to a generalized Riemann hypothesis has been
found in this way.

Second, it is known that hypothetical exceptions to the Riemann hypothesis
must be rare if we move away from the line �(s) = 1

2 .
Let N(α, T ) be the number of zeros of ζ(s) in the rectangle α ≤ �(s) ≤ 2,

0 ≤ �(s) ≤ T . The prototype result goes back to Bohr and Landau in 1914, namely
N(α, T ) = O(T ) for any fixed α with 1

2 < α < 1. A significant improvement of the
result of Bohr and Landau was obtained by Carlson in 1920, obtaining the density
theorem N(α, T ) = O(T 4α(1−α)+ε) for any fixed ε > 0. The fact that the exponent
here is strictly less than 1 is important for arithmetic applications, for example
in the study of primes in short intervals. The exponent in Carlson’s theorem has
gone through several successive refinements for various ranges of α , in particular
in the range 3

4 < α < 1. Curiously enough, the best exponent known up to date

in the range 1
2 < α ≤ 3

4 remains Ingham’s exponent 3(1− α)/(2− α), obtained in
1940. For references to these results, the reader may consult the recent revision by
Heath-Brown of the classical monograph of Titchmarsh [Ti], and the book by Ivic
[Iv].

Third, it is known that more than 40% of nontrivial zeros of ζ(s) are simple and
satisfy the Riemann hypothesis (Selberg [Sel], Levinson [Le], Conrey [Conr]). Most
of these results have been extended to other L -functions, including all Dirichlet
L -functions and L -functions associated to modular forms or Maass waveforms.

IV. Further evidence: varieties over finite fields. It may be said that the
best evidence in favor of the Riemann hypothesis derives from the corresponding
theory which has been developed in the context of algebraic varieties over finite
fields. The simplest situation is as follows.
Let C be a nonsingular projective curve over a finite field Fq with q = pa

elements, of characteristic p . Let Div(C) be the additive group of divisors on C

6 The most recent calculations by Odlyzko, which are approaching completion, will explore
completely the interval [1022, 1022 + 1010] .
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defined over Fq , in other words formal finite sums a =
∑
aiPi with ai ∈ Z and

Pi points of C defined over a finite extension of Fq , such that φ(a) = a where φ
is the Frobenius endomorphism on C raising coordinates to the q -th power. The
quantity deg(a) =

∑
ai is the degree of the divisor a . The divisor a is called

effective if every ai is a positive integer; in this case, we write a > 0. Finally, a
prime divisor p is a positive divisor which cannot be expressed as the sum of two
positive divisors. By definition, the norm of a divisor a is Na = qdeg(a) .
The zeta function of the curve C , as defined by E. Artin, H. Hasse and F.K.

Schmidt, is

ζ(s, C) =
∑

a>0

1

Nas
.

This function has an Euler product

ζ(s, C) =
∏

p

(1−Np−s)−1

and a functional equation

q(g−1)sζ(s, C) = q(g−1)(1−s)ζ(1 − s, C)

where g is the genus of the curve C ; it is a consequence of the Riemann-Roch
theorem. The function ζ(s, C) is a rational function of the variable t = q−s ,
hence is periodic7 with period 2πi/ log q , and has simple poles at the points s =
2πim/ log q and s = 1+2πim/ log q for m ∈ Z . Expressed in terms of the variable
t , the zeta function becomes a rational function Z(t, C) of t , with simple poles at
t = 1 and t = q−1 . The use of the variable t , rather than q−s , is more natural in
the geometric case and we refer to Zeta functions, with a capital Z, to indicate the
corresponding objects.
The Riemann hypothesis for ζ(s, C) is the statement that all its zeros have real

part equal to 1
2 ; in terms of the Zeta function Z(t, C), which has a numerator of

degree 2g , has zeros of absolute value q−
1
2 .

This is easy to verify if g = 0, because the numerator is 1. If g = 1, a proof
was obtained by Hasse in 1934. The general case of arbitrary genus g was finally
settled by Weil in the early 1940s (see his letter to E. Artin of July 10, 1942 where
he gives a complete sketch of the theory of correspondences on a curve [We1]); his
results were eventually published in book form in 1948 [We2].
Through his researches, Weil was led to the formulation of sweeping conjectures

about Zeta functions of general algebraic varieties over finite fields, relating their
properties to the topological structure of the underlying algebraic variety. Here
the Riemann hypothesis, in a simplified form, is the statement that the reciprocals
of the zeros and poles of the Zeta function (the so-called characteristic roots) have
absolute value qd/2 with d a positive integer or 0, and are interpreted as eigenvalues
of the Frobenius automorphism acting on the cohomology of the variety. After
M. Artin, A. Grothendieck and J.-L. Verdier developed the fundamental tool of
étale cohomology, the proof of the corresponding Riemann hypothesis for Zeta
functions of arbitrary varieties over finite fields was finally obtained by Deligne
[Del1], [Del2]. Deligne’s theorem surely ranks as one of the crowning achievements

7 Similarly, ζ(s) is almost periodic in any half-plane �(s) ≥ 1 + δ , δ > 0.
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of twentieth century mathematics. Its numerous applications to the solution of long-
standing problems in number theory, algebraic geometry and discrete mathematics
are witness to the significance of these general Riemann hypotheses.
In our opinion, these results in the geometric setting cannot be ignored as not

relevant to the understanding of the classical Riemann hypothesis; the analogies
are too compelling to be dismissed outright.

V. Further evidence: the explicit formula. A conceptually important gener-
alization of Riemann’s explicit formula for π(x), obtained by Weil [We3] in 1952,
offers a clue to what may lie still undiscovered behind the problem.
Consider the class W of complex-valued functions f(x) on the positive half-line

R+ , continuous and continuously differentiable except for finitely many points at
which both f(x) and f ′(x) have at most a discontinuity of the first kind, and at
which the value of f(x) and f ′(x) is defined as the average of the right and left
limits there. Suppose also that there is δ > 0 such that f(x) = O(xδ) as x→ 0+
and f(x) = O(x−1−δ) as x→ +∞ .
Let f̃(s) be the Mellin transform

f̃(s) =

∫ ∞

0

f(x)xs
dx

x
,

which is an analytic function of s for −δ < �(s) < 1 + δ .
For the Riemann zeta function, Weil’s formula can be stated as follows. Let

Λ(n) = log p if n = pa is a power of a prime p , and 0 otherwise. We have

Explicit Formula. For f ∈ W we have

f̃(0)−
∑

ρ

f̃(ρ) + f̃(1) =

∞∑

n=1

Λ(n)
{
f(n) +

1

n
f(
1

n
)
}
+ (log 4π + γ)f(1)

+

∫ ∞

1

{
f(x) +

1

x
f(
1

x
)− 2

x
f(1)

} dx

x− x−1
.

Here the first sum ranges over all nontrivial zeros of ζ(s) and is understood as

lim
T→+∞

∑

|�(ρ)|<T

f̃(ρ).

In his paper, Weil showed that there is a corresponding formula for zeta and
L -functions of number fields as well as for Zeta functions of curves over finite fields.
The terms in the right-hand side of the equation can be written as a sum of terms
of local nature, associated to the absolute values of the underlying number field, or
function field in the case of curves over a field of positive characteristic. Moreover,
in the latter case the explicit formula can be deduced from the Lefschetz fixed point
formula, applied to the Frobenius endomorphism on the curve C . The three terms

in the left-hand side, namely f̃(0),
∑
f̃(ρ), f̃(1), now correspond to the trace of

the Frobenius automorphism on the l -adic cohomology of C (the interesting term∑
f̃(ρ) corresponds to the trace on H1 ), while the right-hand side corresponds

to the number of fixed points of the Frobenius endomorphism, namely the prime
divisors of degree 1 on C .
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Weil also proved that the Riemann hypothesis is equivalent to the negativity of
the right-hand side for all functions f(x) of type

f(x) =

∫ ∞

0

g(xy) g(y) dy,

whenever g ∈ W satisfies the additional conditions

∫ ∞

0

g(x)
dx

x
=

∫ ∞

0

g(x) dx = 0.

In the geometric case of curves over a finite field, this negativity is a rather easy
consequence of the algebraic index theorem for surfaces, namely:

Algebraic Index Theorem. Let X be a projective nonsingular surface defined
over an algebraically closed field. Then the self-intersection quadratic form (D ·D) ,
restricted to the group of divisors D on X of degree 0 in the projective embedding
of X , is negative semidefinite.

The algebraic index theorem for surfaces is essentially due to Severi8 in 1906
[Sev,§2,Teo.I]. The proof uses the Riemann-Roch theorem on X and the finiteness
of families of curves on X of a given degree; no other proof by algebraic methods is
known up to now, although much later several authors independently rediscovered
Severi’s argument.
The algebraic index theorem for nonsingular projective varieties of even dimen-

sion over the complex numbers was first formulated and proved by Hodge, as a
consequence of his theory of harmonic forms. No algebraic proof of Hodge’s theo-
rem is known, and it remains a fundamental open problem to extend it to the case
of varieties over fields of positive characteristic.
The work of Montgomery [Mo], Odlyzko [Od] and Rudnick and Sarnak [RS] on

correlations for spacings of zeros of ξ(t) suggests that L -functions can be grouped
into a few families, in each of which the spacing correlation is universal; the conjec-
tured spacing correlation is the same as for the limiting distribution of eigenvalues
of random orthogonal, unitary or symplectic matrices in suitable universal families,
as the dimension goes to ∞ . All this is compatible with the view expressed by
Hilbert and Pólya that the zeros of ξ(t) could be the eigenvalues of a self-adjoint
linear operator on an appropriate Hilbert space. It should also be noted that a
corresponding unconditional theory for the spacing correlations of characteristic
roots of Zeta functions of families of algebraic varieties over a finite field, has been
developed by Katz and Sarnak [KS], using methods introduced by Deligne in his
proof of the Riemann hypothesis for varieties over finite fields. Thus the problem
of spacing correlations for zeros of L -functions appears to lie very deep.
All this leads to several basic questions.
Is there a theory in the global case, playing the same role as cohomology does

for Zeta functions of varieties over a field of positive characteristic? Is there an
analogue of a Frobenius automorphism in the classical case? Is there a general
index theorem by which one can prove the classical Riemann hypothesis? We are

8 Severi showed that a divisor D on X is algebraically equivalent to 0 up to torsion, if it has
degree 0 and (D ·D) = 0. His proof holds, without modifications, under the weaker assumption
(D ·D) ≥ 0, which yields the index theorem.
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here in the realm of conjectures and speculation. In the adelic setting propounded
by Tate and Weil, the papers [Conn], [Den], [Hara] offer glimpses of a possible setup
for these basic problems.
On the other hand, there are L -functions, such as those attached to Maass

waveforms, which do not seem to originate from geometry and for which we still
expect a Riemann hypothesis to be valid. For them, we do not have algebraic and
geometric models to guide our thinking, and entirely new ideas may be needed to
study these intriguing objects.

Institute for Advanced Study, Princeton, NJ 08540
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[Sie] C.L. Siegel, Über Riemanns Nachlaß zur analytischen Zahlentheorie,
Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik 2
(1932), 45–80; also Gesammelte Abhandlungen, Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg
- New York 1966, Bd. I, 275–310.

[Ti] E.C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta Function, 2nd ed.
revised by R.D. Heath-Brown, Oxford Univ. Press 1986.

[TW] R. Taylor and A. Wiles, Ring theoretic properties of certain Hecke
algebras, Annals of Math. 141 (1995), 553–572.

[We1] A. Weil, Œuvres Scientifiques–Collected Papers, corrected 2nd printing,
Springer-Verlag, New York - Berlin 1980, Vol. I, 280-298.
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