Universidade do Estado do Rio de Janeiro

Centro de Tecnologia e Ciéncias

Instituto de Fisica Armando Dias Tavares

Renato Silva de Almeida

Inflacao quintessencial quente

Rio de Janeiro

2023



Renato Silva de Almeida

Inflagcao quintessencial quente

Dissertacao apresentada, como requisito par-
cial para obtencao do titulo de Mestre, ao
Programa de Pds-Graduagao em Fisica, da
Universidade do Estado do Rio de Janeiro.

Orientador: Prof. Dr. Rudnei de Oliveira Ramos

Rio de Janeiro

2023



CATALOGAGCAO NA FONTE
UERJ/ REDE SIRIUS / BIBLIOTECA CTC/D

A447i Almeida, Renato Silva de.
Inflagdo quintessencial quente / Renato Silva de Almeida. — 2023.
94 1. : il

Orientador: Rudnei de Oliveira Ramos.
Dissertagdo (mestrado) - Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Instituto de Fisica Armando Dias Tavares.

1. Universo inflacionario - Teses. 2. Energia escura (Astronomia) — Teses.
3. Cosmologia - Teses. I. Ramos, Rudnei de Oliveira (Orient.).
II. Universidade do Estado do Rio de Janeiro. Instituto de Fisica Armando
Dias Tavares. lll. Titulo.

CDU 524.852

Bibliotecéria: Teresa da Silva CRB7/5209

Autorizo, apenas para fins académicos e cientificos, a reproducéo total ou
parcial desta dissertacdo, desde que citada a fonte.

Assinatura Data



Renato Silva de Almeida

Inflacio Quintessencial Quente

Dissertagdo  apresentada,  como
requisito parcial para obtengdo do
titulo de Mestre, ao Programa de Pés

Graduagdo em Fisica, da
Universidade do Estado do Rio de
Janeiro.

Aprovada em 22 de junho de 2023.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Rudnei de Qliveita Ramos (Orientador)
Instituto de Fisica Armando Dias Tavares — UERJ

ol

Prof. Dr. Sergio Eduardo d¢ Carvalho Eyer Joras

Universidade Federal do Rio de Janeiro
A s i
£z T

Prof. Df. Rodrigo Maier
9{ i%m
Instituto de Fis#€a Armando Dias Tavares — UER]J

Rio de Janeiro
2023




AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar, gostaria de agradecer a Deus por ter me sustentado em todos os
momentos da minha vida. Agradecer aos meus pais Wanderley Fonseca de Almeida e Eli-
sete Aparecida Silva pelo apoio e carinho nessa minha jornada desde o inicio do mestrado
até esse momento gratificante que é realizar mais uma etapa na minha vida. Agradecer
também meu irmao Rodrigo Silva de Almeida que é minha coluna junto com os meus
pais. Sou muito grato a eles por tudo.

Agradeco a Thereza Goulart, que sempre me apoiou em momentos muito dificeis,
sempre com uma injecao de animo. Agradeco também a Maria do Carmo por me apoiar
sempre. Aos meus amigos de igreja, especialmente, Bruno Durans e Jaqueline Martins
que sempre acreditaram em mim.

Ao meu orientador Rudnei de Oliveira Ramos por todos os ensinamentos, ajuda e
paciéncia nessa minha dificil jornada, porém de grandes aprendizados.

Agradeco ao PPGF-UERJ por toda ajuda no ambito académico e a todos os pro-
fissionais que 14 trabalham. Aos professores do instituto por todos os ensinamentos e
conselhos que me ajudaram muito ao longo da minha trajetéria, meus sinceros agradeci-
mentos. A todos os amigos que fiz ao longo do periodo que estive no PPGF-UERJ e, em

especial, ao Ismael que estudou comigo na graduacao no IFRJ.
A FAPERJ pelo apoio financeiro.



Temer por qué? Se eu estou guardado por quem nunca perdeu batalhas
Seu nome é Jeova Jireh
Iras prover de novo, eu creio em ti

Aline Barros



RESUMO

ALMEIDA, R. S. Inflagdo quintessencial quente. 2023. 94 f. Dissertacao (Mestrado em
Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

Estudamos nesta dissertacao a possivel unificacao dos regimes inflacionario no Uni-
verso primordial e de expansao acelerada (energia escura) no Universo mais recente por
meio de efeitos dissipativos. Em particular, procuramos analisar como tais efeitos dissi-
pativos sao capazes de produzir uma dinamica consistente unificando essas duas épocas
do Universo. Os tépicos abordados tém por objetivo buscar uma compreensao geral da
natureza dinamica dos campos interativos e aplicagoes em cosmologia, ou seja, no caso de
modelos definidos como quintesséncia. Com isso, pretendemos descrever a inflagao quin-
tessencial no contexto da inflacao quente caracterizados por diferentes tipos de interagoes
entre campos e sua consisténcia do ponto de vista de sistemas dinamicos. Além disso,
propomos termos de interacao entre o campo de quintesséncia e matéria de forma equi-
valente aos termos de interagao encontrados na inflacao quente, onde o inflaton interage
com a radiacao. Ao propor o conjunto de equacgoes de fundo junto com termos dissipativos
parametrizados de forma especifica, o termo de dissipagao foi relacionado a radiacao do-
minando durante o periodo inflacionario, levando assim a um regime de inflagdo quente,
enquanto o termo de dissipacao relacionado a matéria dominando em tempos tardios. Foi
possivel também obter os resultados relacionados a evolucao dos termos de dissipacao @),
Qm1 € Qm2 junto as equacoes de evolucao. J4 para a dinamica relacionada aos tempos
tardios levamos em consideracao o plano (z,y). No plano (z, y) foi possivel ter informagoes
sobre o comportamento das trajetorias que passam pela regiao acelerada, o que é impor-
tante para estudar a dinamica tardia do sistema, onde é possivel saber a capacidade do
sistema de alcancar um regime dominado por DE. Outra andlise feita nesta dissertagao
foi da estabilidade das condicoes de rolamento lento. A andlise do sistema dinamico se
deu em diferentes regimes, de forma a estudar a estabilidade do sistema nos mesmos.

Palavras-chave: Inflacao quente. Energia escura. Modelos de quintesséncia.



ABSTRACT

ALMEIDA, R. S. Quintessential warm inflation. 2023. 94 f. Dissertagao (Mestrado em
Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

We study in this dissertation the possible unification of the regimes of inflation in
the primordial universe and the accelerated expansion (dark energy) regimes in the later
universe by means of dissipative effects. In particular, we seek to analyze how such dissi-
pative effects are able to produce a consistent dynamics unifying these two epochs of the
universe. The topics covered aim to seek a general understanding of the dynamical nature
of interactin fields and applications in cosmology, i.e., in the case of models involving a
quintessence field. By doing so, we aim to describe quintessential inflation in the context
of warm inflation and characterized by different types of interactions between fields and
their consistency from the point of view of dynamical systems. Furthermore, we propose
interaction terms between the quintessence field and matter in a manner equivalent to the
interaction terms found in warm inflation, where the inflaton interacts with radiation. By
proposing the set of background equations together with parameterized dissipative terms
in a specific way, the dissipation term was radiation-related dominating during the inflati-
onary period, thus leading to a warm inflation regime, while the matter-related dissipation
term dominating at late times. It was also possible to obtain the results related to the
evolution of the dissipation terms @, @1 and @, 2 together with the evolution equa-
tions. For the dynamics related to late times, we took into account the (z,y) plane. In
the (z,y) plane it was possible to have information about the behavior of the trajectories
that pass through the accelerated region, which is important to study the late dynamics
of the system, where it is possible to know the capacity of the system to reach a regime
dominated by DE. Another analysis made in this dissertation was the stability of the
slow-roll conditions. The analysis of the dynamical system took place in different regimes,
in order to study the stability of the system in them.

Keywords: Warm inflation. Dark energy. Quintessential models.



Figura
Figura

Figura

Figura

Figura
Figura

Figura
Figura

1 - Expansao do Universo

LISTA DE ILUSTRACOES

2 - Valores dos parametros de densidade das componentes em funcao do
redshift, considerando um Universo plano, k=0 . . . . . . . . . .. ..

3 - Dados observacionais de vinculos relacionados ao modelo ACDM, con-

siderando uma curvatura livre e no plano €2, — Q4 (intervalos de con-

flanga de 68% € 95%) . . . . . .

4 - Dados observacionais dos vinculos atuais da equacao de estado da ener-

gia escura 2,, — w, no modelo wCDM plano (intervalos de confianga

de 68% € 95%) . . . .
5 - A evolucao das taxas de dissipacao @y, Qm1 € Q2

6 - Os indices de densidade de energia em func¢ao do nimero de efolds de-

vido a um potencial inflaton com constantes n = 3 e a = 0.015. As
condigoes iniciais consideradas foram tais que x(0) = 0.0025, 2,,,(0) =
1075° Q,.(0) = 5 x 1071 X\(0) = 9.1 x 1073, enquanto que para
as relagoes de coeficiente de dissipacao consideramos Q,.(0) = 1074,
Qm1(0) = 1.2 x 107 para o correspondente ao coeficiente de dis-
sipagao Tp1 € Qm2(0) = 1.7 x 1079 para o coeficiente de dissipagao
T2 (a combinacdo dos dois coeficientes de dissipacao foram conside-

rados tais para reproduzir o caso analogo estudado em (Lima; Ramos,

2019) ..
7 - A regiao dos parametros A e (), permitindo aceleragao em tempos tardios 70

8 - Imagens das trajetorias do espaco de fase do sistema dinamico no plano

(z,y) para diferentes valores dos parametros. Painel a: Q,, = 0, A =
)\accel/lo; Painel b: Qm - 17 A= /\accel/]-o; Painel c: Qm = 17 A=
)\accel/z; Painel d: Qm = 17 A= )\accel; Painel e: Qm = 17 A = 3accel

67

71



1.1
1.2
1.2.1
1.2.2
1.3
1.3.1

2.1
2.2
2.3
2.3.1
2.4
24.1

3.1
3.1.1
3.1.2
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2
4.2.1
4.3
4.3.1
4.4
4.4.1

5.1
5.2
5.3
5.4

SUMARIO

INTRODUGCAO . . . . . . 9
MODELO COSMOLOGICO PADRAO . ... ............ 11
Conceitos basicos . . . . . .. ... 11
Dinadmica do Universo . . . . . .. .. ... .. ... ... ..., 13
A métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker . . . . . . . . .. .. 13
Parametros cosmologicos . . . . . . ... L 17
Universo Primordial . . . ... ... ... ... ... ... ....... 19
Problemas do modelo do Big Bang . . . . . .. .. .. .. ... ...... 20
INFLACAO . . . . .., 22
As falhas do modelo cosmolégico padrao corrigidas pela inflacao 24
Dinadmica do inflaton . . . . . . . .. ..o 25
Inflagao fria . . . . . . . . . ... 27
Condigoes de rolamento lento para inflagao fria . . . . . . .. .. ... .. 29
Inflacao quente . . . . . . . ..o 32
Condigoes de rolamento lento para inflagao quente . . . . . . . . .. . .. 34
UNIVERSO RECENTE . . ... . ... ... ... ... ...... 37
Problemas do modelo ACDM . . . . . .. ... ... ... ....... 39
Problema de ajuste da constante cosmoldgica . . . . . .. .. ... .. .. 39
Problema da coincidéncia césmica . . . . . . . ..o L. 40
Dados observacionais do modelo ACDM . . . ... ... . ... .. 40
Quintesséncia . . . . . . . ... 44
Inflacao Quintessencial . . . . . . . ... ... 45
SISTEMAS DINAMICOS . . . .. ... ... 48
Introducgao a sistemas dindmicos . . . . . . . ... ... 48
Teoria da estabilidade linear . . . . .. .. ... ... ... ...... 50
Exemplo: Sistema dinamico2D . . . . . . ... o000 52
Método de Lyapunov . . . . . . . . .. ... 53
Exemplo: estabilidade de Lyapunov . . . . . . .. .. ... ... ... .. 54
Teoria dos maultiplos centros . . . . . . . . ... ... ... ... .. 55
Exemplo: Teoria do multiplo centro . . . . . . . .. .. ... ... .... 58
SISTEMA DINAMICO NO CONTEXTO DA INFLACAO QUIN-

TESSENCIAL QUENTE . . . ... ... ... ... ... ...... 61
Modelo proposto . . . . . ... 61
Sistema dindmico . . . . . .. ... oo L 62
Dinadmica do tempo tardio . . . . ... ... ... ... 68

Dinamica do tempo tardio: sistema dinamico completo . . . . . . 72



6.1
6.2
6.3
6.3.1
6.3.2
6.3.3

ESTABILIDADE DAS CONDICOES DE ROLAMENTO LENTO

Sistema dinamico . . . . . . . ... 75

Analise de estabilidade do modelo de inflagao quente quintessencial 78

Regimes dissipativos . . . . . . .. ... oo 79
Dissipacao forte na radiagao, mas fraca na matéria . . . . . . . .. .. .. 79
Dissipacao fraca tanto na radiagdo quanto na matéria . . . . . . . . . .. 82
Energia Escura . . . . . . . . .. Lo 84
CONCLUSAO . . . ... 88

REFERENCIAS . . . . . 90



INTRODUCAO

A cosmologia nos ultimos anos tem se desenvolvido rapidamente tanto em seus
aspectos tedricos como também observacionais. Esse rapido desenvolvimento tem possi-
bilitado um avanco muito grande na nossa compreensao da evolu¢ao do Universo desde
épocas primordiais até sua historia mais recente. Ao mesmo tempo em que esse novo en-
tendimento sobre o Universo se amplia, varias outras questoes de extrema relevancia tém
surgido, tais como uma explicagao mais fundamental de inflagdo com bases em modelos
de fisica de particulas, a natureza da matéria e energia escuras, o problema da constante
cosmoldgica, o problema da coincidéncia cdésmica, entre outros.

Nesse contexto, a cosmologia se tornou um topico de destaque na fisica atual,
aglutinando diversas areas da fisica e suas metodologias, objetivando uma compreensao
dos problemas mencionados. E nesse contexto que se baseia esse projeto de pesquisa.
Abordaremos os diferentes tépicos relacionados com as diversas propostas de modelos
inflacionarios e a possivel unificacao com modelos associados a energia escura.

Além disso, vivemos atualmente numa época de cosmologia de precisao, com dife-
rentes dados observacionais vindo de diferentes fontes, tais como dados obtidos por meio
da medida da radiagao césmica de fundo de micro-ondas (Aghanim et al., 2020); dados de
aglomeragao de galdxias (Anderson et al., 2014; Bautista et al., 2018); lentes gravitacio-
nais (Abbott et al., 2019); da estrutura em larga escala do Universo (Scolnic et al., 2018)
de supernovas (Abbott et al., 2019), s6 para citar algumas das mais importantes. Todos
esses dados observacionais apontam para um Universo que é muito bem modelado pelo
chamado modelo ACDM.

O modelo ACDM é o modelo cosmoldgico mais simples descrevendo os dados obser-
vacionais e descreve nosso Universo como constituido de uma constante cosmolégica (A)
que descreve a energia escura como a fonte para a recente expansao acelerada do Universo,
e matéria escura fria (CDM), como as componentes de energia dominantes. Finalmente,
o modelo ACDM ¢é complementado pela ideia de inflagao como sendo o paradigma para a
solucao dos problemas do modelo cosmolégico do big bang para o Universo primordial.

Embora inflagao, energia escura e matéria escura sao considerados como entidades
separadas em geral no modelo ACDM, ha vérias propostas tentando formular uma des-
crigdo unificada dessas quantidades e regimes dinamicos (Nojiri; Odintsov, 2006; Guen-
delman; Nissimov; Pacheva, 2016). Isto é motivado tanto para se obter uma descrigao
simples para tais diferentes formas de energias que prevaleciam no Universo primordial
(inflagdo) e na histéria recente (energia e matéria escuras). Espera-se com isso também
resolver inconsisténcias diversas no modelo ACDM, tais como questoes de ajuste fino de
condigoes (Copeland; Sami; Tsujikawa, 2006), o problema da coincidéncia césmica (Stei-

nhardt; Wang; Zlatev, 1999) e do problema da constante cosmoldgica.
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Nesta dissertacao, visamos estudar a possivel unificacao dos regimes inflacionario
no Universo primordial e de expansio acelerada (energia escura) no Universo mais recente
por meio de efeitos dissipativos. Em particular, procuramos analisar como tais efeitos dis-
sipativos sao capazes de produzir uma dinamica consistente unificando essas duas épocas
do Universo. Para tanto, fazemos uso dos chamados modelos de inflacdo quente (Berera;
Moss; Ramos, 2009; Bastero-Gil; Berera, 2009).

Na inflacao quente, efeitos dissipativos, intrinsecos das interagoes microscépicas
envolvidas, naturalmente produz uma dinamica regida por tais efeitos. Inflacao quente
tem se mostrado na literatura recente como capaz de conciliar teorias de campos escalares
renormalizaveis no contexto da inflacao e também de possivelmente levar naturalmente
a uma fase posterior que, atualmente, pode descrever a energia escura (Lima; Ramos,
2019).

Exploraremos entao aqui modelos de inflagdo quente caracterizados por diferen-
tes tipos de interagoes entre campos e sua consisténcia do ponto de vista de sistemas
dinamicos. Generalizamos entao trabalhos semelhantes envolvendo interacoes no setor es-
curo (Bahamonde et al., 2018), mas agora também dentro de um contexto de dinamica de
campos envolvendo explicitamente efeitos dissipativos que podem atuar tanto no Universo
recente como também nos instantes primordiais.

Os topicos abordados nesta dissertacao tém por objetivo buscar uma compreensao
geral da natureza dinamica dos campos interativos e aplicacoes em cosmologia, especial-
mente no contexto do Universo primitivo (inflacdo) e do recente, para descrever a energia

escura dinamicamente, ou seja, no caso de modelos definidos como quintesséncia.
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1 MODELO COSMOLOGICO PADRAO

1.1 Conceitos basicos

O desenvolvimento da relatividade geral por Albert Einstein no século passado
nos permitiu criar uma teoria convincente para descrever o Universo pela primeira vez
na historia. A relatividade geral combinada com os dados observacionais nos permite
entender que o Universo estd se expandindo e que ja foi muito mais quente e denso em
seus primordios. Isso leva a ideia do modelo do Big Bang.

O sucesso do Big Bang repousa sobre trés pilares observacionais: o diagrama de
Hubble mostrando a expansao, a abundancia de elementos leves que correspondem a nu-
cleossintese, e a radiacao de corpo negro remanescente, também chamada de radiacao
cosmica de fundo em micro-ondas. Entretanto, indo além do modelo cosmoldgico padrao
do Big Bang, baseado nos trés pilares descritos anteriormente, nas ultimas duas décadas

estudos tanto tedricos como observacionais apontam para
e A existéncia de matéria escura e de energia escura fria.

e Necessidade de compreender a evolugao das perturbagoes em torno de um Uni-

verso predominantemente homogeéneo e isotrépico em largas escalas.
e Inflacao como originador dessas perturbagoes.

Existem boas evidéncias de que o Universo estd se expandindo, ou seja, que no
inicio de sua histéria a distancia entre nés e as galdxias distantes era menor do que o
que temos hoje. Este efeito é convenientemente descrito pela introdugao de um fator de
escala a, que em épocas anteriores era menor do que nos dias atuais. Pode-se pensar no
espaco como uma grade, como na Fig. 1, que se expande uniformemente ao longo do
tempo (Dodelson; Schmidt, 2020).

Além disso, sabemos que o Universo se expande adiabaticamente, ou seja, tempe-
ratura (energia) diminui de forma especifica (7" ~ 1/a), e sabendo basicamente como ele
se comporta, podemos descrever aproximadamente sua evolug¢ao no tempo. Com isso, in-
troduzimos uma grandeza chamada desvio para o vermelho que sempre pode ser definido

e medido
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Figura 1 - Expansao do Universo
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Fonte: Dodelson, 2020, p.2.

onde ag ¢é o fator de escala hoje.

O chamado desvio para o vermelho é uma medida de quanto que o comprimento
de onda da luz de um objeto desviou-se para o vermelho, isso ocorre quando o objeto esta
se afastando do observador. No contexto da cosmologia, pode ser entendido como uma
medida de distancia, e que quanto maior for o desvio para o vermelho mais rapido o objeto
se move. Mas, de acordo com a lei de Hubble, maior serd a sua distancia, e segundo a
relatividade restrita, quanto mais longe o objeto estiver, mais tempo levara para um sinal
de luz chegar. Portanto, em cosmologia, a distancia também pode ser entendida como
tempo.

Atualmente vivemos em uma época em que o Universo é dominado na proporcao
de aproximadamente 70% com relacao a densidade total, pela energia escura, uma energia
“misteriosa” que esta acelerando o Universo. Caso a expansao do Universo fosse revertida,
a segunda fase em que entrariamos seria a dominada por matéria, e em seguida a fase onde
a radiacao dominaria o conteido energético do Universo, isso de acordo com a taeoria da
relatividade geral.

De qualquer forma, se voltassemos ainda mais, chegariamos ao Big Bang. No en-
tanto, alguns problemas de ajustes fino foram encontrados no modelo padrao. Para resol-
ver isso, outra era chamada de inflagao foi proposta, esse ¢ um paradigma cosmoldgico

que é particularmente relevante e que serd abordado mais abaixo®.

g importante ressaltar que ha também propostas alternativas a ideia de inflagao, como por exem-
plo modelos néo singulares de ricochete (Cai; Easson; Brandenberger, 2012). Nesta dissertagdo nao
abordaremos tais propostas alternativas.
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1.2 Dinamica do Universo

1.2.1 A métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

A cosmologia moderna baseia-se no que chamamos de principio cosmoldgico, o
que nos diz quem em escalas suficientemente grandes acima de aproximadamente (10%
anos-luz) o Universo é considerado homogéneo e isotrépico.

Esse principio afirma que a Terra nao ocupa uma posig¢ao privilegiada no Uni-
verso. Essa é uma suposicao da cosmologia que leva em consideragao as tecnologias atuais
que temos disponiveis. Além disso, mesmo que do ponto de vista da Terra o Universo
seja observado como isotrdpico, essa situacao de homogeneidade nao pode ser obtida a
partir de um tnico local césmico, ou seja, precisam de dois locais diferentes separados por
uma certa distancia cosmoldgica, de modo que possamos verificar a homogeneidade do
Universo. Entretanto, considera-se o principio como valido para que seja possivel estudar
o Universo dentro de uma visao cientifica, sendo validado com as observagoes (Tamanini,
2014).

Inicia-se com a acao de Einstein-Hilbert na presenca de matéria e sem uma cons-

tante cosmologica,
4 R
S=Sgg+ S, = d x\/—g 2—’€2+£m , (2)

em que, k2 = 87G, R é o escalar Ricci, g é o determinante da métrica e £,, é densidade de
Lagrangiana descrevendo o conteido de matéria do Universo. Variando-se (2) em relagao

a g™ nos fornece as equacoes de campo de Einstein,

1
R/ux - éRg,u,u = "€2T,u1/ ) (3)

onde R, ¢ o tensor Ricci e T}, ¢ o tensor de energia-momento para a fonte de matéria,

na qual

o _ =205,
g og

sendo S, = [d*zL,,.

O principio cosmoldgico pressupoe que o Universo é extremamente simétrico. A

(4)

métrica de Friedmann, Lemaitre, Robertson e Walker (FLRW) sao baseadas nessas sime-

trias, que descreve um Universo homogeéneo e isotréopico, em que o elemento de linha é
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dado por (McGrand, ),

d 2
ds* = —dt* + a*(t) (1 Tk 5+ r2df® + r2sen92d¢2) , (5)
— kr
em que, k = —1,0,+1 é a curvatura espacial e a(t) > 0 (é uma funcdo da coordenada de

tempo) que denominamos como fator de escala. Além disso, para cada valor de k pode-se
dizer o tipo de curvatura do Universo, ou seja, para k = 1, dizemos que o Universo é
espacialmente fechado, para k = —1, dizemos que o Universo é espacialmente aberto e
para k = 0, dizemos que o Universo é espacialmente plano (Carroll, 2019). Em relagao as
coordenadas (7,0, ¢) estas sao referidas como coordenadas em movimento ou comével, ou
seja, para um observador que esteja em repouso nestas coordenadas, o mesmo permanecera
em repouso, nas constantes r, # e ¢ para todo o tempo t.

Diante disso, o fator de escala a(t) relaciona-se de forma linear com os comprimen-
tos espaciais no Universo. Para exemplificar, a distancia fisica radial (dt = df = d¢ = 0)

entre dois pontos, no caso A e B, no Universo é dado por

B dr
A /A V1 — kr? ’ (6)

em que a integral acima nos permite medir as distancias radiais em um Universo fechado,

Lag = /Bds = a(t)

plano ou aberto. No caso mais simples (k = 0), obtém-se Lag = a(t)(rg —r4). E possivel
notar através de (6) que a separacao entre os dois pontos do Universo estd evoluindo no
tempo em razao do fator de escala, ou seja, quanto maior o fator de escala, mais distante
estarao os pontos no Universo.

A partir de (5), pode-se calcular o tensor de curvatura, R%g,,, em termos de sua

defini¢ao e utilizando-se o simbolo de Christoffel (I'*,, ),
Raﬁ,uy - a,u,raﬁu - Faﬁu + Fa,u)\r)\uﬁ - FauAFAuB ) (7)
onde
« 1 afs
r o — 59 (ayguﬁ + aug,uﬁ - aﬂg/w) ) (8)

assim podemos calcular R, através de

Ry = R® 0 (9)
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e R
R=g¢"R,, . (10)

De modo, que para o lado esquerdo de (3) temos uma expressao explicita, que pode
ser complementada com o termo para 7},,. A matéria dentro de um Universo homogéneo
e isotropico pode ser descrita, em grandes escalas e com alta precisao, como um fluido
perfeito, o qual estd em repouso nas coordenadas comoveis. Logo, temos que o vetor
ut denota a velocidade quadrupla de um observador em movimento com o fluido e, em

coordenadas convergentes, 1é-se u* = (—1,0,0,0) e o tensor energia-momento é

Ty = (p+ p)uytiy + pYu (11)

onde p é a densidade de energia e p é a densidade de pressao isotrépica exercida pelo
fluido. Definimos uma equacao de estado, na qual a densidade energética e a pressao do
fluido da matéria estao relacionadas por uma equacdo de estado p = p(p), o que nos
referimos como (EoS). No caso de fluidos perfeitos, a equacao de estado é uma relagao

linear

pi = wip; (12)

sendo w; o que denominamos de equagdo do parametro de estado (EoS). No caso de
matéria, w,, = 0 e para um fluido relativistico, no caso radiacao, w, = % Nota-se também
o limite de w da energia dominante (Hawking; Ellis, 1973), que implica |w| < 1.

As equagoes cosmoldgicas resultantes das equagdes de campo de Einstein (3) junto
com a métrica FLRW (5) sdo compostas por duas equagoes diferenciais associadas para o
fator de escala a(t) e as variaveis de matéria p(t) e p(t). Dessa maneira, podemos chegar

no seguinte resultado para as equagoes de Einstein

k_02 , 871G

z TH =5 (13)

Para facilitar as contas, iremos escrever as equacoes em unidades naturais. Desta forma,

temos que ¢ = 1, logo
a\®> 8tG &k
Z) = 2=, 14
(a) 3 a? (14)

onde o ponto denota a diferenciacao em relagao ao tempo. A Eq. (14) é a famosa equagao

de Friedmann, em que p = p,, + p,. Por sua vez, a partir das componentes diagonais das
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equacoes de campo de Einstein, obtém-se a equacao de aceleracao para a expansao do

Universo
a e
- —— 3p) . 15
" 3 (p+3p) (15)

a evolugao do fator de escala a(t) é determinada pelas equagoes cosmoldgicas (13) e (15)
desde que uma equacao de estado relacionada a p e p seja assumida. Vemos que, de (15),
pode-se obter uma relagao sobre as variaveis que estabelece um Universo em aceleragao

ou desaceleracao, de acordo com o sinal de a:
e Se p+ 3p > 0 Universo desacelerando.
e Se p+ 3p < 0 Universo acelerando.

Caso a equagao de estado (12) seja mantida, pode-se olhar para a equagao do
parametro de estado, o que indica w > —% (desaceleragao) e w < —3 (aceleragao). Valores
que sejam fisicamente significativos e que estejam entre 0 e 1/3, nos descrevem um Uni-
verso em desaceleracao.

Pode-se também definir uma equagao de continuidade para o fluido utilizando as

equagoes acima. Derivando a Eq. (14) em rela¢do ao tempo obtemos

. . . 2 .
a\ |a a 8rG a\ k
(I [E () | =4 2(2) 2 16
() e ()] =502 (0) )
Substituindo as Eqs. (14) e (15) na (16) obtemos

p+3H(p+p) =0, (17)

de maneira a expressar a conservacao da energia ao longo da evolucao do Universo. Se
adotarmos a equagao linear de estado (12), temos que a equagao de conservagao (17) nos

fornece a seguinte solucao de p em termos de a

poca 3wt (18)

No caso do fluido de matéria, w,, = 0 e assim

pm X a”? (19)
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ao passo que para um fluido de radiacao, w, = % e assim

procat, (20)

da Eq. (12), temos que

a o< tS(liw) , (21)

o que para o parametro de Hubble, resulta (para w # —1)

Ho 2 g1, (22)
3(1+w)

Portanto, temos como base este primeiro exemplo de modelo que envolve matéria

e radiagdo, com os comportamentos esperados para a(t), p(t) e H(t) para as fases de

dominacao para radiacao e matéria. Visto que a densidade de matéria diminui a um ritmo

mais lento do que a densidade de radiagao, o que nos mostra que a matéria em algum

momento da evolucao do Universo sera dominante, mesmo que a sua densidade inicial

seja menor do que a da radiacao.

1.2.2 Parametros cosmolégicos

Nesta secao iremos abordar sobre o parametro de Hubble. Hubble fez medicoes
(Hubble, 1929) relacionadas as velocidades de recuo tendo como base 18 galdxias que se
encontravam a distancias consideraveis, na qual pode encontrar uma relagao linear entre

velocidade e distancia

17: H()??, (23)

em que U é a velocidade da galdxia, ¥ a sua distancia e Hy a constante de Hubble. A
Eq. (23) é o que denominamos de lei de Hubble. Nos dias atuais sabe-se que H nao é
considerada mais uma constante, e sim um parametro que varia com o tempo. Como
forma de compreender essa lei, tomamos com exemplo duas particulas separadas por uma

certa distancia ly, o que depois de um certo tempo ¢t vamos ter a seguinte distancia

I(t) = a(t)ly (24)
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onde a(t) é o que denominamos de fator de escala, ou seja, que nos diz o quanto o Universo

estd se expandindo. Além disso, derivando-se a Eq. (24) e efetuando algumas substituicoes,

obtemos
i(t) = a(t)lo
Iy — 2(—?) ,
i) = 55100,
I(t) = H(t)(1) . (25)

a Eq (25) é geralmente chamada de horizonte e d4 a distancia maxima que a luz (pensamos
na luz como transportadora de informacao) viaja desde o inicio do Universo, ou seja, a
importancia do horizonte é que este delimita a regiao em que os eventos estao causalmente
conectados.

Geralmente é conveniente escrever a equagao de Friedmann de uma forma adimen-
sional. Assim, definimos a densidade critica do Universo, que se define como a densidade
que o Universo teria para um determinado valor do parametro Hubble, como p, = 3%2 Di-
vidindo a equagao de Friedmann (14), por H?, pode-se expressar em termos de parametros

de densidade adimensionais:

1=Q,+Q +Qk, (26)

em que,

Qm:p_m7 Qr:&7 Qg = — i

Pe Pe a?H? " 27)

Assim, ao longo da evolugao do Universo, o termo de curvatura torna-se cada vez
mais importante até dominar a equacao de Friedmann. Dessa maneira, podemos reescrever
(26) como

QZQm"’Qra
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k
Q-1= . (28)

A densidade critica esta relacionada ao valor limite entre um Universo em expansao e um
Universo em colapso, onde {2 contém todas as contribuicoes para a densidade de energia
incluindo a curvatura. Podemos ver que a curvatura do Universo controla o valor final do
Q2. Caso a densidade do Universo p. exceda, a gravidade se torna dominante e o Universo
comega a colapsar. Da mesma maneira, se p. for menor a gravidade ¢ vencida e o Universo

se expande indefinidamente. Definindo os seguintes valores para a constante k, temos que
ek>0 = Q>1 = Universo fechado
ek=0 = Q=1 = Universo plano

e k<0 = Q<1 = Universo aberto

1.3 Universo Primordial

H&a uma aceitacao de que o Universo evoluiu de um estado inicialmente quente e
denso para um Universo mais frio e menos denso. Este modelo do Universo é chamado de
modelo do Big Bang Quente (ou Hot Big Bang).

O modelo Hot Big Bang do Universo surgiu a partir de observagoes do desvio para
o vermelho. Em 1929, Edwin Hubble construiu sua famosa relacao distancia-velocidade
para galdxias proximas (ver se¢do 1.2.2). Com base na lei de Hubble, podemos concluir
que no passado distante tudo era muito mais proximo e extrapolado ainda mais e assume
que o Universo surgiu de uma singularidade onde tudo era quente e denso.

Descrito como o modelo padrao da cosmologia (Hot Big Bang), foi construido de
acordo com o Principio Cosmoldgico das equacoes da teoria da relatividade geral de Eins-

tein, e que se baseia em trés pontos importantes:

e A descoberta de Hubble em 1929 (Hubble, 1929) da expansao do Universo com
medigoes, mostrou que a velocidade com que as galdxias recuavam era proporcional a sua

distancia.

e Com a previsao feita por Alpher e Herman sobre a existéncia da Radiagao
Césmica de Fundo em Micro-ondas, ou CMBR (do inglés, Cosmic Microwave Background

Radiation) no final da década de 40 e que Penzias e Wilson descobriram pela primeira
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vez em 1965. Ao usarem uma antena para teste, eles notaram que havia ruido de fundo
que nao conseguia ser eliminado e que denominaram como excesso de temperatura da
antena (Penzias; Wilson, 1965). Esta é uma das descobertas mais importantes da cosmo-
logia, na qual Dickey, Peebles, Rolle e Wilkinson colocam essa observacao em um contexto
cosmoldgico (Dicke et al., 1965).

A Radiagao Césmica de Fundo (RCF)?, refere-se a radiagdo na faixa do micro-
ondas, sendo emitidas do espectro térmico de um corpo negro com uma temperatura de
cerca de 2,725K (Mather et al., 1999) que parou de interagir com a matéria do Universo
um periodo de desacoplamento?. A medida que o Universo se expandia e esfriava, os
fotons perdiam energia e, a partir de certo ponto, nao tinham mais energia suficiente para
ionizar os dtomos de hidrogénio, o elemento mais abundante no Universo. De acordo com
observacoes dos satélites COBE (Wright et al., 1992) e WMAP (Komatsu et al., 2009),
esta radiacao é precisamente isotrépica numa precisao de 1 parte em 10°. Essa anisotropia,
embora muito pequena esta relacionada com as perturbacgoes que acabam dando origem
as estruturas em larga escala no Universo.

e A teoria da nucleossintese (Gamow, 1948) nos descreve a formagao de elementos
leves (como hidrogénio (75%), hélio (25%), aproximadamente, bem como vestigios de
berilio e litio) e que os elementos mais pesados foram posteriormente formados por conta
dos processos nucleares em estrelas e explosoes estelares. A teoria prevé a abundancia
relativa desses elementos, o que é consistente (com excegao do litio) com as observagoes
de variagoes da RCF dos satélites COBE e WMAP (e mais recentemente com o satélite
de Planck).

Esses fatos fizeram do modelo do Big Bang uma teoria bem-sucedida. No entanto,
logo ficou claro que tinha alguns problemas, que foram corrigidos posteriormente com a
ideia de inflacao. Vejamos quais sao esses problemas e como a ideia de inflacao resolve

tais problemas.

1.3.1 Problemas do modelo do Big Bang

e Problema da Planicidade: A esséncia do problema da planicidade é que vi-
vemos em um Universo que aparenta ser extremamente plano. Da expressao para a(t),

Eq. (15), temos um d < 0 para a época dominada tanto pela radiacdo quanto pela

2 Ao longo do trabalho usarei a abreviacio RCF ao invés da sigla em inglés CMBR.

3 A medida que o Universo esfriava para cerca de 3000 K, niicleos e elétrons se combinavam para formar
atomos neutros. O nimero de elétrons livres diminuiu drasticamente e os fétons comecaram a viajar
livremente. Este processo é chamado de desacoplamento de fétons da matéria.
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matéria. Isso significa que @ estd diminuindo, entdao a?H? = a? estd diminuindo. Da
Eq. (28) vemos que para qualquer k # 0, implica que €2 deve desviar da unidade e quanto
mais remoto é o tempo que consideramos, maior € o ajuste necessario no termo de curva-
tura k. Mas notamos que atualmente €2 estd muito préximo da unidade (Komatsu et al.,
2009). Isso significa que €2 deve estar muito préximo da unidade no inicio do Universo,
ou seja, quase plano. Isso requer uma adaptacao das condicoes originais. Pequenos des-
vios em {) podem causar o colapso ou expansao significativa do Universo sem produzir as
estruturas que vemos hoje, o que denominamos de problema da planicidade e para o qual

o modelo HBB nao tem explicacao.

e Problema do Horizonte: Assumimos que o Principio Cosmolégico descreve
todo o nosso Universo. De fato, vemos que a partir do mesmo podemos construir uma
teoria sélida apoiada por evidéncias observacionais. No entanto, a RCF observada hoje
emitida quando o Universo tinha cerca de 300.000 anos (Penzias; Wilson, 1965) é rece-
bida de forma isotrépica e na mesma temperatura (com uma precisao de uma parte em
10°). Entretanto, podemos fazer o seguinte questionamento: como pontos tao distantes
que nunca tiveram contato podem ter entrado em equilibrio térmico? Essa discordancia é
conhecida como o problema do horizonte. Este ¢ um dos pontos que a teoria do Big Bang

nao consegue explicar.

e Problema da Estrutura em larga escala: Ao contrario do problema do ho-
rizonte, temos um problema de estrutura em larga escala. Se o Universo fosse comple-
tamente homogéneo, como as estruturas se formariam? Como surgiram as galdxias e os
aglomerados de galaxias? Portanto, algum mecanismo deve ter criado as perturbagoes
que o resultou nas anisotropias RCF observadas hoje, permitindo a formacao das estru-
turas. O que modelo do Big Bang sozinho nao poderia explicar qual teria sido a origem

dessas perturbagoes.

e Monopolo magnético: A fisica do Universo primitivo lida com valores de ener-
gia tao altos que acredita-se que as forcas fundamentais da natureza nao eram distin-
guidas umas das outras. As teorias que tentam descrever esse fenomeno sao chamadas
de Grand Unified Theory (GUT) (Georgi; Glashow, 1974). Uma das previsoes da GUT é
que o Universo deveria ter passado por uma transicao de fase quando era muito jovem
(t ~ 1073%s). Esse tipo de transicao de fase geralmente é acompanhado pela criagao de
defeitos topolégicos e a maioria dos modelos da GUT prevé a formacao de monopolos

magnéticos.
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2 INFLACAO

Na década de 70, o modelo do Big Bang explicou com muito sucesso duas proprie-
dades qualitativas gerais do nosso Universo: sua expansao e a presenca de radiagao de
fundo de micro-ondas, além de alcancar sucessos quantitativos na teoria da nucleossintese
dos elementos leves. No entanto, como discutido acima, o modelo do Big Bang apresenta
problemas que, no inicio da década de 80, motivaram a introducao da ideia de inflacao.

A ideia de inflacao estd associada a uma época nos instantes iniciais em que o
Universo se expandiu de forma acelerada. Uma possivel causa imediata que temos esta
relacionada a uma componente de energia que possua uma pressao negativa, o que pode

ser notado usando a condi¢ao @ > 0 em (15)

a AnG
=g (p+3p) = p<—§ (29)

essa componente de energia, denominada de energia do vacuo, que domina outras formas
de energia pode ser associada a um campo escalar chamado inflaton. Assim, a dinamica
do inflaton atua como um mecanismo para a fase de inflacdo no Universo.

A ideia de inflagao foi proposta por (Guth, 1981) e consiste em um modelo em que
o Universo se expande de forma rapida, devido a uma transicao de fase cosmoldgica de
primeira ordem e na qual o Universo sofre super-resfriamento. Embora essa ideia, conhe-
cida hoje como inflacdo antiga, seja problematica, é historicamente importante porque
demonstrou que a inflagdo é capaz de resolver os problemas do HBB. A entrada do Uni-
verso na fase de radiagao que é importante no cendrio inflacionario era um problema, e que
ficou conhecido como o “problema da saida elegante” (Linde, 1982; Albrecht; Steinhardst,
1982).

De maneira a querer resolver os problemas do modelo de inflacao original de Guth,
(Linde, 1982), Albrecht e Steinhardt (Albrecht; Steinhardt, 1982), em 1982, de forma
independente, propuseram o modelo chamado de inflacdo nova. Este modelo é baseado em
uma transicao de fase cosmologica de segunda ordem em um sistema de rolagem lenta, em
que o inflaton rola para um minimo de energia potencial, durante a qual ocorre expansao,
seguida por uma segunda fase chamada reaquecimento. A segunda etapa é importante,
pois é onde as particulas sao geradas.

A formacao das particulas ocorre assumindo (somente neste ponto) acoplamento
nao nulo a outros campos e que o inflaton oscila em torno de uma energia potencial
minima. Sao essas oscilagoes que dao origem a formacao de particulas por meio da producao
de particulas quanticamente. No entanto, este modelo tem o problema de ter um “pseu-

dovéacuo”para obter uma inflacao necessaria para resolver as falhas da HBB.
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Linde, em 1983, entao propos a inflagdo cadtica (Linde, 1983), onde o estado inicial
era caotico, na qual o valor inicial do inflaton é tomado como cadtico, isto é, assume
valores aleatoérios para diferentes regioes do Universo. Além de nao precisar de transigao
de fase, isso resolveu os problemas das inflagoes antiga e nova baseado inteiramente no
sistema de rolamento lento e tem o potencial suficiente para causar inflacao. Este modelo
é, portanto, bastante flexivel, gracas a grande liberdade na escolha do potencial e das
condicgoes iniciais.

Os modelos de inflacao mencionados até agora podem ser classificados como mode-
los de inflagao fria. Eles recebem esse nome por conta do super-resfriamento que resulta
da diluicao da radiagao causada pela expansao porque nao ha producao de radiacao si-
multanea a inflagao para aquecer o Universo.

Pode-se também considerar os modelos classificados como inflacao quente. Ao con-
trario ao da inflacdo fria, na inflacao quente os acoplamentos do inflaton com outros
campos nao sao desprezados durante o regime inflacionario. Como consequéncia, radiacao
pode ser produzida durante o mesmo. Isso ocorre porque a relatividade geral nao limita
a existéncia de radiacao durante a inflacao, desde que a energia do vacuo seja domi-
nante. Portanto, em um regime que produz radiacao suficiente durante a inflagao, é
possivel evitar o super-resfriamento e com isso manter o Universo aquecido. Desta forma,
o fim do periodo inflacionario pode ser alcancado sem um mecanismo de reaquecimento,
sendo possivel ter uma transicao suave para a era da radiacao. Assim, a inflacdo quente
oferece uma solucao para o problema conhecido como “saida elegante”, ja citado.

Pela primeira vez, Fang (Fang, 1980) prop6s um sistema inflacionério envolvendo a
producao simultanea de particulas e introduziu um termo de dissipacao devido a transi¢cao
de fase em conexao com a teoria de Landau. Contudo, seu termo de dissipacao é diferente
ao de inflagdo quente, como em (Guth, 1981), seu trabalho foi um dos pioneiros neste
tema de inflacao.

Mais tarde, tivemos os trabalhos de Moss (Moss; Graham, 2008), Yokoyama e
Maeda (Yokoyama; Maeda, 1988) nos anos de 1985 e 1987, em que acrescentaram um
termo dissipativo local de forma intuitiva a equacao de fundo do inflaton e mostraram que
o mesmo pode produzir radiagao. Entretanto, Berera e Fang (Berera; Fang, 1995), no ano
de 1995 conseguiram demonstrar que a dinamica correta do inflaton estd de acordo com
a equagao de Langevin (Langevin, 1908). Em seguida, Berera (Berera, 1995) mostrou que
a etapa adicional de reaquecimento pode ser de forma consistentemente eliminada. Essa
é a natureza da inflacao quente, onde a producao de radiacao ocorre durante a inflacao,
até que a energia do inflaton seja dissipada por completa em radiacao e entramos na era
da radiagao.

Um problema muito importante com o advento da inflagao quente é derivar sua
dinamica a partir de principios basicos por meio da teoria quantica de campos. De fato,

uma teoria de campo térmica (Bellac, 1996), ou seja, uma teoria de campos que combina
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efeitos quanticos e térmicos, é necessaria para estudar fenomenos dinamicos, como no caso
do inflaton e banho de radiacao na inflacao quente.

A inflacdo quente parece mais natural de duas maneiras. Primeiro, as particulas
também sao formadas durante a inflacao no sentido de que o acoplamento do inflaton a
outros campos é importante durante o regime inflacionario. Em segundo lugar, a transicao
para a era de radiacao é de forma suave, sem resfriamento ou uma fase subsequente
abrupta de reaquecimento (Berera; Moss; Ramos, 2009).

Um dos pontos mais importantes da inflagao é a criacao de perturbacoes de densi-
dade. Durante a inflagao, o inflaton pode sofrer perturbagoes de origem quantica e térmica
e devido a expansao, e esses “distirbios” tornam-se mais fortes e podem ser considera-
dos classicos ao cruzar o horizonte de Hubble (quando A > 1/H, com A o comprimento
de onda associado a essas perturbagoes). Essas perturbagoes sao observadas na radiagao
césmica de fundo. As flutuagdes quanticas e térmicas sao as principais caracteristicas da

inflacao fria e quente, respectivamente.

2.1 As falhas do modelo cosmolégico padrao corrigidas pela inflagao

As deficiéncias do modelo do Universo padrao foram corrigidas pela inflagao des-
crita nas ultimas se¢oes. Guth nao foi o primeiro a estudar a inflagao, mas foi um pioneiro
em seu trabalho (Guth, 1981) e mostrou como a inflacdo poderia melhorar essas de-

ficiéncias. As quatro principais sao

e Planicidade: A inflacao nos diz que o Universo esta se expandindo exponenci-
almente em um curto periodo de tempo, resolvendo o problema da planicidade. A partir

de (28) e tanto para a inflacdo fria quanto para a inflacio quente a = age'™?), temos que

Q-—1= Lo-1=—F  Lgn (30)

a2 H? age 0 [
para Ht suficientemente grande (Ht 2 60). Assim, a partir do Universo inicial, o coefici-
ente de densidade é muito proximo da unidade, o que resolve o problema de ajuste fino

das condigbes iniciais. Logo, temos que a razao |2 — 1| entre o fim e o inicio da inflagao

€2 — 1] ai ? —2N
22 = 1
€% — 1 af ‘ (31)

o que deverd ser da ordem 107%, em que |Qf — 1| &= 107% e assume-se |[; — 1| = 1. Com

isso, para a solu¢ao do problema de planicidade precisa-se que N 2 60 , onde N estd
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relacionado ao nimero de e-folds e que ja foi assumido (Baumann, 2012).

e Horizonte: A inflagao resolve esse problema de maneira simples. O Universo que
agora nao poderia estar em contato causal ja esteve anteriormente. O Universo possuia
menor escala, de forma que todos os seus pontos possuiam contato causal. No entanto, a
inflacao fez com que o Universo se expandisse exponencialmente, separando pontos que
antes estavam proximos, mas continham as informagoes de antes da expansao. Isso ex-
plica o alto grau de uniformidade da temperatura RCF observada pelos satélites COBE,
WMAP e Planck. Assim como no problema da planicidade, pode-se mostrar que N = 60
também resolve o problema do horizonte (Lyth; Riotto, 1999).

e Formacao das estruturas: Durante a inflagao, surgem perturbacoes de den-
sidade devido as flutuagoes quanticas (inflagao fria) ou térmicas (inflacdo quente) do
inflaton. A medida que o Universo se expandiu, essas flutuagoes foram amplificadas e em-
purradas para além do horizonte de eventos e agora podem ser consideradas flutuagoes
classicas (no caso das flutuagoes quanticas em inflagao fria). Ao final da inflacdo, as mes-
mas nao estao em contato causal porque ficam fora do horizonte, no entanto, como esta
agora na era de radiacao, o horizonte volta a crescer e as flutuacoes retornam para dentro
do mesmo. Voltando ao horizonte, essas perturbacoes agora aparecem como perturbagoes

de grande escala visualizados pela observagao da RCF.

e Producao de residuos: Durante a expansao acelerada, a densidade de energia
(energia do vdcuo) do Universo muda muito lentamente. No entanto, particulas massivas,
como os monopolos, sao rapidamente diluidas devido a expansao inflacionaria. O mesmo

vale para os outros defeitos topologicos.

2.2 Dinamica do inflaton

O inflaton é um campo escalar responsavel pela inflagao. Por isso, devemos entender
sua dinamica no espago-tempo. Na métrica FRLW, dada pela Eq. (5) e a partir da Eq. (13)

obtemos a equacao de Friedmann
(32)

Durante a inflacao, o fator de escala aumenta muito rapidamente e, portanto, o primeiro

termo da Eq. (32) pode ser desprezado. Isso nos leva entao a
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2
H? = % . (33)

Fazendo-se k = 0 e colocando em coordenadas cartesianas, a métrica FRLW pode ser

expressa de forma

G = diag [1, —a(t)?, —a(t)? —a(t)Q] ) (34)

A acgao de Einstein-Hilbert para a relatividade geral é

1

— _ 4. [

e que a agao para o campo escalar é da seguinte forma

50 [ d'ay=g (%ww - V<¢>) . (36)

Assumindo um acoplamento minimo com a gravidade, (¢*R = 0(¢ = 0). Do teorema de

Noether (Weinberg, 1972), o tensor energia-momentum é dado por

" =0"90"¢ — gL, (37)

através do qual pode-se obter a densidade de energia

&, 1(Ve)?

=T% =
P 2 "2 a(t)?

+V(9), (38)

e a densidade de pressao (Mukhanov, 2005),

2 6 alt)?

p_}ZTii_ﬁb_Q 1(Vg)?

: V(@) (39

i
Supondo que o campo escalar seja homogéneo, como o inflaton (notando que durante
a inflagdo os termos com o gradiente espacial em (38) e (39) rapidamente tornam-se

despreziveis), temos portanto apenas os seguintes termos
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p=" 4 V(). (40)
p=2 V(). (1)

De (40) e (41), o tensor energia-momentum do inflaton pode ser comparado ao de um
fluido ideal,

T,uy = (IO _'_p)uuul/ — PGuv - (42)

Neste ponto, é importante notar que em um sistema onde o inflaton varia len-
tamente, temos p ~ —p, esta é exatamente a equacao de estado que estamos procu-
rando a medida que a expansao do Universo esta se acelerando. Portanto, quando temos
$? /2 < V(¢) nas Egs. (40) e (41), o inflaton é bem adequado para descrever regimes
inflacionarios.

Variando-se a agao completa S = Sp_g + S, em relagao a ¢, obtemos a equacao

de movimento para o inflaton

Ou(V=99"0u0) + Vo(¢) =0, (43)

em que Vy(¢) = dV(¢)/dp. Na métrica FRLW, obtemos entao que

¢+ 3Ho+ Vy(¢) =0, (44)

e a equagao acima é a equagao de Klein-Gordon (Peskin, 2018) para o inflaton, mas com

o termo de “fricgao” (3H¢) devido ao acoplamento do inflaton com a métrica.
2.3 Inflacao fria
Conforme mencionado, na inflagao fria, o inflaton é considerado isolado dos ou-

tros campos durante a inflacao. Como nao ha producao de radiacao, a entropia desta,

S, = sya(t)®, permanece constante. Além disso, pode-se dizer que temos uma expansio
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adiabatica e consequentemente isentrépica. Logo, de acordo com a primeira lei da termo-

dinamica, temos que

d [pa(t)’] = —pd [a(t)"] . (45)

d [pa(t)’] = —wpd [a(t)?] | (46)
e

p o< a(t) 30 (47)
Com isso, pode-se usar a equagao de estado (12). Tratando-se do inflaton, w = —1, e que

da equacgao (17) podemos notar que durante a inflacdo a energia do vécuo associada ao

inflaton, p,, mantém-se (aproximadamente) constante

Py X cte (48)

concluimos da equagao de Friedmann (14) que o parametro de Hubble permanece quase
constante durante a inflacao, uma vez que a energia do vacuo é aproximadamente cons-
tante e dominante durante a inflagao.

4 valida durante

Vimos que para a radiagao, p, = p,./3 e portanto, p,  a(t)”
o equilibrio termodinamico. Além disso, sabe-se que a mesma obedece a lei, p, oc T(t)*

(Kolb; Turner, 1990), logo
pr x T, s, cT(t)? T(t) ocalt)™, (49)

onde usamos E = T'(t)S. Assim, vemos que a temperatura diminui inversamente com o
fator de escala. O super-resfriamento se da por conta do fator de escala crescer de forma
rapida durante o regime inflacionario e que também pode ser compreendido através da

equacao de conservacao da energia para a radiacao

pr+4Hp, =0, (50)
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como H permanece aproximadamente constante, pode-se integrar para obter
py ox e T (51)

E possivel notar que na equagao anterior, temos a diluicao da radiacao devido a expansao.

Portanto, na inflacao fria nao ha termo de dissipacao e, portanto, nao ha geracao
de entropia. A radiacao originalmente presente no Universo é rapidamente diluida pela
expansao, resultando no super-resfriamento do Universo. Ao final do regime inflacionario,
ocorre o chamado periodo de reaquecimento, quando o inflaton se aproxima de seu minimo
de potencial e oscila em torno desse minimo. Dessa maneira, o inflaton passa a interagir
com outros campos e decai em radiacao, reaquecendo o Universo. O decaimento por sua
vez cria um termo de dissipacao que amortece as oscilacoes do inflaton. A equacao que

descreve esse decaimento do inflaton é da seguinte forma

¢+3Hp+Th+ Vy(¢) =0 (52)

em que o novo termo ['¢ estd associado ao decaimento do inflaton em radiacao. Note que
na inflagao fria a producao de particulas é assumida ser efetiva somente apds o regime

inflacionario. Nao hé producao de radiacao durante a inflagao.

2.3.1 Condigoes de rolamento lento para inflacao fria

A inflagdo ocorre em um estado conhecido como rolamento lento, onde o termo do
potencial domina a parte cinética, o que resulta em uma pressao negativa. Como o termo

cinético é pequeno, podemos aproximar a equagao de Friedmann tal que

871G | 871G
H>= —"— | +V(¢)| = —V(9). (53)
3 2 3
Considerando que ¢ tenha um valor inicial grande, pode-se argumentar que o termo
de friccao 3H¢ terd dominio sobre o termo de aceleracio na Eq. (44). Desse modo, as

seguintes condicoes poderao ser usadas

V> —,
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3Ho > ¢, (54)
e a equacao de movimento para o inflaton pode ser aproximada para
3H)+ Vy(¢) =0. (55)

Podemos trabalhar com alguns potenciais para o inflaton e que sao mais simples e
que estao na literatura, sao eles: V(¢) = m?¢?/2 e V(¢) = A¢p*/4. Utilizaremos o primeiro

potencial para que possamos ter uma solugao compreensivel.
A partir do potencial V(¢) = m?¢*/2, e de acordo com as Egs. (53) e (55), as

mesmas ficam da seguinte maneira

3Hp+m?p=0. (56)

logo, as solugoes sao

mMpl
— by — t
¢ = do o
e
_m]bll It _m
a = ape’ = aoe[(¢0 T )VE } : (57)

Agora podemos definir dois parametros importantes chamados de parametros de
rolamento lento, que sao condigoes para que ocorra a inflacdo. De acordo com os termos
V> %2 e 3qu3 > é, podemos definir
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Desde que as seguintes condicoes sejam atendidas, o regime de inflacao ocorrera

e<1l, Inkl. (59)

No entanto, deve-se notar que os parametros de rolamentos lentos s limitam a
forma do potencial (Liddle; Parsons; Barrow, 1994), portanto a validade da aproximagao
nao pode ser totalmente garantida. Em principio, o parametro gb ¢ independente e pode
assumir grandes valores.

Agora podemos determinar a quantidade de inflagao ou o ntimero de e-folds, defi-

nido por

a(t)) /t-f 8 /¢f 1%
N=iIn|—2)=| Hdt~-—— —d 60
( o t; Mzgl ®i 4 ¢ ( )

em que e-fold é definido como o tempo que leva a(t) para crescer por um fator de e, ou
seja, At = H~1. A fim de querer resolver as falhas da TBB necessitamos que N > 60
(Baumann, 2012).

De acordo com o potencial escolhido, V = ming /2, e pela seguinte condic¢ao € = 1,

para o final da inflagao, temos que

My,
¢f = \/4:;71' : (61)
Utilizando-se ¢y = ?/4% em NN e considerando como por exemplo N = 70, obtém-se
¢i ~ 3.3M,; . (62)

Fazendo as substitui¢bes ¢; e ¢y na equacdo de solucao do inflaton, Eq. (57), obtemos
um tempo de inflagio de t ~ 10712GeV ~1s, para o qual usamos M, = 1.22 - 10~ ¥GeV
em ~ 5-107"M, (Kolb; Turner, 1990). Logo, a inflagio consiste em uma expansao

exponencial em um periodo de tempo muito curto.
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2.4 Inflagcao quente

No caso da inflagdo quente, a interacao do inflaton com outros campos é impor-
tante durante o periodo inflacionério. Essas interacoes sao responsaveis por gerar radiacao
através do decaimento do inflaton, o que faz aumentar a entropia. O efeito de produgao
de radiagao se manifesta na equacao de movimento do inflaton através de um termo T{b

na equagao original da inflagao fria.

G+3HG+Td+Vy=0. (63)

na qual, o termo Y¢ é a tnica diferenca em relacao a inflacdo fria, ou seja, uma apro-
ximagao levada em consideragao por conta do decaimento do inflaton devido a sua in-
teragao com os campos que contém o banho térmico no qual estd imerso, sendo valido
apenas quando este se mantém proximo ao equilibrio térmico(Berera; Fang, 1995). Em
geral, esse termo estd relacionado por meio de um teorema de flutuacao-dissipacao, mas os
detalhes disso dependeriam do estado estatistico do sistema e da dinamica microscopica.

Durante o regime inflacionario, hd uma competicao entre a producao de radiacao e
a expansao. Pode-se visualizar melhor essa questao ao reescrever a equagao de movimento

do inflaton (63) da seguinte forma

¢+3H1+Q)p+Vys=0. (64)

onde foi definido que @ = YT/3H. @ dd uma medida da efetividade de produgao de
radiagao na inflacao quente. Dois regimes sao usualmente definidos. Para () < 1 define-se
o que se chama de regime de dissipacao fraca, enquanto que ) > 1 denomina-se regime
de dissipacao forte.

Note que agora a equacao para a radiacao também se modifica para:

o termo Y¢? entra como um termo de fonte para a radiacao.

Algo importante a ser falado é a questao da diferenca entre a inflacao fria e a
inflagdo quente. Além da modificagdo na Eq. (64), as perturbagdes em inflagdo quente sao
diferentes daquelas em inflacao fria. Durante o periodo de inflacao, geram-se flutuacoes
que estao associadas ao inflaton. Essas flutuagoes acabam levando as inomogeneidades
(diferenga de temperatura) observadas na RCF. Essas inomogeneidades eventualmente

serdo as responsaveis pela formacao das estruturas do Universo. As flutuacoes ou per-
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turbacoes geradas durante a inflacao sao consideradas como o gerador da formacao das
estruturas. No entanto, essas perturbacoes podem ser quanticas ou térmicas. Flutuagoes
quanticas sao tipicas para a inflacao fria, enquanto que flutuagoes térmicas sao para a
inflacao quente. Tomando a temperatura de Hawking H como ponto de partida, se ela for
maior que a temperatura de radiagao 7T, havera predominancia das flutuacoes quanticas
sobre as térmicas. Se a temperatura associada a radiacao for maior que a temperatura de
Hawking, entao teremos o dominio das flutuagoes térmicas (Berera, 2006), ou seja, inflagao
quente. Portanto, a separacao da inflacao fria e quente ocorre no ponto 7T, ~ H. Assim, a

ocorréncia de inflacao quente requer a condicao

T,>H . (66)

Lembrando que a densidade de radiacdo pode ser expressa como p, o T%, a mesma

condicao pode ser expressa por

o> H . (67)

O termo T¢ na equacao de conservacao de energia para o inflaton (63) representa
uma perda de energia. Este termo de perda deve concordar com o termo de ganho de
energia na equagao de conservagao de energia do fluido de radiagdo para que a energia

total seja conservada. A Eq. (63) pode ser escrita em termos da densidade do inflaton

(pe), tal que

po+ 3H(py + py) = —T¢" . (68)

Da conservacao da energia total, a equacao da radiagao é portanto

pr+3H(p, + pr) = Tg.b2 ) (69)

a partir desta equac@o de radiacao, lembrando que p, = p,/3, obtém-se

pr = —4Hp, + Y$* = —4Hp, + 3HQ¢" . (70)

A parcela 4H p, representa o decaimento exponencial da radiagdo, como na inflagao fria. Ja
a parcela T¢? = 3H(Q¢? representa a radiacao produzida durante a inflacdo e que entra

como um termo de fonte na Eq. (70).
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2.4.1 Condicoes de rolamento lento para inflacao quente

Como na inflagao fria, podemos obter agora as condi¢oes de aproximacao de rola-

mento lento equivalentes para o caso da inflagao quente. Partimos das equagoes:

# =5 )b (71)
3 2
¢+3H(1+Q)p+ V=0, (72)
(&
pr+4Hp, = 14" . (73)

Fazendo-se as mesmas aproximacoes da inflacao fria e com a adicao das aproximagoes
4Hp, > p, e T¢? > p, na Eq. (73) isso corresponde quase a um decaimento estavel do
inflaton em radiacao. Isso significa que p, nao mudard muito e permanecera pequeno.

Temos, portanto

12
v i, (74)
SH(14+Q)dp> 6, (75)
AHp, > pr (76)
(§]
Té? > p, . (77)

e as Egs. (71) - (73) ficam entao
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2 ~v
H? = =2V (78)
H(1+Q)p+Vy=0, (79)
(§]
AHp, = T¢? . (80)

Agora podemos definir os parametros de rolamento lento andlogos a inflacao fria.
Definiu-se as generalizacoes dos parametros € e n, relacionados a restricoes na forma do

potencial, porém, acrescemos dois parametros 3 e 4,

v, )2 v
Cowe () . o (%)
1+Q 1+@ T T14Q 1+Q
1 T4V TV g1
- [ e h= 2 82

onde o parametro [ refere-se a necessidade do coeficiente de dissipagao ser nao nulo. No
caso de b < 14 @ é garantido que as correcoes térmicas do potencial sejam pequenas em
comparacao com o termo classico. O periodo inflacionario continua enquanto as seguintes

condicgoes forem atendidas

ELl=ex14Q, fl<l=N<K1+Q, 0K14+Q, b14+Q. (83)

Outra quantidade modificada ¢é a ja definida quantidade de e-folds, que agora é dada por

- -8 [ V(14 Q)
N—n ( ) / Hat= 3 [ (84)

Ao observar os parametros de rolamento lento e o nimero de e-folds, vemos clara-
mente que a dissipacao do inflaton tem o efeito de aumentar a eficacia do parametro de ro-

lamento lento, ou seja, aumentando o tempo de inflacao e, portanto, aumentando o nimero
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de e-folds. Agora escolhendo o mesmo potencial usado na inflagao fria, V' = mégﬁ /2, para

efeito de comparacao, temos que

. ’fLMpl 1 Po T

¢ = ¢+ JTon <—t + ) /¢ Ed¢> (85)
o Ht 4_7T _ mMpl m %o T

0= age = ‘LO@"”’{ 3 K% mt> My T, min d¢} } (56)

Pode ser visto a partir das Eqs. (85) e (86) que o termo relacionado a dissipagao,
considerando as mesmas condicoes iniciais que seriam usadas na inflagao fria, a dissipacao
aumenta o tempo de inflacao e, portanto, o nimero de e-folds. Isso implica por exemplo
em condigoes iniciais menos restritas do que daqueles da inflacao fria para obter o mesmo

numero de e-folds, gracas ao termo de dissipagao.
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3 UNIVERSO RECENTE

O conceito de matéria escura foi introduzido na década de 1930 para explicar o
movimento das estrelas observadas na Via Lactea (Oort, 1932) e para explicar o movi-
mento das galdxias observadas no aglomerado Coma (Zwicky, 1933). Em ambos os casos,
a velocidade medida dos objetos astronomicos estudados, estrelas e galdxias, parecia ser
maior do que se esperava da forca gravitacional dada pela massa aparente de seus respec-
tivos sistemas, Via Lactea e aglomerado Coma. Esses resultados indicam que uma grande
fracao da massa total desses sistemas deve estar contida em matéria invisivel.

Até agora, a matéria escura sé foi detectada através de seus efeitos gravitacio-
nais. H4 muitos indicios de deteccao indireta, que sao de pouca utilidade na determinacao
de sua natureza (Huterer; Shafer, 2017). Uma das poucas coisas que sabemos é que a
maior parte da matéria escura do Universo é nao barionica. Sabe-se disso porque a teo-
ria do Big Bang e a andlise RCF fornecem restrigoes severas nas densidades da matéria
barionica, resultando em valores muito inferiores aos calculados com base nas taxas de
expansao, valido se a RG valer.

Olhando para o quadro geral através das observagoes cosmolégicas e astrofisicas
(Ade et al., 2014), existem pelo menos dois componentes “invisiveis”, matéria e energia
escura, que fazem parte da densidade total de energia do Universo. Eles compoem aproxi-
madamente 95% da densidade total do Universo: onde ~ 30% é na forma de matéria escura
e ~ 65% ¢ na forma de energia escura, onde os ~ 5% restantes sao matéria barionica (Ade
et al., 2014). Essas duas novas formas de matéria e energia nao interagem ou interagem
fracamente com o campo eletromagnético e, portanto, sao muito dificeis de serem detec-
tadas diretamente. Por outro lado, a matéria escura parece se aglomerar e se comportar
como poeira, ou seja, matéria sem pressao, sugerindo que pode ser por exemplo, alguma
particula estavel predita em extensoes do modelo padrao de particulas. Ja a energia escura
nao se agrupa e deve satisfazer a restrigao p+ 3p < 0, que requer a introducao de alguma
forma de pressao negativa, uma vez que a densidade p é sempre positiva. Parece que uma
nova fisica é necessaria para explicar o mistério da energia escura.

O modelo ACDM recebeu o nome dos dois componentes que atualmente dominam
a formagao do Universo: uma forma de energia escura descrita pela constante cosmolégica
(A) e a matéria escura fria (CDM). Como foi mencionado, a matéria escura refere-se a
forma de matéria que nao emite luz e em principio nao é matéria do tipo barionica. No
modelo ACDM, a matéria escura é considerada “fria”, ou seja, nao relativistica e com
equacao de estado w,, = 0. Se ignorarmos os instantes iniciais, os outros componentes
importantes sao barions (wy, = 0) e radiagao (com equagao de estado w, = 1/3). Também
é assumido que nao ha transferéncia de energia entre esses diferentes fluidos. Claro, isso

nao ¢é totalmente verdade, por exemplo, os processos nucleares em estrelas significa a
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transferéncia de energia do setor de barions para o setor de radiacao, mas a quantidade
de energia envolvida é insignificante do ponto de vista cosmoldgico, entao podemos definir
o fator de transferéncia de energia entre os componentes do modelo ACDM como @); = 0. A
solugao da equagao do movimento (17) é entao obtida por (18), que muda para cada fluido

(incluindo curvatura espacial)

PA = Phos Pk = Pro@ 25 P = Pmg@ >y pr = proa ™. (87)

onde tratamos a matéria nao relativistica como um tnico fluido (p,, = py+pam). Juntamente
com uma das duas equagoes de Friedmann, a Eq. (87) descreve completamente a evolugao
do Universo.

Apesar de sua relativa simplicidade, o modelo ACDM se ajusta muito bem a
uma ampla gama de dados cosmoldgicos. A primeira referéncia a este modelo remonta
a década de 90. Naquela época, o modelo geralmente aceito pela comunidade cos-
molégica era o modelo CDM, que ¢ idéntico ao modelo ACDM, mas sem a constante cos-
mologica. No entanto, foi demonstrado que a funcao de correlagao angular em larga escala
das galaxias estava em melhor concordancia com o resultado observacional quando uma
pequena constante cosmoldgica positiva foi introduzida (Efstathiou; Sutherland; Maddox,
1990). Evidéncias mais convincentes foram obtidas no final da década de 1990, quando
o modelo ACDM forneceu uma explicacao bem-sucedida para a relagdo luminosidade-
distancia observada das supernovas do tipo la (SNela) (Riess et al., 1998).

Embora, o modelo ACDM possa descrever com sucesso a formacao e evolugao da
estrutura em grande escala no Universo, seu estado original e a abundancia de diferentes
formas de matéria e energia, ele ¢ um modelo que apresenta problemas. Alguns deles
(o problema da planicidade, o problema do horizonte, o problema do monopolo) sao
solucionaveis se o modelo padrao ACDM for precedido por uma fase inflacionaria inicial,
mas outros, nomeadamente o problema da constante cosmoldgica e a coincidéncia cosmica
(Zlatev; Wang; Steinhardt, 1999), sdo mais intrigantes e que serao discutidos adiante.

Devido aos problemas relacionados ao modelo ACDM, foram desenvolvidos alguns
modelos alternativos de energia escura além da constante cosmolégica convencional. Pode-
se encontrar uma visao geral da situagao, por exemplo, em (Copeland; Sami; Tsujikawa,
2006). Ao passo que no mesmo modelo e na maioria das abordagens alternativas a matéria
escura (do inglés, Dark matter) e a energia escura (do inglés, Dark energy) sejam conside-

radas como componentes independentes do meio césmico, existem linhas de pesquisas que
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admitem o acoplamento entre os dois componentes escuros*. Este tipo de acoplamento
nao contraria a conservacao de energia-momento. Modelos interativos como esse nos le-
vam a uma dinamica mais ampla e rica e que sao muito tteis para resolver o problema
da coincidéncia.

Diante disso, temos que os modelos que levam em consideracao a interacao entre
DE e DM foram introduzidos por Wetterich (Wetterich, 1988). Esse tipo de modelo tem
atraido muita atencao na literatura recente. Uma questao em que se deve levar em con-
sideracao é a escolha do termo de interagao, uma vez que nem a natureza fisica de DE e
DM sao conhecidas e que nao existe uma interacao especifica como motivacao (Perez et
al., ).

Entretanto, as abordagens relacionadas a como lidar com a energia escura sao basi-
camente fenomenoldgicas. A maior parte das interacoes estudadas até o presente momento
sao lineares, ou seja, no sentido de que o termo de interagao dos balangos energéticos dos
componentes individuais é proporcional a densidade de DM ou a densidade de DE ou a
uma combinacao entre a duas que ocorre de forma linear.

Visto que sistemas com interagoes permitem solugoes analiticas apenas em ca-
sos especiais, alguns autores se voltam para sistemas dinamicos, por exemplo, em um
contexto geral (Wainwright; Ellis, 1997) de modo a obter um panorama qualitativo do
comportamento assintético da dindmica em cosmologia (Amendola et al., 2006). Modelos
que envolvam a interacao entre matéria escura e energia escura tém recebido uma atencao
especial, j& que nos fornecem uma estrutura para abordar o problema da coincidéncia
césmica dentre outros problemas do modelo ACDM (Bull et al., 2016; Popolo; Delliou,

2017). Vejamos abaixo alguns dos problemas associados ao modelo ACDM.

3.1 Problemas do modelo ACDM

3.1.1 Problema de ajuste da constante cosmologica

O problema de ajuste da constante cosmoldgica estd associado ao fato de que
a maioria das teorias quanticas de campo indicam uma enorme constante cosmoldgica
advinda da energia do vacuo quantico, sendo mais de 100 ordens de magnitude maior
do que o inferido nas observagoes (Popolo; Delliou, 2017). As previsoes tedricas nos dao

pr ~ 10™ GeV?, ou seja, contrdrio aos limites superiores cosmolégicos dando py ~

4 Manteremos os termos em inglés: DM (Dark Matter) e DE (Dark Energy), para a matéria escura e
energia escura, respectivamente
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10747 GeV%, o que d4 origem ao problema de afinacdao extrema no valor requerido para
pa- Um tratamento mais completo do problema (Padilla, 2015) leva a conclusao de que
o valor renormalizado de A é altamente sensivel a massa de outras particulas, ou seja,

extremamente bem ajustado para obter o pequeno valor medido de A.

3.1.2 Problema da coincidéncia césmica

Observagoes recentes mostram que a maior parte da densidade de energia no Uni-
verso possui pressao negativa. Entretanto, a razao para isso seria a densidade de energia
do vacuo associada a uma constante cosmolégica, ou de natureza dinamica, que chamamos
de quintesséncia, na forma de um campo escalar relacionado a um potencial e que evolui
de forma lenta. De qualquer forma, a questao a ser explicada é por que a densidade de
energia escura corresponde aproximadamente a densidade de matéria atual. Temos que,
com a expansao do Universo, as densidades diminuem em taxas diferentes, ou seja, parece
que sua proporc¢ao deve ser definida para um valor infinitesimal especifico no Universo
primordial para que as duas densidades possam aproximadamente se coincidir hoje, cerca
de 15 bilhoes de anos depois (Zlatev; Wang; Steinhardt, 1999).

O modelo de quintesséncia chamado de “campo rastreador” (do inglés, tracker
fields) foi introduzido de maneira a tentar evitar o problema da coincidéncia césmica
(Steinhardt; Wang; Zlatev, 1999), no qual o mesmo tem uma equagao de movimento com
o que chamamos de solugoes atrativas, em que a gama de condigoes iniciais é muito ampla
e converge rapidamente para uma trajetoria especifica (que leva a uma equagao de estado
Wy = —1)

Um dos principais pontos com essa proposta de campo de quintesséncia é tentar
esclarecer por que a densidade de energia e matéria devem ser semelhantes hoje e resolver

o problema de coincidéncia césmica, (ver segao 5) (Steinhardt; Wang; Zlatev, 1999).

3.2 Dados observacionais do modelo ACDM

Nesta secao iremos ver alguns dos dados observacionais referentes ao modelo ACDM. .
de grande importancia estudar a solu¢ao da equagao de conservagao de energia (17), para
0 caso p = wp, com w constante. Sob esta suposicao, a solugao de densidade de energia

¢é exata e é dada por:

p=po(1+ 2"+, (83)
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essa solucao é importante porque pode ser aplicada a diferentes tipos de fluidos que
compoem nosso Universo, como a radiacdo (w, = 1/3), a matéria nao relativistica (w,, =
0) e a densidade de energia associada a constante cosmoldgica (wy = —1). Para cada de

tipo de fluido nés temos que a Eq. (88) tem uma solugao

e Radiacio — w=1/3 — p,=po. (1 +2)*;
e Matéria nao relativistica — w=0 — p,=po, (1+2)>;

e Contante cosmolégica — w=-1 = p=pg, .

Além disso, em um Universo plano, a solucao do fator de escala em relacao ao

tempo ¢ facilmente obtida pela Eq. (14),

e Radiacio — w=1/3 — a(t) xt'/?;
e Matéria ndo relativistica — w=0 —  a(t) oc t?/3 ;

e Contante cosmolégica — w=—1 — a(t) e’ .

Esses diferentes padroes de densidade de energia dao origem a diferentes épocas no
Universo, cada uma dominada por um fluido. Incorporando as restrigoes observacionais
atuais (Velasquez-Toribio et al., 2020) sobre as densidades de energia da radiacao, matéria
e constante cosmologica, e seus respectivos estados de decaimento, podemos concluir que
a radiacdo dominou a dinamica no inicio do Universo (z > 1). Essa radiagao se dilui
muito mais rapido que a matéria, chegando a um ponto em que suas densidades sao
iguais, chamada de paridade matéria-radiacao. A partir dai, a matéria domina a expansao
césmica, cuja dinamica é dominada pelo fluido com w = —1.

Os valores dos parametros de densidade (€2;) indicam qual fluido é mais impor-
tante em um determinado momento da histéria cosmica e estarao préoximos de 1 se esse
componente for dominante, conforme a Fig. (2).

Dessa maneira, é possivel reescrever a Eq. (14) relacionada tanto com o parametro

de densidade atual como o redshift,

H = Ho/Q(1+ 2)4 4+ Qu (1 + 2)2 + Q1+ 2)2 + Qy (89)

Esses parametros sao limitados por restricoes de normalizacao, como consequéncia da

equagao de Friedmann,

Q.(2) + Qn(2) + Qe(2) + Qa(2) = 1. (90)

O método de descrever o parametro de Hubble em termos de parametros de densidade
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Figura 2 - Valores dos parametros de densidade das
componentes em funcao do redshift,

considerando um Universo plano, k =0

G'Ct}

1 2 3 4 5 [
Log(1l+2z)

Fonte: Sanchez, 2008, p.17.

atuais tem sido usado na literatura para estimar a contribui¢ao de cada componente por
meio de observacoes do Universo.

A expansao acelerada do Universo é uma das maiores descobertas da histéria e um
dos fundamentos do atual paradigma da cosmologia. A descoberta de que o Universo esta
em um periodo de expansao acelerada foi feita por dois grupos de pesquisas e de forma
independente, sao eles: o Supernova Cosmology Project (SCP) (Perlmutter et al., 1999)
e o High-z Supernova e Search Team (HZT) (Riess et al., 1998). Tamann e Leibundgot
mostraram na década de 90 que as supernovas do tipo la (SN Ia) sdo uniformes e encaixam-
se bem como velas padrao, ou seja, objetos com luminosidade intrinseca. Este fato foi
utilizado pelos grupos SCP e HZT afim de realizar suas descobertas analisando o médulo
de distancia de SN Ia.

No ano de 1998, foram publicados resultados pelo grupo de pesquisa SCP que
ficou constatado um modelo de Universo plano com matéria e constante cosmoldgica com
um nivel de confianca de 99% e que foi descartado um valor negativo para €. De forma
semelhante, o grupo HZT obteve resultados que demonstraram 2, > 0, para um Universo
com curvatura, matéria e uma constante cosmolégica, com uma certeza de 99, 7%. Esses
dois resultados significam (a partir da Eq. 15) que o Universo esté passando por uma fase
de expansao acelerada.

Por quase duas décadas, esses resultados foram amplamente confirmados pela

analise de dados mais recentes e um numero maior de SNs Ia, assim como, pela andlise de
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Figura 3 - Dados observacionais de vinculos relacionados
ao modelo ACDM, considerando uma curvatura
livre e no plano Q,, — Q (intervalos de
confianga de 68% e 95%)
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Fonte: Abbott, 2019, p.6.

° oriundo da estrutura em grande escala e anélise

sinais de Oscilagao Acustica Barionica
do espectro da RCF. Todas essas estimativas de valores de parametros de densidade de
energia sao compativeis e consistentes, o que torna o modelo ACDM conhecido como um
modelo de concordancia césmica. Assumindo um modelo ACDM plano, podemos encon-
trar €2, = 0.331 £ 0.038 e 2, = 0.669 £ 0.038 com () adicionado como parametro
livre na Eq. (89), a Fig. (3) nos mostra que os dados RCF fornecem fortes restri¢oes de
planicidade, consistente com a curvatura zero.

Entretanto, é importante destacar que para um Universo em expansao acelerada,
de modo a conservar as equacgoes de campo de Einstein, é necessario um fluido que se
oponha a forga gravitacional cldssica e tenha pressao negativa, ver [Eq. (15)]. Este fluido
¢ o que denominamos de energia escura.

Este fluido é o que denominamos de energia escura. Atualmente, existem muitas

maneiras de descrever a mesma, como incluir novos campos com diferentes acoplamentos

® Na cosmologia, as Oscilagoes Actsticas Barionicas (BAO, do inglés Baryon acoustic oscillations) sao
flutuagoes na densidade da matéria barionica visivel do Universo.
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Figura 4 - Dados observacionais dos vinculos atuais da
equacao de estado da energia escura €2, — w,
no modelo wCDM plano (intervalos de confianca
de 68% e 95%)
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Fonte: Abbott, 2019, p.7.

ou de uma maneira mais fenomenolégica, definindo os parametros da equacao de estado da
energia escura, representada pela constante cosmoldgica e por um fluido com equacao de
estado w(z) = w. Como principal resultado (Abbott et al., 2019), foi usado DES-SN3YR
com o RCF e um modelo wCDM plano (€ = 0) e foi encontrado €2, = 0.321 +0.038 e
w = —0.978 £ 0.059. Logo, a restricao sobre w é consistente com o modelo cosmoldgico-
constante para a energia escura. Os intervalos de confianga de 68% e 95% sao dados pelos
contornos vermelhos na Fig. (4), que também mostra as contribui¢oes de DES-SN3YR e
RCF.

3.3 Quintesséncia

Uma alternativa a constante cosmolédgica no modelo ACDM ¢é a quintesséncia, o
chamado “quinto elemento” apds barions, CDM, fétons e neutrinos. A quintesséncia é des-
crita por um campo escalar canonico ¢ minimamente acoplado a gravidade e dinamico,

que pode produzir a expansao acelerada observada a medida que rola lentamente para
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fora da parte plana de seu potencial e que seria atualmente o componente dominante do
setor de densidade de energia do Universo. Um campo que muda lentamente ao longo da
energia potencial V(¢) faz com que o Universo acelere. Esse mecanismo é semelhante a
taxa de expansao do Universo primitivo, mas difere no fato de que a matéria nao rela-
tivistica (matéria escura e barions) nao pode ser ignorada para uma discussao adequada
da dinamica da energia escura. A natureza dinamica do campo de quintesséncia, com

¢

w # 0, nos mostra que os modelos de quintesséncia pode ter
ACDM (Owen, ).

Além disso, em muitos casos o campo de quintesséncia tem um tipo de potencial

‘vantagens” sobre o modelo

exponencial por exemplo, (Copeland; Liddle; Wands, 1998)

V(p) ox eMet | (91)

Necessariamente, precisamos que a densidade de energia potencial corresponda a ob-
servacao de energia escura V(¢g) = 0.7pc0 = 3M51Hg e que ¢9 = ¢(ty) para os dias
atuais, ou seja, m ~ AHj e a massa do campo escalar de quintesséncia ¢ aproximada-
mente da ordem do valor da constante de Hubble hoje, Hy ~ 1.43 x 10~42GeV.

O maior sucesso dos modelos de quintesséncia é sua capacidade de fornecer ex-
plicacoes alternativas vélidas para a baixa densidade de energia do vacuo atual em relagao
a constante cosmoldgica, e que devemos ter |pyec| < 1077GeV?* atualmente. Em contraste,
a teoria quantica de campos prevée valores de densidade de energia da constante cos-
moldgica que sao maiores que 100 ordens de magnitude. Por outro lado, em todos os
modelos considerados até agora, a energia do vacuo associada a quintesséncia evolui di-
namicamente para zero devido a evolugdo do campo escalar (Perrotta; Baccigalupi; Ma-
tarrese, 1999).

Portanto, no cenario de quintesséncia, é possivel escolher uma subclasse de modelo
que permita uma “soluc¢do de rastreamento” (Steinhardt; Wang; Zlatev, 1999): aqui uma
certa densidade de energia no campo escalar atual pode ser obtida a partir de um grande
nimero de valores iniciais, por conta disso o interesse nas pesquisas sobre o modelo de

quintesséncia em varios trabalhos na literatura.

3.4 Inflacao Quintessencial

Se o mecanismo de quintesséncia é um campo escalar de rolamento lento que se
assemelha ao campo inflaton, surge a seguinte indagacao: o campo de quintesséncia po-
deria ser o mesmo campo escalar que impulsiona a inflacao primordial? Combinar dois

campos escalares em um dessa maneira é chamado de inflacdo quintessencial (QI) (Pe-
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ebles; Vilenkin, 1999), o que obviamente melhora a questdao de quintesséncia de duas
maneiras principais. Primeiro, o uso de uma tunica teoria unificada, além de parecer su-
ficiente, mantém a teoria com menos graus de liberdade do que dois campos escalares
distintos. Em segundo lugar, combinar as duas fases da evolucao do Universo elimina
o problema das condigoes iniciais de quintesséncia, porque o atrator inflacionario agora
determina as condigoes iniciais.

A criacao de um modelo de inflacao quintessencial bem-sucedido tem seus de-
safios. As escalas de densidade de energia relevantes sao notavelmente diferentes, com
inflacdo na ordem de 10%*GeV* e expansao acelerada tardia na ordem de 10~*8GeV*,
uma diferenca de aproximadamente 112 ordens de magnitude que um potencial de campo
escalar deve superar. Em segundo lugar, ambos os periodos de expansao acelerada reque-
rem um potencial plano para que seja viavel nas versoes minimas da teoria, dois platos
separados por 112 ordens de grandeza sao muito mais dificeis de modelar, com o risco de
formar um potencial artificial.

Isso levou ao aumento da pesquisa para relacionar a inflacao com a quintesséncia
junto aos dados observacionais e, portanto, o tépico tornou-se uma area popular de pes-
quisa hoje. No entanto, ha uma diferenca importante em relacao ao paradigma infla-
cionario padrao, onde o potencial do campo inflaton tem um minimo local, o que significa
que o campo inflaton libera sua energia quando oscila, gerando particulas suficientes
para reaquecer nosso Universo. Por outro lado, para modelos “nao oscilantes”, ou seja,
na inflacao quintessencial, onde o campo inflaton “sobrevive” para replicar a aceleracao
cosmica atual, o mecanismo de reaquecimento ¢ bem diferente, ou seja, quando a fase
inflacionaria termina, um mecanismo de reaquecimento é necessario para manter o campo
inflaton “vivo”para que a inflacao corresponda ao Universo quente do Big Bang. Como as
particulas que estavam presentes antes do periodo inicial foram diluidas na fase final da
inflagao, acabou resultando em um Universo frio.

Assim, a ideia mais plausivel de reaquecer o Universo dentro da estrutura QI é
através de uma fase do Universo dominada pela energia cinética de um campo escalar,
Spokoiny (Spokoiny, 1993) chama o periodo dominado pela energia cinética de “defla-
ciondrio”, Joyce (Joyce, 1997) prefere “kination”, Caldwell, Dave e Steinhardt (Caldwell;
Dave; Steinhardt, 1998) propoe o nome “quintesséncia”para um campo que age como a
constante cosmoldgica, na qual toda a densidade de energia da expansao é dominada pela
energia cinética de um campo escalar (Joyce, 1997), em que o regime adiabdtico é que-
brado, permitindo a formacao de particulas. Como o modelo em discussao reduz o papel
do inflaton a funcao essencial de impulsionar a inflacao e acrescenta a possibilidade de
que o inflaton acabe tornando-se uma quintesséncia, chamamos essa estrutura de inflagao
quintessencial (Peebles; Vilenkin, 1999).

Nesta dissertacao pretendemos descrever a inflacao quintessencial no contexto da

inflagdo quente (descrita na segao 2.4). Além disso, propomos termos de interagdo en-
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tre o campo de quintesséncia e matéria de forma equivalente aos termos de interacao
encontrados na inflagao quente, onde o inflaton interage com a radiacao. Uma grande
vantagem de descrever a inflacdo quintessencial no contexto de inflacao quente é o papel
feito pelo termo de dissipacao e que ja discutimos a respeito anteriormente. Como ao final
da inflacao quente o Universo transita naturalmente para a fase de radiacao, isso evita o
periodo dominado pela energia cinética de um potencial escalar considerado em muitos
modelos de quintesséncia. Nesse sentido a transi¢ao para o modelo do Big Bang Quente é

mais natural.
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4 SISTEMAS DINAMICOS

Este capitulo tem por objetivo fornecer uma introdugao concisa as partes da abor-
dagem de sistemas dinamicos que sao mais importantes para aplicagoes cosmoldgicas. Os
topicos refletem a maioria das técnicas usadas pelos pesquisadores no campo e nao abran-
gem outras técnicas matematicas, igualmente interessantes, aplicadas em outros luga-
res. Leitores interessados em detalhes matemaéticos e outras aplicagoes podem consultar

livros-texto bem conhecidos sobre o assunto (Wiggins; Golubitsky, 2003; Perko, 2013).

4.1 Introducao a sistemas dindmicos

Vamos comecar esta secao com a seguinte pergunta: O que é um sistema dinamico?
E uma estrutura que pode ser usada para estudar algo tao simples como, por exemplo
o péndulo, bem como algo tao complexo quanto a dinamica do Universo. Em geral, um

sistema dinamico pode ser considerado qualquer sistema abstrato consistindo em
e Um espaco de fase ou espaco de estado,
e Regras matematicas que descrevem a evolucao dos pontos neste espaco.

E o0 segundo ponto que deve ser enfatizado. De acordo com os primeiros principios,
as regras matematicas que descrevem um processo complexo na natureza pode ser sim-
plesmente impossivel. Portanto, precisamos de uma regra matematica como entrada. Para
descrever um sistema, precisamos de um conjunto de quantidades que descrevem o estado
do sistema. Denominamos o conjunto de todos os valores possiveis dessas quantidades de
espaco de estados. Em modelos ecoldgicos, essas quantidades sao geralmente tamanhos
populacionais: um exemplo tipico disso é o modelo predador-presa. Olhando para o Uni-
verso, somos tentados a escolher as densidades de energia do Universo p; para descrever
seu estado. No entanto, verifica-se que essas densidades nao sao uma escolha muito boa
nesse contexto, e variaveis muito melhores podem ser identificadas.

Inicialmente, denotamos = = (x1, z,...,2,) € X como um elemento do espago de
estados X C R". Um sistema dinamico é geralmente escrito como (Wiggins; Golubitsky,
2003)



49

em que a funcao f : X — X e onde o ponto indica a diferencial em relacao a algum
parametro de tempo apropriado te R, que geralmente nao precisa estar relacionado ao

tempo fisico. Uma funcao f é vista como um campo vetorial em R™ tal que

f(x) = (filz), f2x), ..., fulz)) - (93)

Isso significa que temos n equagoes descrevendo o comportamento dinamico de n
variaveis. Escolhemos um ponto x ¢ X em um certo tempo ¢, entdo f(z) define um campo
vetorial em R". Quando discutirmos uma solugao especifica para (92), ela sera frequente-
mente denotada por ¢(t) para simplificar a notagao. Cada solugao v (t) do sistema (92) é
usualmente chamada de orbita ou trajetoria do espaco de fase e limitamo-nos a sistemas
finitos e continuos. De fato, a funcao f deve ser diferencidvel ao menos em X. Em geral,
os sistemas dinamicos que aparecem na cosmologia sao continuos e de dimensao finita. De
fato, a funcao f geralmente contém apenas func¢oes elementares e geralmente é suave em
quase todos os lugares. No entanto, vemos que em casos mais complexos a fun¢ao f pode
apresentar certas singularidades. Neste caso, usaremos apenas as ferramentas padroes des-

critas abaixo na parte do espaco de fase em que f é continua.

Definigao 1: A equagao auténoma & = f(x) tem um ponto critico (ou constante

ou de equilibrio) em = = z se e somente se f(zg) = 0.

Pela defini¢ao 1, o ponto critico do sistema (92) corresponde ao ponto z onde o
sistema estd em repouso. Em principio, o sistema pode permanecer neste estado (estavel)
indefinidamente. No entanto, é necessario determinar se o sistema pode atingir esse es-
tado e se esse estado é estavel ou nao com relagao a pequenas perturbacgoes. Isso na-
turalmente leva ao problema da estabilidade dos pontos criticos ou pontos fixos. As
duas defini¢coes a seguir ajudarao a esclarecer o que significa estavel e assintoticamente
estavel. Simplificando, um ponto fixo xy do sistema (92) é dito estavel se todas as solugoes

x(t) comegando perto dele se mantiverem em torno do mesmo.

Definicao 2: Ponto fixo estavel. Seja zp um ponto fixo do sistema (92). Diz-se
estavel se, para cada € > 0, encontrarmos § tal que se 1 (t) for qualquer solugdo de
(92) que satisfaca ||¢(tg) — xo|| < 0, entao a solugao é ¥ (t) para todo t > t, e satisfaz
||t(to) — wol| < € para todo t > t.

O ponto é chamado de assintoticamente estavel se for estavel e as solugoes se apro-

ximarem do ponto critico para todas as condicoes iniciais proximas.
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Definicao 3: Ponto fixo assintoticamente estavel. Seja xy um ponto fixo estavel do
sistema (92). E chamado assintoticamente estével se existe um niimero 4, entao se () é

qualquer solucao de (92) satisfazendo ||¢(to) — xo|| < 9, ent@o limy_,o0 Y(t) = xo.

Uma pequena diferenca entre essas duas definigoes é que todas as trajetérias
proximas a um ponto fixo assintoticamente estavel chegarao eventualmente a esse ponto,
enquanto as trajetérias préximas a um ponto estavel podem, por exemplo, orbitar em
torno desse ponto. A maior parte dos pontos fixos estdveis na cosmologia também sao as-
sintoticamente estaveis. Portanto, ao discutir modelos cosmoldgicos, nao vamos diferenciar
entre essas duas possibilidades, a menos que seja necessaria uma explicagdo mais apro-
fundada. Pontos fixos instaveis sao pontos criticos que nao sao estaveis, ou seja, solugoes
comegando perto do ponto fixo se afastam dele. Compreender os pontos criticos ou fixos
de um sistema dinamico permite-nos compreender localmente quase que por completo
as propriedades de evolugao temporal do sistema fisico em consideracao. Isso pode ser
feito sem buscar solucoes explicitas para algumas condic¢oes iniciais, mas podemos fazer
afirmacoes qualitativas sobre todas as solugoes possiveis.

Definido o conceito de estabilidade, podemos agora apresentar os métodos que
podem ser usados para estudar as propriedades de estabilidade dos pontos criticos. A
abordagem mais comum ¢é a chamada teoria da estabilidade linear, que, para a maioria
das aplicagoes cosmoldgicas, é suficiente para um bom entendimento da fisica do modelo
cosmoldgico em questao. Observe que existem outros conceitos de estabilidade: a teoria da
estabilidade de Lyapunov e a dos multiplos centros, que foram aplicados a cosmologia, ver
(Boehmer; Harko; Sabau, 2010). Os métodos de Lyapunov e de miltiplos centros serao

descritos abaixo através de um exemplo.

4.2 Teoria da estabilidade linear

A ideia bésica da teoria da estabilidade linear é linearizar um sistema proximo a um
ponto fixo a fim de entender a dindmica de todo o sistema préximo a esse ponto. Suponha
que © = f(x) seja um dado sistema dinamico para o qual o ponto fixo é xy. Como assu-
mimos que f é suficientemente suave, podemos linearizar o sistema em torno do ponto
critico. Temos f(z) = (fi(x), fa(x), ..., fu(x)) tal que qualquer f;(xq,xs,...,2,) pode ser

dado por uma expansao de Taylor préximo de zy, o que da

2 £

L 9f; 1 <~ 9%f;
(z) = f; E —Jr N E . , 4
fi(z) = fi(xo) + 2 o, (20)y; + 5 P D0y (z0)y;yr + .y (94)
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em que o vetor y é definido por y = x — xy. Na teoria da estabilidade linear, somente as
primeiras derivadas parciais sao consideradas. Portanto, de particular interesse é o objeto

0f;/0x;, que corresponde a matriz jacobiana de calculo vetorial

ofi ... Ofi
81‘1 8$n
ofi
J = = oo ) 95
Ofn ... Ofn
ox1 Oxy

E possivel definir o que também é chamado de matriz de estabilidade. Sao os auto-
valores da matriz jacobiana .J, avaliada no ponto critico zy, que contém a informacao de
estabilidade. O jacobiano é uma matriz n X n com n elementos, autovalores possivelmente
complexos reais, autovalores (contando repetidos autovalores de acordo). Existem algumas

limitagoes na teoria da estabilidade linear que motivam a definicao de pontos hiperbdlicos.

Definigao 4: Ponto hiperbdlico. Seja © = zpe X C R"™ um ponto fixo (ponto
critico) do sistema & = f(z). Entéo dizemos que ¢ ¢ hiperbélico se nenhum dos autovalo-
res da matriz jacobiana J(xg) tiver parte real nula, ou seja, nenhum pode ser um niimero

complexo puro. Caso contrario, o ponto ¢ chamado de nao hiperbdlico.

A teoria da estabilidade linear falha para pontos nao hiperbélicos, ou seja, autova-
lores imaginarios puros e outros métodos devem ser usados para estudar as propriedades
de estabilidade. Existem duas abordagens alternativas para lidar com essas questoes, que
seriam o método de Lyapunov e a teoria dos multiplos centros.

Tratando-se de sistemas cosmologicos dinamicos, temos que distinguir trés casos
principais ao classificar pontos fixos. Primeiro, se todos os autovalores da matriz jacobiana
tiverem partes reais positivas e parte imaginaria nula, as trajetorias sao repelidas a partir
do ponto fixo e, neste caso, estamos falando de um ponto instavel (ou né repulsivo ou
repulsor). Em segundo lugar, se todos os autovalores tiverem partes reais negativas, o
ponto atrairia todas as trajetorias proximas e é considerado estavel e as vezes é chamado
de atrator ou né de atragao, o que chamamos de variedades estavel e instdvel, ver (Stuart;
Humphries, 1998). Finalmente, se pelo menos dois autovalores tiverem partes reais com
sinais opostos, o ponto fixo correspondente é chamado de ponto de sela, que o atrai em uma
dire¢ao, mas o repele na outra. Em 2 e 3 dimensoes é possivel classificar todos os possiveis
pontos criticos, mas em mais de trés dimensoes torna-se muito dificil, na qual a resolucao
do sistema dinamico fica complexo. Para todos os propdsitos praticos da cosmologia, as

amplas classificacoes acima sao suficientes para a maioria dos modelos.
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4.2.1 Exemplo: Sistema dinamico 2D

Considere brevemente um sistema dinamico bidimensional geral dado por

x:f(x,y) ) yzg(x,y), (96)

onde f e g sao fungoes (suaves) de x e y. Assumimos que (xg, yo) seja um ponto critico
hiperbélico, de modo que f(xg, ) = 0 e g(zo,yo) = 0. A matriz jacobiana do sistema é

simplesmente dada por

g= (1 T} (97)
9z Gy
em que a virgula em f, representa a derivada parcial do argumento. Como este sistema

¢ bidimensional, o sistema jacobiano tem dois autovalores, que denotamos por A; 2. Estes

sao dados explicitamente por

AL = %(f,a: + g,y) + %\/<f7a: — g,y>2 + 4f,yg,w ) (98)
M= 2 (fat )—1\/(1“ —gy)? +4f (99)
1= 5 T 9y 5 T 9.y vz

e que deve ser avaliado em um ponto fixo (xg, yo). Para qualquer sistema bidimensional,
é facil calcular os autovalores e determinar as propriedades de estabilidade dos pontos
fixos. Assumindo um sistema 2D geral e de acordo com a teoria da estabilidade linear, as
possibilidades relativas a estabilidade do ponto critico em relagao aos dois autovalores Ay

e Ay sao as seguintes

1. Se A\ < 0e Ay < 0, entao o ponto critico do sistema dinamico é assintoticamente
estavel e as trajetorias que comecam perto desse ponto se aproximarao desse ponto ou
permanecerao proximas a ele.

2. Se Ay > 0 e Ay > 0, entao o ponto critico do sistema dinamico é instavel e as
trajetorias se afastarao.

3. Se A1, Ay # 0 e forem de sinais opostos, entao o ponto critico é uma sela.

4. Se Ay =0 e Ay > 0, ou o contrario, o ponto é instavel.

5. Se Ay = 0 e Ay < 0, ou o contrario, nao é possivel dizer se o ponto critico é

estavel ou instavel. O ponto é nao hiperbdlico.
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6. Se My =a+ife X =a—i8, coma >0ef #0, trata-se de uma espiral
instavel.

7. Se My =a+if el =a—if, coma < 0e #0, trata-se de uma espiral
estavel.

8. Se \; =+iff e \y = —if, com a > 0 e [ # 0, entao as solugoes sao oscilatorias

e é um centro.

4.3 Meétodo de Lyapunov

Existe uma extensa literatura de matematica aplicada que explora sistemas dinamicos
que vao além das teorias de estabilidade linear. Embora a maior parte seja dedicada as
aplicagoes da teoria da estabilidade linear, para completar, mencionaremos uma técnica
muito poderosa que tem o potencial de mostrar estabilidade local e global e que também
pode ser aplicada a pontos nao-hiperbédlicos. O método, atribuido a Lyapunov, nao de-
pende de estabilidade linear e pode ser aplicado diretamente a sistemas dinamicos. Isso
torna o método muito poderoso, mas tem uma desvantagem: vocé precisa de uma fungao
chamada Lyapunov, e nao ha uma maneira sistematica de fazer isso, é preciso supor uma

funcao adequada. Dessa maneira, comecaremos definindo a funcao de Lyapunov.

Definigao 5 (fungao Lyapunov).i = f(z) com z € X C R" seja um sistema
dinamico suave com ponto fixo xy. Desde que V : R™ — R seja uma funcao continua em
uma vizinhanca U do ponto fixo xg, entao V' é chamada de fungao Lyapunov para o ponto

To se
1 - Se V for diferencidvel em U \ {zo} ;
2-Se V(z) > V(xo) ;
3-V(@)<0VazeU\{z} .

Pode-se observar que o terceiro requisito é muito importante. O que significa

ov . ov .
V(Z’l,l‘Q, -;xn) - a_xlxl + + 8 nxTu
oV oV
= (9_1:1f1 + ...+ a—xnfm

— grad - ?(m) <0, (100)
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isso requer o uso frequente da regra da cadeia e substituicao das equagoes do sistema
dinamico para eliminar o termo #; para ¢ = 1,...n.. A seguir, relatamos os principais teo-
remas sobre as funcoes de Lyapunov e a estabilidade do ponto fixo no contexto de sistema

dinamico.

Teorema 1 (estabilidade de Lyapunov). Seja zy seja um ponto critico do
sistema @ = f(x), e que U seja um dominio contendo zy. Se existe uma fun¢ao Lyapunov
V(x) para a qual V <0, entdo xo é um ponto fixo estdvel. Se existir uma funcio Lyapunov
V() para a qual V < 0, entdo xo é um ponto fixo assintoticamente estavel. Além disso,
se ||z|| — oo e V(z) — oo para todos os x, entao xy é considerado globalmente estével
ou globalmente assintdtico, respectivamente.

Portanto, se conseguirmos encontrar uma fungao de Lyapunov (Bahamonde et al.,
2018) adequada que satisfaga os critérios do teorema da estabilidade de Lyapunov, po-
deriamos estabelecer a estabilidade (assintética) sem qualquer referéncia a uma solugao do
sistema dinamico. No entanto, o oposto nao é totalmente verdadeiro. Nao ter uma funcao
de Lyapunov em um determinado momento nao significa instabilidade, simplesmente tal-

vez nao tenhamos sido capazes de encontrar uma fungao.

4.3.1 Exemplo: estabilidade de Lyapunov

Vamos comegar com uma funcao simples, candidata a uma funcao de Lyapunov

1
V= 51'2 + ayt, (101)

=2y —y(z—y)? 9= —y+(@+y)?*, (102)

onde « ¢ uma constante e v um parametro arbitrario. Estamos interessados na estabilidade
do ponto critico (x,y) = (0,0). Obviamente, este tipo de fungao satisfaz as duas primei-
ras condicoes da funcao de Lyapunov, de modo que também satisfaz V' — oo quando
|(z,)|| = oo. Resta apenas verificar se V < 0 préximo de um ponto critico. A derivada

do tempo para esta funcao nos fornece

V =i +dayy® = 2%y + day® [(x + y°) — y] —ya(z —y)®. (103)
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Para os pontos proximos a origem, prevalecem os termos quarticos. Portanto, essa fungao
) )
pode satisfazer V' < 0 para determinados «. Para vermos isso com mais clareza, podemos

inserir as coordenadas polares x = rcos(¢) e y = rsen(¢), logo

V= [—4asen4q§ — ycosp(cosp — sengb)3 + sen¢cos3¢] rt 4 O(T)5 . (104)

Temos que observar que para valores negativos de vy < 0 e v = 0, a fungao (101) nao
serd uma funcao de Lyapunov adequada, pois V néo serd negativa para todos os valores
de ¢. Para v > 0 é bom para garantir um « suficientemente grande o que garante que V
seja de fato negativo. Por exemplo, a escolha do parametro v = 1 para uma determinada
escolha ov = 2 pode ser facilmente verificada de forma que V seja negativo para todo ¢.

Este céalculo simples e rapido mostra que existe um ponto critico globalmente
estavel de forma assintética quando v > 0. Veremos a seguir que a teoria dos multiplos
centros aplicada ao mesmo ponto critico é consideravelmente mais complexa e desafia-
dora. No entanto, sempre se chegard a uma resposta definitiva nesse caso. O método de
estabilidade de Lyapunov requer a capacidade de encontrar uma funcao adequada, e o
fato de nao conseguir fazer isso nao implica estabilidade nem instabilidade. Entretanto, é
um tanto surpreendente que esse método nao seja usado com mais frequéncia no estudo

de sistemas dinamicos cosmolégicos..

4.4 Teoria dos miltiplos centros

A teoria da estabilidade linear nao pode determinar a estabilidade de pontos criticos
com jacobianos que tém autovalores reais zero. O método da teoria dos multiplos centros
reduz a dimensao do sistema dinamico, e entao a estabilidade deste sistema reduzido
pode ser estudada. As propriedades de estabilidade do sistema reduzido determinam a
estabilidade dos pontos criticos de todo o sistema. Seguindo (Wiggins, 1990) e (Carr,
2012), importantes fundamentos da teoria dos miltiplos centros sao discutidos aqui.

Vamos comecgar com um sistema dinamico

i=F(2), (105)

com a fungdo F' (regular) e z € R™ Assumimos que o sistema tenha um ponto fixo
20. Seguindo a estabilidade linear, o sistema pode ser linearizado proximo a este ponto
usando (95).

Observando que z, = z — 2, podemos reescrever (105) em ordem linear como
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5= Jz . (106)

Como J é uma matriz n x n, ela possui n autovalores, o que requer a introducao dos
proximos trés espagos. O espago “estavel” (E®) é coberto pelos autovetores de J associ-
ados a autovalores com partes reais negativas. O espaco “instavel” (E") é coberto pelos
autovetores de J associados aos autovalores com parte real positiva, e £ é coberto pelos
autovetores de J associados aos autovalores com parte real nula. A dinamica das tra-
jetorias no espaco de fase E® e E* pode ser entendida usando a teoria da estabilidade
linear, a teoria dos multiplos centros nos permite entender a dinamica das trajetérias no
espaco de fase E°.

Se o espaco instavel nao estiver vazio, ou seja, J tem pelo menos um autovalor
com parte real positiva, entao o ponto critico correspondente nao pode ser estavel, seja
hiperbdlico ou nao hiperbdlico. Se, ao contrario, o espaco instavel relacionado ao ponto
critico nao hiperbdlico estiver vazio, ou seja, J nao tiver autovalores com parte real posi-
tiva, a estabilidade pode ser decidida utilizando-se a teoria dos multiplos centros. Neste
ultimo caso, ha sempre uma transformacao de coordenadas, o que permite que o sistema

dinamico (105) seja reescrito da seguinte forma

T =Ax + f(z,y), (107)

y = By+g(x,y), (108)

onde (z,y) € R° x R*, onde ¢ ¢ a dimensao de E€ ¢ s é a medida de E® e as duas fungoes

f e g correspondem,

f(0,0) =0, V£(0,0) =0, (109)

g(0,0) =0, Vg(0,0) =0. (110)

Nas Egs. (107) e (108), A é uma matriz ¢ X ¢ com autovalores com partes reais nulas,

enquanto B é uma matriz s X s cujos autovalores tém partes reais negativas.

Definigao 6 (Multiplo Centro). Um espago geométrico é um multiplo centro
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de (107) e (108) se puder ser representado localmente na forma

We0) = {(z,y) € B x R"|y = h(z)|z| < 6, h(0) = 0, VA(0) = 0}, (111)

para funcdo 0 suficientemente pequena e h(x)(regular) em R°. Os termos h(0) = 0 e
Vh(0) = 0 na definigao significam que o espago W¢(0) é tangente ao espago préprio E°
no ponto critico (z,y) = (0,0).

Abaixo apresentamos trés teoremas que fundamentam a teoria dos miltiplos cen-
tros e que se mostram uteis em aplicacoes cosmoldgicas. A primeira nos mostra a existéncia
de um centro, enquanto a segunda nos mostra a questao da estabilidade. A teoria final
mostra como pode ser construida localmente a variedade central, e esta construcao local é
suficiente para um estudo de estabilidade. Os leitores interessados devem consultar (Carr,

2012), onde podem ser encontradas evidéncias para seguir a teoria.

Teorema 2 (Existéncia). (107) e (108) tem um multiplo centro. A dinamica das

Egs. (107) e (108) restrito ao multiplo centro é dado por

t = Au+ f(u, h(u)), (112)
em que u € R° é pequeno o suficiente.

Teorema 3 (Estabilidade). Suponhamos que a solucao zero de (112) é estavel
(estabilidade assintdtica ou instavel), entdo a solu¢ao nula de (107) e (108) também é
estavel (assintoticamente estével ou instavel). Além disso, se (z(t),y(¢)) também for uma
solugao de (107) e (108) com (x(0),y(0)) suficientemente pequeno, existe uma solucao
u(t) de (112) de modo que

z(t) = u(t) + Oe™), (113)

y(t) = h(u(t)) + O(e™), (114)

como t — 00, onde v > 0 é uma constante.
Esses dois teoremas dependem de quem serd a fungao h(x) e que a mesma deverd
ser encontrada. Em seguida, derivamos a equagao diferencial da fungao h(x). De acordo

com defini¢ao 6, temos y = h(x). Diferenciamos a mesma em relagdo ao tempo e aplicando
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a regra da cadeia, o resultado serd

j=Vh(z) i (115)

como W¢(0) é baseado na dindmica gerada pelas Egs. (107) e (108), podemos substituir
& no lado direito de (107) e ¢ no lado direito de (108). Logo,

Bh(z) + g(z, h(z)) = Vh(x) - [Az + f(z, h(zx))], (116)

onde também usamos o fato de que y = h(x). Esta tltima equagdo pode ser rearranjada

em uma equacao quasilinear diferencial parcial

N(h(x)) := Vh(z)[Az + f(x,h(z))] — Bh(z) — g(x, h(z)) =0, (117)

que deve ser satisfeita por h(x) para ser um multiplo centro. Normalmente nao encon-
tramos uma solucao para esta equacao, mesmo em sistemas relativamente simples isso é
pouco provavel. E o terceiro e o teorema final que explicam que nao precisamos conhecer

a funcao inteira.

Teorema 4 (Aproximacgao). Seja ¢ : R — R* um mapeamento com ¢(0) =
V¢(0) tal que N (é(x)) = O(Jz]?) como x — 0 para alguns ¢ > 1. Logo

|h(z) — ¢(z)] = O(|x|?) com z — 0. (118)

O ponto chave aqui é que um conhecimento aproximado da variedade central re-
torna a mesma informacao de estabilidade que uma soluc¢ao exata da Eq. (117). Além
disso, uma aproximacao para o multiplo centro pode frequentemente ser encontrada di-
retamente assumindo uma expansao em série de h. Em seguida, determinam-se os coefi-

cientes da série que satisfazem a Eq. (117) para cada ordem da série.

4.4.1 Exemplo: Teoria do multiplo centro

A teoria dos multiplos centros raramente é usada no contexto de sistemas dinamicos

cosmolodgicos. Isso nos levou a dar um exemplo dessa técnica. Considere o sistema
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t=2y -z -y)?® g=—y+(@+y)?’. (119)

Aqui v é um parametro arbitrario. Notamos que a origem (0,0) é um ponto critico do
sistema e os autovalores da matriz estavel sao A\; = 0 e Ay = —1. O sistema (119) assume
sua forma correta em (107) e (108). Assumimos aqui que sempre ¢ possivel escrever um
sistema dinamico desta forma selecionando um novo sistema dinamico com novas variaveis
que diagonalizam a matriz de estabilidade no ponto considerado critico. As Egs. (107) e
(108) fornecem as seguintes expressoes claras para as quantidades relevantes: A = 0,
B=-1, f=2%%—y(x —y)® e g = (v +y)* O préximo passo ¢ apresentar a Eq. (117),

que agora torna-se

/

h(@) [2*h(z) — y(z = h(2))*] + h(z) = (z + h(2))* =0, (120)

que é uma EDO néo linear de primeira ordem da funcao desconhecida h(z). Uma solugao
clara para esta equagao nao pode ser encontrada usando métodos padroes. Portanto, fa-
zemos uma expansao sucessiva de h(x) em x, que o Teorema 4 mostra ser suficiente para

a estabilidade. Dessa maneira, temos que

h(z) = apa® + asz® + auz?, (121)
substituindo em (120), deixando apenas os termos até a quarta poténcia de x, o que nos
da

(a1 — D)a® + (a3 — 2a9)z® + (a4 — 2a3 — a3 — 2yay)r* =0, (122)

o que tem que ser verdade para todos os valores de x. Dessa maneira, pode-se deduzir a

solugao

ar =1, a3 =2, ag =5+ 27. (123)

Aqui descobrimos que a variedade central é dada localmente pela equagao h(x) =
2?2 + 22% + (5 + 27)x*. Esta informagao pode ser usada no Teorema 2 para estudar a

dinamica de um sistema de multiplo centro reduzido, dado por
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u(h) = w?h(u) —v(u — h(u))® = —yu® + (1 + 3y)u* + O(uP). (124)

Finalmente, concluimos as propriedades de estabilidade do ponto critico (0,0). As
solugoes de v > 0 em (124) sao estaveis, enquanto as solugdes de 7 < 0 sao instaveis. Se
v = 0, os termos cubicos desaparecem e o préximo termo da série deve ser considerado,
neste caso o termo quartico. Como esse termo é de poténcia par, deduzimos a instabili-
dade. Em geral, qualquer equacao do tipo @ = fu”, onde [ é uma constante e n é um
inteiro positivo, é estavel somente se § < 0 e n for de paridade impar, enquanto qualquer

outro caso ¢ instavel, ver (Perko, 2013).
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5 SISTEMA DINAMICO NO CONTEXTO DA INFLACAO
QUINTESSENCIAL QUENTE

Neste capitulo iremos abordar os resultados obtidos no contexto de inflagao quin-
tessencial quente. Apresentaremos o modelo com as devidas equagoes que iremos explorar
no contexto de sistema dinamico, e assim estudar a sua estabilidade junto com as devidas

discussoes relacionadas ao Universo tardio.

5.1 Modelo proposto
Aqui propomos o conjunto completo de equacoes de fundo envolvendo o campo

escalar quintessencial, o fluido da radiacao e as densidades de energia da matéria como

dadas, respectivamente, por

G+ 3Hdp+ Yoo+ Vo + V=0, (125)
pr+4Hp, = TTQBZa (126)
Pm + SHpm - qu.527 (127)

onde T, descreve o fluxo de energia entre o campo escalar quintessencial e densidade
de energia de radiacao, enquanto Y,, descreve a troca de energia entre o campo esca-
lar quintessencial e densidade de energia da matéria. Nos parametrizamos os termos de
dissipacao nas formas especificas, que sao motivadas por muitos dos primeiros trabalhos

sobre inflagdo quente e também discutidos em (Lima; Ramos, 2019),

T, = C,p4¢P M=, (128)

r

Ty = mpZL/ZLQSqu_k_q: (129)
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onde C, e C,, sdo constantes sem dimensao, M é alguma escala apropriada (constante)
com dimensao de massa. Portanto, [Y,] = M e [Y,,] = MS. As vérias poténcias ¢, p, k, q
modelam as dependéncias diferentes que estes coeficientes de dissipacao podem ter com
campo de fundo de quintesséncia, temperatura (isto é, em termos de densidade energética
de radiagao) e densidade energética da matéria.

Como mostrado em (Lima; Ramos, 2019), escolhas apropriadas e fenomenoldgicas
de dependéncias em T, ¢ e p,, podem ser feitas nas Eqgs. (128) e (129) de forma que
possamos ter, por exemplo, o coeficiente de dissipagao T,., dado na Eq. (128), dominando
durante a inflagao, levando assim a um regime de inflacao quente, enquanto T,,, dado na
Eq. (129), domina apenas em tempos tardios. Além disso, a Eq. (129) apesar de poder ser
subdominante em tempos primordiais, pode ajudar na geracao de uma abundancia inicial
para a densidade de matéria. Dados os parametros apropriados C,, e C,., podemos provi-
denciar para que o campo escalar de quintesséncia exiba um comportamento semelhante
ao encontrado, por exemplo, no caso de acoplamentos nao minimos do campo escalar
a matéria (Wetterich, 1994), modelando assim diferentes formas de troca de energias
entre os componentes do setor escuro. O termo de interacao do campo escalar matéria-
quintesséncia sob a escolha apropriada de parametros, também pode ajudar a fornecer
uma forca de atrito extra no campo escalar de quintesséncia e, assim, ajudar a fazer com
que ¢ adquira uma equacao de estado negativa em momentos tardios, sinalizando o inicio

da época de dominacdo da energia escura (quintesséncia)(Lima; Ramos, 2019).

5.2 Sistema dinamico

As equagoes de evolugao (125) - (127) podem ser redefinidas para uma forma
apropriada para uma andlise dindmica do sistema definindo as varidveis (Bahamonde et
al., 2018)

¢
r=—F—",
V6MpH

Vo1
_ Y 131
Y 3 MpH' (131)

(130)

6 Observe que, em principio, ndo precisamos de ter ambos os termos de dissipacdo com a mesma escala
de massa e poderiamos fazé-los com escalas diferentes. Mas qualquer diferenca entre estas escalas pode
ser absorvida nas constantes adimensionais C, e C,,.
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Pr

&= (132)
Pm

o = Shr (133)

Note que das defini¢oes acima, temos que

2?4y’ =Qy, (134)

é a fracdo da densidade de energia do inflaton/quintesséncia. A partir das Egs. (130) -

(133), a equagao de Friedmann,

1 ?
M2, <2

se torna equivalente a

1=+ ¢+ Q%+ Q. (136)

As equagoes de evolugao (125) - (127) podem entdo ser apresentado sob a forma

de um sistema dinamico

, o 3x(1—-22)  Q, 3 3242
R i Gkl Y x—Sx(QerQr)Jr\/j/\yQ— Y (137)
2 2 2 2
Sy Sy 3y 3 v (138)
Yy =75 7T 2 Y 9
= —V6a(—1+T)\? (139)

Q. = 62°Q, — O, + 32°Q, — 3%Q, + Q2 (140)
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onde as equagbes acima foram escritas usando o vinculo (136) eliminando €, como
variavel independente. Nas Eqgs. (137) - (140), a derivada estd relacionada ao numero

de efolds, " = d/dN, onde dN = Hdt. Q, e Q,, sao definidos como

T
L= 141
@ =35 (141)
e
T
m= e 142
@ 3H (142)

cujas equacgoes dinamicas serao obtidas abaixo.

Nas Eqs. (137) - (140) também introduzimos a varidvel A, que é definida como

v
A= —Mplv‘f’ : (143)
e I' na Eq. (139) é definido como
VV.
I = V§¢ . (144)

Note que as Eqgs. (137) - (140) sao gerais e vélidas, em principio, para qualquer po-
tencial. Para completar o sistema dinamico, precisamos também das equacoes de evolugao
para as razoes de dissipagao @Q),,, @), e também fixar a forma do potencial para o campo
de inflaton, V(¢). Consideramos aqui um potencial exponencial generalizado do inflaton

como utilizado para exemplo em (Lima; Ramos, 2019),

V(¢) = Voe e/Mr”, (145)

onde V; é a normalizacao do potencial, o ¢ uma constante sem dimensao aqui considerada
positiva e n > 1 para para potenciais mais complicados do que o potencial exponen-
cial simples. Essa forma de potencial foi originalmente proposta em (Geng et al., 2015)
e considerada também (Geng et al., 2017; Das; Banerjee; Roy, 2019) para a inflagao
quintessencial nos casos de auséncia de dissipacao (ou seja, producao de radiagao).

Assim,
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r—q_(n-b (i) (146)

no no

n—1
A =na (Mipl) ; (147)

e, para n # 1, ¢ esta relacionado a A por

¢ = Mp (i> o : (148)

no

e as equagoes de evolucao para @, e ), podem ser expressas, respectivamente, como

C_32=KQn, 362 = 1)Qn

1 22
B na\ ~itn Q2 3kx*Q:,
On=""7 2 Oz (_> @t N

A 2 2(-14224y2+Q,)
(149)

c 31 —-20)Q, N 3(z* — y*)Q, + Vope <@>f+n 0, + QS 3cx2Qf'

@ = 2 2 ) P 20, (150)

Ao escrever o sistema de equagoes (137) - (140), (149) e (150), consideramos a
fracdo em energia da densidade de matéria como equivalente a primeira integral da Eq.
(127) e determinado pela restricao Eq .(136). O sistema de equagoes (137) - (140), (149)
e (150), juntamente com Eq. (136), formam, portanto, um conjunto completo de equagoes
descrevendo a dinamica do sistema.

Em (Lima; Ramos, 2019), as equagoes de evolugao (125) - (127) foram resolvidas

assumindo coeficientes de dissipacao T, dados por

Crp§/4
T, == (151)
e Y, daforma Y, =7T,,1+ 1o,
Conpin’
Ty = - (152)

¢*
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Figura 5 - A evolugao das taxas de dissipagao @, @m.1 €

Qm,Q

10¢
10719¢.
10—39 E

10—59 3

Fonte: O autor, 2023.

2
Yo = ]\14—/4- (153)
m
Na Fig. (5), apresentamos a evolugao das taxas de dissipacao @, Qm1 € Qm2
obtidas das Eqgs. (151), (152) e (153). Observe que logo apés a inflacao, tanto @, como
Qm,1 caem de forma semelhante, enquanto (), 2 apresenta crescimento acentuado apds a
inflacao, durante a era da radiacao, ao mesmo tempo em que se achata nos momentos
finais. Isto mostra que as diferentes escolhas das poténcias nas Eqs. (128) e (129), pode
levar a diferentes evolucoes durante as diferentes épocas do Universo.
Vamos mostrar que, neste caso, o sistema dinamico dado pelas Eqgs. (137) - (140),
(149) e (150) levam a mesma dinamica, conforme mostrado em (Lima; Ramos, 2019). Na
Fig. (6) mostramos o resultado obtido pela solugao do sistema dinamico para as fragoes de
densidade de energia €y, Q, e ,,. Vemos que o sistema de equacoes (137) - (140), (149) e
(150) produz uma evolugao que é inicialmente caracterizada por um regime inflacionério
acelerado, quando €2, domina. Esta fase vai suavemente para um regime dominado por
radiacao quando €2, domina. No final do evolucao, apresenta uma curta fase dominada
pela matéria, antes de €2y tornar novamente a componente dominante no futuro, o que

corresponde a uma fase de energia escura.



Figura 6 - Os indices de densidade de energia em funcao do

numero de efolds devido a um potencial inflaton

com constantes n = 3 e a« = 0.015. As condigoes
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consideramos Q,.(0) = 1074,
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Qm.2(0) = 1.7 x 1075 para o coeficiente de

dissipagao Y, 2 (a combinagdo dos dois

coeficientes de dissipagao foram considerados

tais para reproduzir o caso analogo estudado em

(Lima; Ramos, 2019)
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5.3 Dinadmica do tempo tardio

Analisar o sistema dinamico completo feito das Eqgs. (137) - (140), (149) e (150) é
muito complicado dado que se trata de um sistema de seis dimensoes. No entanto, ainda
podemos obter informagoes valiosas olhando para trechos do sistema em um determinado
plano. O plano mais interessante para olhar é o plano (z,y), o que nos da informagoes
sobre o comportamento das trajetorias que passam através da regiao acelerada. Isto é de
particular importancia ao estudar a dinamica tardia do sistema, em que queremos saber
sobre a capacidade do sistema de alcancar um regime dominado por DE. Nés realizamos
esta andlise em seguida.

Como estamos interessados no comportamento tardio do sistema, podemos ignorar
os termos relacionados a radiagao nas Eqgs. (137) e (138), que podem entao ser aproximadas

CcOo1mo

: 3z(1 — z?%) 3., 32%y
~ 300, + 1/ 2N\ — =2 154
T 5 rQm + 5 5 (154)
, 3y 3z%y 3P \/§
~ B A it 1
y 5 3 5 5TYA (155)
com a restricao de que
2 2 <1, (156)

e as trajetorias no plano (x,y) sdo entao limitadas a estar no semicirculo definido pela
Eq. (156) e y > 0 (que significa energia potencial positiva). Para valores fixos de A e Q,,
os pontos fixos derivados das Eqgs. (154) e (155) sao dados por

P =(0,0), (157)

Py, = (—v/1+4+20Q,,0), (158)
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Py = (24,94), (160)

onde

3N 43Qm VA F6N(1 = Q) +9(1 + Qn)?
26 2v/6\ ’

24 (161)

y _{6A2—A4+(1+Qm)2 [A2—3(1+Qm
=

1/2
Dy DY )} % \/A4+6A2(—1+Qm)+9(1+62m)2} .

(162)

Pode-se verificar que ambos os pontos P, e P; sao repulsores, enquanto o P; é um ponto
de sela. O ponto P é um atrator, isso é explicitamente visto na Fig. (8). E ttil observar
o valor assintético para Py para ¢ grande. A partir de Eq. (147) temos entdao que A — 0.

Expandindo o ponto P, para A < 1, obtemos que suas coordenadas satisfazem

A 3
o~ Zaros O(\%), (163)
(14 2Q,)N 4
v~ 1= ar o OO (164)

Assim, o ponto P, é um atrator para as trajetérias levando, assintoticamente, a
um regime acelerado e dominado por energia escura, com a energia potencial do campo
de quintesséncia dominando em momentos posteriores.

Na Fig. (8), damos uma visao geral das trajetérias do espaco de fase do sistema
dindmico no plano (x,y) para diferentes valores de parametros. A regiao verde sombreada
denota a regiao onde a aceleracao domina, a sombra azul ¢é a regiao da parte dominada por
energia, isto é, cinética, onde a energia cinética da quintesséncia domina, e que satisfaz
x? > 1/2. A regiao cinza é a regiao dominada pela matéria.

Note que para @Q,, > 0, os pontos P, e P35 se movem longe dos limites da regiao
mostrados na Fig. (8). Desta forma, eles ndo sao mostrados nos painéis da Fig. (8) (b) -
(e). Uma vez que P, e P3 se encontram nas regioes cinéticas, as trajetorias em seguida,
emanam da regiao azul. Observe também que, conforme A aumenta (para um valor fixo

de @), o ponto P, se move da regidao em aceleracao em diregdo ao ponto P para a
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Figura 7 - A regiao dos parametros A e Q,, permitindo

aceleracao em tempos tardios

10F

Fonte: O autor, 2023.

regiao de dominio da matéria. E interessante olhar pelo valor correspondente de Ageee; do
exemplo apresentado na Fig. (6). Em momentos posteriores, a taxa de dissipagdo total
Qm = Qm.1 + Qma nivela com um valor Q,, ~ 10%.

A regiao nos parametros @, e A para a qual o ponto P, esta no regime de aceleracao
é ilustrado na Fig. (7). O limite da aceleragao e nao-aceleragao das regides sao mostradas
na Fig. (7) e é dada pela condigao z3 — y3 = —1/3, ou seja, onde a equacio de estado é
exatamente w = —1/3. Essa condicao leva a relagdo funcional de A com @),, delimitando

a regiao de aceleracao,

Aaccel = V2 4+ 6Q, (165)

A partir da Eq. (165), o valor correspondente para Agee; € entao Ageep ~ 240. O
valor de A em momentos posteriores, no caso das condigoes iniciais utilizadas no exemplo
da Fig. (6), é Ay ~ 22 < Agee. Assim, o sistema em momentos posteriores vai para o
regime de energia escura, conforme esperado.

Note que quanto maior for (),,, mais facil serd entrar no regime de aceleragao, com
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gy — 0eyy, = 1 para QQ,, > 1 e A < 1. Fisicamente, o termo de dissipacao T,, atua
como um termo de fricgao que retarda o campo de quintesséncia em momentos posteriores

e facilita a entrada no regime de aceleragao a > 0.

Figura 8 - Imagens das trajetérias do espago de fase do sistema dindmico no plano (z,y) para
diferentes valores dos parametros. Painel a: Q. = 0, A = A\ycce1/10; Painel b:
Qm =1, A = Aaccel/10; Painel ¢: @, = 1, A = Aaecel/2; Painel d: Qp, = 1, A = Aaceer;
Painel e: Q., = 1, A = 3)\sccel

Fonte: O autor, 2023.
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5.4 Dinadmica do tempo tardio: sistema dinamico completo

Aqui nesta se¢ao iremos abordar o sistema completo com todas as equagoes. Entre-
tanto, a andlise detalhada do sistema ficara para um trabalho futuro. Tendo em vista que
o campo escalar quintessencial se dissipa predominantemente para a densidade de energia
da matéria durante o Universo recente, como fica evidente na Fig. (5), temos que para a
dindmica do tempo tardio a contribui¢ao da radiagdo pode ser ignorada (€2, ~ 0), o que
significa que também podemos ignorar as equagoes de €2, e (), como dadas nas Eq. (140) e
Eq. (150), respectivamente. Portanto, o sistema dinamico anterior de seis equagoes agora

se reduz a um sistema dinamico de quatro equacoes:

, 1— a2 2
£ = _M — 32Q,, + \/g)\yQ - 3:1:7?/ (166)

y =——+ — — —\/zxYA, (167)

r 32-k)Qm | 3(2* —y*)Qnm na\ “irs 3kx2Q?
_ 60z (%) - ™ (168
A =V6x(n —1)(an)/PIAn2/n1 (169)
e a equagao de restrigdo dada na Eq. (136) se tornara
l=2+9*+ Q. (170)
Noés determinamos a equacao de estado do fluido total (incluindo €2, e €4) como
Wy = PP _ 22 (171)

Antes de analisar o conjunto de equacoes, observamos que, = e y satisfazem —1 <
r<1le0<y<1, pela restrigao dada na Eq. (170), A e @,,, ndo sdo limitados e podem
assumir valores entre 0 e co. Para obter parametros dinamicos que sejam limitados, ao

contrario de A e @), introduzimos duas novas varidaveis z e £ como segue:
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1

pe 2 (172)
1+ Awt
Qm
= ——. 173
¢ 1+ Qnm (173)

Em que z e £ variam de 0 < z < 1, 0 < £ < 1. No entanto, descobrimos que o conjunto
dindmico transformado em termos de (z, y, z, £) tem apenas um conjunto de pontos criticos
(0,0, 2,0), que nao apresenta nenhuma solucao de aceleracao (pois z% — y* = 0 para esse
ponto critico).

Para superar essa dificuldade, primeiro redefinimos z como

IR

Z 1
)\nfl

, (174)
que varia de —1 < z < 0 para valores 1 < A < oo. Aqui notamos que para valores de \
menores que a unidade, z torna-se novamente ilimitado, o que nao queremos, ou seja, por
isso restringimos o valor inferior de A a 1. Em seguida, fazemos uma transformagao nao

trivial das varidveis z e £ em dois outros parametros v e v como ’

e AR S
u-€+z,v— 7t (175)
de modo que
. 2u ~ 2u(l —w)
S lhrow T Orom (176)

7 E importante observar que a anélise de sistemas dindmicos com potenciais exponenciais mais acentua-
dos (n > 1) é uma tarefa drdua, como foi apontado em (Das; Banerjee; Roy, 2019). A andlise de
estabilidade linear (Bahamonde et al., 2018) é interrompida nesses casos, pois as partes reais de alguns
dos autovalores acabam sendo zero. Em (Das; Banerjee; Roy, 2019), os autores usaram a Teoria dos
Muiltiplos Centros para analisar a estabilidade de um sistema com potenciais exponenciais acentua-
dos. No entanto, descobrimos que, com a dissipagao do campo escalar para o setor de matéria, o sistema
se torna muito complexo para ser analisado empregando a Teoria dos Multiplos Centros. Portanto, es-
colhemos a parametrizagdo nédo trivial, dada na eq. (175), que nos permite a andlise de estabilidade
do sistema com dissipagao.
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Os intervalos { e z (0 < & < 1e —1 < z < 0) impbem restrigoes aos valores de u e v como

2(u — Du
u< -1 = v> I8
(u+1)
2
u>1 = v> 2 (177)
u—+1

Portanto, em termos das quatro varidveis (z, y, u, v), obtemos o conjunto de equagoes

da seguinte forma:

.3y v(1 4 u) 3y dxu 9 9
v _%(v(1+u)2+2u(1—u)> T (_2_1}(14—u)—2u+1+3j —y)(,178)

. zyV/6 v(1 4 u)? "3y 2 2
YT (U(1+u)2+2u(1—u)> —1—7(1—4—33 V) (179)
U = i [31{::13 A (U w) + 2u(1v— u)((l +u)v — 2u)
z(an)/n1
{ q\/_l—{—l)t) (v (1+u)2—|—2u—2u2)+;(1—|—m2—y2)} (180)
(v(1 4 u)? + 2u(1 — u))?(an)/n1
+ v(1 4+ u) ] ’
Y 3;2: N (v(1+ Z> — 2u) _i’k + qV6x(an)t" (v(1 +;L()1 ij;’;_ 2u’) + g(l + 2% — %)
Une1 (1 +uw)? +2u(l —w))*  6ka® w 2(v(1 + u) — 2u)
+ V62 (an)Y Tu(l + u)? T, (1+u) - (1+u)
_% +qv6x(an) /" ol +;L()1 15;_ 2u) + ;(1 +a2° —y?)
(181)

onde ,, = 1 — 2% — y* da Eq. (170). A transformagao nao trivial na Eq. (175) criou
uma estrutura complicada do sistema de equagoes, o que dificulta a identificar os pontos
criticos analiticamente. A proposta dessa transformacao nao trivial é que podemos encon-
trar pontos fixos nao triviais, e a técnica de linearizagdo (Bahamonde et al., 2018) ainda
se aplica, o que possibilita a obtengao de autovalores nao nulos. Andlise do sistema (178)
- (181) pode ser feita de forma numérica. Em um trabalho futuro, pretendemos realizar a

andlise detalhada desse sistema.
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6 ESTABILIDADE DAS CONDICOES DE ROLAMENTO LENTO

No capitulo anterior vimos a possibilidade do Universo entrar num regime acele-
rado. Tanto no Universo primordial como no recente, a fase de aceleragao é regida pelas
condicoes de rolamento lento. Verificaremos agora que essa fase de rolamento lento é
estavel e que condigoes precisam ser satisfeitas para tal.

Neste capitulo faremos a analise do sistema dinamico da inflacao quente levando em
consideragao os resultados de estabilidade obtidos em (Bastero-Gil et al., 2012). Entretanto,
a analise de estabilidade das condicoes de rolamento lento em questao é uma variagao de
primeira ordem das equagoes dinamicas da inflagao quente. Para fazer o estudo da esta-
bilidade, as equacgoes do sistema dinamico devem ser equacoes diferenciais de primeira

ordem. Além disso, iremos analisar a estabilidade em diferentes regimes.

6.1 Sistema dinamico

O modelo quintessencial de inflagdo quente é composto pelo conjunto completo de
equagoes de fundo envolvendo o campo escalar quintessencial ¢, o fluido de radiacao p, e
a densidade da energia da matéria p,, e sdo dadas pelas equagdes (125) - (129), (141) e
(142).

O potencial total incluindo a contribuicao térmica pode ser escrito como

2

V(T.9) = — 50T + V(). (182)

em que V(¢) = Voexp[—a(p/Mp;)"] e g« é o numero efetivo de particulas relativisticas do

banho térmico. A densidade de entropia s é definida como

s=-Vr, (183)

que, para o potencial na Eq. (182), resulta

42
=—qg.T". 184
"= 907 (184)
Agora, p, = (7%/30)g.T*, o que resulta p, = (3/4)sT. Entao, o conjunto de equagoes

(125) - (127) pode ser reescrito como
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d+3H(1+Qr+Qu)p+Vy,=0, (185)
Ts+3HTs =T,¢*, (186)
Pm + SHpm - qu.g ) (187)

e a equacao de Friedmann pode ser escrita como

3H? = 87G (%2+V+ST+pm> = 8n( (%2+V(¢)+,0r+pm> . (188)

Sob as condigdes de rolamento lento, (ver segdo 2.4.1) e devido as aproximagoes da

inflagdo quente, o conjunto de equagoes de fundo dadas (125) - (127) se reduzem para

BH(1+Qr + Qu)d+ V=0, (189)
AHp, = 3HQ,¢* (190)
3Hp, = 3HQmd? (191)

e em termos da densidade de energia de entropia, o conjunto de equacoes acima se torna

SH(14+Qr + Q)+ Vs =0, (192)

Ts = Q,¢*, (193)

Pm = qu'sQ . (194)
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Nas condicoes de rolamento lento, a equacao de Friedmann se torna

3H? = 87GV . (195)

Os parametros de rolamento lento de ordem principal nesse modelo é (Moss; Xiong,

2008)

INAAY
716G (7) ’
_ L Vi

T GV

LV
N GV
1 VL,
b= % VT,

Yy = 1 Vgl
srG VT, ’
TV gr

5 I (196)

Aqui, definimos um parametro extra de rolagem lenta 7 relacionado a dissipacao da
densidade de energia da matéria, que, em geral, nao esta presente nos modelos de inflacao

quente padrao. Com dois parametros adicionais:

TPT‘,T
CcC =
r, '
k= @Eﬂ | (197)

Neste caso, a equacao equivalente fica (até a primeira ordem nos parametros de

rolamento lento):

P+ 2 ( Q. )+ 2% ( Qum )]ldmé_
4—c\1+Q,+Qp, 4—k\14+Q,+Q, /)| H dt
n 4 BQ, N 4 YQm

1 Q QA1+ Q +Qn) A= k(1 Q + Q)

€
_(CQT‘ + ka) (1 + Qr + Qm)2 )

(198)
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6.2 Analise de estabilidade do modelo de inflagao quente quintessencial

Achamos conveniente mudar a varidvel independente do tempo césmico ¢ para
o campo do inflaton ¢ nas equacdes de movimento. Nés definimos u = ¢, e, portanto
d/dt = ud/d¢. Também redefinimos p,, = w. Em seguida, o conjunto de equagoes (185) -

(187) podem ser escritas como

v = —3H-T,—T, —Vsu'=f(u,sw), (199)
s = —3Hsu'+T'Twu=gusw), (200)
w = —3Hwu '+ T,u= hu,s,w). (201)

Desse modo, podemos definir a matriz M que é a matriz das primeiras derivadas de f, g e
h em termos dos parametros de rolamento lento com o objetivo de verificar a estabilidade
do sistema dinamico (199) - (201),

(f,g,h)

M:('?(u,s,w) o (202)
Os elementos da matriz M sao

of _ HT _ € _

= u | 3(1+Qr + Q) (1+QT+Qm)Q]_A,

0 H

6_1]96 = ; _CQT_(l—i‘QE‘i‘Q >2+6<1+Qr+Qm):|EB>

of  HI[ 3k, Ope _

o~ w | 49 (1+QT+Qm)2]_C’

dg  Hs B € _

ou ?{6 (1+Qr+Qm)2}_D’

g  H| Qre _

s Z[C 4 (1+Qr+Qm>2}_5’

dg  Hs Qme s

he = GO O =T

Oh Hw € _

ou [6_<1+Qr+Qm>2}:g’

@ _ Huw Qe .y

ds  su |:_(1+Qr+Qm)2:|: ’

oh  H 3k Qme _

w E{_“Z—(HQme)?]: (203)
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A matriz M fica entao

(204)

<
[
Q9 x
T
NN QO

6.3 Regimes dissipativos

A seguir vamos analisar diferentes casos envolvendo os fatores de dissipagao @, e

Qm-

6.3.1 Dissipacao forte na radiacao, mas fraca na matéria

Analisamos o sistema no regime fortemente dissipativo na radiacao, mas fracamente
dissipativo na matéria (@, > 1 e @, < 1). Neste regime, os elementos da matriz M dada

nas Eqgs. (203) podem ser aproximados como

v
I
=

)
u2

= 0,

N T Q N ™
I

3k\ H
_ R N 2
3+4)u (205)

Para o caso de interesse, ou seja, para o regime dissipativo forte em (@), e com
os parametros de rolamento lento sendo muito pequenos (como ¢ < 1), temos que, 0s

coeficientes da Eq. (205) simplificam-se para
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N 2 Q Y ™
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(206)

Em posse dos coeficientes da matriz M numa forma simplificada, finalmente po-

demos calcular seu determinante e consequentemente seus autovalores, da seguinte forma

_3Qr _CQT‘ %
M = 6 —4+c 0 ,
6 0 -3+
-3Qr =\ —cQ, =B
Det (M — M) = 6 —44+c—A 0
6 0 —34 3 )\

Logo, obtemos a equacao caracteristica

kQm
Det (M — M) = —18kQ,, + e 2Q —36Q, — 9cQ, + 9kQ, +
kX 9kQ\ kQ\
—304 _ 2 C’g —21AQ, — 3cA\Q, + QA _ 7o + e+

(207)
<0. (208)
9kQr 193 1 3e) + 3k

3k\?

—3Q, A\ — \*209)

Como ha muitos termos na equacao carateristica e sabemos que, @, < 1, logo ignoramos

os termos que contém (),,, o que nos da
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Det (M —AI) = —36Q, — 9cQ, + 9kQ, + 90262’" C 190+ 3eA + 3kA — 2R o1,

—3cM\Q, + — A e+ —3Q,\% = \3. (210)

0kQ, \ kN2
4 4

Agora, podemos resolver a Eq. (210) para obter os autovalores, encontrando as

raizes da equagao caracteristica, o que resulta

3
)\1 - Z(—4+k‘),

No = % (—4 +e—3Qr —V(—4+ )2 —6(4+30)Q, + 9@3) ,
A3 = % (—4 +e—3Q, + v/ (—4+c)?2—6(4+30)Q, + 9Q2) . (211)

Ao olhar para os autovalores Ay e A3, dentro raiz, pode-se, em principio, usar mais uma
vez forte aproximacao dissipativa (), > 1 e a raiz pode ser aproximada para 3Q),. Ao

substituir este valor, obtém-se

Noo= Z(—4+k),
1
)\2 = §<_4+C_3Qr_3Qr>a
s = %(—4%-3@#3@). (212)

Ao exigir que todos os autovalores sejam negativos tal que a estabilidade seja satisfeita

(A\; < 0), obtém-se as condigoes:
3
)‘1 = Z(_4 + k) )

>\2 - _3Q7’ )
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s = —d—c, (213)

Logo, a condicao de estabilidade é

Q. >0, k<4, ¢>—4. (214)

6.3.2 Dissipacao fraca tanto na radiagdo quanto na matéria

Agora analisamos o sistema no regime dissipativo fraco tanto na radiacao quanto
na matéria (Q,,Q,, < 1). Neste regime os elementos da matriz M dada nas Eqs. (203)

podem ser aproximados como

A= ~B+aT,
H
= -] T
¢ = - (F+e)an
4 w
D = (6—e)i25,
& = (6_4_Q7'6) )
F = _eQm&a
uw
H
G = (6-9 7
H = _eQrﬁa
s
3k H

Para o caso de interesse, ou seja, para o regime dissipativo fraco e com os parametros
de rolamento lento sendo muito pequenos (9,¢ < 1). Temos que nessa aproximacao, os

coeficientes da Eq. (215) simplificam-se para
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I
o o O

- 342 L (216)

Em posse dos coeficientes da matriz M numa forma simplificada, finalmente po-

demos calcular seu determinante e consequentemente seus autovalores, da seguinte forma

-3 —cQ, —73’1@”

M=|6 —4+c 0 , (217)
6 0 -3+
—3kQm
33— —cQ, —3kem
Det (M —X)=| 6 —4+c—A\ 0 <0. (218)
6 0 -3+ 3% -\

Logo, obtemos a equacao caracteristica

Det (M — ) = —36+90+9k—%—18k‘@m+ Fm 180, + C2Q — 33\ + 6eA
21 2
k)\—gck)\—ngmA—GCQTA—10A2+C)\2+%—)\3, (219)

4 4 2 4

Como ha muitos termos na equagao carateristica e usando mais uma vez que @, Q,, < 1,

logo ignoramos os termos que contém @), e ()., o que nos da
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9ck 21kA  3ckA
Det (M = Al) = =36+ 9c+ 9k — == = 33X+ 6eA + =~ — =

3k
—10M% + e\ + - PR (220)
Agora, podemos resolver a Eq. (220) para obter os autovalores, encontrando as
raizes da equacao caracteristica e exigindo que os autovalores sejam negativos tal que a

estabilidade seja satisfeita (A; < 0), obtém-se as condigoes

Moo= -3,
)\2 = —4+C,
3
o o= (=4t R), (221)

Logo, a condicao de estabilidade é

c<4, k<4. (222)

6.3.3 Energia Escura

Analisamos agora o sistema no regime de Energia Escura de dissipagao forte na
matéria e fraca na radiagdo (Q,, > 1 e @, < 1). Neste regime os elementos da matriz M

dada nas Egs. (203) podem ser aproximados como
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Para o caso de interesse, ou seja, para o regime de energia escura e com Os
parametros de rolamento lento sendo muito pequeno como § < 1. Temos que nessa apro-

ximagao, os coeficientes da Eq. (223) simplificam-se para

a o
I I
| \.O
|

QO

i

>
I
o

R £ Q N ™
I
o O O

() -

Em posse dos coeficientes da matriz M numa forma simplificada, finalmente po-

demos calcular seu determinante e consequentemente seus autovalores, da seguinte forma

—3Qm 0 —=m
6 —44+c 0 , (225)
6 0 -3+

M
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—3Qm — A 0 %
Det (M — M) = 6 —4+c—A 0 <0. (226)
6 0 -3+ 3 -\

Logo, obtemos a equacao caracteristica

k )
Det (M —AI) = —36Q,, + 9cQum — IkQ, + IHhQm _ 19) 4 3ex + 3k — SKA _ 21Q,\
kQmA 9%
+3cQmA — QA _ 732 +eA? + 3T —3Qm\ — N, (227)

Agora, podemos resolver a Eq. (227) para obter os autovalores, encontrando as

raizes da equacao caracteristica, o que resulta

)\1 = —4+C,
Ny = g<—4+k:—4Qm—\/16—8k:+k:2—32Qm—24k:Qm+16Q%1>,
3
Ay = g(—4+1<;—4Qm+\/16—8k+/<;2—32Qm—24/<;Qm+16Q3n), (228)

semelhante ao caso anterior, onde haviamos considerado ), > 1, aqui, assumindo @,,, > 1

a raiz pode ser aproximada para 40Q),,, logo

)\1 = —4+C,
3
)\2 = §<_4+k_4Qm_4Qm)7
3
A3 = g(—4+k—4Qm+4Qm), (229)

Ao exigir que os autovalores sejam negativos tal que a estabilidade seja satisfeita (A\; < 0),

obtém-se as condigoes:
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)\1 = —4+C,
3
)\2 = 5(1{:_262?71)7
N = —Z(4+k:), (230)

logo, a condigao de estabilidade é

k
c<4, —4<k<0, k>0, Qm>§. (231)
Assim, vemos que, para que o sistema seja estabilizado, a forma dos coeficientes dissipa-

tivos @, e (),, deve obedecer a essas condicoes

—4d<ec<4, (232)

—4<k<4. (233)

De acordo com os resultados de estabilidade, vemos que para |¢| < 4 sempre
garantira a estabilidade. Mas pode haver alguns valores de (), para os quais ¢ pode estar
longe dessa faixa de valores e ainda ter estabilidade. Assim, outros valores de ¢ distantes
de [—4,4] podem ser permitidos, mas isso restringe a faixa de variacao de @), durante a
dindmica. Enquanto para |c| < 4, a dinamica serd estdvel para qualquer faixa de @, e nao
precisara se preocupar com instabilidades.

Semelhante ao caso de @),., temos que para (), os resultados para a estabilidade
nos mostra que para |k| < 4 teremos a estabilidade. Entretanto, pode haver valores de Q,,
em que k pode estar longe desse intervalo de valores e ainda assim ter estabilidade. Desse
modo, outros valores de k que nao estejam no intervalo [—4, 4] podem ser permitidos, o que
leva a uma restrigao na variagao de ), durante a dinamica. Logo, para |k| < 4 a dinamica
sera estavel para qualquer intervalo de (),, o que nao ird gerar preocupacao em relacao a
instabilidades. Os resultados obtidos acima generalizam aqueles obtidos em (Bastero-Gil
et al., 2012), onde foi considerado s6 o caso de dissipacao no setor de radiacao, ou seja,

na inflacao quente no Universo primordial.
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CONCLUSAO

Tendo em vista o que foi apresentado ao longo desta dissertagao, conclui-se que o
modelo de inflacao quintessencial quente consegue descrever tanto o Universo primordial
quanto o tardio com resultados consistentes relacionados a dinamica do Universo. Os
modelos de quintesséncia tém como objetivo principal tentar explicar a energia escura,
que possui ainda uma origem misteriosa na cosmologia.

A partir do contexto de sistemas dinamicos foi possivel estudar toda a dinamica
do Universo e a estabilidade do sistema de equagdes propostas neste trabalho. Além disso,
utilizamos de teorias que sao mais importantes para aplicacoes cosmoldgicas e que foram
descritas ao longo deste trabalho.

Ao propor o conjunto de equagoes de fundo junto com termos dissipativos parame-
trizados de forma especifica, o termo de dissipacao foi relacionado a radiagao dominando
durante o periodo inflacionario, levando assim a um regime de inflagao quente, enquanto o
termo de dissipacgao relacionado a matéria dominando em tempos tardios. Com o sistema
completo de equagoes foi possivel demonstrar a mesma dinamica, mostrado em (Lima;
Ramos, 2019). O sistema de equagdes produz uma evolugdo que caracteriza um regime
inflacionario acelerado, quando a energia do inflaton domina, passando por uma fase do-
minada por radiagao, tendo no final da evolugao uma curta fase dominada pela matéria,
antes da energia do inflaton voltar a dominar novamente no futuro, correspondendo a
uma fase de energia escura.

Vimos também os resultados relacionados a evolucao dos termos de dissipagao @),
Qm,1 e Quo junto as equacoes de evolucao. Observou-se que apds a inflagao, tanto @),
como (), 1 tem um declinio semelhante, enquanto @),, 2 tem um crescimento acentuado
apés o periodo inflacionario, durante a era da radiacao, ao mesmo tempo que sofre um
achatamento em momentos finais. Isto nos mostra que diferentes escolhas das poténcias
nos termos de dissipagao podem levar a diferentes evolugoes durante as diferentes épocas
do Universo.

J& para a dinamica relacionada aos tempos tardios levamos em consideragao o plano
(x,y), dado que o sistema dinamico completo é muito complicado sendo um sistema de
seis dimensoes. No plano (x,y) foi possivel ter informagoes sobre o comportamento das
trajetdrias que passam pela regiao acelerada, o que é importante para estudar a dinamica
tardia do sistema, onde é possivel saber a capacidade do sistema de alcancar um regime do-
minado por DE. Como estamos interessados no comportamento tardio do sistema, nos ig-
noramos os termos relacionados a radiacao nas equacoes do sistema dinamico. Assumindo
valores fixos para A e Q,,, conseguimos achar pontos fixos derivados das equacoes = e
y . Dos quatros pontos fixos obtidos, pode-se verificar que os pontos Py e Py sdo repulso-

res, enquanto o P, é um ponto de sela e o ponto P, é um atrator. Na figura 7, damos uma
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visao geral das trajetérias do espago de fase do sistema dinamico no plano (z,y) para
diferentes valores de parametros. Assim, o sistema em momentos posteriores vai para o
regime de energia escura, conforme esperado.

Outra anélise feita nesta dissertacao foi da estabilidade das condigoes de rolamento
lento. A andlise do sistema dinamico se deu em diferentes regimes, de forma a estudar a
estabilidade do sistema nos mesmos. Os resultados obtidos foram satisfatorios, vimos que
lc| < 4 sempre nos garantird a estabilidade do sistema, sendo a dinamica estavel para
qualquer faixa de @), e que nao serd preciso se preocupar com instabilidades. Entretanto,
pode haver alguns valores de @), em que c esta fora dessa faixa de valores e ainda ter
estabilidade. Desse modo, podem ter valores de ¢ distantes de [—4, 4] permitidos, o que
restringi a variacao de (), durante a dinamica.

A mesma anélise feita para @,., foi feita para @),,, e os resultados para a estabilidade
nos dé que para |k| < 4 teremos a estabilidade, sendo a dinamica estével para qualquer
faixa de @),,, de modo a nao gerar preocupacao com instabilidades. Entretanto, pode
haver alguns valores de @),, em que k pode estar fora dessa faixa de valores e ainda
ter estabilidade. Desse modo, podem ter valores de k distantes de [—4,4] permitidos, o
que restringi a variacao de @), durante a dinamica. Os resultados de estabilidade para os
diferentes regimes dissipativos generalizam aqueles originalmente obtidos em (Bastero-Gil
et al., 2012).

Portanto, com as diferentes andlises feitas através das equagoes dinamicas pro-
postas nesta dissertacao junto a teoria de sistemas dinamicos no contexto de inflacao
quintessencial quente e analisando a estabilidade das condigoes de rolamento lento foi
possivel obter resultados consistentes tanto para o Universo primordial quanto para o tar-
dio. Como perspectiva para um trabalho futuro, pretende-se analisar o sistema dinamico

completo.
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