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RESUMO

ROCHA, A. F. Encontrando simetrias de Lie nao-locais algoritmicamente.
2023. 75 f. Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

Neste trabalho apresentamos uma nova abordagem para calcular simetrias de equa-
¢oes diferenciais ordinarias racionais de segunda ordem (2EDOs racionais). Este método
pode calcular simetrias de Lie (simetrias de pontos, simetrias dindmicas e simetrias nao
locais) algoritmicamente. O procedimento baseia-se em uma ideia decorrente da equiva-
léncia formal entre o operador de derivada total e o campo vetorial associado a 2EDO
sobre suas solugbes (campo vetorial de Cartan). Basicamente, da representagao formal
de uma simetria de Lie é possivel extrair informagoes que permitem usar essa simetria
de forma préatica (no processo de integracao 2EDO) mesmo nos casos em que a operagao
formal nao pode ser realizada, ou seja, nos casos em que a simetria é nao local. Além
disso, quando a 2EDO em questao depende de parametros, o procedimento permite uma
analise que determina as regioes do espaco de parametros nas quais a 2EDO apresenta
uma integral primeira (uma quantidade conservada) Liouvilliana, isto é, o método iden-
tifica as regides em que os casos integraveis estao localizados. Apresentamos uma analise
do desempenho dos algoritmos desenvolvidos e por fim, aplicamos o nosso método a um
oscilador de Duffing-van der Pol forgado (que apresenta comportamento cadtico para va-
lores arbitrarios dos pardmetros) e encontramos a regiao no espago dos pardmetros em
que o sistema é integravel. Além disso, encontramos uma integral primeira que nao havia
sido determinada até entao.

Palavras-chave: Integrais primeiras liouvillianas. Equagoes diferenciais ordinéarias

racionais de segunda ordem. Simetrias nao locais. Método algoritmico.



ABSTRACT

ROCHA, A. F. Finding non-local Lie symmetries algorithmically. 2023. 75 f.
Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade
do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

In this work we present a new approach to calculate symmetries of second-order
rational ordinary differential equations (rational 2EDOs). This method can calculate Lie
symmetries (point symmetries, dynamic symmetries and non-local symmetries) algorith-
mically. The procedure is based on an idea arising from the formal equivalence between
the total derivative operator and the vector field associated with the 2EDO over its solu-
tions (Cartan’s vector field). Basically, from the formal representation of a Lie symmetry
it is possible to extract information that allows using this symmetry in a practical way
(in the 2EDO integration process) even in cases where the formal operation cannot be
performed, that is, in cases where the symmetry is non-local. Furthermore, when the
2EDO in question depends on parameters, the procedure allows an analysis that deter-
mines the regions of the parameter space in which the 2EDO presents a first integral (a
conserved quantity) Liouvillian, that is, the method identifies the regions in which the
integrable cases are located. We present an analysis of the performance of the developed
algorithms and finally, we apply our method to a forced Duffing-van der Pol oscillator
(which presents chaotic behavior for arbitrary parameter values) and find the region in
the parameter space in which the system is integrable. Furthermore, we found a first
integral that had not been determined until then.

Keywords: Liouvillian first integrals. Rational Second order ordinary differential

equations. Non-local symmetries. Algorithmic method.
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INTRODUCAO

O método da simetria de Lie é, provavelmente, o método mais poderoso para pro-
curar integrais primeiras de equagoes diferenciais ordindrias (EDOs). A grande maioria
das técnicas de integracao pode ser vista como casos particulares de um método geral de
integracao com base no grupo estendido de simetrias admitidas pela equacao diferencial
(ED). O principal obstéculo a aplicagdo do método de Lie é, ironicamente, o préprio cal-
culo de simetrias porque, até o momento, nao ha uma maneira sistematica de encontrar as
simetrias de uma EDO no caso geral. O préprio Lie criou alguns procedimentos para casos
particulares: por exemplo, no caso de EDOs de segunda ordem (2EDOs) ele considerou
sua invariancia através de simetrias pontuais, ou seja, uma simetria que depende apenas
das variaveis dependentes e independentes. Esta suposi¢cao permite que a equacao dife-
rencial parcial (EDP) que determina a condi¢ao de simetria (Equacao determinante) seja
'separada’ em poténcias da derivada, de forma que esta EDP resultaria em um sistema
sobredeterminado de EDPs que (em principio) poderia ser resolvido. Mas, no caso de uma,
EDO apresentando apenas simetrias dindmicas ou nao locais esta estratégia nao pode ser
aplicada. Assim, muitas abordagens foram desenvolvidas para superar esta dificuldade:
em (10) Cheb-Terrab et al desenvolveram algumas heuristicas que podem encontrar sime-
trias dindmicas de 2EDOs; P. J. Olver introduziu o conceito de campo vetorial exponencial
(veja (3), p- 185); B. Abraham-Shrauner, A. Guo, K.S. Govinder, P.G.L. Leach, F. M.
Mahomed, A. A. Adam, M. L. Gandarias, M. S. Bruzén, M. Senthilvelan e outros traba-
lharam com o conceito de simetrias ocultas e nao locais (11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18).
C. Muriel e J.L. Romero desenvolveram o conceito de A-simetria (19, 20). Veja também
(21, 22, 23, 24, 26, 27). No entanto, apesar de todos esses esfor¢os, ainda nao temos um
algoritmo geral para encontrar as simetrias, mesmo em casos mais especificos.

Neste trabalho mostramos um procedimento semi-algoritmico para calcular as si-
metrias (sejam de ponto, dindmicas ou nao-locais) de uma 2EDO racional. A principal
vantagem do nosso método é a sua natureza algoritmica e, por outro lado, a principal
desvantagem ¢é que ele se aplica apenas a 2EDOs racionais que apresentam uma integral
primeira Liouvilliana tal que suas derivadas sao da forma e?/Z [[p}" , onde A, B e p; sio
polindémios em (x,y,y’) e os n; sdo constantes. No entanto, esperamos mostrar ao longo
deste trabalho que essa restricao nao é tao forte quanto parece a primeira vista.

Esta tese esta organizada da seguinte forma:

1. Apresentamos a introducao deste trabalho.
2. No capitulo 1, abordamos, de forma sucinta, o método de simetrias de Lie:

(a) Na primeira se¢do, apresentamos os conceitos de grupos de transformagoes de
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Lie a um pardametro, suas transformacoes infinitesimais, geradores infinitesi-

mais, geradores infinitesimais estendidos e o conceito de simetria de uma EDO.

(b) Na segunda secao, listamos alguns resultados bésicos sobre como resolver/re-

duzir EDOs usando o método de simetrias de Lie.

3. No capitulo 2, apresentamos alguns resultados que permitem a construcao de um
procedimento muito eficiente para determinar simetrias de 2EDOs racionais que

apresentam ao menos uma integral primeira Liouvilliana:

(a) Na primeira segdo, apresentamos uma maneira de representar uma simetria
nao-local (na forma evolucionaria) de uma 2EDO racional, baseando-nos na
equivaléncia entre os operadores derivada total % e o campo vetorial de Cartan
D,=0,+y0,+¢0,.

(b) Na segunda segao, estabelecemos uma ligagao entre o fator integrante 1 e uma
simetria X da 2EDO. Usando essa ligagdo, mostramos que a derivada logarit-
mica do infinitésimo v que define a simetria X (sobre as solugoes da 2EDO) é

uma funcao racional de (x,y,y’) (denotada neste trabalho por o(z,y,y’)).

(c) Na terceira segao, apresentamos os passos do algoritmo e um exemplo para

tornar mais clara a aplicagdo do método.
4. No capitulo 3, apresentamos os casos interessantes do nosso método:

(a) Na primeira se¢do, mostramos algumas consideragoes gerias a respeito dos

polinémios que formam a funcao o.

(b) Na segunda secao, analisamos a relagao entre os polinémios N e ¢ quando os

mesmos nao apresentam fatores comuns.

(c¢) Na terceira secao, analisamos a relacao entre os polinémios N e ¢ quando os

1MesInos apresentam fatores comuns.

(d) Na quarta se¢do, analisamos a relagdo entre os polindmios M e p quando os

mesmos apresentam fatores comuns ou monémios comuns.
5. No capitulo 4, apresentamos o desempenho do nosso algoritmo:

(a) Na primeira sec¢ao, aplicamos o método as 2EDOs racionais nao-lineares do livro

de Kamke (64) que apresentam pelo menos uma integral primeira Liouvilliana.

(b) Na segunda se¢ao, mostramos a eficiéncia do método em encontrar as integrais
primeiras de algumas 2EDOs que apresentam simetrias nao-locais. Acredi-
tamos que essas 2EDOs sejam muito ‘dificeis’ para outros métodos em vista
de elas apresentarem fatores integrantes com polinoémios de Darboux de grau

relativamente elevado e simetrias nao-locais complicadas.
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6. No capitulo 5, aplicamos o método a algumas 2EDOs que descrevem sistemas fi-
sicos. Aqui veremos em ac¢ao uma outra grande vantagem do método: em funcgao
de estarmos buscando uma fungdo racional (o) pela solugao de sistemas algébricos
(quadraticos) de indeterminados, se a 2EDO (que representa matematicamente o
fendmeno fisico que estamos estudando) depender de pardmetros, podemos usar o
proprio sistema de equagoes algébricas para os indeterminados para determinar re-
gioes do espaco dos parametros em que existe integrabilidade. Um dos exemplos
(veja no capitulo) nao se trata de um mero exercicio académico: encontramos uma
regiao do espaco dos parametros para a 2EDO que modela um oscilador nao-linear
forcado de Duffing-van der Pol modificado, para a qual a 2EDO apresenta uma
integral primeira Liouvilliana (ndo conhecida até entao). Esse oscilador apresenta
comportamento cadtico para valores arbitrarios dos pardmetros (solucao cadtica nao

integravel).

7. Por fim, no capitulo 5.2, apresentamos nossas conclusoes e direcionamentos para a

continuidade do nosso trabalho.
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1 CONCEITOS BASICOS DA TEORIA DE LIE

Como foi observado na introducgao deste texto, a descoberta das simetrias de uma
determinada EDO é um dos nossos principais objetivos, uma vez que, de posse delas,
podemos resolver ou baixar a ordem de uma EDO. Portanto, neste capitulo, mostraremos
de forma sucinta alguns conceitos basicos da teoria de Lie, como as simetrias, os grupos
de transformacoes, as transformacoes infinitesimais do grupo e os geradores infinitesimais

de simetrias.

1.1 Simetrias

Uma simetria, de maneira geral, é uma configuracao que nao se distingue, uma da
outra, ap6s uma transformacao. Por exemplo, a rotagdo de um quadrado de um angulo

de 90 graus entorno do seu centro, como mostra a figura 1. Observando o conjunto de

Figura 1 — Conjunto de simetrias

1 2 4 1 3 4 2 3
t girar T1/2 girar T1/2 girar T1/2
0 —> —> —>
4 3 ; 3 T 2 2 1 1 4
! t
2 t3

Legenda: Representacao geométrica de um conjunto de simetrias.
Fonte: O autor, 2023.

configuragoes da figura 1, podemos obter uma relagao entre elas.
Seja (T, ®) um grupo, tal que T = (to, 1, t2, t3). Algumas relagoes entre as configuragoes

obtidas apds a rotagao da figura estao ilustradas a seguir:
« t(t2(0)) = t3(0)
« t(t3(0)) = to(0)

« t(t(0)) = t(0)
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1.2 Grupos de transformacgoes de Lie

De maneira simplista, um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel que consiste
em uma configuracdo de grupo no qual as operacoes de multiplicacdo e inversao sao

derivaveis. Desta forma, o grupo:
zt = X(x;e), (1)

onde X ¢ infinitamente diferenciavel em relacao a x, € é um parametro continuo e
r = (x1,...,x,) representa um vetor, define um grupo de transformagoes de Lie a um

parametro.

Definicao 1.2.1 Se eu tenho um conjunto G e uma operagdo e tais que as propriedades

de a até d sao satisfeitas, entao (G, e) € dita ser um grupo.
a) giegpe€G = g egped
b) (g1 ®g2) ® g3 = g1 ® (g2 ® g3)
c)3Ig/geg=9g9=yg

d) Para todo g, Hgfl/gfl eg=yg 0971 = g

Exemplo: O conjunto de transformacoes, representado pelo sistema 2,

x* =z cos(f) — ysin(h)
(2)

y* = wsin(f) + y cos(6)

representa um grupo de rotagdes no plano (R?), em torno da origem, gerado por uma,

transformacao finita, que ao sofrer uma rotagdo de um angulo «, se torna no sistema 3.

= ¥ cos(a) — y*sin(«)

(3)

y** = x*sin(a) + y* cos(a)
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Substituindo as coordenadas (z*, y*) no sistema 3, obtemos o sistema 4.
¥ =z cos(f + o) —ysin(d + )
Y™ = xsin(f + a) + ycos(d + «),

O sistema 4 difere do sistema 2 pela adi¢cao do angulo de rotacao a.

1.3 Transformacoes infinitesimais do grupo de Lie

Para obtermos as transformacoes infinitesimais do grupo de Lie, devemos desen-

volver o grupo (1) em série de Taylor. Sendo assim, temos:

. 0X €2 0’°X
=04 € |e=0 += =5

e ‘620 e, (5)

Desconsiderando os termos de ordem 2 na Eq.(5), e fazendo %~ |._o= &(z) obtemos:
r* =z + €e(v) (6)

A Eq.(6) é chamada transformagao infinitesimal do grupo de Lie (1).

1.4 Gerador infinitesimal

Considere I(z,y) uma quantidade conservada ou um invariante sobre as curvas
solugbes de uma 1EDO y' = ¢(z,y). Aplicando a derivada total a I, em relagdo a e,

obtemos:

dI  9ldr 9ldy

de ~ ude Oy de @)
_dx B @ '
Fazendo &(x,y) = e n(x,y) = T temos:
dl oI oI 0 0
— = _— _— = — —_— [
& =Sy g = (e g+ ot ) s)
e fazendo,
L dI

X() = (9)



obtemos:
X() = ()5 +atea g )1

onde a Eq.(11) representa o gerador de simetrias:

0 0

X = f(x,y)afx +n(x,y)afy

« Aplicando a Eq.(9) a z, temos:

dx

§=¢(v,y) = izX(flf)

Pr d <dx> _ dX(a)

de*  de \ de

Pz  d (dr dé(x, ofdr 0&d 0 0
oL (X :MziiJriiy:i n—ézX(f)
de de \ de de dr de  dy de ox dy

« Aplicando a Eq.(9) a z*, temos:
&=ty = - = X(@)

€

d*z*  d [dz* dX (z*) . 0
d€2_d6<d€>_ de = X(X(@) = XH(")

3

ot d (det\  df(atyt) O dat | OETdyt
de2  de\ de )]  de  dx* de

onde a Eq.(18) representa o gerador de simetrias:

0 0

X =& ox* o oy*

1.5 Gerador infinitesimal estendido

L0808
dy* de > Oz~ g dy*

X&)
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(11)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

O gerador estendido difere do gerador simples por conter o termo 7", que depende

da derivada primeira de y em relacdo a z, ou seja, de y'. O passo a passo para sua



determinacao é mostrado a seguir:

¥ =x+4+dr = ¥ =x+E&de = da* =dx+ dide

yv'=y+dy = y" =y+nde = dy* =dy+ dnde
dividindo a Eq.(20) pela Eq.(19), obtemos a Eq.(21),

o dyt dy+dnpde  Wddnde gy dnde

- P T dz+déde d d€ d
dx dr + dfde  *Etdsde = Lo

Aplicando a aproximagao de Newton na Eq.(21), obtemos a Eq.(22),

y,* _ (y/+ @%) (1 df dE)fl _ ( ’ d?’/ dE)(l d{ dE)

dr 1 el R A

realizando o produto notével na Eq.(22), obtemos:

Y=y + (ZZ - y’;li)de.

Simplificando, obtemos:
y* =y +nVde,

onde temos o gerador de simetrias estendido de 12 ordem:

) B N
X(l) = 5(1‘,@/)% + 77(33'79)87/ + 77(1)(957%3% )@

onde:

#”ZCZ—Mﬁ)

+ Escrevendo o infinitésimo 1) de outra maneira:

1 _ Adn ,dé ondxr  Ondy , 08 dx O dy
-y (G By B
dz dx Oxdxr Oydx Jxdr Oydx

(1)_877 a77/_ I(%—f‘%/)

~ Ox @y ox 8yy

18

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)
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M =, + 0y — &y — &P (29)

1.6 Simetrias de Lie

Chamamos simetrias de Lie de uma EDO, a um grupo de Lie tal que essa EDO
seja invariante frente as transformacoes desse grupo. Ou seja, consideremos o grupo de

transformacoes de Lie a um pardmetro dado por:

vt = X(z,y;¢) =+ €{(x,y) + O(e)

(30)
v =Y(z,y:€) =y +en(z,y) + O(e?),
e a EDO dada por:
y™ = oz, y,y sy ). (31)
Dizemos que o grupo (30) é uma simetria para a Eq.(31), se:
XDy = (e, y,y, .y )) =0, (32)
quando y™ = ¢(z,y, 4/, ...,y™ 1), onde X ™ é o gerador infinitesimal da n-ésima extensao

do grupo (30). Ou seja, explicando de uma forma mais simples, as simetrias sdo compostas

pelo par de infinitésimos [, 1] que, por sua vez, compdem o gerador infinitesimal.

1.7 Coordenadas candnicas

Um resultado importante da teoria de Lie é que sempre existe uma transformacao
de coordenadas na qual um grupo de Lie a um parametro pode ser escrito como o grupo
das translagoes. O ponto é que, escrita nestas coordenadas, uma EDO que seja invariante

frente a um determinado grupo de Lie serd uma quadratura.

Considere a seguinte transformagao de coordenadas (biunivoca e C*° em um do-

! Uma EDO é chamada quadratura se puder ser resolvida com uma integracdo simples, ou seja, se é da

forma " = ¢(x) ou y = #(y), aonde y' = %'
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minio apropriado):

Yy =Y(x) = (51(x),52(%), - yn(x))- (33)

O gerador infinitesimal X sera escrito como

B n ayj( n
X = ; 8361 B Z il Oz; 8y z:: 8y =Y (34)
¢ tj=1 3 g=1 J

onde n;(y) = >, &(x )Bya’m :

Defini¢ao 1.7.1 Uma transformagao de coordenadasy = Y (x) = (y1(x), y2(X), . . ., Yn (X))
define um conjunto de coordenadas candnicas para um grupo de Lie se, em termos das

novas coordenadas, o grupo se torna o grupo das translacoes no R", ou seja:

*

Yi = Vi, Z':]-w"an_]-a
Yt = ynte (35)

Tal mudanga de coordenadas sempre existe (veja (4)). Portanto, escrito nas coordenadas

canonicas, o gerador infinitesimal se apresenta em sua forma mais simples:

FExemplo: Considere o grupo de transformacoes de escala dado por
¥ = ex = x4 ex+ O(2),

yo o= &y = y+e2y+0(e). (37)

Nas coordenadas candnicas r(z,y) e s(x,y) as transformacoes do grupo sao escritas como

r'=r, s =s+e (38)
Mas, de (30),

€ €
r*:r+eXr+§X2r+---, s*:s+eXs+§X23+---. (39)

Logo, as coordenadas canonicas 7(z,y) e s(x,y) devem satisfazer as equagoes X (r) =0 e



X(s) =1, ou seja,

que tém como solucdo r(z,y) = % e s(z,y) = In(x).

1.8 O uso das simetrias de Lie na integracao de EDOs
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(40)

Nesta se¢do, vamos apresentar um resumo do uso de simetrias de Lie na solugao/-

reducao de 1EDOs e 2EDOs:

1.8.1 Integragao de 1EDOs

O procedimento para encontramos a solucao geral de uma 1EDO

Y = d(z,y)

(41)

a partir dos infinitésimos & e 7, se divide em dois métodos distintos: o uso de coordenadas

canonicas ou a determinagdo de um fator integrante.

1.8.1.1 Uso de coordenadas candnicas

Vimos que uma EDO escrita nas coordenadas canonicas de seu grupo de simetrias

torna-se uma quadratura e o gerador infinitesimal X = £0,4n0, se torna X = 0,. Usando

a transformagao canonica, a 1EDO (41) se escreve

oty ds
dy r Sdr
V=g = T 9y,
T
Ty +x57
dr

0 s
onde y, significa Y ete. Resolvendo para — temos:

or dr

@ _ _yr - Irqb ($(T> S)?ZJ(T?S)) =
dr Ys — l‘sﬁb (x(r, S),y(’l", S)) 7

(42)
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onde ¢ é fungdo apenas de r, pois X = 0s(y —¢) = 0. Logo, podemos fazer uma
integracao e obter s(r) = [p(r)dr + Cy = ®(r) + C; e a solucao da (41) serd

s(z,y) = (r(z,y)) + C1. (44)

1.8.1.2 Determinacao de um fator integrante

A 1EDO (41) pode ser escrita como uma 1-forma diferencial

onde % = ¢(z,y). Pode ser mostrado(4) que
1
u(w,y) = ME—Nn (46)

¢ um fator integrante para a (45), levando a solugao

I(a:,y):/Mudx—/Nudy—//(uMy+Muy)dmdy:C. (47)

1.8.1.3 Exemplo

Considere a 1IEDO

/ Y
_ ’ 48
Y (y? + 22 + ) (48)
que admite o grupo de Lie definido pelos infinitésimos & = E, n=1
Y
Coordenadas candnicas: O gerador se escreve
x 0 0
X=——+— 49
y Ox + dy (49)

De X(r) =0e X(s) =1 temos que a transformacao candnica é {r = Y (:c)’ s(r)=y(z)}
x

e, portanto, a transformagao inversa é {x = ﬂ, y(x) = s(r)}. Assim, a 1EDO trans-
r

formada é

ds _ oy —x¢(a(r,s)y(rs) 1
dr — y,— 0 (x(r,5),y(r,s))  1+12 (50)
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cuja solugao é s(r) = —arctan (r) + C. Dessa maneira, aplicando a transformagcao cano-

nica a solugao da 1EDO transformada, podemos obter a solu¢ao da 1IEDO (48):

I(z,y) = y + arctan <y> =C. (51)

T

Fator integrante: Um fator integrante para a 1IEDO (48) é:

@) = 37 1 — 52)

x, = = " = .

I = e =Ny, yo—(WP+a?+z) Y +a?

Dessa maneira, a solugao geral da 1EDO (48) sera:

I(z,y) = y + arctan (y) =C (53)
x

1.8.2 O uso das simetrias de Lie na integracao de 2EDOs

No caso em que estamos tentando resolver uma 2EDO as coisas se complicam pois
pode ser que a 2EDO nao seja integravel analiticamente, isto é, que nao existam quan-
tidades conservadas (integrais primeiras) analiticas para o sistema descrito pela 2EDO.
Pode ser também que, apesar de possuir integrais primeiras, a 2EDO nao admita sime-
trias de ponto (lembre que simetrias de ponto sdao simetrias em que os infinitésimos £ e
n dependem apenas de (z,y)). Vamos mostrar aqui apenas a ‘receita bésica’ para o caso

em que temos uma simetria.

1.8.2.1 Uma simetria de ponto
Considere uma 2EDO dada por

y' = oz, y,y). (54)
Podemos reduzir a ordem da 2EDO:

(a) Usando coordenadas canoénicas: nas coordenadas (r, s) definidas por:

or or

0s 0s

é(fv,y)afx + n(:v,y)afy =1
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2

s
a 2EDO nao dependera de r explicitamente: i (s, %)

(b) Usando invariantes diferenciais: Toda 2EDO que admite o grupo G pode ser escrita

como,

dI
— ©0) s

onde 1 e IV sdo os invariantes de ordens zero e primeira do grupo G, respectiva-

mente. Assim, nas coordenadas (u,v) definidas por,

u= 10
u=10
, ) dv
a 2EDQO serd escrita como: = U(u,v).
u

1.8.2.2 Uma simetria de Lie nao de ponto

Suponha que a 2EDO (54) admita um grupo de simetrias dado por:
0 0 0
xM = n_-_ nN_—_ N_—_ 56
§(x,y,y)8$+n(x,y,y)ay+C(fc,y,y)ay, (56)

onde? ((z,y,y") = Di[n(z,y,y')] — ¥ D.[&(x,y,y")]. No caso geral o grupo nio apresenta
um invariante de ordem zero. Entado, para usar os invariantes diferenciais, temos que
resolver o sistema caracteristico da EDP,

o oY oY

/7 /7 /7:
f(x,y,y)ax +n(x,y,y)ay +C(fv,y,y)ay, 0 (57)

que é dado por:

dx dy dy’
- = 8
oy ) nlzyy)  ((wyy) (58)

que é, talvez, mais dificil de resolver do que a 2EDO original. Nesse caso, o que geralmente

é feito é usar o resultado descrito abaixo para colocar a simetria na forma evolucionaria:

Teorema 1.8.1 Se XU = €0, + 79, +nMd, é uma simetria admitida pela 2EDO (54),

2 Caso contrario, as transformacoes nao formariam um grupo.
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entao,

XW =XV p(a,y,y)D, (59)

também € uma simetria.

Do teorema 1.8.1, escolhendo p = —&, temos que X nao terd o coeficiente de® 9,
XU = (n=y€)o, + (") — 6§y, (60)

e, além disso, o comutador le, X (1)] = 0. Assim, com uma simetria na forma evolu-

cionaria?, temos que I© = z e IM ¢é solucdo da 1IEDP XM ([(1)) = 0. Desta forma,
para podermos usar o método dos invariantes diferenciais, precisamos primeiro resolver a
1EDO caracteristica da 1IEDP X ™) (I(l)) = 0.

1.9 O problema com simetrias nao de ponto

Como mencionado na introdugao deste trabalho, o método de simetrias é, pro-
vavelmente, o procedimento mais abrangente e eficiente para resolver/reduzir 2EDOs.

Contudo, no caso em que a 2EDO nao apresente simetrias de ponto, isto é, no caso em
que a 2EDO

y' = o(x,y,y) (61)

nao admita como simetria um campo vetorial X da forma

2
p 9y (62)

a condigao de simetria, isto é, a 2EDP que resulta da condicio X?(y"” — ¢(x,y,v')) = 0,

mod (¥ — ¢(z,y,y’) = 0), ndo pode ser separada nas poténcias de y' e, portanto, é muito
dificil resolvé-la (ou mesmo encontrar solugoes particulares, o que ja bastaria). A maioria
dos métodos que buscam resolver esse problema (veja as referéncias citadas na introdugao)
tenta encontrar alguma simetria dindmica ou nao-local. Contudo, se a simetria buscada
depende de (z,y, y') esses métodos vao acabar caindo no mesmo problema, ou seja, teremos

dificuldade para encontrar a simetria dindmica ou nao-local por ndo podermos separar a

: — 0
S&J:%

4 Diz-se que uma simetria com £ = 0 estd na forma evolucionaria.
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2EDP que representa a condi¢ao de simetria.
No capitulo seguinte, no caso de uma 2EDO racional que possua uma integral
primeira Liouvilliana, vamos mostrar que podemos construir um procedimento para de-

terminar uma simetria nao-local (caso exista).
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2 UM NOVO METODO PARA DETERMINAR SIMETRIAS

Neste capitulo, vamos mostrar como construir um método semi-algoritmico para
determinar as simetrias de uma 2EDO racional que apresenta (pelo menos) uma integral
primeira Liouvilliana. A ideia bésica surgiu a partir de uma maneira formal de represen-
tar uma simetria nao-local de uma 2EDO racional que possuisse um fator integrante de

Darboux. Esse capitulo tera a seguinte estrutura:

o Na primeira se¢ao, apresentamos um modo formal de representar uma simetria nao-
local (na forma evolucionaria) de uma 2EDO racional. Em resumo, a partir da
equivaléncia entre os operadores derivada total % e o campo vetorial de Cartan
D, = 0, + 20, + ¢$0,, podemos escrever a condicdo de simetria (uma equacao
diferencial parcial de segunda ordem (2EDP) linear homogénea para o infinitésimo
v) como uma equagao diferencial parcial de primeira ordem (1EDP) para a derivada

logaritmica de v.

» Na segunda segao, estabelecemos uma ligagao (muito 1til) entre o fator integrante
1 e uma simetria X da 2EDO. Usando essa ligagdo, mostramos que a derivada
logaritmica do infinitésimo v que define a simetria X (sobre as solugdes da 2EDO)
é uma fungao racional de (x,y, z) (denotada neste trabalho por o(z,y, 2))®) para o

caso considerado (i.e., 2EDO racional com uma integral primeira Liouvilliana).

o Na terceira se¢do, mostramos que uma vasta classe de 2EDOs racionais que apresen-
tam (ao menos) uma integral primeira Liouvilliana I admitem um fator integrante

u de Darboux®

. Em seguida, mostramos como construir um procedimento semi-
algoritmico para determinar o. Por fim, apresentamos os passos do algoritmo e um

exemplo para tornar mais clara a aplicacao do método.

» Na quarta secao, apresentamos diversos casos em que podemos tornar o algoritmo

bem mais eficiente.

® No caso de 2EDOs a defini¢io da fungdo o ‘coincide’ com as defini¢des de A-simetria (associada com
o campo vetorial J,) e com a defini¢do de funcéo-S (veja (39)).

6 Ou seja, um fator integrante que é uma funcio de Darboux (veja a defini¢io na sequéncia do texto).
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2.1 Uma maneira 1til de representar uma simetria

Voltemos & 2EDO racional (54). Considere que X! define uma simetria para (54)

na forma evolucionéria
XM = v0y + D, [v]0y, (63)

onde v = 1 — y'€. Neste caso, a condigio de simetria é X2 [y — ¢(x,y,y')] = 0, mod
[y" — ¢(x,y,y'") = 0], onde X? = v, + D,[v]0, + D2[v]0, . Entdo, v obedece a equacio
diferencial parcial (EDP):

D?&[V]_D:E[V]¢y’_y¢y:()v (64)

que é uma EDP homogénea linear de segunda ordem (2EDP linear homogénea). A ideia

fundamental (que culminou neste trabalho) veio da equivaléncia formal entre os operadores
D, e e sobre as solugbes da 2EDO (54) racional. Devido a esta equivaléncia, (sobre as
x

solucoes), podemos considerar a 2EDP (64) como uma 2EDO linear e homogénea. E um
fato bem conhecido que qualquer 1IEDO de Riccati estd relacionada (por uma mudanga

de varidveis) com uma 2EDO linear homogénea. Vejamos como isso acontece:

Definigao 2.1.1 (Equacao de Riccati) Qualquer uma 1EDO que pode ser escrita como,

v = f@)y? + g(x)y + h(), (65)

onde f(x), g(x) e h(x) sdo fungoes infinitamente diferencidveis (C*), é denominada
equacdo de Riccati ou 1EDO de Riccati.”

Fazendo a seguinte mudanca de varidveis,

1 W
Yy = —m;> (66)
na equagao de Riccati (65), obtemos:
o F@) +g@)f@) o e
- (@) (@) (67)

que é uma 2EDO linear homogénea. Assim, considerando a 2EDP (64) como uma 2EDO

homogénea e linear (sobre as solugoes da 2EDO (54)), o andlogo da transformacao (66) é

7 Essas equacoes sdo as 1EDOs mais gerais cujas singularidades méveis sio polos.
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D,[v]
_ 68
o= (65)
e sua inversa é dada pela solugao formal de (68) para v:

Observacao 2.1.1 Observe que o operador D, é uma derivada total apenas sobre as

solugoes da 2EDO. Assim, [, € o operador® inverso de D,, ou seja,
/D$=D$/:1. (70)
Dos resultados acima, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1 Se a 2EDO racional (54) admite uma simetria dada por X\ = v, +

D,[v|0y, entdo a fun¢do o definida por:

obedece a 1EDP:
D,[o] = 0% + 0, [¢|o — 9,[¢). (72)

Reciprocamente, se a fun¢io o é uma solugio da 1EDP (72) entao a fung¢io v = e~ .lo)

define uma simetria para a 2EDO racional (54).

Prova do Teorema 2.1.1 Se a hipotese do teorema for satisfeita, exviste uma funcao v
satisfazendo D2[v] = D,[v]0y[¢] + vd,[¢]. Substituindo v = e~ I nesta 2EDP, ja que

D:c[y] = D, lef”[a]] = efx[U]Dx[_/[U]‘| = —O'Gifﬂc[ah

T

Di[v] = Dxl_ aefz[”}] = D,[~ole "l — oD, [efz[o]] -

Di[v] = —D,lole” Jolol _ g< _ Oefz[cr}>’
obtemos
~Dafole 1 a( - Ue—m) = —oe L0, [6) + e L9,l0] =

D.lo] = o*+ Oy [plo — 0y[¢].

8 Em outras palavras, fw é um operador nao local
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Agora, vamos provar a volta. Considere a fung¢ao definida por v = e~ L) onde o ¢ uma
solugio da 1EDP (72). Entao,

D[] — Dy, (6] — vB,[8] = —Dilole L¥ - a( - ae—fz[ﬂ) "
pyoe” Jlel — dye Lol = e fz[”](—Dx[a] + 0%+ ¢pyo — @)

Como, por hipdtese, o é uma solugio da 1EDP (72), entdo o termo —D,[c|+0%+ 00—,
¢ igual a zero. Entao, D2[v] — D,[V]0y|¢] — vO,[¢] = 0.

2.2 A relacao com um fator integrante

Vamos assumir agora que a 2EDO possui uma integral primeira que pode ser
expressa em ‘forma fechada’, ou seja, que a 2EDO apresenta uma integral primeira Liou-
villiana. O conhecimento de um fator integrante permite obter essa integral primeira por
meio de quadraturas. A seguir, mostraremos como esse fator integrante estd relacionado

a uma simetria (na forma evolucionaria).

Defini¢ao 2.2.1 (Fator integrante) Sejay” = ¢(x,y,y’) uma 2EDO racional apresen-
tando uma integral primeira Liouvilliana I(x,y,y'). Qualquer fun¢ao u(x,y,y') satisfa-

zendo

d

p(x,y,y) (6w, y,y) = y")) = @y y)l, (73)

é denominada um fator integrante para a 2EDO.

De (73) podemos escrever?:

po — py" = do[l(z,y,y")] = O:[1] + y'0,[1] + y" 9y [1], (74)
Entao, como em (74) nem g nem ¢ nem I sao fungoes de y”, temos que:

Por outro lado, suponha que X! = v0y + D;[v]0, seja um campo vetorial de simetria

da 2EDO racional y" = ¢(x,y,y’) de tal modo que:

X[ = vd,[I] + D.[v]d,[I] = 0. (76)
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Podemos escrever (76) como:

D, oy|1
v Oy 1]
D,lv] :
e notando que — ¢ o (como definido em (71)), temos que:
Oy[1]
o= . (78)
Oy 1]
Com base em (75) e (78) podemos enunciar o seguinte resultado:
Teorema 2.2.1 Seja " = ¢(x,y,y’) uma 2EDO racional apresentando uma integral

primeira Liouwvilliana I(x,y,y’). Além disso, seja o um fator integrante tal que pu =
—0y[I] e seja v uma fungio definindo uma simetria (na forma evolutiva) tal que XV[I] =
vOy,[I] + D, [v]0y[I] = 0. Entdo, vale a sequinte equagdo:

P B o, (79
Prova do Teorema 2.2.1 Se as hipoteses do teorema forem satisfeitas, entdo p =
—0y[I]. Aplicando D,, obtemos:

Dylpu] = =D, [0y [1]]. (80)
Onde o comutador [0y, D,] é dado por:

[0y, D] = 0y Dy — D0y = 0y + 0y [9]0y, (81)
entao

[ay’» Dac][]] = 81/ [Da:[]]] - Dw[ay’ [IH = ay[]] + 81/’ [¢]8y’ [I] =
;L =Dy[y] (82)
Oy [Dz[1]] + Do =0y [1]] = 0y[1] — Oy [¢] -

Dividindo (82) por 0y[I] e observando a equagao (77), obtemos finalmente:

Dlp) _ 9,11]
0,01 ~ 9,11

-oldghs - 2 =P gl (53)

2.3 Um possivel algoritmo

Neste trabalho, estamos interessados em encontrar simetrias para usa-las com o

mesmo sentido da teoria de Lie, isto é, integrar 2EDOs usando quadraturas. Nesse sen-
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tido, ao falar sobre 2EDOs racionais com uma integral primeira Liouvilliana, estamos

procurando fatores integrantes para integrarmos, que sejam da forma!©:

= e%o Hp?", (84)

onde Zy é uma fungao racional de (z,y,%’), os p; sdo polindmios irredutiveis em (x,y,y’)

e 0s m; sao nimeros racionais. Neste caso, podemos formular o seguinte teorema:

Teorema 2.3.1 Seja y" = ¢(z,y,y) uma 2EDO racional apresentando uma integral
primeira Liowvilliana I(x,y,y’) e seja p um fator integrante dado pela equagao (84), ou

seja,
_ 2y 7
p=-e?1]p",
i

onde Zy é uma fungdo racional de (x,y,y'), 0s p; sao polinémios irredutiveis em (x,y,y’),
0s m; sdo constantes, tal que = —0y[I]. Além disso, seja v uma fun¢ao definindo uma
simetria (na forma evoluciondria) tal que X\V[I] = vd,[I] + D,[v]0,[I] = 0. Entdo a
fungao o definida por (68), ou seja,

(onde D, € o campo vetorial associado a 2EDO), é uma fungao racional de (x,y,y').

Prova do Teorema 2.3.1 Assumindo que p = e?° sz”, temos
i

D, %D, [ ]:[ pgz} 4 %D, [ZO} 1:[ P D, { H p?i]

0 B eZo Hp:a =D, [ZO} + I‘Ilp?

Como D, = 0, +y'0, + ¢(x,y,y' )0y, Zy € uma fungio racional de (x;y;y') e os p; sdo

D,
polindmios em (x,y,y’), entdo temos que ] ¢ uma fungao racional de (x,y,y’). No
entanto, do resultado do teorema 2.2.1
D, | D,|v
- 'u[ ] = — l/[ ]+8y/[¢]:a+8y/[¢]. (85)

Finalmente, como ¢ € racional, Oy[¢p] também € racional. Portanto, o é uma fungdo

racional de (z,y,y').

10 Na, verdade, ndo conseguimos encontrar nenhum caso em que isso ndo fosse valido. Entéo, dirfamos
que a grande maioria dos casos sdo cobertos por esta estrutura.
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Observagao 2.3.1 Observe que, embora jv seja uma funcao elementar da forma mostrada
acima, a simetria v nao precisa ter tal formato, ou seja, tudo o que temos é que v =
e fm[‘ﬂ, onde o € uma fungdo racional. Por outro lado, se v fosse uma funcao elementar
do formato mostrado acima, entdo o também seria uma funcdo racional, mas agora o

fator integrante ndao seria necessariamente uma func¢do elementar.

A partir dos teoremas 2.1.1 e 2.3.2, podemos estabelecer um resultado que permite a

construcao de um algoritmo para busca de simetrias de 2EDOs racionais:

Teorema 2.3.2 Seja

M(x,y,y')

" r /

y = N N ¢ 1:7 y?y M
N(z,y,y') ( )

onde M e N sdo polinomios coprimos, seja uma 2EDO racional apresentando uma integral
primeira analitica global I(x,y,y') e um campo vetorial de simetria X\ = v0, + D,[v]0,

tal que a fungao o definida como

_ D,y
oc=—
v
. ~ . . p - Coa . .
é uma funcao racional, ou seja, 0 = — onde p e q Ssao polindomios coprimos. Sejam

degy, degn, degp e deg, os graus dos polinomios M, N, p e q, respectivamente. Se
degy < degn + 1 entio degp < deg,. Caso contrdrio, se degyy > degn + 1 entdo,
degp < deg, + degy — degn — 1.

Prova do Teorema 2.3.2 Do teorema 2.1.1, a funcao o obedece a equagdo

D,lo] = o* + Oy [plo — 0,[¢].

Substituindo o = ]—), temos
q
qD.[p] — pD.q]  p? p
= 0yl 9yl

implicando que'*

Y M., Ly Mpa,, 2 oM, PMN, M, MN,
p—+%+—py—%—yp2qy— quzp—erp L -+ —=% (86)
q q Ngq q q Ngq q qN qN N N

11 Onde v, significa 9,,[v]
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2

Multiplicando a equagdo (86) por ¢*N? e isolando o termo p*N?, obtemos

p’N? = —pgN My + pgM N, + ¢*NM, — *MN, + qp, N*+

(87)
+y'qp,N? + qpy NM — pq.N* — y'pg,N* — pg, NM

O grau do termo no lado esquerdo da equacio (87) € 2deg, + 2degn, pois é um quadrado

(p®N?). Os graus (mdximos) dos sequintes termos (no lado direito) sio, respectivamente,

deg, + degq + degy + degny — 1,
deg, + degy + degy + degny — 1,
2deg, + degpr + degy — 1,

2degy + degnr + degn — 1,

deg, + degq + 2degn — 1,

deg, + degq + 2degn,

deg, + deg, + degnr + degn — 1,
deg, + deg, + 2degy — 1,

deg, + deg, + 2degn,

deg, + deg, + degy + degn — 1

Ezistem quatro casos:

caso 1: 2deg, + 2degn < deg, + deg, + degyr + degy — 1
caso 2: 2deg, + 2degy < 2deg, + degn + degy — 1

caso 3: 2deg, + 2degy < deg, + deg, + 2degy — 1

caso 4: 2deg, + 2degn < deg, + deg, + 2degn;

Assim, as desigualdades acima podem ser escritas como:
1. deg, < deg, + degy — degny — 1;

2. deg, < deg, + %;
3. deg, < degq — 1;

4. degy < degqy;

A terceira desigualdade implica na quarta desigualdade e a sequnda desigualdade implica
na primeira. Entao, se degy > degy + 1 entdao deg, < deg, + degyr — degy — 1, caso
contrdario, se degy < degn + 1 entao deg, < deg,.

A partir do resultado acima, podemos estabelecer um semi-algoritmo'? para en-

12 Um algoritmo (no sentido que estamos considerando aqui) é um conjunto de regras que podem ser
traduzidas em uma linguagem de programacdo para que o conjunto de regras possa ser executado
por um computador em um ndimero finito de etapas. Nosso procedimento (no caso geral) é um semi-
algoritmo porque nédo é possivel determinar a priori o grau da fungéo racional o.
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contrar as simetrias de uma 2EDO racional. A ideia é usar a equagao (87) como base do
nosso procedimento: basicamente construimos dois polinémios com coeficientes indeter-
minados (candidatos para p e ¢) e substituimos na equagao (87). Em seguida, coletamos
o resultado da equacdo polinomial em monémios de (z,y,y’) e igualamos cada um dos
coeficientes a zero. Fazendo isso, encontramos um sistema de equagoes algébricas para os

coeficientes que, se resolvido, nos permitira escrever formalmente a seguinte simetria:
XW = 1o, + D,[V]9, = e L0, — 00,), (88)

onde o é construido com a solugdo (p/q) do sistema de equagdes algébricas. Embora a

simetria seja escrita em termos do funcional [ [o], seu uso para o célculo dos invariantes
x

1 e IM nao depende disso: I(®) = x (forma evolucionéria) e IV ¢ tal que e~ fx[g](f)y —
o0,)[IM] = 0, implicando que (9, — 08,/ )[IV] = 0. Assim, podemos usar o método dos

invariantes diferenciais da mesma forma que fizemos na subsubsec¢ao 1.8.2.2.

2.3.1 Os passos do semi-algoritmo

Os tultimos paragrafos da se¢ao anterior descrevem (coloquialmente) um possivel

semi-algoritmo para encontrar as simetrias de uma 2EDO racional.
Algoritmo 2.3.1 (ASymm)
1. Construa o operador D,.
2. Seja npyse = algum nimero inteiro, dy = grau(M) e dy = grau(N).
3. Facan = 0.
4. Fagan =n+1.
5. Sen > np., entao Fracasso.

6. Sedy > dy+1, entao construa um polinémio genérico q. de graun em (x,y,y’) com
coeficientes b; indeterminados e um polinomio genérico p. de graun+dy — dy — 1
em (z,y,y') com coeficientes a; indeterminados, senao construa dois polindmios
genéricos p. e q. de grau n em (x,y,y’) com coeficientes indeterminados a; e b;,

respectivamente.

7. Substitua p. e q. na equagio (87), colete a equagao polinomial resultante nas varid-
veis x, y, Yy e iguale os coeficientes de cada mondmio a zero, obtendo um sistema

AFE de equacoes algébricas.
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8. Resolva o sistema AE em relagio a a; e b;. Se nenhuma solugdo for encontrada,

entao va para o passo 4.

9. Substitua a solug¢ao em p./q. (obtendo o).

2.3.2 Exemplo

Considere a seguinte 2EDO racional:

g = W=Dy +20% — 2ty + ) (89)
(x?y — 1)2?

Vamos aplicar as etapas do procedimento para a 2EDO (89):13

/71)(z4y/+2 m3yfmzy+y’)
(z2y—1)z2

1. D, =0, + 40, + <

Oy .
9. Nmaw =T, dag = 6 € dy = 5.

3. n=0.

4. n=n+1=1

5. 1 < 7 (continue).

Pe=a1T+ ay + azy + ao,
e =birx +byy+ b3y’ + by.

7. O sistema AE possui apenas a solucao trivial (va para o passo 4).
8. n=n+1=2.
9. 2 < 7 (continue).

10. pe=as 2+ asy® + agy’* + ar xy' + asyr + agy'y + a1 & + as y + az Y’ + ao,
Ge=bax® +bsy? +bsy> + brxy +bgyz + by 'y + bz + by + sy + bo.

11. O sistema AE possui apenas a solugdo trivial (v4 para o passo 4).

12. n=n+1=23.

13 Neste exemplo mostramos em detalhes os passos do algoritmo ASymm.
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13. 3 < 7 (continue).

14, pe=ag+ a1 T+ asy+asy + as 2%+ a5 2 + ag y> + ar y* + as y'> + ag y'> + a1 2y +
a1 oY + a1y 7Y + a1z 22y + a1a 12 + a1 Yz + ars Yy’ + arr Y2y + ars y'y + arg Yy,
Ge=Dbo+ b1z +byy+bsy +byx®+bsa+bgy?+bry® + bsy'® + boy/* + brg xy® +
b1 zy’ + bio $3//2 + b1z 22y + iy %Y + bys yx + by yy’2 + b1 vy + bis Yy + bio Tyy.

15. O sistema AFE tem a solugao

ap = 0,a1 = 0,a;0 = 0,a11 = 0,a12 = 0,a13 = 0,a14 = by, a15 = 0,a16 = 0,a17 =
0,a18 = 0,a19 = 0,a9 = 0,a3 = 0,a4 = —by,a5 = 0,a6 = 0,a7 = 0,a3 = 0,a9 =
07 bO = boabl = Oyblo = 07b11 = O7b12 = 07 b13 = _b07b14 = 0>b15 == 07b16 = 07b17 =
0,618:0,1919:O,bg:O,b3:0,b4:0,b5:0,b6:0,67:0,68:0,199:0.
z? (y — 1)
16. 0 = —>—~,
7 2y —1

Assim, a 2EDO (89) admite a simetria

)] 2 (0
‘&m:efﬂ ﬁ1]<@+wQ’U@). (90)

2y — 1

Observagao 2.3.2 Observe que, embora a 2EDO (89) nao tenha simetrias locais, pode-
mos, usando o método de invariantes diferenciais (consulte a se¢io 1.8.2.2), encontrar

uma integral primeira:

e De X.W[IM] =0 temos que

[[- e 2 (y — 1 2 (y ~ 1
LR (o 2 D0 o —o o (a0 2D, ) <o

e Um invariante é I = x. O outro é I, tal que D, (I) = 0 e X,V (I) = 0. Note
que 1 ¢ I sdo os invariantes do grupo, ao passo que I é o invariante (integral
primeira) da 2EDO. Explicando melhor, o invariante I (da 2EDO) deve ser dado por
I=FI9 W) = F(z,IW) tal que D, (I) = D (F(I®, IW)) = D (F(z,IWV)) =

0. Dessa forma, teremos

oF Dx(f(l)) or

MYy _ or
Dy (F(z, IM)) = o+ 5T =

0. (91)

e De X,V (](1)) =0, podemos encontrar IV resolvendo o sistema caracteristico

dy dy’'

= 92
2y—1 22y —1) (92)
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cuja solucao €

/
-1
- _ 93
2y —1 (93)

e De (91) temos que

OF OF OF (z—1)(z%y —2) OF
—+D,(IY) = — — — =0. 94
ox + (%) 01y Ox (x%y — 1)2 x2  Oiy (54)
/
-1

Como i, = Zé , temos que

iy —1
y =i (2%y — 1) + 1. (95)
Substituindo (95) em (94), vamos obter
OF (i3 —1)iy OF
il T 96
ox * x2 01y ’ (96)
cujo sistema caracteristico é
dz diy (iy —1)er
R F=—" 97
2 (’ll — 1) ?:1 = ’il ( )

e Substituindo i, = IV em F obtemos, finalmente, a integral primeira:

ex (2% — o)
y—1

I= (98)

Observacao 2.3.3 O método que apresentamos é um semi-algoritmo porque* ndio pode-
mos determine o grau mdzrimo dos polinomios p e q que formam a funcao. Porém, até o
grau analisado, podemos ter certeza de que se nao encontrarmos o fungdo, entdo ela nao

existe dentro do intervalo considerado.

14 Um algoritmo completo deve terminar em um niimero finito de passos.
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3 CASOS INTERESSANTES DO SEMI-ALGORITMO

No capitulo 3, apresentamos um método que pode calcular simetrias de Lie de
uma 2EDO racional semi-algoritmicamente. No entanto, o método descrito acima pode
melhorar muito em alguns casos especiais. Essas melhorias podem (dependendo da 2EDO
em questao) simplificar muito o semi-algoritmo ASymm. Por exemplo, a maioria dos
Sistemas de Algebra Computacional (CAS) usa bases Grobner para resolver sistemas de
equagoes polinomiais, e visto que a complexidade do problema cresce exponencialmente
com o aumento do nimero de coeficientes, qualquer diminui¢do no nimero de coeficientes
(e/ou termos nao lineares) pode representar a diferenca entre o sucesso e o fracasso.

Neste capitulo, discutiremos algumas dessas possiveis melhorias.

Observacao 3.0.1 Em alguns pontos desta secao e da proxima, os tempos serao atribui-
dos a determinados conjuntos de operacoes. O que isso significa? Estes tempos resultam
da simples execugao dos passos (destas operagoes) no CAS Maple 17 (Neste trabalho, todos
0s dados computacionais, tempo de execucao, etc, foram obtidos no mesmo computador
com a sequinte configurac¢io: Intel(R) Core(TM) i5-8265U @ 1,8 GHz).

3.1 Algumas consideragoes gerais

Em primeiro lugar, vamos lembrar que estamos procurando uma func¢ao racional
o=" que obedece a 1IEDP D, [o] = 02+0, [¢]c—0,[¢], onde D, = 0, +y'0,+¢(x,y,y' )0y .
Entég, se 0 nao é uma fungdo de uma das variaveis (x, y, y’) entdo podemos separar a
1EDP acima em um sistema sobredeterminado de EDPs, e neste caso, ja hd um algoritmo!®
para determinar sua solu¢do. Portanto, no que segue, iremos considerar que (pelo menos
em principio) ¢ é uma func¢do das trés variaveis (x, y, y’). Com isso em mente, vamos

dividir a equagao (87) por M N, obtendo

p*N + pgMy — ¢* My — qp. N — y'qpyN + pg N + y'pg,N ~ gN, — pNy
+q
M N (99)

— qpy +pqy =0

Uma anélise mais detalhada da equagao (99) revela uma série de melhorias que podem
ser feitas ao algoritmo ASymm para certas situacoes particulares: o termo —gp, + pg, ¢é

polinomial desde que p e ¢ sejam polinomiais. Além disso, este termo nao pode ser nulo

15 Veja, por exemplo, (4).
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porque ¢ igual a —q?dy/[0] e, por hip6tese, nem ¢ nem 9y [o] pode ser nulo. Como M e N

Sa0 coprimos, os termos

P*N + pgMy — ¢*M, — qp N — y'qpy,N + pg. N + y'pg,N
M

(100)

quy — pNy/

I (101)

sdo (cada um deles) polindmios. A seguir, discutiremos algumas particularidades casos

que nos permitem melhorar o (semi)algoritmo apresentado na sec¢ao 2.3.

Observacao 3.1.1 Como comentamos anteriormente, as diferentes melhorias estdo di-
retamente relacionadas com o formato e o grau dos candidatos p. e q.. Assim, para evitar
muitas apresentagoes redundantes, iremos apenas descrever (em cada um dos sequintes

casos) a mudanga no formato (e grau) dos polindmios p. e qe.

3.2 N e g nao apresentam fatores comuns

Para resolver este caso, vamos nos concentrar no fato de que o termo

QNy — pNy/
102
¢ (102)
(veja a equagao (99)) é um polinémio. Isso leva ao seguinte resultado:
. oA . . . . q Ny —p Ny/
Teorema 3.2.1 Sejam q, p e N polinomios como definidos acima. Considere que ¢ —————
¢ um polinomio. Se N e q ndo apresentam fatores polinomiais comuns, entdo uma das

sequintes condicoes é vdlida:
1. Nem N, nem N, sio nulos e N|qN, —pN,.
2. N é uma fungdo (somente) de x.
3. Ny=0,Ny,#0eN|pN,y.
Prova do Teorema 3.2.1
1. Como N e g nao apresentam fatores comuns e nem N, nem N, sao nulos, entao

QNy —pNy/

N tem que ser um polindmio, ou seja, N | g Ny, —p N,.

2. N é uma funcao (somente) de z, entdo N, = N, = 0. Todo o termo é nulo.
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QNy—pNy/

3. Segue diretamente da substituicao NV, = 0 em ¢ . O outro caso aparente

N, # 0, N, = 0 nao é possivel porque N nao pode dividir N,,. 0

A primeira condicdo permite usar o fato de que ¢N, — pN,, = NP (onde P é
um polindmio) para alguns 'pré-célculos’ dos coeficientes de p e ¢q. Essas condigdes po-
dem reduzir significativamente a dificuldade de resolver as equacgoes algébricas para os
coeficientes de p e q que foram extraidos da equagao (87) como um todo.

A segunda condigao (N = N(z)) implica que

N sz — qpz — Y'qpy + Pgs + Y'DGy

quy/ — ny

Vi M — qpy +pgy = 0. (103)
. M
Multiplicando (103) por Na obtemos:
4q
pMy —qMy —Mpy | p+a:+y'qy o Pay M
B — — =0. 104
N TP . Pr=YPy = TN (104)

O termo —p, —y'p, é um polinémio ou zero. Em ambos os casos podemos melhorar nosso

algoritmo: por exemplo, no caso em que —p, — y'p, nao é zero, temos que os termos

pMy —qM, — Mpy,  p+q+y'q . PGy M
N ’ q Ngq

(105)

devem se combinar para formar um polinémio, e como (por hipdtese) N e ¢ ndo apresen-

tam fatores comuns obtemos que

pM, — qM, — Mp, — pgy M . Np+ ¢ +vy'q) —poyM

I p (106)

sao polinomios. Um caso muito provavel ¢ que ¢, seja nulo, e se for, este fato simplifica
bastante o algoritmo.

A terceira condigao: N, = 0 e N e p tém fatores comuns, novamente simplificam
bastante o algoritmo porque, como N nao pode dividir NV, a tnica maneira de N, e N
terem fatores comuns é no caso de N ter fatores polinomiais elevados a um expoente

inteiro maior que 1. Caso contrario, N divide p.

3.2.1 ASymmy

Este subcaso esta vinculado a condicgao:
QNy — pNy/
N

Algoritmo 3.2.1 (ASymmp 1))

O termo ¢ em si um polindémio (nem N, nem N, sdo nulos).
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. Construa o operador D,.

Seja Nmse = algum ndmero inteiro, dyy = grau(M) e dy = grau(N).
Facan = 0.

Facan=n+1.

Se n > Npae, entio Fracasso.

Se dy > dy+1, entdo construa um polindmio genérico q. de graun em (x,y,y') com
coeficientes b; indeterminados e um polinomio genérico p. de graun+ dy; — dy — 1
em (x,y,y') com coeficientes a; indeterminados, sendo construa dois polindmios
genéricos p. e q. de grau n em (x,y,y’) com coeficientes indeterminados a; e b;,

respectivamente.

Construa um polinomio genérico P, de grau max(deg,,,deg,.) em (x,y,y") com co-

eficientes indeterminados cy.

Substitua p, q. e P. na equagao q.Ny—p.N,y—NP, = 0 e colete a equagdo polinomial
resultante nas varidveis x,y,y e iguale os coeficientes de cada mondémio a zero,

obtendo um sistema AE[1.1] de equagées algébricas.

Resolva o sistema AE[1.1] em relagio a a; e b; (em funcio de ci). Se nenhuma

solugao for encontrada, entdo vd para o passo 4.

Substitua o resultado nos polindmios p. e q. (obtendo o).

Observacao 3.2.1 A solugdo obtida no passo 9 € o ponto principal deste sub-algoritmo

particular (ASymmy.1)). Na prdtica, o nimero de coeficientes indeterminados pode dimi-

nuir bastante, auziliando no sucesso do passo 8.

3.2.2  ASymmy g

Este subcaso esta vinculado a condigao:

N é uma funcao (somente) de z (e g, = 0).

Algoritmo 3.2.2 (ASymmp o)

1.

2.

3.

Construa o operador D,,.
Seja Nse = algum ndmero inteiro, dyy = grau(M) e dy = grau(N).

Facan = 0.
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4. Fagan =n+1.
5. Sen > Ny, entao Fracasso.

6. Sedy > dy+1, entdo construa um polinémio genérico q., de graun em (z,y), com
coeficientes indeterminados b;, e um polinomio genérico p., de grau n—+dy —dy — 1
em (z,y,y'), com coeficientes indeterminados a;. Sendao, construa dois polindmios
genéricos p. e q., de graun em (x,y,y’) e em (x,y), com coeficientes indeterminados

a; e bj, respectivamente.

7. Substitua p. e q. na equagio (87), colete a equagio polinomial resultante nas varid-
veis x, y, Y e iguale os coeficientes de cada monomio a zero, obtendo um sistema

AE de equacoes algébricas.

8. Resolva o sistema AE em relagio a a; e b;. Se menhuma solugdo for encontrada,

entdo vd para o passo 4.
9. Substitua a solugio em p./q. (obtendo o).

Vamos pegar, por exemplo, a 2EDO (2EDO nao linear 41 com f(z) = 1/z* do
livro do Kamke’s (64))
2 3_3 2,/ 2
W ks T (107)

12

com N = N(z), com uma func¢ao ¢ dada por:

_2:1;y2+2xy’—|—y2 +4y+y
2y +y + 2

, (108)

onde o fato de que ¢, = 0 melhora a eficiéncia do algoritmo em mais de 10 vezes.

3.2.3 ASymmy g

Este subcaso esta vinculado a condicao:

N, =0e N e p tém fatores comuns.

Algoritmo 3.2.3 (ASymmp 3))
1. Construa o operador D,.
2. Seja npyse = algum nimero inteiro, dyy = grau(M) e dy = grau(N).
3. Facan=0.

4. Facan=n+1.
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5. Sen > nyse, entao Fracasso.

6. Se dyy > dn + 1, entdo construa uwm polindmio genérico q. de grau n em (x,y,y’)
com coeficientes indeterminados b; e um polinomio genérico pp. de grau n + dy; —
dy — 1 —dy, onde dy é o grau dos fatores comuns (CF) de N e p em (z,y,vy'),
com coeficientes indeterminados a;, sendo p. = pp.CF. Caso contrdrio, construa
dois polinomios genéricos pp. € q. de graun —df en em (x,y,y’), com coeficientes

indeterminados a; e b;, respectivamente, e sendo p. = pp.C'F'.

7. Substitua p. e q. na equagio (87), colete a equagio polinomial resultante nas varid-
veis x, Yy, Yy e iguale os coeficientes de cada mondmio a zero, obtendo um sistema

AFE de equacoes algébricas.

8. Resolva o sistema AE em relagio a a; e b;. Se nenhuma solugdo for encontrada,

entao va para o passo 4.

9. Substitua a solug¢do em p./q. (obtendo o).

3.3 N e q apresentam fatores comuns

Em relagao a melhorar a eficiéncia do nosso semi-algoritmo, é mais pratico dividir

as diferentes situagdes em um ou em outro, dentre os dois casos distintos a seguir:

e ¢ tem fatores nao presentes em NN.

» Todos os fatores de ¢ sao fatores de N

3.3.1 q tem fatores nao presentes em N

Para esta situacdo podemos (por exemplo) usar ¢. = Ng,, ou ¢ = Nygq,, onde
¢m tem um grau inferior e Ny é um fator (ou um produto de alguns fatores) de N. Por
exemplo, a 2EDO (consulte a se¢ao 5.1 2EDO 180)

v 2% +yy'r — Y’ —my' + 297 —y)

Vo 2y —1) o)

tem um o dado por:

"2y —1

yo Yy-1) (110)
yly —1)

e, para determina-lo, ndo precisamos de um candidato a polinémio de segundo grau, mas

um candidato de grau um: ¢. = (y — 1)(bo + b1z + byy + b1y’). Isso simplifica muito a
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determinacao do porque além de reduzir o niimero de coeficientes indeterminados, também
reduz o nimero de termos nao lineares.

Na secao seguinte trataremos dos casos em que todos os fatores de ¢ estdao em N.
Contudo, trataremos também um caso que aparece com certa frequéncia e que pertence
a esta vertente, a saber, o caso ¢ = ulN onde u € {x,y,y'}. Veremos que esse caso é mais

facilmente tratado considerando que conhecemos o ¢ de antemao.

3.3.2 ¢|N ou g =uN onde u € {x,y,y'}

Nesta segao, discutiremos dois casos muito comuns: ¢|N e ¢ = ¥’ N (ou ¢ = zN ou
g = yN). O ponto principal é que, além de aparecer com frequéncia (e simplificar muito
os calculos) eles transformam o algoritmo ASymm em um algoritmo completo.
O caso ¢|N:
Para provar o resultado expresso no teorema a seguir, temos apenas que considerar o caso

qg = N onde p e g nao sao necessariamente primos entre si.

Teorema 3.3.1 Seja y' = ¢(x,y,y') = M(z,y,y")/N(z,y,y'), onde M e N sao poliné-
mios coprimos, uma 2EDQO racional apresentando uma integral primeira global analitica
I(z,y,y') e um campo vetorial de simetria XV = vd, + D,[v]0, tal que a funcio o
definida como o = —D””TM ¢ uma fungdo racional dada por o = %, onde p € um po-
linomio. Sejam degn, degn e deg, o0s graus dos polinomios M, N e p, respectivamente.
Se degy < degn + 1 entdo deg, < degn. Pelo contrdrio, se degy > degy + 1 entao

deg, < degpn — 1.
Prova do Teorema 3.3.1 A prova seque diretamente da prova do teorema 2.3.2.

Corolario 3.3.1 Se as hipoteses do teorema 3.3.1 forem satisfeitas, entdo ASymm torna-

se um algoritmo completo.

Prova do Corolario 3.3.1 Do teorema 3.3.1 temos que o grau do polinémio p depende
apenas dos graus dos polinomios M e N. Como eles sdo finitos, o grau mdzrimo para o
polinomio p € finito, e portanto, o procedimento ASymm sempre terminard.

O caso ¢ = N:

y,/ _ _962yy’ _ x2y’2 _ xy3 _ :L,yZy/ _ :L“le + y3 + y2y/ + ny/2 _ y/2) (111)
y(z? —y)

tem um o dado por:

2,/ 2_2 /
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onde o fato de ¢ = N simplifica bastante o cdlculo de o (o célculo leva 0, 5 segundo). Com

a simetria,

220 w2 — 20y 2,1 2 _ /
XCQ) — e J, [_W} <8y + rY -I(—ny )ny 8y/>, (113)
y\r= =y

podemos obter a integral primeira

I 2\,
@y —y)e’ ,)e (114)
xy —y

e a solucao geral

ef ezi}kxcl dx
y(@) = — s (115)

——~—dx
eTz+Cy o
f B A dx + Cg

em menos de 0.1 segundo.

O caso ¢ =y'N:

Este caso é muito semelhante ao discutido anteriormente. Para evitar repeti¢cdes vamos
apenas citar o resultado: como ¢ é conhecido (ou seja, bem definido), o grau méximo de
p serd limitado (como no caso anterior), e como no caso anterior, ASymm torna-se um

algoritmo completo. Por exemplo, a 2EDO

y” _ _2$3y/5 _ 41’2ny3 _ 1'23//4 _ x2y/3 + $2y/2 + 2xy2y’ + 21‘ny2 _ y2 + yy/ —y (116)
233(3333/4 _ 2x2yy’2 _ $2y/2 + :By2 + y)

tem um o dado por:

B x2y/4 _ :1:23/2 _ 2:}0yy'2 + y2 + y
o=- : (117)
2xy’(:v3y’4 _ 2x2yy’2 _ ny/Q + my2 + y>

que pode ser calculado em 4.3 segundos. A partir do conhecimento de o podemos calcular

a integral primeira

In(z?y? — y)ay” — yIn(a?y? —y) + 1

xy? —y

: (118)

em cerca de 1 segundo.
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3.4 M e p apresentam fatores comuns ou mondémios comuns

Voltemos a equacao 99, onde o termo

p*N + pgMy — ¢* M, — qp N — y'qpy N + pg. N + y'pg,N
M

¢ um polindmio. Podemos escrevé-lo como

pN + qMy + ¢ N +y'q,N  qM, + p. N +y'p,N
p M —4 M

(119)

e desta forma, podemos ver que, em muitos casos, alguns fatores de M e p podem ser
comuns. Além disso, como ¢ e o sdo dados respectivamente, por
Oul1] + 20, 1] Oy 1]

T om ¢ 7T a0

S = gj[f]]] % (120)

¢ muito provavel (na verdade, este é frequentemente o caso) que os polinémios M e p
tenham muitos monémios comuns (caso N # ¢) ou que os polinémios M, e p tenham
muitos monoémios comuns (caso N = ¢). Cada uma dessas situagoes simplifica muito o
problema. Tomemos, por exemplo, as 2EDOs nao lineares 94 e 183 (ver segao 5.1) do
livro do Kamke.

2EDO 94:

, 2y = 2yy'ad — 32y — axy — 9% — b
y = 2,’,63 9

=272 + 2yt + 32y? 4 axy + Sty 4+ b

7 222(zy' + y)
2EDO 183:
. ny/2 42— y2
212y ’
xzya 42— yz

7T Samy(ay —y)

Podemos ver que na 2EDO 94, os monoémios nos polindémios M e p sdo o mesmo, enquanto
na 2EDO 183 temos que M = p. Também nas duas 2EDOs N e ¢ tém fatores comuns
(222 na 2EDO 94 e 2zy na 2EDO 183). Portanto, o tempo para calcular o é (em ambas
as 2EDOs) décimos de segundo.

Como outro exemplo, temos para a 2EDO (111) ¢ = N.

2EDO 111:

o2y =2y —ayt —ayty — a4 29y — Y
y(z? —y)
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Usando os mondmios presentes em M, = —x?y + 222y + zy* + 2zy’ — y* — 4y + 2/,

podemos calcular p = —z%y’ — zy? + 2yy’ (e assim, o) quase instantaneamente.
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4 DESEMPENHO

Neste capitulo, apresentamos a aplicagdo do nosso procedimento em dois tipos
de arena. O primeiro consiste em um conjunto bem conhecido de 2EDOs, ou seja, as
2EDOs nao lineares do conhecido Manual de E. Kamke de solugoes exatas para EDOs
(64). O segundo tipo de arena de teste consiste em um conjunto de 2EDOs que exibem

principalmente simetrias nao locais.

4.1 2EDOs racionais nao lineares do Manual de Kamke

Nesta se¢ao, mostramos nosso algoritmo lidando com as equacoes diferenciais do
manual de Kamke: com isso, queremos dizer as 2EDOs racionais nao lineares que apre-
sentam (pelo menos) uma integral primeira Liouvilliana. Além disso, vamos apenas con-
siderar o subconjunto daquelas que ndo possuem simetrias triviais como [§ = 1,7 = 0] ou
[€ = 0,n7 = 1], ou seja, vamos deixar de fora 2EDOs para que ¢ nao apresente explicita-
mente uma das varidveis (z,y). Vamos nos referir a elas pelos nimeros dados no livro de
Kamke. Elas sao as 2EDOs contidas na tabela 1 e referenciadas pelos niimeros:
[78,79,80,87,90,92,93,94,97,98,99,108,133,156,169,172,173,174, 175, 176, 178,179, 180,
181, 182, 183, 184, 185, 189,190, 193, 206, 226, 227, 228, 229, 231]|. As equagoes 94, 156 e

185 nao couberam na tabela e foram colocadas separadas.

Anilise da equagao 94:

29323 — 2yy'x3 — 32%y% —axy — 923y — b

P94 =

223
—2y3x3 + 2yy'x3 + 322y% + azy + 522y’ + b
o =
o 222 (zy’ +y)
foa = -z
n4 =y
voa = zy' +vy
Anilise da equagao 156:
az? + bz + 2y +c
P56 =
3y
202zt + 4abxd + 4ax?y’? + dacz? — 6 azyy’ + 20222 + 4bxy'? — 18 ay? + 4bex — 3byy’ + 4cy’® + 22
o =
196 —3y (2az?y’ —6azy +2zy’'b— 3by + 2cy’)
az® + bz +c
156 = —————
b
_ 3 (ax n 1)
mse = Y b B

2az?y’ — 6axy +2xy’b — 3by +2cy’
—2b

V156 =



50

Anailise da equagao 185:

biss = y’2x3 +y2ax7212yy’+2x2y’2+2ay2 74yy’z+zy’2 —2yy’
yr (z2 +2x+1)
y/
o8y = ——
Yy
§iss, = 0
mss = Y
vigs = Y

Alguns comentarios:

o Nosso método foi capaz de encontrar as simetrias para todas as 2EDOs racionais
nao lineares no livro de Kamke que apresentou (pelo menos) uma integral primeira

Liouvilliana.

o Existem algumas 2EDOs nao lineares do livro de Kamke que apresentam funcoes
genéricas de z, y ou y'. Para testar nosso método, fizemos varias substitui¢oes
dessas fungoes genéricas por fungoes racionais. Percebemos que o algoritmo é capaz

de lidar bem com todas as 2EDOs que possuem uma integral primeira Liouvilliana.

o As 37 2EDOs (que se encaixam nas condigoes para as quais o algoritmo foi cons-
truido) possuem simetrias muito simples. O mesmo resultado foi encontrado para
as 2EDOs apresentando fungoes arbitrarias (quando substituidas por fungoes raci-

onais).

e O tempo gasto no calculo da func¢ao ¢ nao foi colocado na tabela por ser muito
curto (décimos de segundo na maioria dos casos). Apenas nas 2EDOs 108 e 156 o

algoritmo gastou alguns segundos.

o O tempo gasto calculando as simetrias pelo comando Maple Computer Algebra

System (CAS) symgen (ver (10)) foi ainda menor.

Embora satisfeitos com o resultado apresentado pelo algoritmo nesta arena de
testes, concluimos que ele nao é adequado para testar o desempenho do método em lidar

com 2EDOs que possuem simetrias nao locais.
4.2 2EDOs racionais apresentando simetrias nao locais
Nesta se¢ao, veremos o desempenho de nosso algoritmo em uma arena de teste

composta por um conjunto de 2EDOs racionais que nao possuem simetrias locais. Para

as duas primeiras 2EDOs, apresentaremos os passos do algoritmo com mais detalhes.



Tabela 1 — 2EDOs, funcgoes sigma e simetrias
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EDO 6 o & v
—1)y” _
78 (v I)ZI wa z, 0, —a:y'
79 712y/2+y2+2 y/ B B
R S—— —zy +y x, —y, vy —y
any'272yy’aa:+ay27b 1
80 — p - 0, x, x
72 72
bx a “+bx /
87 —ayy " tbz vy _
4 /2$2 4 /g(wyliy/) x, y’ xy +y
zoy' T —4y z Yy “+12zxy -4y - et
90 422 —dx(zy’+2y) €L, 2y7 zy 2y
33 T3 3.3 73 77
Yy x®—yy x®—12yxr—24 Yoz’ —yy z°+2x y —12yxr—24 /
92 3 - z2(zy’ +y) -z, Y, 1Y +y
7 pi
a(—zy' +y
93 % —% O, T, T
—y 25 —2zyy +4 4> 2
97 Ty —emyy TRY I4yy Y _Tg L, 2% —[L'y/ + 2y
98 _ 7y'a:37x24y’2+4y2 zy’t2y T, Y, y— l’y//2
T T ) )
7 3
—Ty +y
99 (9574) ~1 0, , x
108 _ 7ax+y'sz 2a%z2—2 azy'2+4 bra—ayy —2 by'2+2 b2 2(az+b) 2zy’a—3 ay+2by’
Y —y(2zy’a—3 ay+2by’) 30 0 I 3a
’ ’ ’ ’
Yy (u —1) Yy (7/ -1 ’
133 e [EEMIEERTD Lo -1y
’ ’
y (zy'—y) /
169 T —% 0,9, ¥y
—bxy® —ayy +ay’” bry® +ayy —zy> =3 yy’ ’
172 e y(ey+2g) T, —2y, —ry — 2y
!’ 7
Yy (ay+2 Ty ) /
173 e e— —Z,L 0, Y,y
y’(2wy’yfy71) 2305’71 /
174 Y T z, 0, —xy
’ ’
Yy (7ay+2 Ty ) /
175 yr _% 07 Yy
4y (zy' —y) /
176 —_— - 0, v,y
178 _zy’2+g;/fyy/fy zy *Wy*%’ —x, x, 2y +x
(w(w+y)) z(z+y) Y
’ ’
y'(zy'—y Y’
179 — n 0, ¥, y
2 (2%y " ryy' e —y®—ay’+2¢4"—y) y'(2y—1) 2 2
180 0,y —y, y“—y
1 1 ) y
$2y/2m_(2yyy/a:+y2 i(;g/_y) /
181 ety ~ 3(sty) T Y y—y
a(z®y?—2yy'z+y%) zy' —y)a /
182 (2] =N T, Y, Y-y
T 72, 27 PR S
Ty T trT—y Ty “tx—y — )
183 222y —2xy(zy’—y) LY Y=y
b:c2"2+cx"’+d2 7
184 ,% _Yy 0, y, y
az?y Yy PCE)
/2 72
_yy' +ax (vy*+az)x o
189 y? y2(zy’—y) z, Y, y—xy
2 —yy'? b b / /
_yy' " —az—b _( yy' ~+ax+ )(az+ ) a ay—xy a—by
190 y? y2(zy’a—ay+by’) T+ 5 Ys a
v (297" =22y " +4yy +1) 2(y?y —ay +y)y’
£ t t t 12
193 1) i -2y, 1, 2yy’ +1
v (v'va®—z”yy —a’z+ay”) vy’ 5 73
206 —a*ta2z’taly’—z2y? a2—y2 0,\/a® —y%,\/a* —y
!
yr(zy +vy ’
226 M _% 07 y7 y
4y/2 y/
227 ~wy'—y m 0, y, ¥y
14 ’2 72 1)y’
Y292 +1 _(!! + )y o /
228 iy Wy Yy, T, Yy +x
b
229 - -4 0.4y
73 7
_ 2yy3+3zy 4y (2yy+3 2y +y)z o
231 2y%y' =2 2y2y'+a2)(zy’—y) LYYy

Legenda: Resultado da analise de um conjunto de 2EDOs feita pelo algoritmo ASymm
Fonte: O autor, 2023.
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L 2ED01:

I _9 /2 ra 02 24
y//:_l'yy ry ‘Z@Z//Z/_ly yt+2y (121)

Assim, os passos do algoritmo sao:

1. Partindo da hipdtese de que g divide N (o que transforma ASymm em um
algoritmo completo e simplifica muito os célculos) temos como consequéncia do

teorema 3.3.1 que o grau maximo de p é 2 e, portanto, teremos como candidatos:
Pe = ayx® + asy® + agy’? + arxy + agyy’ + agxy + a1x + azy + asy’ + ao,
gc =N =xy— 1.

2. Substituindo ¢ por p./q. na equagao (87), coletando a equagdo polinomial
resultante em (x,y,y’) e igualando os coeficientes de cada mondémio a zero,

obtemos o seguinte sistema AFE de equacgoes algébricas para a;:
AE = {a3, a?, a2, 2a,a4,2 2 2 2 2aqa7 + Say, 2a,a8 —
= 10y, A5, g, 20104, 20205, 20306, 204509, 20609, 20407 a4, 20408 — A4,

2asag — as,2aga7 + ag, 2a5a6 + a§,2aoa4 + a% — 2a4,2a0a1 — 2a1 + 2a4, 2a4a5 + a§
—ag,2a4a9 + 2azag + 4ag, 2asar + 2agag + 3as, ag — 2ag + ay + 1, 2a4a6 + a2 + 3az
+2, 2agao — 209 — as + ag, 2apas; + a% —2a5 — ag,2a1a8 + 2a0a4 — a1 — 204,201 a5+
2asa8 — as — ag, 2a1a7 + 2aza4 + day + 2a4, 2a0a9 + 2azas + 2a5 + ag, 2asa6 +
2aza9 + 2a6 + ag, 2agag + 2a7a9 + ag + 2a9, 2apas + 2a9 + as + a7 — 1, 2apag + a§+
as + 2ag +ag,2a1a6 + 2aza7 + 3asz + ar +1,2a1a9 + 2a0a7 + 2azag + 4as + 2ag,2apas
+2a1a9 — ag — a1— a7y — 2ag,2a9a7 + 2a1a3 + dag + 2a1 + ag — 3,2apa9 + 2a2a3 + 2a2
+ag + 2a5 — 2ag}.

3. O sistema AFE tem como solugao:
{aozl,alzo,aQZO,a3:0,a4:O7a5:0,a6:O,a7:—1,a8:O,a9:0}.

xy —1

4. Substituindo em p./q. temos que o = — T
Ty —

Portanto, a 2EDO (121) admite a simetria:

_ _acy/—l !/ 1
X0 = e L[] (ay n Z_le)y) , (122)



Usando o método de Lie, podemos determinar a integral primeira:

(y—y)e™

Iz, y,y) = o 1

e a solucao:

dx

dx + Cy of T

e—ﬂ')
/Cl e_fca e T dz

y(r) = (Crx+e®)

2EDO,:

o _ 2yt atyy = 29wy —ay® oyt -2ty ey - gy e
2y (yo —y? — x)

Assim, os passos do algoritmo sao:
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(123)

(124)

(125)

1. Partindo da hipétese de que ¢ divide N (e que é um fator de N) obteremos

uma solugao positiva com os candidatos:

pe = a1x + azy + azy’ + ao,

Q=Y.

. Substituindo ¢ por p./q. na equagao (87), coletando a equagao polinomial

resultante em (z,y,y’) e igualando os coeficientes de cada monoémio a zero,

obtemos o seguinte sistema AFE de equacoes algébricas para a;:
AE = {—4a3, —2a}, —2d3, 4a3, —4a1a3, —4a} — 2a,, —2a} — ay, 4a? + 2a,,

—4daga; — ag, —4asas + 2a0, 8asas — 4as, —4agas + az, —8aias + 4ay + 2, —4aqas
+2a1 + 1, 8a1a3 — 4a; — 2, —2a§ + 209 + a3, —4apas + 2a1 + 1, —4agas + 4a% + as,
Sapas — 4a§ — 2as, 4a(2) — 8apas + 2as, 4a3 — 4dagas + as, —4aias — as + as, 8agay
—4daqas + 2a¢g — ag, —8agas + 4ag + 4aq + 2, —4agas + 2a9 + 2a; + 1, —2a(2) + 8agas
—2a3 — 2ag, —4aay + 4a3 — Say — az, 8ayay — 2a3 + 4ay — az, —8aga; — 2a3 — 2aq
+2a9,8a9a3 — dasas — dag — 4a; — 2—4aga, — 4a§ —ag+4as + 3az—4aga; + 8aas
—ag+ 2a9 — ag, —4agaz + 8asaz + 2a9 + 2a1 — 4as + 1, 8agas — 8asas — 4ag — 4aq+

4ay — 2,8apa; — Sayay + 4ai + 2ag — 6ay — 2as}.

3. A solugao do sistema AFE é:

{CLO = 0,(11 = —1/2,CL2 = 0,&3 = 0}



54

x
4. Substituindo em p./q. temos que o = v
)

Portanto, a 2EDO (125) admite a simetria

X0 = B (ay n % ay/> , (126)
)

levando a integral primeira:

1 1
yr —y

A seguir, apresentaremos a tabela 2 com a 2EDO (¢) e a fungdo ¢ juntamente com

o tempo gasto por ASymm para determina-la.

Tabela 2 — 2EDOs com simetrias nao locais e calculo dos o’s

2EDO 0} o Time

1 7 xgy/3_I2yy/2_$y2y/+y3 w3y/2—2x2yy/+wy2—yw+y/ O 95
7x2y’2+x2y+2 yy’a:f:ry’ny 7x2y’2+w2y+2 yy’a:f:ry’ny .

2
9 220?22y 4y P4y y B y/(zQ—Q y'x+y’ ) 0.2

y(@?—2y z+y > —y+y’) y(@2 =2y z+y"2—y+y’) :

3 x2y’2721y2y'72myy'2+y4+2 yay/+2 Iyy'+ry’27y2y'7y'x _27y 0 17
—z(y'z—y?—x) T :

4 (—v'y+a+y’) (v>-1) —y' (—yy +a+y) 0.07
u?y? 2wy tyPy e —wy—y'y Py —2wyy’ Ty ad ey —yy' :

5 (zy—y+y") (2 +y) ~ a(ey—y"Hy 0.09
2ayy’ =2y tay+y” 2wyy’ =2y tay+y’? i

Legenda: Resultado da analise de um conjunto de 2EDOs feita pelo algoritmo ASymm
Fonte: O autor, 2023.

Mais alguns comentarios:

o Nesta arena, nosso método foi capaz de encontrar as simetrias para 2EDOs racionais,

apresentando apenas simetrias nao locais, em um tempo muito curto.

o Nenhuma dessas 2EDOs pode ser resolvida ou reduzida pelo comando dsolve (o
solucionador de EDO do Maple).

» Nossa abordagem funciona 'melhor’ (ou seja, comparativamente gasta tempos mais

curtos) quando as simetrias nao sao locais.
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5 ALGUMAS APLICACOES EM FiSICA

2EDOs nao lineares modelam uma vasta quantidade de fenémenos fisicos, quimi-
cos e bioldgicos, diretamente ou como parte do processo final de resolucao de sistemas de
equagoes diferenciais parciais (sistemas EDP) que modelam matematicamente fenémenos
mais complexos. Dentro do conjunto das 2EDOs nao lineares, uma categoria que ocupa
um grande destaque sdo os osciladores nao lineares, geralmente conectados a uma fonte
que fornece excitagdo periédica ao sistema. Esses osciladores nado lineares geralmente
apresentam diversos parametros que representam grandezas envolvidas no fendémeno des-
crito, e em geral, apresentam comportamento cadtico para uma determinada regiao do
espaco dos parametros. Portanto, é muito importante determinar os valores dos parame-
tros para os quais o sistema é integravel (valores em torno dos quais é possivel fazer uma
variacao progressiva dos parametros para estudar a bifurcacao das trajetérias e a transi-
¢ao do regular ao cadtico regime). Uma das grandes vantagens do nosso método é que ele
pode realizar uma andlise de integrabilidade (quando a 2EDO depende de pardmetros) se
considerarmos que alguma combinacao algébrica deles pode levar a novas solugoes. Nas
proximas subsegoes apresentaremos algumas aplicagoes de nosso método para algumas

2EDOs representando osciladores nao lineares.

5.1 Oscilador de Helmholtz com fric¢ao

A 2EDO que representa o oscilador de Helmholtz com atrito (77) é:
y'=ay +by—cy’, (128)

onde a, b e ¢ sao parametros. Como a 2EDO (128) nao depende explicitamente de x
temos d, como uma simetria. Isso permite uma reducao de ordem, conforme mostrado na
subsubsecao 1.8.2.1. Na anadlise que se segue, vamos pular esse caso mais trivial e focar
nossa atengao em possiveis relacoes entre os parametros da 2EDO que os permitem obter

as integrais primeiras liouvillianas.

para a escolha:
Pe = asr® + asy® + agy’? + azwy’ + agwy + agyy’ + a1x + agy + azy’ + ao,

ge = b1z + bay + b3y’ + by,

resolvendo o sistema AFE para os coeficientes de p. e q. e para os parametros a, b e ¢

obtemos trés solugoes (estamos apenas considerando as solugoes onde ¢ nao é nulo, ou
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seja, onde a 2EDO (128) nao ¢é linear):
. h— 6 .
Case 1: b= :a*

Para esta solugao, a 2EDO torna-se

6
y' = —cy* +ay + o a’y (129)

124" —200a%cy + 625 *y* — 250 acy’

= 130
7 5(12a% — 50acy + 125¢cy) (130)
Usando a simetria

1 a47 a2c 562’!]27 acy’ _ —
P A o 12a' —200a%cy +625¢% — 250acy’ (131)

¢ Y 5(12a® — 50 acy + 125 cy’) v
podemos determinar a integral primeira
(72 a*y — 600 a*cy® + 1250 c*y® + 360 @y’ — 1500 acyy’ + 1875 cy/z) e 5T (132)
levando a 1EDO reduzida

, 2a 12a® N \/432 ab — 5400 a*cy + 22500 a2c2y? — 31250 Ay3 + 75C, ce 5" (133)
Y =577 125¢ 125v3 ¢ ’
que admite a simetria de Lie
9 2 2 -4z
otog, - U0 =Deyact (134)

125¢

Usando a simetria (134) acima podemos integrar a 1EDO reduzida (133) para obter a
solugdo geral da 2EDO (129):

6 a —Z\/=37503_a® +3cC) e5%\ 2
=+ Rootof ( [ = d_a+Cy— ¥a, 135
Y= 950 T f< 150 a0, T TR (135)
Case 2: b= —% a®:
Para esta solugao, a 2EDO torna-se
"no__ 2 / E 2
y'=—cy’ +ay — —a’y (136)
25
e
4a’y +25cy® — 10 ay’
_ a7y + 20 ¢y ay (137)

—5(2ay —5y)
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Usando a simetria

024125 cy?—10 ay’ 2 2 _
X, :efI[W;—fﬁJ] ) daty+25cy” — 10ay Oy (138)
v 5(2ay —5) )

podemos determinar a integral primeira
(12970 + 50 cy® — 60 ayy' + 75y%) e BT (139)

e, portanto, a 1EDO reduzida

2a 2C Cl 6a
r_ _ 3 % 140
y 5y+\/ Syt aees (140)

que admite a simetria de Lie
e 579, + fe_%xy Oy. (141)

Usando a simetria (141) acima podemos integrar a 1EDO reduzida (140) para obter a
solugdo geral da 2EDO (136):

7
— RootO /
v e f( V—150¢c @ 13C, —

1 es” a
d_a+Cy— 3@)5599. (142)

Observagao 5.1.1 Alguns comentdrios:

1. Essas solugoes nao sao novas. Podemos encontrd-las no artigo de Almendral e San-
Judn (77) juntamente com uma discussio/descricio detalhada dos casos integrd-
veis (sem forca), bem como uma andlise do comportamento fisico do oscilador de
Helmholtz com atrito. Em relacao ao presente artigo, a novidade consiste no método

utilizado para encontrar as solucoes.

2. Qutro elemento digno de nota é a forma como 0s casos integraveis sao analisados.
Toda a andlise das equagoes diferenciais usadas em (77) para encontrar as simetrias
¢ aqui substituida por condigoes algébricas que vém naturalmente da imposicio da
existéncia de um fator de integragao de Darbouz (o que implica que o é uma fungao

racional).

5.2 Oscilador Duffing-Van der Pol

Uma grande quantidade de fenémenos pode ser modelada por osciladores nao li-

neares e, dentre estes, o oscilador Duffing-Van der Pol ocupa uma posicao de destaque,
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sendo capaz de descrever desde circuitos elétricos até oscilagoes de baixa frequéncia de
ondas sonoras de ifons. A equagdo de Duffing-Van der Pol é uma combinacao da equagao

do oscilador de Duffing (um oscilador com uma néo linearidade cibica),
i+ ad +wylx 4 fad =0, (143)

que aparece em intimeras aplicagoes de fisica (veja (68) e referéncias nele contidas) com

a equacao:
i+e(l—a*)i+az=0, (144)

proposto por Van der Pol para modelar oscilacdes em um circuito triodo de tubo de vacuo
(ver (69, 70)). Quando submetidas a excitagao peridédica forcada, essas equagoes exibem,
em geral, um comportamento cadtico (ver (71)). Assim, a equagao forgada de Duffing-Van

der Pol é geralmente escrita como:
i+a(l—2)i+pBr+yr®=f cos(wt). (145)

Para aplicagoes em Fisica de Plasma (72, 73) a equagao de Duffing-Van der Pol pode ser

modificada para:
ite(l—ai+z+azi+Ba*+y2°=f cos(wt), (146)

onde {a, 3, 7, €, f, w} sao parametros'®. Como a 2EDO (146) apresenta comportamento
cadtico para valores de parametros arbitrarios, é de grande importancia para o estudo dos
sistemas representados, a determinagao (se houver) de conjuntos de valores de parametros
para os quais a 2EDO apresenta comportamento regular. Desta forma, a existéncia de
uma simetria de Lie, mesmo do tipo abordado neste trabalho (ou seja, nao local), garante
a integrabilidade do sistema (para o conjunto particular de valores dos pardmetros que
admite a simetria). Para verificar a existéncia (ou nao) de uma simetria de Lie podemos

usar o método desenvolvido nos capitulos 3 e 4. Como o procedimento requer que a 2EDO

16 A equagdo modificada de Duffing-Van der Pol (146) é mais geral do que a (145), entdo pode ser usada
para encontrar as integrais primeiras para a equacdo original de Duffing-Van der Pol também.
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seja racional, podemos fazer a transformagdo {e'“* — x}, que leva a

cos(wt) = 1 (:1: + %) ,
=Y (147)
T=iwy r,
&= —wz (y +y'z),
e, portanto, a 2EDO (146) é transformada em:
)= 2iewx?y (1—y?) +2iawryy —2w?x? 2+ 2yxy> + 28z y* — 2wy + 2x y— fa® — f (148)

223

Como as solugoes do conjunto de indeterminados que levam a uma simetria (e,
portanto, a um caso integravel) sdo muito numerosas, a seguir apresentaremos apenas
dois casos em que podemos encontrar integrais primeiras Liouvillianas para o regime

forgado (f e w sdo # 0) que, para valores de parametros arbitrarios, é cadtico.

Case 1: Encontramos uma solucao para {04 =0, =0, vy= —% e? + % ek, e=¢€, f= f},
onde k = /4 — e? (equagao for¢ada de Duffing-van der Pol):

. 2 2 .k -
U:z( ey” +1 e). (149)

2Wx

A 2EDO torna-se

s (6iewr?y® — 6iewa® + 6w?a?) Y + tekxy® 4+ xy® + 3 fa? —6yr +3 f
a 6 r3w? '

(150)

A simetria é

Xe(l):efx{ g (ay_z(Qey + ik —e) ay/) (151)

2Wx

Usando a simetria para determinar a integral primeira e aplicando a transformacao inversa

y=u, (152)
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obtemos a integral primeira da 2EDO:
I = (cos(kt/2)+ isin(kt/2)) (iekaS — 3ikz — 3ew’x + 3icos (wt) fk+
3 cos (wt) ef + 6 sin (wt) fw + 2ew’s® — 3ex — 3(iek + € + 2w* — 2)i+

—2ex® + e’ + 3ikw2x) et/2) (ike + e +2w — 2) (153)

Case 2: Temos uma solucao para {a =q,0=0,7= —% — % a—z,e = % % +2§,f = f}
(Equacao de Duffing-van der Pol forgada modificada):
—i (2a2By — oy — 4 %% + a?)

7= 2afwx ‘ (154)

A 2EDO torna-se

v (20%By — Pyt AP+ P +457) Y
y' = -Z
wraf x
6 By’za® — 2alxy® — 8 BPxy’ — 3 fa2a® + 6yxa® — 3 fao?
. (155)
6w2a2x3
A simetria é
i(2a28y—a?y?—462y%+a?
1) J. { Safu ] i (2a%By — a?y? — 4 B%y% + a?)
XW=e" 19) Oy |, 156
. (o,+ o /) (156)

e, com ela, podemos determinar a integral primeira que nas coordenadas originais pode

ser escrita como

24 32) 43 2
7 — (—j:+<a +45%) 2% ax ax) 2y

6o 2 23

fa (sin (wt) aw + 2 cos (wt) B) 28,
2o LA ea’. (157)

Observagao 5.2.1 Alguns comentdrios:

1. Como mencionado, o oscilador Duffing-van der Pol forcado (modificado) apresenta
comportamento caotico para valores arbitrdrios dos parametros e, assim, pelas re-
lacoes encontradas entre os parametros temos as regioes onde o comportamento do

sistema € reqular.

2. Até onde sabemos, as integrais primeiras encontradas nos casos 1 e 2 ainda nao
haviam sido descobertas. Isso nos mostra que o método é muito util na determinagdao

de integrais primeiras.

3. Por fim, mas ndao menos importante, a determinagdo de regioes dos parametros para

as quais existe uma simetria (mesmo que nao local) implica que o sistema (nesta
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regigo de parametros) é analiticamente integravel, ou seja, apresenta uma integral
primeira analitica. 1sso permanece vdlido mesmo se a integral primeira ndao for
Liowvilliana, ou seja, mesmo nos casos em que as 2EDQOs nao tenham integrais

primeiras Liouvillianas.
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CONCLUSAO

Neste trabalho introduzimos uma nova abordagem para a busca de simetrias (in-
cluindo as nao-locais) algoritmicamente para equagoes diferenciais ordinérias racionais de
segunda ordem (2EDOs racionais). Nosso método é projetado para lidar com 2EDOs
apresentando pelo menos um primeiro invariante diferencial liouvilliano.

Em poucas palavras, nosso método é baseado em alguns pilares: Usamos uma equi-
valéncia formal da derivada total “usual” d/dx e D, (a derivada total sobre as solugoes).

Também restringimos nosso método ao caso em que o fator de integracao p é dado

por:
p=e” [ p™
i

para a definicdo precisa dos termos, consulte a se¢ao 2.3.

Esta escolha nao é de todo muito restritiva, ndo encontramos efetivamente nenhum
caso em que nao estivesse abrangido por esta hipétese. Além disso, vale ressaltar que a
expressao acima é bastante geral no que diz respeito as fungoes elementares.

Além disso, a expressao acima para o provou ser a expressao geral para o fator de
integracao para o caso de 1EDOs racionais e, na verdade, esse fato foi o que nos motivou
a estudé-la em primeiro lugar, embora, atualmente, para o caso de 2EDOs racionais.

Outra caracteristica importante de nossa abordagem é que ela é projetada para,
basicamente, transformar o niicleo do problema em calculos algébricos. Isso, por exemplo,
além de tornar todos os calculos, via de regra, muito mais eficientes, torna a descoberta de
regides de integrabilidade, nos pardmetros presentes na 2EDO, um esfor¢o mais simples
e rapido (veja o capitulo 5.2).

Vale ressaltar que, em principio, nossa abordagem é um semi-algoritmo, pois um
algoritmo completo deve terminar em um nimero finito de etapas. No nosso caso, nao
podemos determinar o grau maximo dos polinémios p e ¢ que formam a funcao o. No
entanto, até o grau analisado, podemos ter certeza de que se nao encontrarmos a funcao
o, entao ela nao existe dentro do intervalo considerado.

Observagao importante: Nosso algoritmo (semi) torna-se um algoritmo (com-
pleto) nos casos (muito frequentes) apontados (e demonstrados) na subsecao 3.3.2, onde
g|N oug=uN onde u € {x,y,y'}.

Com relagao aos exemplos de aplica¢oes aqui apresentados, gostariamos de apontar
a evidéncia da eficiéncia de nossa abordagem incorporada pela 2EDO na sec¢ao 5.2, onde
acreditamos ter encontrado um novo resultado.

Esperamos ter conseguido demonstrar que nosso algoritmo proposto ¢ uma contri-
buicao valida para o arsenal para lidar com 2EDOs racionais. Além disso, os resultados

matematicos aqui apresentados podem contribuir para o desenvolvimento de outras li-
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nhas de pesquisa, ampliando as possibilidades de integracao da classe de 2EDOs aqui

escrutinada.
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APENDICE A - Equacées importantes

A.1 Equagoes contendo a fungao o - 2EDO

Considere a 2EDO y" = %((in;’;’,/)) = 0 nao exata. Esta equacao pode ser reescrita

da seguinte forma:
M(z,y,y') — N(z,y,9")y" =0 (158)

Para transformarmos a Eq.(158) numa EDO exata, devemos multiplica-la pelo fator in-

tegrante p(z,y,y’), obtendo a seguinte equagao:

wlx,y, y )M (z,y,y") — pw(z,y, vy )N(z,y,y)y" =0 (159)

Suponha agora que I(z,y,y’) = C represente uma familia de superficies tal que seu valor
nao varie sobre as solugoes da 2EDO. Por I(x,y,y’) ndo variar sobre as solugdes da 2EDO,
I recebe o nome de invariante. Aplicando a derivada total de I em relacdo a x, obtemos

a equagao:

dI  dlde 9ldy Ol dy

o el el 160
dr  Oxdx + Oy dx + dy' dx (160)
Como [ = C, onde C' é uma constante, entao dI /dz = 0. Com isso, temos:
dl
=Lt Ly + Ly =0 (161)
Comparando a Eq.(161) com a Eq.(159), obtemos as seguintes igualdades:

I+ 1y = (@, g,y )M (z,y,y')

(162)
Iy’ = _M(Iv Y, y,)N(SL’, Y, y/)
« Demonstrando as equagdes que contém a funcao o(z,y,y’)
ol ol ol

dl = —dx + —dy+ —dy =0 (163)

" Or Jy Y’

d
y =L = yde—dy=0 = poyde—pody =0 (164)
xr



1! dy/ /
b=y = =" = podr—pdy =0

dx
Somando as Eq.(164) e Eq.(165), obtemos a Eq.(166)

0= (¢ +oy)dx — pody — pdy’

0= Ldx+ I,dy + I,dy’

Comparando as Eq.(166) e Eq.(167), temos:

I = p(o+ oy')
I, = —po
Iy/ = —/L

Sendo: Ixy = Iyz ) Izy/ = [y’a: ) [yy’ = Iy/y

« Calculando o valor de I, = I,

(¢ +oy)) _ O(—po)

Jy ox
op N, Olo+oy) . Op 0o
8y<¢+ y) +n 9y [U%WLM%]
O, O 06 00 O o Do
(bay—l—aya +u[8 —l—yay—l— 8]+08x+ﬂﬁx 0

Ppty + oY phy + ppy + 1y oy + Opiy + p1oy =0

Apo6s os calculos anteriores, obtemos a equagao final:

py(¢ +0y') + oy +y'oy) + (e + po,) =0

« Calculando o valor de I, = I/,

(o +oy'))  O(—p)

Jy ox
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(165)

(166)

(167)

(168)

(169)

(170)

(171)

(172)

(173)

(174)



o ; (¢+oy)  Ou
O s o0 4 07 L Do) O
8y,(¢+ay)+u[a ,+yay,+day,]+ 5

Apo6s os calculos anteriores, temos:

py (04 0y') + ploy +y'oy + 0]+ pe =0

« Calculando o valor de [, = I/,
(—po) _ 9(—p)

oy’ dy

ou do o
—_—00 — - = —

Y’ 'u(?y’ y
Apés os calculos anteriores, temos:
—(py o + poy) + iy =0

e Calculando o operador derivada total D,
4 odr 0dy 0 df
de  Orxdxr Oydr Oy dx

Apos simplificagao, obtemos o operador derivada total:

D, =

D, =0, 4+ 0yy' + Oy

« Demonstrando a equacao D,[u] = —u(¢y + 0)
Fazendo a Eq.(177) + Eq.(180)-y/

ty (0 + oy') + pldy +y'oy + 0] + pa + [—(pyo + poy) + pyly’ =0

foy D+ Y iy A pipy + py' oy + o+ pie — oY py — py'oy +y'puy =0

fe + Yty + Oty + poy + po =0
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(175)

(176)

(177)

(178)

(179)

(180)

(181)

(182)

(183)

(184)

(185)
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Apés algumas simplificagoes, obtemos a equacao desejada:

Dy[u] = —p(dy + o) (186)

« Demonstrando a equacao D,|uo| = —pugp,

Fazendo a Eq.(173) - Eq.(180)-¢, obtemos:

1y (¢ +oy') + by +y'oy) + (ope + poy) = [=(pyo + poy) + pylé = 0 (187)
[y® + 10y + pudy + 1y oy + Ol + (10, + Ly o) + pooy — pyd =0 (188)
(10 + py'oy + ppoy + o, + oy, + oo, = —ug, (189)
plos +y'oy + ¢oy] + ol + 'y + dpy] = —pd, (190)
1D, [o] + o Dyp] = —pd, (191)

Simplificando, obtemos:

D.[uo] = —ué, (192)
« Demonstrando a equagio D,[o] = 0?4+ 0y — P,

Escrevendo a Eq.(173) de uma maneira diferente, temos:

1y oy + 10, = —piyd — 1,0y — pdy — oy (193)

Multiplicando a Eq.(180) por ¢ e a escrevendo de uma forma diferente, temos:

POy = —0dpy + op, (194)

Somando os dois resultados anteriores, obtemos:

[0y + 1y 0y + ppoy = —0py — oY ly — TPy — iy (195)



Simplificando essa tultima equacao, obtemos:

pD;[o] = —oDy[u] — po,

Mas sabemos que:

Dylp) = —p(dy +0)

Logo, encontramos a seguinte equacao:

pD. o] = op(¢y +0) — uo,
E, finalmente, obtemos a equacao desejada:

D.lo] = o* + ooy — Oy
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(196)

(197)

(198)

(199)
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