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RESUMO

NIGRO, M. Sobre coloragdo total dos grafos circulantes. 2021. 92 f. Dissertagao
(Mestrado em Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

Um grafo circulante Cy(dy,dy,--- ,d;) com 1 < d; < |§], e d; # dj, tem um
conjunto de vértices V' = {vg, vy, ,v,_1} € um conjunto de arestas F = Uﬁzl E;, em
que E; = {ef, e},--- €, 1} e € = v;vj,q,, sendo os indices dos vértices considerados em
modulo n. Uma aresta de E; é chamada de aresta de distancia d;. Uma k—coloragao total
de um grafo G é uma atribuicdo de k cores aos vértices e arestas de GG tal que elementos
adjacentes ou incidentes tém cor diferente. O ntmero cromatico total de G é o menor
ndimero inteiro k£ que G tem uma k—coloragao total, denotado por x”(G). A Conjectura
da Coloragao Total afirma que o ntimero cromatico total ou é A(G)+1 ou é A(G)+2, onde
A(G) é o grau maximo de G. Grafos com x”(G) = A(G) + 1 sdo chamados de Tipo 1
e grafos com x”(G) = A(G) + 2 sao chamados de Tipo 2. Alguns grafos circulantes
classicos, como os grafos ciclos C,, ~ C,(1), os grafos completos K,, ~ C,(1,2, ..., |n/2])
e os grafos bipartidos completos K, ,, >~ Cs,(1,3,5, ..., k) em que k é o maior nimero impar
tal que £ < n, tém seus niimeros cromaticos totais determinados. Além disso, os niimeros
cromaticos totais de todos os grafos circulantes ctbicos Cs,(d, n) foram determinados por
Hackmann e Kemnitz em 2004. Existem varios resultados conhecidos sobre as poténcias
de ciclo, uma familia infinita de grafos circulantes C,,(1, 2, ..., k). Em 2003, Campos provou
que C,(1,2) é Tipo 1, exceto C7(1,2) que é Tipo 2 e conjecturou que C,(1,2,...,k) com
2 < k < |n/2] é Tipo 2, se e somente se, n é impar e k > n/3 — 1. Recentemente
esta conjectura foi provada para k = 3 e £ = 4. Em 2008, Khennoufa e Togni provaram
que todo grafo circulante 4—regular Cs,(1, k) é Tipo 1, para qualquer inteiro positivo
pek <b5p/2comk =2 modb5ek =3 modb5; e provaram que Cgy(1,k) é Tipo 1,
parap > 3 ek <3pcom k=1 mod3ouk =2 mod3. Além disso, eles verificaram
casos particulares com o auxilio de um computador. Neste mesmo artigo, Khennoufa e
Togni conjecturaram que exceto por uma colecao finita de Tipo 2, os grafos circulantes
4—regulares C,,(1,k) sao Tipo 1. Neste trabalho, nés estudamos todos os resultados
que abrangem o estado da arte sobre coloracao total de grafos circulantes. E por fim,
contribuimos para esta conjectura, determinando o nimero cromatico total de todos os
grafos das trés seguintes familias infinitas de circulantes 4—regulares: C,(2k,3), k > 1 e
n = (81 + 6\)k, para inteiros nao negativos u e A\; Cs,(1,3), para n > 1; e Csy,(1, p),
A>1ep=0 mod 3, sugerindo que a conjectura é verdadeira.

Palavras-chave: Teoria dos Grafos. Coloragao total. Grafos circulantes.



ABSTRACT

NIGRO, M. About total coloring of circulant graphs. 2021. 92 f. Dissertacao (Mestrado
em Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

A circulant graph Cy(dy, d, -+ ,d;) with 1 < d; < |5], where d; # dj, has vertex
set V = {vg,v1, - ,v,_1} and edge set E = U'_, E;, where E; = {e},e!,--- ¢! ,} and
eé- = V;Vj4+q;, Where the indexes of the vertices are considered modulo n. An edge of
E; is called edge of length d;. A Ek-total coloring of a graph G is an assignment of k
colors to the vertices and edges (elements) of G so that adjacent or incident elements
have different colors. The total chromatic number of GG is the smallest integer k for
which G has a k-total coloring. The well known Total Coloring Conjecture states that
the total chromatic number of a graph is either A(G) 4+ 1 or A(G) + 2, where A(G) is
the maximum degree of G. Graphs with x"(G) = A(G) + 1 are known as Type 1, and
graphs with x”(G) = A(G) + 2 are known as Type 2. Some classical circulant graphs,
such as the cycle graphs C, ~ C, (1), the complete graphs K, ~ C,(1,2,...,|n/2]),
and the complete bipartite graphs K, , ~ C5,(1,3,5, ..., k), where k is the biggest odd
number such that & < n, have their total chromatic number determined. Furthermore,
the total chromatic number of every cubic circulant graph Cs,(d,n) was determined by
Hackmann and Kemnitz in 2004. There are many results in the well known powers of
cycles graphs, an infinite family of circulant graphs (1,2, ..., k). In 2003, Campos and
de Mello proved that C,(1,2) is Type 1, except for graph C7(1,2) which is Type 2, and
they conjectured that C, (1,2, ..., k), with 2 < k < |n/2], is Type 2 if and only if n is odd
and k < n/3 — 1. Recently, it was proved that this conjecture holds for k = 3 and k = 4.
In 2008, Khennoufa and Togni proved that every 4-regular circulant graph Cs,(1, k) is
Type 1, for any positive integer p and k < 5p/2 with k¥ = 2 mod 5 or k£ = 3 mod 5;
and proved that Ce,(1,k) is Type 1, for p > 3 and k < 3p with kK =1 mod 3 or k = 2
mod 3. Furthermore, they vericated some particular cases with the help of the computer.
In the same paper, Khennoufa and Togni conjectured that except for a finite number of
Type 2, 4-regular circulant graphs are all Type 1. In this work, we studied all the results
that envolved the state of art about total coloring of circulant graphs. Futhermore, we
contribute to this conjecture by determining the total chromatic number of all graphs of
the following three infinite families of 4-regular circulant graphs: C,(2k,3), k¥ > 1 and
n = (84 + 6A)k, for non negative integers p and A; Cs,(1,3), for n > 1; and Csy,(1, p),
A>1and p=0 mod 3, suggesting that the conjecture has a positive answer.

Keywords: Graph Theory. Total coloring. Circulant graphs.
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INTRODUCAO

Um grafo é uma estrutura mateméatica consistindo em um conjunto de vértices co-
nectados por arestas, onde as arestas descrevem relagoes entre os vértices. Representamos
um grafo graficamente por pontos e linhas. Esta estrutura matematica é capaz de modelar
problemas praticos da vida real. Um dos problemas classicos que deu origem a Teoria dos
Grafos é o PROBLEMA DAS SETE PONTES DE KONIGSBERG. Este problema consiste em
saber se é possivel sair de alguma ilha ou margem, passar pelas setes pontes (cada ponte
podendo ser atravessada uma unica vez) e voltar ao ponto de origem, na antiga regiao da

Prussia representada na Figura 1.

Figura 1 - Representacoes das pontes de Konigsberg.

/‘4‘%\7':

2, ‘an A
Sr TGN OB

o
J 45
@ <

Weoden Bfdge———+—

L5 P\ ) i
Ah e S Nagarin, i\ { %

(b)
Fonte: (a) <https://www.amusingplanet.com/2018/08/
the-seven-bridges-of-konigsberg.html> (b)
<https://www.wikiwand.com/pt/Sete_pontes_ de_ Konigsberg>

O matematico Leonhard Euler em 1736, mostrou que nao é possivel realizar tal
trajeto. Para tal, foram desconsiderados o tamanho das ilhas e das pontes, representando
portanto as ilhas e margens por vértices e as pontes por arestas, utilizando um grafo como
modelo (Figura 1b).
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A histéria que origina os grafos circulantes desde a sua defini¢do a sua aplicacao
¢ bastante extensa e podemos encontrar diversas referéncias em [1]. Em 1846, Eugene
Charles Catalan introduziu matrizes circulantes e suas propriedades que foram estudadas
por diversos autores. A relagao entre grafos circulantes e matrizes circulantes se deve ao
fato da matriz de adjacéncia de um grafo circulante ser uma matriz circulante.

Os grafos circulantes sao um caso particular de uma estrutura de grafo mais abs-
trata, chamados de grafos de Cayley. Os grafos de Cayley foram introduzidos por Arthur
Cayley em 1878, com o intuito de associar a Teoria dos Grupos a Teoria dos Grafos. A
Teoria dos Grupos estuda as estruturas algébricas conhecidas como grupos!.

Um grafo de Cayley é um grafo formado por um grupo e um conjunto gerador
do grupo, onde os vértices estao associados aos elementos do grupo (em particular, nesta
defini¢do Z,, é o conjunto de vértices dos grafos circulantes) e as arestas estao associadas
aos elementos do conjunto gerador.

Em 1974, Wong e Coppersmith [2] usaram os grafos circulantes como modelo para
resolucao de um problema de performance em arquiteturas de computadores da época.
Uma limitacao fundamental da época, era a baixa taxa na qual podia-se acessar dados e
restaura-los em memorias de alta velocidade. Para superar este problema é utilizada a téc-
nica de aumento da paralelizacdo de operagoes nesta memoria, por meio da incorporac¢ao
de um moédulo de memoria independente.

Neste contexto, foi desenvolvida uma componente chamada de memoéria circular,
consistindo na conexao entre registradores. Cada registrador é conectado a outros n — 1
registradores de maneira ciclicamente simétrica e esta completamente determinado pela
selecao de n diferentes cordas. O problema estd em selecionar o conjunto das cordas que
minimizard o maximo ou a média de nimero de transferéncia de um registrador para
outro registrador necessarios em uma arbitraria circulagao de dados.

Posteriormente, diversos estudos envolvendo aplicagoes em grafos circulantes foram
desenvolvidos nas areas de projeto de rede de computadores, rede de telecomunicagoes e
computacao distribuida. Neste trabalho, focaremos em uma classe de grafos circulantes.

Um problema famoso e motivador, relacionado ao estudo que propomos é o PRO-
BLEMA DAS QUATRO CORES, surgiu em 1852, quando o matematico Francis Guthrie
estava colorindo o mapa da Inglaterra e conjecturou que qualquer mapa podia ser colo-
rido com no maximo 4 cores, com a restricao de que regioes com mesma fronteira tivessem
cores diferentes. Note que assim como na Figura 2, é comum serem usados rétulos numé-
ricos para indicar cores.

Esta conjectura foi posteriormente provada por Kenneth Appel e Wolfgang Haken

com o auxilio de um computador em 1976 e tornou-se entao o Teorema das Quatro Co-

L Grupos sdo conjuntos ndo-vazios, fechados, associativos e com a existéncia de inverso para cada ele-
mento do conjunto.
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res. A resolucao deste problema é dificil pelo fato de nao apenas se referir aos mapas
do mundo, usualmente conhecidos, mas de qualquer formato de mapa concebivel, que
possa ser desenhado no papel. O problema usualmente é reformulado desconsiderando o
tamanho das regides, levando em conta apenas a relagdo de fronteiras.

E utilizado um modelo de um grafo onde as regides sdo os vértices e existe uma
aresta entre dois vértices quando existe uma fronteira entre as regides. A atribuicao de
cor ocorre nos vértices deste grafo. Temos portanto que vértices conectados a uma mesma

aresta possuem cores diferentes. Trata-se de um problema de coloragao de vértices.

Figura 2 - Exemplo do problema das quatro cores.

(a) Mapa do Brasil em quatro cores. (b) Mapa do Brasil em um modelo de
coloragao de vértices de um grafo.

Fonte: O autor, 2021.

Coloragao de vértices aparece também na area de otimizacao de compiladores,
num processo chamado alocagdo de registradores. Alocacao de registradores é o processo
de atribuir um grande nimero de variaveis de programa de destino a um pequeno niu-
mero de registradores de CPU. Registradores sao unidades de armazenamento internas
do processador. No desenvolvimento de programas, o programador necessita usar diversas
variaveis. O computador deve ler e gravar registros na CPU. Cada vértice é uma variavel
e existe uma aresta entre os vértices de tal forma que ambas variaveis estao sendo usadas
ao mesmo tempo. Uma cor indica a atribuicdo do registrador para cada variavel. Para
maiores detalhes, recomendamos a leitura de [3].

Coloracao de arestas aparece nos problemas de otimizacao de recursos. Por exem-
plo, na Universidade do Estado do Rio de Janeiro temos uma lista de cursos oferecidos e
desejamos determinar a forma mais economica de se alocar professores em sala de aula,
de forma que dois professores ndo usem uma mesma sala simultaneamente. Em um mo-
delo de grafo, os professores e salas de aula serao representados como vértices do grafo

e a existéncia de aresta é determinada se um professor dard aula na sala. Procura-se o
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menor nimero de horarios possivel para ocorrer todas as aulas. A Figura 3 representa

um exemplo deste problema.

Figura 3 - Exemplo de coloragido de arestas.

Cristiane ._1\ ©6016-F

Américo @ 6005-F
Diana RAV 62
Luérbio 6007-F
Aline 1- M1M2
2 - M3M4

Rubens

Fonte: O autor, 2021.

Em coloragao total temos como exemplo a motivacao retirada de [4] que trata de
problemas de busca da realizacao de tarefas em rede de maneira eficiente. Suponhamos
que temos uma rede de computadores. Estas serao representadas por vértices e estes vér-
tices serao conectados a outros computadores desta rede por meio de uma rede cabeada,
representadas por arestas. Em determinado momento, os computadores, assim como as
conexoes deverao passar por uma tarefa, seja manutencao ou atualizacdo. Sempre que
a tarefa é realizada no computador ou conexao, esta deve ser desligada até a finalizagao
da tarefa. Suponhamos que cada tarefa levara a mesma quantidade de tempo. A admi-
nistracao desta rede deseja que essas tarefas sejam realizadas, respeitando as seguintes

regras:

1. Dois computadores conectados entre si nao podem estar desligados ao mesmo tempo

(vértices adjacentes tém cores diferentes).

2. Quando um computador estd operacional, no maximo uma conexao podera estar

desligada a qualquer momento (arestas adjacentes tém cores diferentes).

3. Quando um computador esta desligado, todas suas conexoes devem estar operacio-

nais (cada vértice tem cor diferente a suas arestas incidentes).

Seja i o tempo que certa tarefa esteja sendo realizada no computador ou conexao da rede.
Desejamos realizar em menor quantidade de tempo toda a manutencao da rede, deste

modo temos um exemplo na Figura 4.
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Figura 4 - Exemplo de coloracao total.

1 3 4
2 2
5 4 3
(a) Rede de computadores. (b) Rede de computadores em um modelo

de coloragdo total de um grafo.

Fonte: O autor, 2021.

Portanto, todo problema de coloragao em grafos envolve intrinsecamente um pro-
blema de conflito, problemas destes que em geral sao de dificil resolucao. Estes problemas
estdo em classes em que é desconhecida a existéncia de um algoritmo eficiente capaz de
resolvé-los.

O assunto principal de nosso estudo é o problema de coloracao total. No exemplo
anterior mostramos uma solucao possivel ao caso ilustrado, porém podemos questionar se
esta solucao é a melhor possivel. A seguir veremos as principais defini¢bes necessarias a

compreensao deste trabalho.

Assuntos preliminares

Nesta secao serao apresentados os conceitos e alguns resultados usados neste traba-
lho. Os conceitos referentes a Teoria dos Grafos foram retirados de [5] e [6] e os conceitos
referentes a Teoria da Complexidade Classica foram retirados de [7] e [8].

Um grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)) com conjuntos de vértices V(G)
e de arestas E(G), e com uma fungdo de incidéncia ¢¢ que associa a cada aresta um
par nao ordenado de vértices de G. Se e é uma aresta e u e v sdo vértices e temos que
Ya(e) = {u, v}, entao e é dita incidente a u e v, e também chamamos u e v de extremos
de e. Arestas com pelo menos um extremo igual sao ditas adjacentes e arestas que nao
sao adjacentes sao ditas independentes. Analogamente, vértices que incidem na mesma
aresta sao ditos adjacentes.

Por questao de simplicidade denotamos o par nao ordenado de vértices como uv,
ao invés de {u,v} e quando nao houver ambiguidade de qual grafo estd sendo discutido,
denotamos os conjuntos de vértices como V' e de arestas como E, ao invés de V(G) e
E(G). Denotamos a cardinalidade dos conjuntos V' e E como n e m, respectivamente.

Um semigrafo é uma tripla G = (V(G), E(G), S(G)), onde V(G) é o conjunto de
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vértices de G, E(G) é o conjunto de arestas possuindo dois vértices extremos em V(G) e
S(G) é o conjunto das semiarestas possuindo um vértice extremo em V(G). Note que um

grafo é um semigrafo sem semiarestas.

Figura 5 - Exemplo de um semigrafo.

Fonte: O autor, 2021.

Seja .S um conjunto arbitrario. Diz-se que S é maximal em relacao a certa propri-
edade P, quando S satisfaz P e nao existe um conjunto S’ 2 S (S’ contém S e S" # 9)
que também satisfaz P.

Um conjunto S de vértices é dito independente se quaisquer dois vértices u e v
em S sao independentes. Um conjunto independente é dito mazimal se qualquer vértice
que nao esta neste conjunto é adjacente a ao menos um vértice de S. Se S é o conjunto
com maior cardinalidade possivel, entao é chamado de conjunto independente mdximo e
sua cardinalidade de nimero de independéncia em vértices de G, denotado por a(G).
A Figura 6 apresenta dois exemplos de conjuntos independentes, isto é, o conjunto de
vértices de indice par é um conjunto independente, pois para quaisquer que sejam 0s
pares de vértices deste conjunto estes nao serao adjacentes, o mesmo ocorre no caso do
conjunto de vértices de indice impar. Além disso, ambos conjuntos independentes sao

maximos, concluindo que o(G) = 5.

Figura 6 - Exemplos de conjuntos independentes.

(%1

Vg

V3

Us
Fonte: O autor, 2021.

Um conjunto M de arestas independentes de um grafo GG é dito um emparelhamento



16

em (G. As arestas pertencentes a M sao ditas emparelhadas, enquanto um vértice incidente
a alguma aresta emparelhada ¢ dito saturado. Um emparelhamento é mazimal se qualquer
aresta nao emparelhada por M possuir uma das extremidades saturadas por M. Se
M é um emparelhamento de maior cardinalidade do grafo, entao M é mdximo e sua
cardinalidade é dita o ndmero de independéncia em arestas de G, denotado por o'(G).
Um emparelhamento M é perfeito quando todo vértice do grafo for saturado por
M. Naturalmente, todo emparelhamento perfeito é méaximo e todo emparelhamento ma-
ximo é maximal. A Figura 7 apresenta um exemplo de emparelhamento, isto é, o conjunto
{vov1, vov3, V4Us5, VeUT, V3V } € um emparelhamento, pois todas as arestas sdo independen-
tes entre si, duas a duas. As arestas emparelhadas sao representadas como segmentos
grossos e as arestas incidentes a elas como segmentos pontilhados. Além disso, é um
emparelhamento perfeito, pois todo vértice deste grafo esta saturado. E portanto, por ser

um emparelhamento perfeito, ele é méximo e assim o/(G) = 5.

Figura 7 - Exemplo de emparelhamento.

Fonte: O autor, 2021.

Um conjunto 7' de vértices independentes e de arestas emparelhadas de V(G) U
E(G) em G, tal que os vértices nao sdo saturados é dito um conjunto independente total. A
maior cardinalidade possivel para um conjunto independente total em G é dita numero de
independéncia total, denotado por o’(G). A Figura 8 apresenta um exemplo de conjunto
independente total. O conjunto {vg, vs, v1v3, Va4, Vev7 } é um conjunto independente total,
pois {vyv3, vy, vgv7} é um emparelhamento e {vg, vs} sdo vértices independentes e nao
sao saturados.

Se a aresta tem ambos os extremos num mesmo vértice, ela é chamada de laco. Se
existe mais de uma aresta com mesmos extremos, elas sao denominadas arestas paralelas.
Um grafo é dito simples quando nao contém arestas paralelas nem lagos.

O grau d(v) de um vértice v é o nimero de arestas incidentes a v. O grau mdzimo
e o grau minimo de um grafo G sdo denotados por A(G) = max{d(v) | v € V(G)} e
d(G) = min{d(v) | v € G}, respectivamente. Um grafo é dito k—regular, quando todos
os seus vértices tém mesmo grau k, grafos 3—regulares sdo chamados de grafos cubicos.

Na Figura 6 temos como exemplo um grafo 4—regular, pois cada vértice do grafo possui
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Figura 8 - Exemplo de conjunto independente total.
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Fonte: O autor, 2021.

4 vértices adjacentes.

Chamamos de passeio uma sequéncia de vértices vgu; - - - v tal que v;_1v; € E com
1 <@ < k. Se o passeio possuir todos os vértices distintos, entdo o chamamos de caminho.
Um passeio fechado é o passeio que comeca e termina no mesmo vértice. Um ciclo é um
passeio fechado e um caminho, simultaneamente. A cintura de um grafo GG, denotada por
g(G) é o tamanho do menor ciclo contido em G. Se G nao contém ciclos g(G) = 0.

Dois grafos G e H sdao chamados isomorfos e denotamos por G ~ H se existir
uma bijecao [ : V(G) — V(H) e g : E(G) — E(H) tal que 1)g(e) = uv se, e somente
se, ¥y(g(e)) = f(u)f(v) e chamamos f e g de isomorfismo entre G e H. A Figura 9

apresenta um exemplo onde o grafo GG é isomorfo ao grafo H.
Figura 9 - Exemplo de dois grafos isomorfos.

Vo (%]
Vo

Us V2

U1 (%3

Uy V2 V4 V3

Fonte: O autor, 2021.

Um grafo H é dito subgrafo de G,se V(H) C V(G), E(H) C E(G). Como exemplo
temos que os grafos ciclos C), sdo subgrafos dos grafos completos K,. Um subgrafo G
induzido por S denotado por G[S] é definido por V(G[S]) = S e E(G[S]) = {zy € E(G) |
reSeyeSt.

Um grafo G = (V, E) é dito conero quando existe um caminho entre cada par

de vértices de G. Caso contrario, G é desconero. Denomina-se distancia d(v,w) entre os
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vértices v e w de um grafo ao comprimento do menor caminho entre v e w. Denominam-se
componentes conexas de um grafo GG aos subgrafos maximais de G que sejam conexos.
Um grafo G é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em duas
partes V] e V5 de tal forma que toda aresta tem um extremo em V] e um extremo em V5.
Denotamos o grafo por G[Vi,V5]. Um grafo bipartido completo possui uma aresta para
cada par de vértices vy e vy com v; € V] e vy € V4 e se ny = |Vi| e ng = |V, denotamos
este grafo por K,, ,, com n; - ny arestas. A Figura 6 apresenta um exemplo de grafo
bipartido G[Sy, S1], onde o conjunto de vértices de indice par Sy e o conjunto de vértices
de indice impar S; formam as duas partes.
Um grafo ciclo, denotado por C,, consiste em um conjunto de vértices V' = {vg, vy, ve,
- ,Up—1} € de arestas E = {vovy, 0109, -+ ,Up_109}. O comprimento de um ciclo C,, é o

numero de arestas do ciclo. A Figura 10a apresenta alguns exemplos. Um grafo é com-

K> K3 Ky Ks

(a) Grafos ciclos (b) Grafos completos

Figura 10 - Alguns exemplos de grafos.

[ ]
C3 C4 C5 K,

Fonte: O autor, 2021.

pleto quando existe uma aresta entre cada par de seus vértices. Utiliza-se a notacao K,

para um grafo completo com n vértices. A Figura 10b apresenta alguns exemplos.

Um grafo circulante C,(dy,ds, -+ ,d;) é um grafo simples que contém um conjunto
1

de vértices V' = {wg,v1, -+ ,v,_1} e um conjunto de arestas F = | E;, onde E; =
i=1

{eb, €1, - ,en 1} € €5 = VjUjyd; modn Uma aresta de E; é dita aresta de distancia d;,

com1<d; <dy<---<d; <|n/2]. Alguns exemplos podem ser vistos na Figura 11. E
possivel ver que os grafos ciclos, completos e bipartidos completos sao exemplos de grafos
circulantes.

Os grafos Mobius Ladder sao uma familia dos grafos circulantes, definida por
Chetwynd e Hilton [9], e sdo denotados por My,. Estes consistem em um conjunto de
vértices V.= V3 U V,, onde Vi = {ug,ug, -+ ,u,} e Vo = {vy,v9,--+ ,u,} e conjunto
de arestas £ = Ey U Ey U E3, onde Ey = {ujus, ugs, -+, Up_1Up, UnUp_1, -+ , V201 },
Ey ={uw; | 1 <i<n}e E3={u,v;,v,u;}. A Figura 12 apresenta alguns exemplos.

Um grafo é uma poténcia de ciclo, denotado por C¥, com n e k inteiros positivos,

1 < k < [2], se V(CF) = {vo,v1, -+ ,vn1} € E(CF) = E' UE*U --- U E*, onde

E' = {e},el,---,e i} e e§ = VjU(j4+i) modn cOM 0 < j <n—1el <4<k Note que
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Figura 11 - Alguns exemplos de grafos circulantes.

Vo

C’9(17 27 3)

Legenda: As arestas de distancia 1 estdo como segmentos de reta finos, as arestas de distancia 2

estdo como segmentos de reta pontilhados e de distdncia 3 estdo como segmentos de

reta grossos.
Fonte: O autor, 2021.

Figura 12 - Mdébius Ladder.

Uy V4
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u V2 U2 V2 U2 V2
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Fonte: O autor, 2021.
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Cl=C, eque Ct=C,(1,2,...k). A Figura 11 apresenta o grafo poténcia de ciclo C§ e
Cz.

Dados niimeros inteiros k£ e n, satisfazendo 1 < k < n — 1 e 2k < n, chamamos
de grafo de Petersen generalizado, denotado por G(n, k), o grafo com o conjunto de
vértices V(G(n, k)) = {uo, -+ ,Un—1,00, -+ ,Up—1} € 0 conjunto de arestas E(G(n,k)) =
{uiiyr, wivi, vivie, | 0 <i < n—1}. Os indices deste grafo estdo em Z,. Em particular
temos que o G(5,2) é o grafo de Petersen e chamamos a familia G(n, 1) de grafos Prismas.

O poligono gerado pelos vértices ug, u1, -+ ,u,_1 € chamado de borda externa de
G(n, k). Cada componente conexa do subgrafo de G(n,k) induzido por vy, -+ ,v, 1 é
chamado de borda interna. Se (n,k) é o maximo divisor comum entre n e k, temos que
G(n, k) tem exatamente (n, k) bordas internas, cada componente com ﬁ arestas. As
arestas u;v;, para 0 < ¢ < n — 1 s@o chamadas de radiais. A Figura 13 apresenta alguns

exemplos destes grafos.

Figura 13 - Exemplos de grafos de Petersen generalizados.

usg

G(5,1)

Fonte: O autor, 2021.
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Coloragao de grafos

Uma coloracio de vértices de um grafo G é uma funcao ¢ entre o conjunto de
vértices V' e o conjunto C' de cores, tal que se u e v sdo adjacentes, temos que p(u) # ¢(v).
Se ¢ : V — C é uma coloragao de vértices e |C| = k, entao dizemos que G é k—colorivel
em vértices e ¢ é uma k—coloracao de vértices. A menor cardinalidade de C' para o qual
existe uma coloracao de vértices de G é o nimero cromdtico de G, e escrevemos x(G). O

proximo teorema é um dos principais sobre coloracao de vértices.

Teorema 1. (Teorema de Brooks) Se G é um grafo simples e conexro com grau mdzximo

A(G), que nao € um grafo completo e nem ciclo impar. Entao,

X(G) < A(G).

Para os grafos circulantes, é facil ver que se C,,(a) é conexo, entao este tem ntiimero
cromatico 2 quando n é par e numero cromatico 3 quando n é impar. Basta notar
que quando n é par este é bipartido, logo 2—colorivel em vértices. Caso contrario, este
resulta num ciclo impar, donde x(C,(a)) = 3, quando n impar. Pelo Teorema 1 sabe-
se que x(Cp(a,b)) < 4, exceto C5(1,2) ~ Kj que tem niumero cromatico 5. Quando
as distancias a e b sdo impares e n par, Cy,(a,b) serd bipartido, portanto, 2—colorivel
em vértices. Heuberger [10], provou casos onde C),(a,b) é 3—colorivel e 4—colorivel em
vértices, determinando por fim totalmente o niimero cromatico dos grafos circulantes

4—regulares, isto ¢, quando Cy(a,b) com 1 < a < b < |n/2].

Teorema 2. (Heuberger, [10]) Se C,(a,b) é um grafo circulante conexo, entdio

2, se a eb sdo impares e n € par,
4, sent3, n#5eb==42a modn oua==+2b mod n,
X(Cr(a, b)) = 4, sen=13 eb==+5a mod 13 ou a = +5b mod 13,

5, sen =,

3, caso contrdrio

Para os grafos circulantes 6—regulares tem-se resultados parciais. Yeh e Zhu [11],
provaram que C,(1,b, b+1) é 4—colorivel em vértices. Barajas e Serra [12], desenvolveram
um algoritmo para determinar o nimero cromatico de C,(a,b,a + b). No geral, para
k > 4 pouco é conhecido. Sabe-se que se as distancias aq, as, ..., ar sdo impares e o
nimero de vértices n é par, entdo C,(ay,as, ...,a;) serda bipartido (e consequentemente

2—colorivel em vértices). Caso contrario, veremos ao final deste capitulo a existéncia
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de um algoritmo exato para a determinagdo de uma 3—coloracdo em vértices para uma
subclasse de C),(ay, as, ..., ax).

Uma colora¢iao de arestas de um grafo G é uma funcdo ¢ entre o conjunto de
arestas F/ e o conjunto C' de cores, tal que se e e f sao arestas adjacentes, temos que
o(e) # ¢(f). Se ¢ : E — C' é uma coloragao de arestas e |C| = k, entdo dizemos que G é
k—colorivel em arestas e ¢ é uma k—coloracio de arestas. A menor cardinalidade de C'

para o qual existe uma coloracao de arestas em G é o indice cromdtico de GG, e escrevemos
/
X'(G).

Teorema 3. (Teorema de Vizing) Seja um grafo simples G de grau mdzimo A(G). Temos
que,
A(G) < X'(G) <A(G) + 1.

Por consequéncia deste teorema podemos classificar os grafos em duas classes:
e (G ¢ Classe 1, se X'(G) = A(G);
e (G ¢ Classe 2, se X'(G) = A(G) + 1.

Uma coloragdo total ¢ de um grafo G é uma funcao entre o conjunto VU E e o

conjunto C' de cores, tais que:
1. vértices e arestas adjacentes tém cores diferentes.
2. cada vértice tem cor diferente das arestas incidentes.

Se ¢ : VUE — C é uma coloragao total de G e |C| = k, entao dizemos que G é k—total-
colorivel. A menor cardinalidade de C' para o qual existe uma coloragao total é o nimero
cromdtico total ¢ denotamos como X" (G).

Observe que estes conceitos de coloragao podem ser estendidos para os semigrafos.

Note que x”(G) > A+1, pois dado um vértice de grau A(G), sdo necessarias A(G)
cores para colorir suas arestas incidentes e uma a mais para colorir o vértice. Behzad [13]
e Vizing [14] conjecturaram de forma independente um limite superior para o nimero
cromatico total, esta conjectura é denominada Conjectura da Coloragao Total (7Total

Coloring Conjecture).

Conjectura 1. (TCC) Para todo grafo G simples,

A(G)+1 < Y'(G) < AG) +2.

Para os grafos onde a T'C'C' é vélida, temos a seguinte classificacao:
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e (G ¢éTipo 1, se X"(G) = A(G) + 1;
e (G ¢ Tipo 2, se X"(G) = A(G) + 2.

Note que provar que um grafo G é Tipo 1, é mostrar que G é (A(G) + 1)—total-
colorfvel. E que provar que é Tipo 2 é mostrar que o grafo G nao é (A(G) + 1)—total-
colorivel ainda que seja (A(G) 4 2)—total-colorivel. A Figura 14 apresenta exemplos de
um grafo Tipo 1 e um grafo Tipo 2. Note que, na Figura 14a o grafo é Tipo 1, pois
A(G) = 2 e o grafo possui uma (A + 1)—coloracao total. Porém, na Figura 14b, tem-se
que A(G) = 1, porém como os trés elementos deste grafo sao adjacentes entre si, dois a
dois, teremos o uso de uma cor para cada um, necessitando portanto usar A(G) + 2 cores,

sendo assim Tipo 2.

Figura 14 - Exemplos de coloracao total.

1

@ @
2 1 3 |2 1 3
(a) Exemplo de grafo Tipo 1. (b) Exemplo de grafo Tipo 2.

Fonte: O autor, 2021.

Para certas classes de grafos, temos que a TCC ¢é vélida. Rosenfeld [15] e Vi-
jayaditya [16] provaram de forma independente que a TCC vale para a classe de grafos
cubicos.

Watkins [17] introduziu o estudo sobre colorac¢ao de arestas dos grafos de Petersen
generalizados, mostrando que os grafos de familias infinitas de G(n, k) sdo Classe 1 e
conjecturou que todo grafo de Petersen generalizado é Classe 1, exceto G(5,2) (grafo de
Petersen), que seria Classe 2. Posteriormente, Castagna e Prins [18], confirmaram sua
conjectura.

Sasaki [19] no seu estudo de grafos ctibicos provou que todos os membros de uma
familia de grafos de Petersen generalizados sdo Tipo 1 e provou que existe no maximo
uma quantidade finita de grafos de Petersen generalizados que sao Tipo 2. Sabe-se que

G(5,1) e G(9,3) sao Tipo 2 e até entdo sdao os tnicos Tipo 2 conhecidos desta classe.
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Teorema 4. (Sasaki [19], 2014) O grafo de Petersen generalizado G(n, k) é Tipo 1 para
k>2 en=2k\+ (2k — 1)p para inteiros nao-negativos \ e .

Dada uma 4—coloragao-total de um grafo cibico GG Tipo 1, seja M; o conjunto de
arestas com a cor i. Pela definicdo de uma coloragao total, M; é um emparelhamento.
Note que, todo vértice que nao saturado por uma aresta deste emparelhamento deve ser
colorido com a cor i. Assim, estes vértices formam um conjunto independente e nenhuma
outra aresta pode ser adicionada ao emparelhamento, ou seja, M; é um emparelhamento

maximal, isso nos d&4 uma caracterizacdo para grafos cubicos Tipo 1.

Teorema 5. (Sasaki [19], 2014) Um grafo cibico é Tipo 1 se e somente se seu conjunto

de arestas pode ser particionado em quatro emparelhamentos mazximais.

Como exemplo, podemos particionar o G(3,1) em quatro emparelhamentos maxi-

mais, apresentados na Figura 15.

Corolario 1. (Sasaki [19], 2014) Se um grafo cibico G ndo possui emparelhamento ma-

zimal de tamanho no mdximo L@J, entao G € Tipo 2.

Como exemplo do Corolario 1, temos que o K4 é Tipo 2. De fato, temos que
|E(K4)| = 6 e suponha por absurdo que possui emparelhamento maximal M de tamanho
no maximo ng = 1. Porém, todo emparelhamento maximal de K, é perfeito, logo
|M| = 2, contradicao.

Observe que o Corolario 1 pode ser generalizado como segue.

Teorema 6. (Sasaki [19], 2014) Se um grafo G k—regular nao possui emparelhamento

L&

w1 entdo G ndo possui (k + 1)—coloragao-total.

mazximal de tamanho mdzimo |

Quando discute-se sobre coloracao de arestas de um grafo, geralmente para deci-
dirmos se o grafo é Classe 1 ou Classe 2 utiliza-se uma condigdo numérica para tal. Um
1

grafo é dito sobrecarregado se o nimero de arestas ¢ no minimo [5V/(G)]A(G)+1. Todos

os grafos sobrecarregados sao Classe 2. Tem-se um resultado similar para coloragao total.

Grafos harmonicos

Para determinarmos se o grafo é Tipo 2, temos um resultado semelhante, intro-
duzido por Chetwynd e Hilton [9]. Para grafos regulares, dizemos que G é harménico
(conformable) se possui uma coloragao de vértices com A(G) + 1 cores ci, Ca, ..., CA(G)+1
tal que iy =iy = - = ia)+1 = |V(G)| mod 2, onde ij, com 1 < j < A(G)+1,éo0
nimero de vértices coloridos com cor ¢;, esta coloracao de vértices ¢ chamada de coloragdao
harménica. Por um resultado de Chetwynd e Hilton [9], tem-se que se um grafo G nao

é harmonico, entao ele é Tipo 2. Por exemplo, tem-se que K, nao é harmoénico, pois nao



Figura 15 - G(3, 1) particionado em 4 emparelhamentos maximais.

Fonte: O autor, 2021.
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possui uma coloragao de vértices com 4 cores ¢y, co,c3,¢4 tal que 17 = 1p = i3 = iy = 4

mod 2. Além disso, eles apresentaram a seguinte conjectura para grafos harmonicos.

Conjectura 2. (Conjectura dos Grafos Harmoénicos [9]) Dado um grafo G simples com
V(G| < 2A(G) — 1. Entao G é Tipo 2, se e somente se, G contém um subgrafo ndo-
harménico H com A(G) = A(H).

A condigao de ser harmoénico nao é garantia do grafo ser Tipo 1. O grafo Mg é um
exemplo de grafo Tipo 2 e harmonico, apresentado na Figura 16. Mais que isso, tem-se

para n > 3 que M, é Tipo 2 e harmonico.

Figura 16 - Mg, um grafo Tipo 2 e harménico.

1 9 5 1 4
I\ / ) \ /
20 1 ®3| |20 3
4 5
le 5 04| |le o4
1
3 1
2 5 3 2 3
(a) (A + 2)—coloragao total (b) Coloracao harmonica de
de Mg. Mg.

Fonte: O autor, 2021.

Complexidade Computacional

Dados f,g: N — R dizemos que:

e /= 0(g) se existem o € Ry e ng € N tais que para todo n > ng, tem-se g(n) <

af(n) e dizemos que f(n) é assintoticamente limitado superiormente;

o [ =10Q(g)seexistem a € Ry eng € N tais que para todo n > ng tem-se f(n) < ag(n)

e dizemos que f é assintoticamente limitado inferiormente.

o f=0(g9)se f=0(g) e f=Q(g)



27

Um problema de decisdao II é aquele cujas respostas possiveis sdao SIM ou NAO.
Em Teoria dos Grafos, temos diversos problemas de decisao amplamente conhecidos. Por

exemplo, temos o problema abaixo.

k—COLORACAO DE VERTICES
Entrada: Um grafo G = (V,E)ekeN

Pergunta: Existe uma k—coloracao de vértices do grafo G7

A classe P (polinomial) consiste nos problemas de decisao II tais que dada uma
instancia Iy de II com |I| = n, existe um algoritmo A que resolve I para SIM e NAO
em tempo O(p(n)), onde p é um polindmio. E neste caso, dizemos que A é um algoritmo
em tempo polinomial no tamanho da entrada. Dizemos que II é tratavel e que A é um
algoritmo eficiente para II. Quando nao existe algoritmo eficiente para um problema de
decisao II dizemos que II é intratavel.

Um certificado C,, para a resposta SIM de Iy consiste em um subconjunto de I
cuja existéncia permite garantir que Iy tem resposta SIM. Define-se analogamente um
certificado para resposta NAO.

A classe NP (ndo deterministico em tempo polinomial) consiste nos problemas de
decisao II tais que existe um algoritmo em tempo polinomial A que checa se Cy, é um
certificado para a resposta SIM de uma instancia Iy de II.

E bem conhecido que P C NP, porém se P # NP é uma das questdes em aberto
na area de Ciéncia da Computacao. Para qualquer problema de decisao em P temos
algoritmos eficientes que respondem SIM ou NAO. Entdo somos capazes de decidir de
maneira eficiente a resposta do problema. E para qualquer problema de decisao em NP
temos algoritmo eficiente para verificar a resposta SIM. Entao dado um certificado para
a resposta SIM do problema, pode-se verificar de maneira eficiente se este é solugdo para
o problema.

Supondo que P # NP, entéao a distin¢ao entre P e NP\ P é relevante, pois todos
os problemas de decisao em P podem ser resolvidos em tempo polinomial, enquanto todos
os problemas de decisdo em NP\ P sao intratéveis. Porém, se P = NP, serfamos capazes
de verificar e decidir em tempo polinomial a solucao para qualquer problema de decisao.
Temos portanto, que a questdao P versus NP reside na simples questao de: decidir e
verificar tem o mesmo grau de dificuldade?

Uma transformacao em tempo polinomial do problema de decisao II; para o pro-
blema de decisao Il é uma funcao f : Dy — Dy, onde D; e Dy sdao os conjuntos de

instancias dos respectivos problemas em que tais condigoes sao satisfeitas:
1. f pode ser computada em tempo polinomial;

2. para toda instancia I € D; nas quais a instancia é SIM para I1;, temos que f(I) € Dy

é uma instancia SIM para II,.
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Dizemos que II; é polinomialmente redutivel a I, e escrevemos que II; o II,.

Uma das utilidades cruciais de uma transformacao em tempo polinomial esta no
fato dela ser transitiva, isto é, se II; o Il e IIy o< Il3, entdao II; o II3. Este fato faz
com que isso se torne ttil para o desenvolvimento de uma classe importante em Teoria da
Complexidade Classica, os problemas N P—completos.

Um problema de decisao II é dito NP —completo se IT € NP e, para todo problema
de decisao II' em NP, tem-se que II' o< II. Quando todos os problemas de decisao em
NP sao polinomialmente redutiveis a II, dizemos que II é N'P—dificil.

Os problemas NP —completos sdo vistos como os problemas importantes da classe
NP, pois se qualquer problema NP—completo é resolvido em tempo polinomial, entao

todos os problemas em AP também sao.

Figura 17 - 21 problemas N'P—completos de Karp.

/S'ATISFIABILITY\

CLIQUE 0-1 INTEGER SATISFIABILITY WITH AT
PROGRAMMING MOST 3 LITERALS PER CLAUSE
NODE SET
COVER PACKING CHROMATIC NUMBER
FEEDBACK FEEDBACK DIRECTED SET EXACT CLIQUE
NODE SET ARC SET HAMILTON COVERING COVER COVER
CIRCUIT
3-DIMENSIONAL HITTING STEINER
KNAPSACK -
UNDIRECTED MATCHING SET TREE
HAMILTON
CIRCUIT

SEQUENCING PARTITION

MAX CUT

Fonte: [20]

Teorema 7. Dados 11, e Il pertencentes a NP, se II; é N'P—completo e 11} o< II,,
entdo Iy é N'P—completo.

Um dos teoremas importantes da origem do desenvolvimento da teoria dos proble-
mas NP—completos foi o Teorema de Cook [21]. Apds, Karp [20] desenvolveu provas de
NP—completude para 21 problemas combinatérios, com auxilio do Teorema 7, entre eles
a determinagao do nimero croméatico de um grafo. A Figura 17 apresenta os 21 problemas
de Karp.

Holyer [22] em 1981 desenvolveu uma prova para NP—completude da determi-
nacao do indice cromatico para grafos cibicos e logo apés, Leven e Galil [23] provaram

que também vale para qualquer grafo regular. Usando estes resultados para coloragao de
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arestas, Sanchez-Arroyo [24] em 1989 provou que determinar o niimero cromatico total de
um grafo ciibico bipartido é NP —dificil.

Mesmo que o problema de determinacao do niimero cromadtico seja NP —completo
no caso geral, existem situagoes para as quais é possivel encontrar um algoritmo em
tempo polinomial para resolucao do problema. Nicoloso e Pietropaoli [25] demonstraram
a existéncia de um algoritmo exato de complexidade O(k*log®n + n) para 3—coloracio
em vértices de uma subclasse de C,, (a1, as, ..., ax) com k > 2.

Outro exemplo é o problema de determinacao do isomorfismo entre grafos, onde
no geral ainda nao se sabe se este problema de decisdo estd em P ou é N'P—completo.
Porém, ja foi descoberto um algoritmo em tempo polinomial que determina o isomorfismo
para grafos circulantes C, (a1, as, ..., ax) [26].

Neste trabalho, sera estudada a coloragao total dos grafos circulantes. No Capitulo
1, apresentamos os principais resultados existentes na area. No Capitulo 2, apresentamos
resultados novos obtidos envolvendo certas cole¢des infinitas de grafos circulantes. E por

fim, no Capitulo 4, apresentamos conclusoes do que foi discutido.
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1 COLORACAO TOTAL DOS GRAFOS CIRCULANTES

Nesta secao, apresentamos os principais resultados de coloragao total de grafos
circulantes. Veremos como foi feita a determinagdo do ntimero cromatico total dos grafos
ciclos, completos, grafos circulantes ctibicos, familias infinitas 4—regulares de grafos cir-
culantes e dos grafo poténcia de ciclo. E por fim, veremos a conjectura da coloracao total
para grafos poténcia de ciclo.

Sabe-se que os grafos completos, grafos ciclos e grafos bipartidos completos sdao
grafos circulantes, isto ¢, temos que K, ~ Cy,(1,2,---,|5]), Cn(1) ~ C, e por fim os
grafos bipartidos completos sao K, , ~ Cs,(1,3,5,..,k) onde k é o maior impar tal que
k < n (veja exemplos na Figura 18). Todos estes grafos tiveram seu nimero cromético
total determinado. A seguir veremos alguns lemas que serao utilizados para determinar

o nimero cromatico total destes grafos.

Figura 18 - Os grafos ciclos C),, completos K, e bipartidos completos K, ,, sdo grafos circulantes.

Vg U1

Vo (2]

(%rd V2

Ve V3

V2 U1 Uy U3 Vs Dy
(a) 03(1) >~ 03 (b) 06(17273) ~ KG (C) 08(173) ~ K4’4
Fonte: O autor, 2021.

Lema 1. (Yap [6], 1996) Se G contém um conjunto independente mazimal de vértices S e

MJ entio o/ (G) = | S|+ |E'|.

G — S contém um emparelhamento E' tal que E' = { 5

Em geral, teremos o (G) < a(G) + {

G| — a(G)
5 .
Lema 2. (Campos [27], 2006) Seja P um caminho e sejam ey e es dois elementos distintos
de P, adjacentes ou incidentes, coloridos com duas cores distintas. Entdo, existe uma

unica 3—coloracdo total que preserva as cores ey e es.

Teorema 8. (Yap [6], 1996) O grafo completo K, é Tipo 1 quando n € impar e, caso

contrdario € Tipo 2.
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Demonstragio. Seja V(K,,) = {v1,vq,vs,...,0,} € suponhamos que n seja impar. Note
primeiramente que a(K,,) = 1 e seja {v;} o conjunto independente. Entao pelo Lema 1, te-
remos um emparelhamento (maximal) da seguinte forma: M; = {viﬂ-vi_j |11<j < "T’l}
com 1 < ¢ < n, onde os indices i + j e ¢ — j sdo calculados em médulo n. Denotemos
o conjunto de elementos com cores i, o conjunto T; = M; U {v;}, este é um conjunto
independente total (veja como exemplo na Figura 19) e que CJ T, = V(K,) UE(K,),
conclui-se portanto que x”(K,) = A(K,) + 1 =n, paran impaflr_.1

n—1

n—2 n N
2 2

o'(K,) < g E como |V(K,) U E(K,)| =n+ 20=0 = & ) ento y"(Kn) > n+1.

E por fim, como K, é subgrafo de K, 1, sabe-se que x"(K,) > x"(K,11) = n+ 1, donde

n 1< () Snt 1= X (Koet) = A(G) +2=n + L. 0

Supondo que n é par, tem-se que o"(K,) < 1+ {
(n+1

J:1+

Figura 19 - Exemplo de T; para Kr.
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Fonte: O autor, 2021.

Teorema 9. (Yap [6], 1996) O grafo bipartido completo K, n, é Tipo 1 quando ny # ns

e, caso contrario € Tipo 2.

Demonstra¢do. Assumiremos que G = K, ,, sendo m > n . Considere G[X,Y] uma
biparticao de G' com partes X = {x1,22,...,Tm} ¢ Y = {y1,¥2, ..., yn}. Definiremos para
1< <m:
Ai ={yjzjpi [ 1 < j <n}

onde os indices sao vistos em mddulo m. Note que A; é um emparelhamento de G' com
1<i<meE(G) = U A

Suponha que ;;1> n, entdo A(G) = m e x"(G) > m+ 1. Para cada 1 < i < m,
nos definiremos os conjuntos de cores i como, B; = A; U {z;} e B,,+1 =Y. Note que B;
¢ um conjunto independente total e lel B, =V(Kpnn)UE(K,,,) (veja como exemplo na

Figura 20) e portanto, X" (K,) = m+ 1.
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Figura 20 - Exemplo de B; para K34 com 1 <¢ < m.
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Fonte: O autor, 2021.

Supondo que m = n, pelo Lema 1, temos que o(K,,,) < m. Pelo fato de que
|V (Kpn U E(Kpyy)| =m?+2m =m(m+ 2), segue que " (K,,) > m+ 2. Tomando os
conjuntos de cores 1 < ¢ < m, A;, definidos anteriormente, podemos definir A,,,1 = X

m+2
e Amia = Y resultando que V(K,,,) U E(K,,,) = U A, isto é, sdo m + 2 conjuntos
i=1
independentes totais. Portanto, x"(K,,) = m + 2. ]
Teorema 10. (Yap [6], 1996) O grafo ciclo C,, é Tipo 1 quando n é mailtiplo de 3 e, caso

contrdario € Tipo 2.

Demonstragcdo. Suponhamos que n = 0 mod 3. Definimos que ug; = v; € ugir1 = V;Vi11,
com 0 <i<n. Sejap:VUE — {0,1,2} uma atribuicdo de cor definida da seguinte
forma ¢(u;) = ¢ mod 3. Desta forma, note que, por construcao de ¢, as cores associadas
sdo intercaladas na ordem de 0, 1 e 2 aos elementos ug, U1, ..., Us,—1. Pelo fato do niimero
de vértices ser multiplo de 3, entdo o niimero de elementos do grafo também é, pois o
numero de elementos é 2n. Assim, conclui-se que ¢ é uma 3—coloracao total, pois para
qualquer 0 < k < 2n, tem-se que p(ug) # @(ugx1) € ©(ug) # p(urr2). Como A(C,,) = 2,
entao C, é Tipo 1, paran =0 mod 3.

Para os casos de n =1 mod 3 e n =2 mod 3. Construiremos uma 4—coloragao
total para C,, e logo apds provaremos que nao existe uma 3—coloracao total para estes
casos.

Supondo que n = 1 mod 3. Pela constru¢ao anterior de ¢, temos que p(vy) =

@ (v _1U0). Assim, modificamos ¢ para obter uma 4—coloragao total da seguinte forma:

O(Un—2) :=3; @Un—2Un—1) =1; ©(vp_1):=2; e ©(vp_1v9) =3

Supondo que n = 2 mod 3. Neste caso, da construcao de ¢ decorre que p(vy) =
©(v,_119) e fazemos ¢(v,_1v9) = 3. Na Figura 21 estdao apresentados um exemplo para
cada caso.

A seguir mostraremos que nao é possivel construir uma 3—coloragao total para o
C, quando n nao é multiplo de 3.

Seja P o caminho obtido a partir de C), pela remoc¢ao da aresta v,_1vy e seja
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Figura 21 - Exemplos de (A 4 2)—coloragao total para C,, quandon =1 mod 3 oun =2 mod 3.

0 1 2
Vo U1
3 0
V3 V2
2 1 3

Fonte: O autor, 2021.

¢ analogo definido primeiro caso, isto é, ao caso n = 0 mod 3. Pelo Lema 2, ¢ estd

unicamente determinada. Assim por contagem, concluimos que:

2, sen=1 mod 3 0, sen=1 mod 3
P(Vn—20p-1) = P(vp-1) =
1, sen=2 mod 3 2, sen=2 mod 3

E em cada caso concluimos que nao existe uma 3—coloracao total para C),, pois
quando n = 1 mod 3, tem-se que p(vg) = ¢(v,—1) € quando n = 2 mod 3 ndo ha cor

disponivel a aresta v,_1v9. Portanto, C), ¢ Tipo 2 paran =1 mod 3en =2 mod 3. [J

1.1 Grafos circulantes cubicos

Os grafos circulantes, quando cibicos sao descritos por Ca,(d,n), com n € N.
Todos os membros da familia Cy,(1,n) foram provados por Chetwynd e Hilton [9] serem
Tipo 2. Note que My, ~ Cy,(1,n) que é Tipo 2. Sao apresentados alguns exemplos do
grafo Mobius Ladder na forma de grafo circulante na Figura 22 e vejamos a seguir que

esta classe de grafos é Tipo 2.

Teorema 11. (Chetwynd e Hilton [9], 1988) Os grafos Mébius Ladder Ms,, com n > 2
sao Tipo 2.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que M, é 4—total-colorivel com as cores 1, 2, 3, 4.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que aos vértices uy, v, e a aresta u;v; podem
ser atribuidas as cores 1, 2 e 3, respectivamente, tendo trés possibilidades de estendermos
a uma 4—coloracao total, como podemos ver no subgrafo das Figuras 23a, 23b e 23c.

A coloragdo na Figura 23c nao pode ser estendida aos demais vértices e arestas
do grafo. De fato, suponhamos que usvs tem a cor 3 (andlogo a cor 4), entdo o vértice
v tera a cor 4, pois um dos vértices adjacentes ja tem cor 2, implicando que os vértices
adjacentes a uy tenham cores 1 e 4 e as arestas incidentes tenham cores 2 e 3, logo us

necessitaria de uma quinta cor. Assim, devemos supor que temos a coloragdo mostrada
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Figura 22 - Mobius Ladder na descrigao Ca,(1,n).

Vo U1
Yo U1 U7 Vo
Vo v
! Us Vo
v
Vg 3
U3 V2 V4 V3 Vs V4
Legenda: Os grafos Cy(1,2), Cs(1,3) e Cs(1,4), respectivamente.
Fonte: O autor, 2021.
Figura 23 - Trés possiveis coloragdes.
Uz V9
U2 v U2 v
° o’ * * ° o’
2 4 4 1 2 1
1 3 2
une———ou U @——————@ U u o——— v
4 1 2 4 4 4
[ [ ] [ [ [ [
(a) (b) (c)

Fonte: O autor, 2021.
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na Figura 23a (mesmo argumento funciona para a Figura 23b). Existem exatamente duas
formas em que esta coloracao pode ser estendida para arestas incidentes com us € vy €
elas sao mostradas na Figura 24.

Note que as arestas ujus € vv3 tém cores iguais e que as arestas vivs € usug tém
cores diferentes. Este fato acontecera para 1 <i <mn — 2: w;u;11 € v;110;42 tém a mesma
COT € V;Ui11 € Ujr1U;yo tém cores diferentes. Segue que w,_iu, € v,u; tém mesma cor
e Up_1V, € u,v; tém cores diferentes. Mas se estendemos a cor de ujv; para u,v, € as
arestas incidentes a ele, entdo podemos considerar sem perda de generalidade que temos

as coloragoes apresentadas na Figura 24c¢ e na Figura 24d.

Figura 24 - Possiveis extensoes da coloracao e a contradi¢do decorrente dessas

extensoes.

U, k -
e oUs | | usg ® U3

Usgt 3 192 Ugld 1 3luy

() (b) () (d)

Fonte: O autor, 2021.

Claramente em ambos os casos temos que u,_1u, € v,u; tém cores diferentes. Esta

contradicao mostra que M, é Tipo 2. O

Outra familia de circulantes amplamente estudada por Chetwynd e Hilton [9] é
a dos grafos Prismas. Note que Cy,(2,n) ~ G(n,1) para n impar, e temos o seguinte

resultado.

Teorema 12. (Chetwynd e Hilton [9], 1988) Os grafos Prismas G(n,1) sao Tipo 1, exceto
G(5,1) o qual € Tipo 2.

Demonstragao. Para n multiplo de 3, tem-se a seguinte 4—coloracao total.
¢ :V(G(n,1)) U E(G(n,1)) = {0,1,2,3}

Intuitivamente, esta coloracao ¢é feita da seguinte forma, para 0 < i < n:

e atribuir a cor 3 as arestas radiais, isto é, p(u;v;) = 3.
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e Intercalar entre as cores 0, 1, 2 nos dois ciclos, de forma que os vértices u; e v; nao

tenham mesma cor.

Logo, ¢ esta definida como:

o(uw;) =3

u;) = (—i) mod 3

(p(u;) +1) mod 3

P U Ui+1

(
( (-
p(v;) = (—i+1) mod 3 (1)
( ) =
(v

o(vivis1) = (¢(v;) +1) mod 3

Para n = 1 mod 3 (ou n = 2 mod 3), inicialmente, realiza-se a 4—coloracdo total do
G(4,1) (ou do G(8,1)), apresentados na Figura 25. Com o processo indutivo de acrescen-

tar 3 radiais ao grafo Prisma, segue que G(n, 1) é Tipo 1, para n # 5. Por fim, suponha

Figura 25 - 4—coloragoes totais do G(4,1) e do G(8,1).

0 1 3
2
3 9
2 1
2| 1 3 |o
3 2 0
0 1
1 3 2

Fonte: O autor, 2021.

por absurdo que G(5,1) é Tipo 1. Note que como C5 é Tipo 2, logo os radiais nao podem
ter mesma cor. Como na prova do Teorema 11, assumiremos que os radiais, as bordas
internas/externas assim como os vértices estao coloridos como na Figura 23a. Segue que,
se p(u;) = a entdo w1V ou v terdo cor a. Entdo suponha que u; 10,11 tem a
cor « e isto ocorra em r radiais consecutivos, seja U; 1V;i1,..- Ui Vit € NAO OCOTTE em
Uipr+1Vigr+1 Onde 1 <7 < 4. Porém, disto segue que @ (viy,41) = @ € qUe Ujyrqn € Vigpio
nao terao cor a e assim @(u;4,13) = . Isto é verdade para r = 2. Porém, teremos que
ocorrerao no minimo trés cores em cada ciclo C, entao cada uma das trés cores ocorrem
em dois radiais consecutivos. Isto implica que G(5,1) tem no minimo seis radiais, uma
contradigao. Portanto, G(5,1) nao é Tipo 1.

O]
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Além disso, Hackmann e Kemnitz [28] determinaram o nimero cromatico total de
todos os grafos circulantes ctibicos. Como vimos G(5,1) =~ C10(2,5) e My, ~ Cs,(1,n) sdo
grafos cubicos circulantes Tipo 2. Veremos a seguir que estes serdao os tunicos. Isto é, os
grafos circulantes ctbicos Cy,(d, n) serdo Tipo 1 a menos da existéncia de um isomorfismo
entre eles e C10(2,5) ou Cy,(1,n). O lema a seguir explicita quando teremos a existéncia

deste isomorfismo.

Lema 3. (Hackmann e Kemnitz [28], 2004) Se |l é o mdzimo divisor comum de d e n
com d=1Im en = lp, entao Cy,(d,n) € isomorfo a l copias de Cap(1,p) se m € impar ou

Coy(2,p) se m € par.

Vejamos o grafo C4(6,8) como exemplo do lema. Tem-se que [ = mdc(6,8) =2 e
m = 3, e também que p = 176 = 8, note pela Figura 26 que C4(6,8) é isomorfo a 2 copias
de Cs(1,4), sendo assim Tipo 2. Assim veremos que os grafos circulantes ciibicos serao
Tipo 2, quando isomorfos a alguma copia da Mobius Ladder Cy,(1, p), isto é, quando m

for impar. E quando m for par, este grafo é isomorfo a algum grafo Prisma C1o(2,5).

Teorema 13. (Hackmann e Kemnitz [28], 2004) O grafo circulante Cy,(d,n) é Tipo 1 se,
e somente se, m € par e Cy,(d,n) nao € isomorfo a l copias de C1o(2,5), caso contrdrio
é Tipo 2.

Figura 26 - O grafo C14(6,8).

vy Vo
U1 V7 Vo Vg
[9) 1)
V11 V13 'leO o V12
Vs v3 040 Ov,
° o)
v1g Vg V15 Vg V14 Vs

(a) (b)

Legenda: Em (a) temos a representacao usual do grafo circulante C14(6,8), onde existe o
contraste entre as duas copias de Cg(1,4), estando uma preenchida (subgrafo induzido
nos vértices impares) outra em pontilhado (subgrafo induzido nos vértices pares), vistos
explicitamente em (b).

Fonte: O autor, 2021.

Os grafos circulantes 4—regulares sao descritos como C,(a,b), com 1 < a < b <
| 5). Khennoufa e Togni [29] desenvolveram 5—coloracoes-totais para todos os membros de

familias de grafos circulantes 4—regulares. Como mencionamos na Introdugao, a ideia por
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tras de mostrar que um grafo é Tipo 1 estd em mostrar que um grafo G é (A 4 1)—total-
colorivel. Para tal, devemos esbogar a funcao que associa o conjunto de elementos do

grafo ao conjunto de cores.

Teorema 14. (Khennoufa e Togni [29], 2008) Todo grafo circulante 4—reqular Cs,(1, k)

, . . . . 5 _ _
¢ Tipo 1 para qualquer inteiro positivo p e k < ¥ com k=2 mod 5 ou k =3 mod 5.

Demonstragio. Para comegar, reescrevemos os elementos de V(G) U Ei(G) como uy =
Vo, U1 = VU1, Uz = V1, ,Ulop—2 = Usp—2VUsp—1, Utop—1 = Usp—1. Defina a funcdo para

coloragao total ¢ para 0 <¢ < 10p — 1 como:
o(u;) =14 mod b

Para atribuicao de cores das arestas internas de GG, devemos considerar dois casos (0s

indices u; estdo em médulo 10p e as cores em médulo 5):

1. £ =2 mod 5: Suponha que o elemento u; é um vértice e ¢(u;) = a. Entado pela

definicao de ¢, temos ¢(u;—1) = a—1e p(u;41) = a+1. Os dois vértices incidentes a
aresta de distancia k 30 u;_ox, € U2 € por definigdo de ¢ temos que p(u;_ox_1) = «,
P(ui—ok) = a+ 1, p(Ui-ok1) = @ + 2, @(Uiyor-1) = @ — 2, p(uipn) = a— 1 e
©(Ui2k+1) = @, como podemos ver na Figura 27b.
Para atribuicao de cor as duas arestas internas ef_zk = U;Uj_o) € ef = U;Uj1 2k tEMOS
que p(ef o) ¢ {a—1,a,a+1,a+2} e p(er) ¢ {a—2,a—1,a,a+ 1}. Portanto,
o(eF o) = a+3 e p(ef) = a+2. Como foram usadas cinco cores, pois a+3 = a—2
mod 5, temos que x”(Cs,y(1,k)) = 5.

2. k=3 mod 5: Analogamente ao caso anterior, suponhamos que u; é um vértice e
o(u;) = a, entdo p(u;—1) = a—1e p(u41) = a+1. Os dois vértices adjacentes a u;
e incidentes a aresta de distancia k sao u;_ok € u;1 0k € por definicdo de ¢, temos que
P(uiak—1) = @ = 2, p(ui—ok) = a — 1, p(ui—apr1) = @, P(Uirar-1) = @, P(Uitok) =
a+1e @) = a+ 2 (Figura 27¢). Para atribuicdo de cor as duas arestas
internas ef ,, = u;u;_op, € € = usu;, o1 temos que p(ef ,) € {a—2,a—1,a,a+1}
e p(ef) € {a—1,a,a+1,a+2}. Portanto, p(eF ,) = a+2e ¢(ef) = a+3. Como
foram usadas cinco cores, pois & +3 = o — 2 mod 5, temos que x”(Cs,(1,k)) = 5.

(Veja um exemplo de aplicagdo deste teorema na Figura 28 O]

E por fim, apresentamos mais um resultado de Khennoufa e Togni [29].



Figura 27 - Esquema do grafo Cs,(1, k) com sua 5—coloracao-total.

Ui—2k Uit2k a+1 oa—1

a—1 a+1

Legenda: (a) Estrutura do grafo Cs,(1,k); (b) Coloracao total quando k =2 mod 5; (c)
Coloragao total quando £k =3 mod 5
Fonte: O autor, 2021.
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Figura 28 - Grafo C5(1,2) e a aplicagdo do Teorema 14.

Vo

V4

V1

U3 1

us

Ug

Uo

ur

U2

us

(c)
Fonte: O autor, 2021.
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Teorema 15. (Khennoufa e Togni [29], 2008) Todo grafo circulante 4—reqular Cey(1, k)
é Tipo 1 para qualquer inteiro positivo p > 3 ek < 3p com k =1 mod 3 ou k = 2
mod 3.

Demonstragio. Dados G = Cg,(1,k) e ¢ = (6p, k). Como k # 0 mod 3, entao 3 divide

6p
.

Note que se 6p e k sao relativamente primos, entao existe um tnico ciclo Cy for-

mado pelas arestas de distancia k. Seja Cy = (ug, -+ ,usp_{), COM Uz; = Vjk mod 6p €
q

Ugjp1 = e?k mod 6pr 0 < J < %p — 1 (veja, por exemplo na Figura 29a, onde Cj é o ciclo

VoU7V14 - * - V110p).

Atribua cor aos vértices e arestas com as cores 0, 1, 2, ciclicamente, isto é, p(u;) =1
mod 3. As arestas de distincia um, teremos a atribuicio de cor ¢(e!) =4 mod 342 com
0<i:<6p—1.

Caso contrario, isto é, 6p e k nao sao relativamente primos, teremos C; ciclos
formados pelos conjuntos de arestas de distancia k, tal que 0 < i < ¢ — 1. (Veja, por
exemplo na Figura 29b, onde () é o ciclo induzido em vértices de indice par e C} é o ciclo
induzido em vértices de indice impar.).

Definiremos Cj e iremos colori-lo analogamente ao caso anterior e teremos os ciclos

C; com 1 <i < q—1, sendo coloridos de forma similar pela aplicagao:
® p(Coiv1) = ¢(Cy) +1 mod 3;
o 0(Cyita) =p(Cy),0< 1< %Q
o 0(Cy1) = p(Co) + 2, se q é par.
e Se v; € () para algum j, entdo:

— ©(vjt2i11) = p(v;) +1 mod 3;
— 0(Vj12i42) = @(v)), 0 < i < L3,

— ©(Vjtq-1) = p(v;) +2 mod 3, se g é par.

E de maneira andloga a anterior, para as arestas de distdncia um, temos p(e}) = i
mod 3+ 2,0 <7< 6p—1.

Pela definicdo de ¢ é uma coloracao de arestas de GG. Devemos mostrar que a
atribuicao de ¢ também é uma coloracao de vértices.

Dois vértices de C; e C;1 nao tem mesma cor por definicao. Entao, resta vermos os
vértices v,_; de Cy_1 tem cor diferente do vértice v, de Cy. Temos que ¢(v,-1) = ¢(v9) =0
se ¢ ¢ impar ou ¢(v,-1) = @(vg)+2 se g é par e p(v,) = 1. Portanto ¢ é uma 5—coloragao-
total de G e assim, temos que x”(Cgp(1,k)) = 5, quando p > 3, k <3pe k=1 mod 3
ou k=2 mod 3. O]
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Figura 29 - Os grafos C15(1,7) e C15(1,38).

Vo D
V17 V2
Vie V3
V15 V4
V14 Vs
V13 Vg
V12 U7
V11 (%]
V1o Yo

(a) C1s(1,7) (b) C1s(1,8)

Legenda: (a) O ciclo Cy é o ciclo vyv7014U3010U17V6U13V2U9V16V5V12U1 Vg U15V4 V11005
(b) O ciclo Cy é o ciclo vgusv16VaV14V4V12V2V10V0 O caso é andlogo para Cy, porém
considerando os vértices impares.

Fonte: O autor, 2021.

1.2 Grafos poténcias de ciclo

Nesta se¢ao, estudamos o nimero cromatico total de alguns grafos poténcias de
ciclo. O grafo poténcia de ciclo é um grafo circulante amplamente estudado para o qual
temos alguns resultados com relagao ao seu nimero cromatico total. Campos [27] provou
que C? ¢ Tipo 1, exceto quando n = 7 e que a TCC ¢ valida para C* com n par, isto &,
X"'(CF) < A(CF) + 2. E também que nos casos em que k = 3 ou k = 4 a TCC ¢ valida

para qualquer n. Além disso, propds a seguinte conjectura.

Conjectura 3. (Campos [27], 2006) Para todo grafo C¥ com 2 < k < [%] temos:

ACHY+2, sek>2—1
vich = 3
A(CF) + 1, caso contrdrio.

A técnica para determinar o nimero cromdtico total de C? consiste em exibir a
5—coloracao-total de C?, com n # 7. Para tal usam-se as 5—coloragoes-totais de quatro
grafos iniciais CZ, Cz, CZ e C%, denominados grafos bdsicos e realiza-se a colagem de cada
um com C?_, sendo possivel assim construir uma 5—coloragao-total para C?.

Sejam G e Gy dois grafos poténcia de ciclo. Considere V(G;) = {v} | 0 < j < n;}
o conjunto de vértices de Gy, v € V(Gy) e vi € V(Gs) vértices quaisquer. O grafo G
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resultante da colagem de G e GG é definido como:
V(G) = (V(G1) UV(Gy)) \ {v}, v}

E(G) == {(E(G1) U E(G2) U Ein) \ Eout}

_ 1 1,2 1,2 O B T T
onde E;,, = {v]_ 2vj+17vz 1UJ+17U1+2UJ+17U1+2UJ 17Ui+1vj 95 Vip1V5_1} € Eour = {V;_o0;, v;_1v;,

] 2
VIUL 1, VLU, U 1vz+1,v] 221 ’U] 1"0],1) v]+1,v UHQ, J X +1} Os grafos G e G4 sao di-

tos geradores e os vértices v] e vjz- sao ditos pivds da operagao de colagem. Note que o
grafo G possui nj + ny — 2 vértices. Vejamos um exemplo para a colagem entre G := C?
e Gy == Cf, gerando C%;, apresentado na Figura 30. O processo de colagem permitiu
que dois grafos da classe da poténcia de ciclo C?, formassem outro grafo e de fato isto é
valido, como veremos no lema a seguir.

Esta operacdo de colagem é ttil para construir a coloragao total de C? a partir
da coloragdo total dos grafos basicos . Veremos a seguir como este processo é possivel

utilizando os dois lemas seguintes.

Lema 4. (Campos [27], 2006) O grafo G obtido pela colagem de dois grafos, G1 e G,

pertencentes a classe dos C2, também é um grafo pertencente a essa classe.

Demonstragio. De fato, é evidente que o grafo obtido G é 4—regular. Observe que os
Ginicos vértices com vizinhanga alterada apds a colagem obtendo G sdo v;_,, v}y, vi 4,
Ulyg V3 9, Uy, U5 € U3y, ficando todos os outros vértices com a vizinhanga inalterada.
Tendo assim as suas arestas de alcance 1 e 2 sdo mantidas. Para provarmos que G esta na
classe de poténcia de ciclo C? basta mostrarmos que as arestas acrescentadas no processo
de colagem sao as arestas de alcance 1 ou 2 que formam o grafo desta classe. De fato,

1,2 1,2 1 1,2 1,2 1,2 1,2 2
note que v;_v5,1,v;,05 | € E (G) e vj_yv7 4, Vi 1V5 19, VigoVi 1, VipoVj_1 € B (G). O

Seja o uma coloragao total de C2. Um vértice v; € V/(C?) é dito especial quando

SO(UZ> = (P(U(i—l) mod nU(i+1) mod n)

O vértice v; e a aresta V(i—1) mod nU(i+1) mod n Sa0 ditos equivalentes. Note que a
propriedade de um vértice ser especial estéd relacionada com uma coloracao total. Uma co-
loragao total em que todos os vértices sao especiais é denominada coloracao total especial.

Vejamos alguns exemplos na Figura 32.

Lema 5. (Campos [27], 2006) O grafo C? pode ser gerado a partir da colagem do Cg e
do C2_, para todo n > 10.

Demonstragdo. Pelo Lema 4, sabemos que o grafo gerado pela colagem de duas poténcias
de ciclo é uma poténcia de ciclo. Além disso, o grafo obtido pela colagem de C? e C?_,

contém 6 + (n — 4) — 2 = n vértices, e é o grafo C2. O
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Figura 30 - Colagem entre os grafos C% e C3 .

2
2 2
Uj+2 Vi Vo

1
Vit2

(a) Eoyut estao pontilhadas (b) E;, estdo em negrito.

2
Vit2

1
Viy2

(¢) Grafo apds realizar a colagem.

1 1
Vit2 Vi1

(d) O grafo C%
Fonte: O autor, 2021.
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Figura 31 - Representacao de um vértice especial v;.

Vi+1

Legenda: Considere que ¢(v;) = ©(V(i—1) mod nV(i+1) mod n) = &
Fonte: O autor, 2021.

Teorema 16. (Campos [27], 2006) Todo C* comn > 6 en # T é Tipo 1.

Demonstragio. A Figura 32 exibe uma (A + 1)—coloracao total especial para os grafos
basicos. Isto é suficiente para mostrar que estes grafos sao Tipo 1. A demonstragao que
o grafo C%2, n > 10 e n # 11 é Tipo 1 é indutiva. Suponha que o grafo C2_, possui uma
(A + 1)—coloragao total especial. Faremos a colagem do C2 com o C?_, e mostraremos
como estender as coloragdes originais para uma 5—coloragio total especial do C2. Seja m;
a coloragao do C? exibida na Figura 32a. Ajuste a notagao para que m(vg) = 0, 71(v1) = 1
e T (vov1) = 3. Sejamy : V(C2_,)UE(C?_,) —{0,1,2,3,4} uma (A + 1)—coloracio total
especial para o grafo C?_,. Suponha sem perda de generalidade, que m3(vg) = 0. Por
hipotese, este vértice é especial, entao my(v1v,_5) = 0. Como o grafo é 4—regular, as cores
1, 2, 3 e 4 incidem sobre vg. Ajuste a notacdo para que estas cores estejam distribuidas

da seguinte forma:
Ta(vov1) = 2,  ma(vova) =4, Ta(Vn_6vo) =3, Ta(vp_5v9) =1

Como todos os vértices sdo especiais esta distribuigdo de cores implica que my(vy) = 4,
T2 (vn_5) = 3, ma(ve) € {1,3} e mo(vn_g) € {2,4}. Gerar C? a partir do C¢ e C?_, implica
em remover as arestas do conjunto F,,; juntamente com os pivos, adicionando-se por
fim as arestas em Ej,, isto é, a definicio de colagem. Portanto, cada elemento de C?
corresponde a algum elemento dos geradores, isto é, de Cg e C?_,, exceto os pertencentes
a E;,. Seja r um elemento de C? que ndo pertence a Ej,. Consideremos que a cor

de x em C? é a cor que o elemento correspondente a x possui no grafo gerador. Desta



Figura 32 - Coloracao total dos grafos basicos.

(c) X"(C3) =5
Fonte: O autor, 2021.
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forma, os tnicos elementos sem cores sao as arestas em F;,. Definimos entdo m uma
(A + 1)—coloragao total de C? de tal forma que:

3

v;) = m1(v;41) para ¢ € {0,1,2,3,4}

T Uivi—i—l) =T (Ui+lvi+2) para 1€ {0, 1, 2, 3}

3

Vits) = ma(vip1) parai € {0,1,....,n — 6}

™ vi+5vi+6) = 7T2(Ui+1vi+2) para 1€ {0, 1, = 7}

(
(
7 (Vivita) == m1(Vis1vigs) ara i € {0,1,2}
(
(
(

T(Vip5vi7) 1= ma(viy1v43) para i € {0,1,...,n — 8}

E as arestas em FEj,:
m(v3vs) =2, w(vgws) =0, 7(vgvg) =4

T(Un_2vo) =3, 7(vp_1v0) =0, 7(v,_1v1) =1

Na Figura 33 temos um exemplo desta coloragdo para o grafo C%,.

Mostremos que 7 de fato ¢ uma (A +1)—coloracio total para C2. As coloragoes m;
e mp sdo (A + 1)—coloragoes totais de C% e C?_,, respectivamente. Os vértices e arestas
de C? correspondentes aos vértices e arestas de Cg (ou C?_,) possuem a mesmas cores de
m (ou mg). Conclui-se que 7 restrito a m; (ou m3) nao possui conflito. Por construcao de

m, 08 extremos em FEj, recebem as cores:

T(Vp—2) 1= ma(vn—¢) € {2,4},

Vp—1 = T2(Vp—5) = 3

Portanto, ao adicionarmos as arestas de E;, nao ligamos dois vértices que possuem
a mesma cor. Desta forma, ndo ha conflito em 7. Precisamos agora mostrar que as cores
atribuidas as arestas de F;, nao geram conflito. As arestas de E,,,; foram removidas e cada

uma delas tinha uma cor atribuida. Logo, esta cor falta nos vértices que sdo extremos
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destas arestas no C2. Entdo, perceba que em vy faltam as cores 0 e 3, em v; falta a cor 1,
em v3 falta a cor 2, em v, faltam as cores 0 e 4, em v faltam as cores 0 e 2, em vg falta
a cor 4, em v,,_o falta a cor 3 e em v,,_; faltam as cores 0 e 1.

Portanto as cores atribuidas as arestas de F;, nao geram conflitos. Isto conclui a

demonstra¢ao que m é uma (A + 1)—coloragao total. O

Para demonstrar que C? é Tipo 2, prova-se que para n {mpar e k < | 5] tem-se que
se k> 2 — 1, entao C* nao é harmonico, portanto, nao é Tipo 1. Por consequéncia, para

k=2, tem-se 5 < n < 9, donde C? nio é Tipo 1, e portanto, temos o seguinte resultado.

Teorema 17. (Campos [27], 2006) Seja C? um grafo poténcia de ciclo ndo completo,

tem-se que:

. ACH+1, sen#7
X'(Cy) =
A(C2)+2, sen=T

Apés, Campos [27] provou que para C¥ a TCC é verificada quando n é par ou
ke{3,4} oun=%k mod (k+1).

Recentemente, Zorzi [30] em sua dissertagdo demonstrou que a Conjectura 3 vale
para k=3 e k = 4.



Figura 33 - Aplicagdo do Teorema 16

1 3 2
4 4
1 2
0 0 0 80
3 1 3
2 4 1

(c) A 5—coloragdo total de C%,.
Fonte: O autor, 2021.

49



50

2 NOSSAS CONTRIBUICOES

Neste capitulo, determinamos o niimero croméatico total de todos os membros de
trés familias infinitas de grafos circulantes, C,(2k,3), k > 1 e n = (8u + 6\)k, para
inteiros nao negativos p e A; Cs,(1,3), para n > 1; e Csyy(1,p), A > 1 e p =0 mod 3.
Khennoufa e Togni [29] conjecturaram que C,(a,b) é Tipo 1, exceto pela existéncia de
uma familia finita Tipo 2. Estas trés familias infinitas de grafos circulantes 4—regulares
darao a sugestao que esta conjectura ¢ verdadeira.

Sabe-se que o grafo de Petersen generalizado G(n, 1) é Tipo 1, exceto G(5, 1) [19, 9].
A determinacao da 4—coloracao-total para esta familia sera ttil no estudo de familias de
grafos circulantes 4—regulares nas quais G(n, 1) é subgrafo. A condigao para que este fato
ocorrer é quando a distancia de alguma das arestas de C),(a, b) seja divisivel pelo ntimero
de vértices. Isto é, sem perda de generalidade, quando n multiplo de a tem-se que C,,(a, b)
tem como subgrafo G (n/a,1).

Por exemplo, Cy,(2, 3) para n par tem G(%, 1) como subgrafo, pois dado Ve, = {vy; |
0<i<g}eVip={ve1|0< 5}, tomemos V(G(5)) = Vin UVer C V(Cr(2,3)) e arestas
Eor = {vova, vovy, ..., Uy _2U0}, Eiy = {v3vs, 0507, ..., 1103} € E,. = {vgvs, a5, ..., U201 }.
Como E(G(%,1)) = Eep U By U E, C E(Cy(2,3)) para n par, conclui-se que G(%,1) é
subgrafo de Cy,(2,3). Na Figura 34 sao apresentados dois exemplos de grafos circulantes
Cn(2,3), para n par, nos quais G(%,1) é subgrafo (em negrito). E também, na Figura 35
sao apresentados dois exemplos de grafos circulantes C),(3,4) para n multiplo de 4, nos
quais G(%,1) é subgrafo. Note que a representacdo grifica de ambos os casos explicita
o grafo Prisma e esta representagao sera util para construcao da coloracao total destas

familias de grafos.

Figura 34 - Exemplos de C,(2,3) para n par.

Vo V2
Vg Vg
(a) Cs(2,3)

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 35 - Exemplos de C},(3,4) para n multiplo de 4.

Vo (% Vg

(a) 012(3, 4) (b) 016(3, 4)
Fonte: O autor, 2021.

Note que, usando-se uma 4—coloragao-total para G(4, 1) é possivel construir uma
5—coloragao-total para Cs(2,3), pois vgvs, v9v7, U1U4, VU3 formam um emparelhamento
perfeito, sendo assim possivel colorir todas estas arestas com uma quinta cor. Além disso,
a partir desta coloragdo e de uma 4—coloragao-total de G(3,1) serd possivel construir
uma H—coloracao-total para uma subfamilia infinita de grafos circulantes 4—regulares,
que apresentaremos adiante.

Como ferramenta para provar o proximo teorema, definimos o seguinte semigrafo.
Sejam n e a inteiros positivos com n miltiplo de a, onde n = a - k. O semigrafo B(n,a) é

definido da seguinte forma:
e Os vértices de B(n,a) sao:

a—1
V(B(n,a)):= U V;, com V; = {vgi; | 0 < j < k}.
=0

e As arestas de B(n,a) sao:

a—1 a—2

E(B(n,a)) = <U ElH) U <U Ezv), com Ef = {vpij1vpiy; | 1 < j < k}e
i=0 =0

EY = {0iksjvit1yrsy | 0 < J <k}

e As semiarestas de B(n,a) sao divididas em duas classes, chamadas de semiarestas

verticais e semiarestas horizontais:

— Semiarestas verticais: {v;- | 0 <4 < k} U{v(-1)44:- | 0 <@ < k}. Cada parte
é chamada de semiarestas superiores e semiarestas inferiores, respectivamente.
Para 0 < i < k, v;+ ¢ i—ésima semiaresta superior e v(,_1).,4i+ € a i—ésima

semiaresta inferior.
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— Semiarestas horizontais: {vir- | 0 <@ < a} U {vgi1ye-1- |0 <@ < a}. Cada
parte é chamada de semiarestas a esquerda e semiarestas a direita, respectiva-

mente.

Todo semigrafo isomorfo a B(n,a) é chamado de n—grade de a andares. Temos como

exemplo, a 15—grade de 3 andares, B(15, 3), apresentada na Figura 36 com:

2
o Vértices V = U V;, onde V; = {U5-z'+j | 0<)< 5} Isto é, Vo = {UQ,Ul,UQ,Ug,U4},
=0

‘/1 == {'U57'U6,'U7,'U8,'Ug} € ‘/2 = {U1070117U127vl37’U14}-

o Arestas: F = (ZL_QJO EZH) U (ZL_IJO Ey), onde EZH = {U5Z‘+(j_1)v5i+j | 1 S ] < 5} €
EY = {vsiyjvsis1)4; | 0 < j <5}
Isto é:
E(J)LI = {VoV1, V102, VaU3, VU4 };
E{T = {vsvs, v07, U708, UsUg };
Ef = {Ulovn, V11012, V12013, U13U14}§
E(Y = {U0U57 U1V, U2V7, U3Us, U4U9};

vV o_
E1 = {USUIOa VeV11, U7V12, UgV13, U9U14}-
e Semiarestas:

— Verticais: {vg-, v1-, o+, v3-, v4- FU{v10°, V117, V127, V137, U14- }. Onde v;- é a i—ésima

semiaresta superior e vigy;- € a t—ésima semiaresta inferior, para 0 <7 < 5.

— Horizontais: {’1)0',’1)5',’1}10'} U {’U4',’U9',’U14'}.

Figura 36 - O semigrafo B(15,3).

'vo "vl 'vz 'v3 ’v4

3,05 "UG '1)7 ’vg "Ug

'e) ‘o) ‘o) o 'e)
V10 V11 V12 V13 V14

Fonte: O autor, 2021.
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Sejam duas semiarestas x- e y-, a juncao de x- com y- é dada pela aresta xy.

Sejam n, m, a e b inteiros positivos tal que n/a = m/b = k, a colagem vertical entre
uma n—grade de a andares G e uma m—grade de b andares G', como a (n+m)—grade de
a + b andares GG’ obtida pela juncao das semiarestas inferiores de G com as semiarestas
superiores de G, isto ¢é, a jungao de v(,_1).k+s- de G com v;- de G', para 0 <@ < k.

Sejam m, n, a, k e q inteiros positivos, tais que n = a-k e m = a-q, a colagem
horizontal entre uma n—grade de a andares G e m—grade de a andares G’, como a
(n +m)—grade de a andares GG’ obtida pela jun¢ao das semiarestas a direita de G' com
as semiarestas a esquerda de G', isto ¢, a jun¢ao de vy,- de G com v(i41)4—1- de G', para
0<1<a.

Sejam a, n, p inteiros positivos tal que 0 < p < k — 1, o p—fechamento de uma

n—grade de a andares é o grafo obtido pela juncao das:

e semiarestas horizontais a esquerda com as semiarestas horizontais a direita, isto é,

a jungao de v+ com v(41)k—1- para 0 <1 < a, respectivamente.

e semiarestas verticais superiores com as semiarestas verticais inferiores. Para cada
i-ésima semiaresta superior tem-se a jun¢ao com a (i —p)—ésima semiaresta inferior,

e as numeragoes sao representadas em moédulo k.
Como exemplo, ao realizar o 3—fechamento de B(8,2), isto é, a juncao da:

e (—ésima semiaresta superior com a 1—ésima semiaresta inferior, poisi—p =0—3 =

—3 =1 mod 4, isto é, a juncao de vy € vs- ;

e 1—ésima semiaresta superior com a 2—ésima semiaresta inferior, poisi—p =1—3 =

—2 =2 mod 4, isto é, a juncao de v;- com vg-;

e 2—ésima semiaresta superior com a 3—ésima semiaresta inferior; poisi—p =2—3 =

—1 =3 mod 4, isto é, a juncao de vy- com v7-

e 3—ésima semiaresta superior com a 0—ésima semiaresta inferior, poisi—p =3—3 =

0, isto é, a juncao de vs- com wy;

Resultamos no grafo Cg(2, 3) apresentado na Figura 37a.

Note que os indices dos vértices de B(8,2) nao correspondem aos indices definidos
para grafos circulantes, pois se referem ao semigrafo auxiliar definido até entdao. Porém,
realizando uma permutacao f entre os vértices da Figura 37b podemos ter estes indices
correspondidos. Seja esta permutagao definida como f(vg) = vo, f(v1) = va, f(ve) = vy,
f(vs) = vg, f(vg) =3, f(us) =wvs e f(vg) =v7 e f(vr) = vy, resultando no semigrafo da
Figura 38b.

Note também que a constru¢ao de um p—fechamento de B(n, a) é feita de maneira

conveniente para sempre se obter um grafo circulante C,(a,p). O processo de prova é



Figura 37 - 3—fechamento resultando no Cs(2, 3).

Vo U1 (U [Ug
V4 (U5 (Vg Uy
(a) (b)
Fonte: O autor, 2021.
Figura 38 - Cs(2,3) e B(8,2) apds a aplicagdo da funcao f.
Vo Ui

Vo (V2 Vg4 Vg
U3 |5 (U7 U1

Fonte: O autor, 2021.

54



95

similar ao exemplo anterior, onde realizando a permutacao dos vértices e verificando as

adjacéncias conclui-se que é o grafo circulante C,,(a, p).

n
Lema 6. Seja n maltiplo de a, p um nimero positivo e mdc(a,p) = 1 com p < ng

O p—fechamento de uma n—grade de a andares B(n,a) é isomorfo ao grafo circulante

Cn(a,p).

Demonstrag¢io. Denotemos o grafo resultante de B(n, a) para um p—fechamento como G.
Mostraremos que G ~ C,(a,p). Para tal apresentaremos uma permutacao dos vértices
de B(n,a) V(B(n,a)) = aL_Jl Vi, com V; = {vpi4; | 0 < j < k}, de modo que estes vértices
estabelecam mesmas adjzz;c%ncias que os vértices de Cy(a,p). Seja f : V(B(n,a)) —

V(B(n,a)) a permutacao, definida como:

J(Vkivj) = Vipray

A realizacao desta permutacao esta representada na Figura 39. Note que apos a aplicagao
de f, tem-se que as arestas horizontais e as semiarestas horizontais (ap6s o p—fechamento)
formam o conjunto de arestas de distancia a e o conjunto de arestas verticais e semiarestas
verticais formam o conjunto de arestas de distancia p. Isto é, as adjacéncias de cada vértice

correspondem aos vértices Cy,(a,p), como queriamos. O

As representagoes dos semigrafos e dos grafos obtidos pelo p—fechamento podem
estar com os indices de vértices tanto v;y;, quanto f(vg.4;). Em geral, representamos
os vértices com a permutagao f para sinalizar diretamente quais semiarestas terao uma
juncao.

Uma 5—coloracao-total ¢ de uma n—grade de a andares para um p—fechamento é

chamada de wvadlida, se:

A cor atribuida por ¢ a semiaresta horizontal vy,- ¢ a mesma atribuida a v(ij1)k—1-,

para 0 < i < a.

e As cores atribuidas por ¢ aos vértices vy, e v(i1)x—1 sdo diferentes, para 0 <i < a.

A cor atribuida por ¢ a i-ésima semiaresta superior é a mesma atribuida a (i —

p)—ésima semiaresta inferior.

A cor atribuida por ¢ ao vértice incidente a i—ésima semiaresta superior é diferente

da cor atribuida ao vértice incidente & (i — p)—ésima semiaresta inferior.

Como exemplo, temos apresentada na Figura 40 uma 5—coloracao-total valida para um
2—fechamento de B(15,3). Com ela pode-se concluir que o grafo circulante Ci5(2,3) é
Tipo 1, pois 0 2—fechamento de B(15, 3) resulta no C'15(2,3). Vemos a 5—coloragao-total
de C15(2,3) obtida a partir de B(15, 3) na Figura 41.
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Figura 39 - Aplicacdo da permutagdo f com o intuito de provar que o p—fechamento de B(n,a) é o grafo

Cr(a,p).
Vo U1 V2 V3 V4 Vs Vg v7
o o [e) o [¢) o o o [¢)
Vg V42 Vk44 V46
o) o [e) o ) o o o [¢)
Vk+1 Vi3 Vk+5 Vk47
Vo V2k4-2 V2k+4 V2k+6
[¢) o o o [¢) o o [¢)
V2k+1 V2k+3 V2k+45 V2k4-7
V3k V3k4-2 V3k+4 V3k4+-6
o o o o [¢) o o ) [¢)
V3k41 V3k4-3 V3k+5 V3k+-7
o o o o [¢) o o o o
o o o o o o o o o
V(a—2)k V(a—2)k+2  U(a—2)k+4  V(a—2)k+6

o
V(a—2)k+1] U(a—2)k+3  V(a—2)k+5  U(a—2)k+T7

V(a—-1)k V(a-1)k+2  U(a—1)k+4  V(a—1)k+6
o o o o o

o
V(a-1)k+1 VY(a-1)k+3 Y(a-1)k+5  V(a—1)k+7

Vo Va V2a, V3aq, V4q Usa V6a, V7a
O O O O O @] O O o
Up Up4-2a Up+tda Up+6a
O O O O O O O o
Up+ta Up+3a VUp+45a Up+7a
V2p V2p+-2a V2pt4da V2p+6a
©] O (O] ) ©] ©] ©] O o
V2p+a V2p+-3a V2p+5a V2p+7a
U3p V3p+2a VU3pt4a U3p+6a
o) o o (@) @) o) o o (@)
VU3p+a V3p+3a V3p4-5a V3p+7a
@] O 0] o ] @] @] O O
0] (0] o] ©] ©] 0] (0] O ]
V(a—2)p V(a—2)p+2a v(a—Z)p+48 v(a52)p+ﬁcz>1 o
V(a—2)p+a V(a—2)p+3a V(a-2)p+5a V(a-2)p+T7a
U(a-1)p V(a—1)p+2a U(a»l)p+4g U(a»l)erGg

o
V(a—1)p+a  U(a-1)p+3a V(a-1)p+5a V(a—1)p+Ta

Fonte: O autor, 2021.

Vi—4 Vi—2
o o e} o o
V-3 V-1
V2k—4 V2k—2
o ) o o) o
V2k—3 V2k—1
V3k—4 V3k—2
o o [¢) o
V3k—3 V3k—1
V4k—4a Vgk—2
o o o [¢) o
V4k—3 V4k—1
o o o [¢) o
o o o [¢) o
V(a—1)k—4 V(ag—1)k—2
o o) o
V(a-1)k-3  V(a—1)k—1
Vak—4 Vak—2
o o o [¢) o
Vak—3 Vak—1

Vg (k—4) Va(k—2)
O O

©]
Va(k—3) Vq(k—1)
Up+ta(k—4) Upta(k—2)
(&} (0} ] O O
Upta(k—3) Upta(k—1)
V2pta(k—4) VU2pta(k—2)
(©] ©] ©] o
V2p+a(k—3) V2p+ta(k—-1)
U3pta(k—4) U3p+a(k—2)
U3pta(k—3 OvSera(k:fl)
(&} o O o] ©]
(&} o] o ©] ©]

U(a—2)p—a(k—4) V(a—2)p—a(k—2)
o (0} ©] o o
U(a—2)p—a(k—3) U(a-2)k—a(k—1)

V(a—1)p+a(k—4) V(a—1)p+a(k—2)
(@] (@] o o o
V(a—1)p+a(k—3) V(a—1)p+a(k—1)



Figura 40 - 5—coloracao-total valida para um 2—fechamento de

B(15,3).
0 2 0 4 3

4 1 3 4 1 2 3 1 2 0 4

Q . Q . ©

2 0 4 0

0 3 3 4 ‘1 2 ‘3 1 ‘4 3 '2 0
1 3 2 4

3 4‘ 2 '0 1 .2 4 s 1 '0 3
0 4 3 0 2

Fonte: O autor, 2021.

Figura 41 - 5—coloragio-total de C15(2, 3).

Fonte: O autor, 2021.
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Uma 5—coloracao-total de uma n—grade de a andares é chamada de totalmente
vdlida se existe uma 5—coloragao-total valida para qualquer p—fechamento, onde p € Z.

Sejam duas 5—coloragoes-totais validas ¢ e ¢’ das n—grade de a andares e m—grade
de b andares para um p—fechamento. Dizemos que ¢ é compativel com ¢’, se a colagem
horizontal e colagem vertical entre B(n,a) e B(m,b) resultam em uma 5—coloragao-total
valida. Quando ¢ e ¢’ resultam em uma 5—coloracao-total valida apenas com a colagem
vertical de B(n,a) com B(m,b), falamos que ¢ é compativel verticalmente com ¢’ (a
defini¢do é andloga para a colagem horizontal).

Temos como exemplo que B(10,2) ndo tem 5—coloragao total valida e compativel
verticalmente. De fato, note que B(10,2) com um 3—fechamento tem como subgrafo o
grafo de Petersen generalizado G(5,1) na Figura 34a. Se existisse uma 5—coloragao-total
valida compativel verticalmente, as arestas vgv7, vovg, V4v1 € vgv5 teriam a mesma cor,
isto é, formariam um emparelhamento maximal (e perfeito), isto implicaria que o grafo
G(5,1) é Tipo 1, uma contradigao.

Veremos também que toda 5—coloragao-total vilida de B(n,a) é compativel hori-

zontalmente como indica o seguinte lema.

Lema 7. Seja p um inteiro positivo tal que 0 < p < k — 1, se B(n,a) possui uma
5—coloragao-total vdlida para um p—fechamento, entio para qualquer X\ > 1, B(nA, a)

também possui uma 5— colorag¢do-total valida para um p—fechamento.

Demonstragio. De fato, suponhamos que B(n,a) tem uma 5—coloragao-total vélida para
um p—fechamento, denotemos por ¢. Provemos que ¢ é compativel horizontalmente
consigo mesma, isto é, que apos a colagem horizontal com A cépias esta coloracao mantém-
se valida. Note que, pelo fato de ¢ ser valida, tem-se que nao ha conflito de cor na
colagem da cépia de B(n, a) consigo mesma, pois por definigao a cor atribuida a semiaresta,
horizontal a esquerda é igual a cor atribuida a semiaresta horizontal a direita, assim
como os vértices respectivos tém cores diferentes. E também, note que a cor atribuida
a (i — p)—ésima semiaresta inferior de B(n,a) é a mesma cor atribuida a (i — p)—ésima,
semiaresta inferior de B(An, a), deste fato, para cada i—ésima semiaresta superior, temos
que as (i — p)—ésimas semiarestas inferiores tém mesma cor e seus respectivos vértices
incidentes, cores diferentes. Conclui-se que B(An, a) possui uma 5—coloragao-total vélida

para um p—fechamento. O

Uma consequéncia importante com o uso dos dois lemas anteriores é que ao de-
terminar se um grafo é Tipo 1, estamos provando que infinitos outros grafos da familia

também sao Tipo 1.

Teorema 18. Seja n miiltiplo de a, mdc(a,b) =1 eb < [§]. Se Cy(a,b) € Tipo 1, entdo
para qualquer \ inteiro positivo Cy,(a,b) é Tipo 1.

Demonstrag¢io. Suponhamos que C),(a,b) é um grafo Tipo 1, entdo pelo Lema 6, B(n,a)

para um b—fechamento possui uma 5—coloragao total valida, pois esta operagao resulta
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em C,(a,b). Pelo Lema 7, para qualquer A inteiro positivo, tem-se que B(An,a) possui
uma 5—coloragao total valida para um b—fechamento, portanto ao realizar esta operagao

para B(An,a), tem-se que Cy,(a,b) é Tipo 1. ]

Teorema 19. O grafo circulante 4—reqular C,,(2k,3) é Tipo 1 para cada k > 1 e n tal

que n = (8u + 6A\)k para inteiros nao negativos j e .

Demonstragio. No caso que Crs,r6xnk(2k, 3) é conexo a prova segue da seguinte forma:
Facamos as 5—coloragoes totais vélidas para 3—fechamento de B(8,2) e B(6,2)
de forma que ambas as coloragoes sejam compativeis horizontalmente entre si e sejam

compativeis verticalmente com elas mesmas.

Figura 42 - B(8,2) e B(6,2)

4 4 4
4l 4] 4] 4
o0 3] 2 13 lo1l2 o 0 1y 2 W01 12 0
1 0 2 3 3 3 3
2 0/l 3 |21 130 11 2 2 0l 1 120 11 2
4l 4| 4] 4 4 4 4
(a) B(8,2) (b) B(6,2)

Fonte: O autor, 2021.

A consequéncia desta coloracao e pelo auxilio do Lema 7 é que para cada k > 1,
podemos definir duas 5—colorac¢oes-totais validas para um 3—fechamento compativeis
entre si, uma para B(6k\,2k), denotada por ¢ e outra para B(8kpu,2k), denotada por
Y, onde p e A sdo inteiros nao negativos. Como podemos obter C,(2k,3) pela colagem
horizontal de uma 6kA—grade de 2k andares e com uma 8ku—grade de 2k andares e
realizando em seguida o 3—fechamento de B(8ku + 6k, 2k), temos que a afirmacao esta
provada.

Vamos definir uma 5—coloragao-total ¢ com as cores 0,1,2,3,4 para B(6kA, 2k),
apresentada na Figura 43.

Para 0 <i <2k e <7 <3\ tem-se:

e As semiarestas verticais:
o(vj+) = P(vk—1)3r+j) =4 (2)
e As semiarestas horizonais:

0, se ¢ ¢ par
P(vian)') = (V1Y -17) = (3)
2, se i é impar
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2%k—1
o Os vértices U Vi:
i=0

2j+1 mod 3, se é par
¢(Ui(3,\)+j) = (4)
27 mod 3, se ¢ é impar

2%k—1
e As arestas em | EF, para j # 0:
i=0

2(j—1)+2 mod 3, seié par
¢<Ui(3A)+j—1Ui(3>\)+j) = (5)
2(j—1)4+1 mod 3, se i é impar

2%h—2
e Asarestasem U E):
=0

1=

3, se i é par
P(ViaN) +5 V(1) (BN +5) = (6)
4, se 1 é impar

Agora, vamos definir uma 5—coloragao-total ¢ com as cores 0, 1,2, 3,4 para B(8ku, 2k),
apresentada na Figura 44:
Para 0 <11 <2k e 0 <5 < 4u tem-se:

e As semiarestas verticais:
V(v;r) = Y(ver-1)ap+;) =4 (7)
e As semiarestas horizonais:

0, se 7 é par
¢(Ui(4u)') = ¢(U(i+1)(4u)71‘) = (8)

2, se ¢ é impar

2k—1
e Os vértices | Vi:
i=0

0,se(2éparej=3 mod4)ou(téimparej =0 mod4
1, se(zéparej=1 mod4)ou (i éimparej =3 mod4

( ) ou (
¢(Ui(4u)+j) = ( ) (
( ) ou (
( ) ou (

2,se(iéparej=3 mod4)ou(iéimparej=1 mod4

~—  ~—  ~—

3,se(iéparej=0 mod4)ou(iéimparej =2 mod4
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Figura 43 - 5—coloracao-total valida e compativel de B(6k\, 2k).
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Fonte: O autor, 2021.

Figura 44 - 5—coloracio-total valida e compativel de B(8kpu, 2k).
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Fonte: O autor, 2021.
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2%k—1
e As arestas em |J EF, para j # 0:
i=0

0,setéparej=3 mod4

e . ) ,se(iéparej=3 mod4)ou (i éimparej=2 mod 4)
i(4p)+i—1Vi(4p)+5) =
2, setéparej=1 mod4

3,se(iéparej=2 mod4)ou(iéimparej=1 mod4)

(10)
2%k—2
e Asarestasem U E):
=0
0,seiéparej =1 mod4
1, seiéparej =0 mod4
¢(Ui(4u)+jv(i+1)(4u)+j) =32,setéparej =2 mod4 (11)

3,setéparej =3 mod4

4, se ¢ € impar

Conclui-se que as 5—coloragoes-totais validas ¢ e 1 dos semigrafos B(6k), 2k) e
B(8kpu, 2k), respectivamente, por serem compativeis (tanto verticalmente como horizon-

talmente) entre si, possibilitam na 5—coloragao total do grafo C,(2k, 3).

Figura 45 - 5—coloracio total valida para 1—fechamento de B(6,2).

Fonte: O autor, 2021.

Caso contrario, isto é, quando C(s,+exnk(2k,3) é desconexo, temos que k = 0
mod 3. Neste caso, denote k = 3a. Note também que Cgyi6x)34(3,6) é composto por
3 copias do grafo Cguier)a(l, 2a). A coloragao segue o mesmo raciocinio anterior, porém

temos os casos que i # 0 ou u = 0. No primeiro caso, usa-se a colagem entre B(8kpu, 2k) e
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B(6kA, 2k), com coloragoes ¢ e p, respectivamente, donde a colagem entre ambos resultam
em uma 5S5—coloracdo total valida para 1—fechamento. No segundo caso, note que a
coloragao 1 em B(6,2) nao é valida para 1—fechamento. Logo, ajustaremos a coloragao
de 1 usando como base a H—coloragao total valida para 1—fechamento apresentada na
Figura 45. Esta coloragao é compativel verticalmente consigo mesma, sendo assim possivel

definir a coloragao total valida para 1—fechamento de B(6k\, 2k). Isto finaliza a prova.
m

Como exemplo, temos uma aplicacdo deste teorema para o caso do grafo conexo
(14(2,3). Neste caso, tem-se que & = 1 e a coloragdo do semigrafo B(14,2) é obtida
através da colagem horizontal de B(6,2) com B(8,2) coloridos (definidos por ¢ e 1),
apresentados na Figura 46 (onde os vértices na figura ja estao permutados para adjacéncia
de um grafo circulante). Esta coloracao é vélida para um 3—fechamento, isto é, a jungao
das semiarestas horizontais vy com vg- € v7- com vy3- €, também a juncao das semiarestas
verticais Vp+ COM V11+, U1+ COIM V19+, U2+ COIM V13-, VU3z- COIM U7+, Uy COIN Vg, VUz+ COI UVUg- €
vg- com v1p- ndo trazem conflito. Assim, obtemos o grafo C14(2,3) com uma 5—coloragao

total, apresentado na Figura 47.

Figura 46 - O semigrafo B(14,2).

4 4 4 4 4 4 4

O 1] 2 01 |2 0 3, 2 13 01 |2 0
3 3 3 1 0 2 3

2 0 1 0 2 o 3 21 30 [1 2
4 4 4 4 4 4 4

Fonte: O autor, 2021.

Como para quaisquer inteiros positivos p, A tem-se que 4u + 3\ # 5 entdo (8 +
6A)k # 10k. Para k = 1, tem-se que, por exemplo o grafo Co(2,3) ndo estda abrangido
neste teorema. Porém por meio de forca bruta é possivel encontrar a 5—coloracao total

deste, apresentado na Figura 48.
Corolario 2. O grafo circulante C,(2,3), para n par e n > 6 é Tipo 1.

Outra consequéncia esta na coloragdo do caso desconexo, isto é, para e A inteiros
positivos, tem-se que o grafo Cs,texk(1,2k) é Tipo 1. Este fato para k& = 1 resulta em
uma poténcia de ciclo, para a qual Campos [27] j& determinou o niimero cromético total.

Sabe-se pelo Teorema 15 que Cg,(1,k) é Tipo 1, para k = 1 mod 3 ou k = 2
mod 3 com k < 3n. Logo para quando £ = 0 mod 3 nao se sabe seu niimero cromatico
total. O uso do Teorema 19 no caso desconexo, possibilita para o caso p = 0, concluir o

seguinte corolario.
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Figura 47 - Grafo C14(2,3) com 5 cores.

1 2 3
(a) O grafo C14(2,3) na forma usual (b) O grafo C14(2,3) com o subgrafo G(7,1).

Fonte: O autor, 2021.

Figura 48 - 5—coloracio total de C19(2, 3)

Fonte: O autor, 2021.
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Corolario 3. Para k par e n # 5k, os grafos Cs,i(1,k) sao Tipo 1.
Teorema 20. Os grafos Cs,(1,3) sdo Tipo 1, exceto C12(1,3) que é Tipo 2.
Demonstragio. A prova é realizada em trés casos.

Figura 49 - 5—coloracao total vdlida para um 1—fechamento de B(9,3), B(21,3) e B(15,3).

4 4 4 4 2 4 2 2 4 3 4 0 1 2 3
2 1] 32 13 2 2 1, 300 1 30 Q13 01 [30 4 2 2 o) 31 42 o3 1 J4

0 0 0 0 4 4 2 1 1 2 3 4 0
4 3l 1.4 31 4 4 2] 13 04 3 121 301 3 10 4 4 2| 03/ 14l 20/ 3 |1

2 2 2 3 2 1 0 2 4 2 3 4 0 1 2
10l 31 03 1 14l 0 1l 3 0L 4 1l 3 0l 12 0 (3 1 1 4l 20l 31| 42/ o I3

3

4 4 4 2 4 2 2 4 4 0 1 2 3 4

(a) B(9,3) (b) B(21,3) (c) B(15,3)

Fonte: O autor, 2021.

e Paran =0 mod 3:

Note que existe uma 5—coloragao total vilida para um 1—fechamento de B(9,3),
apresentada na Figura 49a. Pelo Lema 7, tem-se que existe uma 5—coloracao valida
para 1—fechamento de B(9),3), donde n = 3. Portanto, possui uma 5—coloragao

total para Cs,(1,3) com n =0 mod 3.

e Paran =1 mod 3:

Provemos agora que C3,(1,3), para n = 1 mod 3, com n # 4 é Tipo 1. Para
tal, apresentamos uma 5—coloragao total valida para 1—fechamento de B(21,3),

apresentada na Figura 49b.

Note também que as coloragoes entre B(21,3) e B(9,3) sdo compativeis horizon-
talmente, pois a colagem de B(21,3) com B(9,3) coloridos nao traz conflitos para
1—fechamento. Logo, podemos realizar a colagem de forma recursiva ao ponto de
gerar uma 5—coloragao total valida para 1—fechamento de B(21 + 9\, 3), donde
n =1+ 3(A+ 2). Portanto, C3,(1,3) é Tipo 1, paran =1 mod 3 e n # 4.

e n =2 mod 3: Analogamente ao caso anterior, note que pelo Teorema 14, Ci5(1, 3)
é Tipo 1. Portanto, existe uma 5—coloracao total valida para 1—fechamento de

B(15,3), apresentada na Figura 49c.

Analogamente, as coloragoes entre B(15,3) e B(9,3) sao compativeis horizontal-
mente, pois a colagem de B(15,3) com B(9,3) coloridos nao traz conflitos para
1—fechamento. Logo, podemos realizar a colagem de forma recursiva ao ponto de
gerar uma H—coloracao total vélida para 1—fechamento de B(15 + 9),3), donde
n =2+ 3(A+1). Portanto, Cs,(1,3) é Tipo 1, para n =2 mod 3.
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Por fim, mostraremos que Ci5(1,3) é Tipo 2. Para tal, mostraremos que para qual-
quer coloragao harmoénica deste grafo, ndo havera uma coloragao total. Primeiramente,
seja i; o nimero de vértices coloridos com a cor ¢;, note que toda coloragao harmonica
deve respeitar a seguinte condicao: i; =iy = i3 = iy = i5 = |V(C12(1,3))| mod 2.

Portanto, tem-se que i; < 6, onde j € {1,2,3,4,5} pois o conjunto independente
méximo é 6. Suponhamos que para algum k € {1,2,3,4,5} tem-se que i, = 6. Entao a
menos de alguma rotacao, existe uma tunica coloracao para cg, representada em vértices
cinzas e suas arestas incidentes de forma pontilhada, significando que estas arestas nao
poderao ter a cor ¢ A Figura 50 ilustra essa situagdao. Note que nenhuma aresta do grafo
podera ser colorida com a cor ¢, pois cada vértice nao colorido terd como vizinhos 4
vértices com a cor ¢;. Logo todas as arestas incidentes a este vértice ndo poderao ter cor
ci. Conclui-se que nao pode existir uma 5—coloragao total com 7 = 6.

Se para algum k € {1,2,3,4,5} tem-se iy, = 4, a coloragao de ¢, poderd ocorrer de
3 formas, ou quando ha 2 vértices coloridos no ciclo vgv3vgv9Uy, ou quando ha 1 vértice
colorido neste ciclo, ou quando ha nenhum vértice colorido neste ciclo.

No primeiro caso a coloragao ocorre de 4 formas, no segundo caso caso ocorre de 4

formas também e o tltimo caso ocorre de forma unica, todos apresentados na Figura 50.

Figura 50 - Todos os casos considerados para coloragdo harménica de Ci5(1,3).

Fonte: O autor, 2021.

De qualquer forma, teremos ao menos uma das contradigoes.

1. Havera algum vértice onde todos os vizinhos tem cor ¢, como no caso anterior e

assim nenhuma de suas arestas incidentes podera ter essa cor.

2. A componente restante (de arestas ndo pontilhadas) tem emparelhamento maximo
de tamanho 2, impossibilitando todos vértices que nao tém cor ¢, de terem ao menos

uma aresta incidente de cor c¢y.

Portanto, neste caso nao podera existir uma 5—coloragao total para Cis(1, 3).
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Dessa forma, nao existe coloracao harmonica com 7, = 6 ou i = 4 que nao resulte

em uma das contradi¢des. E assim concluimos que nao existe uma 5—coloracao total para
012(1, 3) .
O

Apresentamos a 5—coloragao total do C5(1, 3) na Figura 51, como um exemplo.

Figura 51 - 5—coloracao total de Ci5(1,3).

4 4 4 : 4 4 4
|
2 1 32 1 3 2 1 32 1 /3 2
0 0 0o 0 0 0
4 3 14 31 4 3 14 31 4
|
2 2 2 | 2 2 2
1 o 31 0 3 1 o 31 03 1
I
|
4 4 4 | 4 4 4

(a) b—coloragao total vélida de B(18,3) para
1—fechamento.

(b) Representagdo de C15(1,3) com grafo (c) C45(1,3) na sua representagdo usual.
Prisma G(6,1) como subrafo.

Fonte: O autor, 2021.

Teorema 21. Para qualquer X\ inteiro positivo e k =0 mod 3, os grafos Csxg(1,k) sao
Tipo 1.

Demonstragdo. Para k par e multiplo de 3 ja esta provado, conforme o Coroléario 3. Fa-
gamos a prova para o caso em que k é impar e multiplo de 3.
Observe a 5—coloragao total véalida para 1—fechamento ¢ de B(9,3) apresentado

na Figura 49a. Note que ¢ nao é compativel verticalmente consigo mesma, pois ¢(vy) =
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p(vg) = 3, isto é, teremos dois vértices adjacentes de mesma cor ap6s a colagem. Definimos

Y como a 5—coloragao total valida para 1—fechamento de By(9,3), uma cépia de B(9, 3):
o (vg) =3, Y(vov1) = 1, Y(viva) = 3, Y(v2) = 1;
o Y(v3) =1, ¥(vsve) =3, Y(vavs) = 1, P(vs) = 3;
o (vg) =3, Y(vgvr) = 0, Y(vrug) = 3, Y(vg) = 0.

Assim temos que ¢ e ¥ sao compativeis verticalmente.
Fagamos entdao o processo de atribuir a colora¢ao ¢ a B;(9,3) quando i é par e 9
quando ¢ é impar, onde 0 < ¢ < % — 1. Portanto, no processo de colagem vertical entre

By(9,3), B1(9,3), ..., B§_1(9, 3), respectivamente, nao havera conflito de cor. Resultando

k k

3 3

em uma 5—coloracao total valida para 1—fechamentode B(94+9+ ... + 9,3+ 3+ .... + 3) ~
B(3k, k). Concluimos que Csi(1,k) é Tipo 1. Além disso, pelo Teorema 18, temos que

para qualquer A inteiro positivo, Csyg(1, k) é Tipo 1, o que completa a prova. O

Sabe-se pelo Teorema 10 que C7(1) ~ C7 é Tipo 2 e pelo Teorema 17 que C7(1,2)
é Tipo 2. Veremos a seguir, que este fato continua ocorrendo para C7(1,3).
Com o estudo do Teorema 6 exposto na Introdugao, podemos provar que C7(1, 3),

apresentado na Figura 52, é Tipo 2.

Teorema 22. O grafo C7(1,3) é Tipo 2.

Figura 52 - Grafo C7(1,3).

(a) C7(1,3) com 6 cores (b) e € E1(C7(1,3)) é (c) e € E5(Cr(1,3)) é
emparelhada emparelhada

Fonte: O autor, 2021.

Demonstrag¢io. Suponha por absurdo que C7(1,3) possui um emparelhamento maximal
14

de tamanho no maximo L5 = 2. Se emparelharmos uma aresta e € E,(C%(1, 3)), entao
restard uma componente conexa com 7 possiveis arestas a serem emparelhadas (Figura

52b, com e = v4v5 como exemplo). Tomando qualquer outra aresta desta componente
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para o emparelhamento, tem-se que este nao serd maximal, logo |M| > 2. De maneira
andloga, ao emparelharmos a aresta e € Ey(C7(1,3)), restara uma componente com um
vértice de grau 4 e seus vértices adjacentes com grau 2, como é visto na Figura 52c¢, onde
e = vyu; como exemplo. Deste modo, emparelhar qualquer aresta resta sempre uma aresta
nao emparelhada. Assim, concluimos que |[M| > 2, contradigdo. A Figura 52a ilustra uma

coloragao de C7(1,3) com 6 cores, o que encerra a prova. O

Encerramos este capitulo com as informacgoes sobre a divulgacao dos resultados.
O Teorema 19 foi aceito para apresentacao oral no ETC? do CSBC 2020 e o Teorema
22 foi aceito para apresentacao de poster no LATIN 20202 e por fim foram submetidos
os resultados dos Teoremas 17 ao 20 para o LAGOS 2021% com posterior publicacdo no

Eletronic Notes in Theorical Computer Science.

2V Encontro de Teoria da Computacdo, link: <https://sol.sbc.org.br/index.php/etc/article/view/
11095>

3 14 Latin American Theoretical Informatics Symposium

4 9th Latin and American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium
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CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Nesta dissertacao, apresentamos um estudo detalhado sobre os resultados existen-
tes sobre o problema de coloracao total na classe dos grafos circulantes e desenvolvemos
novos resultados para contribuir com o estado da arte deste tema.

No Capitulo 1, exibimos os resultados existentes, valendo ressaltar que todos os
grafos circulantes cubicos tiveram seus ntmeros cromaticos totais determinados, bem
como todos os membros de duas subfamilias de circulantes 4—regulares. Ainda neste
capitulo, citamos alguns problemas em aberto que conseguimos contribuir e ainda serao
tépicos de nosso interesse.

No Capitulo 2, criamos técnicas que nos possibilitaram provar que todos os mem-
bros de trés familias infinitas de circulantes 4—regulares sao Tipo 1, e apresentamos a
prova de que um grafo circulante 4—regular é Tipo 2. Estes resultados contribuiram com
a conjectura de 2008 de que todos os circulantes 4—regulares sao Tipo 1, exceto por uma
quantidade finita de grafos que sao Tipo 2.

A Tabela 1 apresenta o estado da arte no tema (onde ha as contribuigoes deste
trabalho grifados em cinza), através da classificacao dos circulantes quanto ao seu nimero
cromatico total. Dentre os grafos circulantes C,(a,b) com 1 < a < b < |n/2] sabemos
que existe muitos que sao Tipo 1 e que conhecemos trés (Cr(1,2), Cs(1,3) e Cia(1,3))

que sao Tipo 2. Isto nos leva a conjecturar o seguinte:

Conjectura 4. Os grafos circulantes Cy,(a,b) com 1 < a <b < |n/2] sio Tipo 1, exceto

para uma colegdo finita Tipo 2.

Para o futuro

Temos as seguintes ideias para o futuro:

e Determinar o niimero cromatico total de C,,(a, b), verificando se é vélida a conjectura

que pPropomos.
e Determinar o nimero cromatico total de C),(ay, ag, ..., ax) para k > 2.

e Investigar a conjectura das poténcias de ciclo proposta por Campos em 2006 e

verificar se esta pode ser estendida a alguma classe de circulantes.
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Tabela 1 - Estado da arte.

¢ pow () =y (% ‘1)™8D TG BUO109],
"OLIRIJUOD 0SB VAU (g7)“H (g eWoI09],
1<y2y(y9+rg) =u (€ 48)"0 6T PUIDIOAT,
(800¢ ‘[62] TS0y, o eynouusyy)
cpowr g=ynogpow =y (3°1)"9) G] BWDIO],
(8002 ‘[6¢] Tudog, & gynouuary)
G pow ¢ =3 N0 G pow g =y (1D)"D JT BUIDIOA],
0PI OP BIOUYIO] (900 ‘[Lg] sodure))
"OLIRIUOD 0SBD L F£u (Z1)"O Q] BUIAIO],
oo1qn) (700 ‘[9] zyruway] o uneUIRY)
(6°2)*TD1 # (u'P)"%D)
o Ted o w
wp=p
OLIRIJUOD 0SB ‘(u‘p)opur = (u‘p)“enH ©T BUIDI0],
0391dwod opryredig (9661 ‘[9] dex)
u > ¥ onb ey
redwr 1oreur o 9 y (3 e 1)) 6 W10,
ojorduon) (9661 ‘[9] dex)
"OLIRIJUOD 0SB redwr o u ([z/u]“‘ec'1)“D Q BUWAIOI]T,
OpID) (9661 ‘[9] dex)
"OLIRIJUOD 0SB cpowr )=u (1) (T BWLI0],
¢ odig, 1 odig, SIUR[NOIID SOJRIL) RIDUQIDJOY] / RWSIOA],

Legenda: Denotamos (C10(2,5) para [ copias de C19(2,5).

Fonte: O autor, 2021.
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APENDICE A - Producdes académicas.

Neste apéndice veremos na integra as producoes obtidas dos resultados do Capi-
tulo 3.

e Resumo intitulado “On total chromatic number of circulant graphs” aceito no Latin
American Theoretical Informatics 2020 (LATIN 2020), apresentado oralmente no
LATIN e publicado nos anais em forma de poster (Figura 53).

e Resumo intitulado “A result on total coloring of circulant graphs” apresentado oral-
mente no evento satélite V Encontro de Teoria da Computagao do XL Congresso
da Sociedade Brasileira de Computacao e publicado nos anais em forma de resumo

estendido.

e Poster exibido no 9th Latin American Workshop on Cliques in Graphs (LAWCG
2020) apresentado na Figura 54.

e Artigo completo intitulado “On total coloring of 4—regular circulant graphs” aceito
a conferéncia internacional XI Latin and American Algorithms, Graphs and Optimi-
zation Symposium (LAGOS 2021), com resultado previsto para o dia 15 de fevereiro
de 2021.
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Abstract. In this work we investigate the total chromatic number of
circulant graphs C), (1, {gD We present some previous results about
the total coloring and prove that the graph C7(1,3) is Type 2.

Keywords: total coloring - circulant graph - regular graph

1 Introduction and main result

A E-vertex coloring of a graph G is an assignment of &k colors to the vertices of
G so that adjacent vertices have different colors. The chromatic number x(G) is
the smallest k& for which G has a k-vertex coloring. A k-edge coloring of a graph
G is an assignment of colors to the edges so that adjacent edges have different
colors. The chromatic index Xx'(G) is the smallest k for which G has a k-edge
coloring.

Total colorings combine the vertex and edge colorings by coloring both ver-
tices and edges of a graph G so that adjacent elements (vertices and edges) have
different colors. A k-total coloring of a graph G is a total coloring that uses k
colors, and the total chromatic number x”(G) is the smallest k for which G has a
k-total coloring. The Total Coloring Conjecture (TCC) was proposed by Vizing
and Behzad [1] and states that for any simple graph G, x"(G) < A(G) + 2,
where A(G) is the maximum degree of G.

The TCC implies that for any simple graph G, x”(G) = A(G) + 1 and in
this case we say that G is Type 1; or x”’(G) = A(G) + 2 then G is said to be
Type 2. The TCC was verified for several classes of graphs.

A circulant graph C,,(d1,dsa,- - ,d;) has vertex set V = {vg,v1, -+ ,Vn-1}

!
and edge set E(G) = | Ei(G) where E;(G) = {ef,eh, -~ ,e},_1} and e} =
=1

=
(Vj,Vj+d; mod n)- An edge of E;(G) is called edge of length d;. Khennoufa and
Togni [3] proved that all members of infinite families of circulant graphs are
Type 1.

The main goal of this current work is to determine the total chromatic number

of all circulant graphs C), (1, {%J ) It is well known by Chetwynd [2] that when

n is even the graph is Type 2. So, we focus on the odd case.

* Supported by CAPES and CNPq



2 Mauro Nigro Alves Junior and Diana Sasaki

For n = 5, the circulant graph C5(1,2) is the complete graph K5 that is
Type 1. We prove that C7(1,3) is Type 2, by using the following theorem to
prove that this graph does not have any 5-total coloring.

Theorem 1. If a k-regular graph G does not have maximal macthing of maxi-

E
mum lenght L@——JlJ , then does not exists (k + 1)-total coloring of G [4].

Theorem 2. The graph C7(1,3) is Type 2.

Fig. 1. The graph C7(1,3) with a 6-total coloring.

14
Proof. Suppose that C7(1,3) has a maximal matching M of lenght {gJ = 2.

If an edge e in the cycle vyvy - - - vyv; belongs to M, then we have a connected
component with 7 edges and 5 vertices to match. In any case, we do not have a
maximal matching of lenght 2. If an edge e = v;v;+3 mod 7 € M, then we have a
connected component with an edge having 6 adjacent edges, and following that it
remains 2 edges to obtain a maximal matching (of lenght 3). Then C7(1,3) does
not have a maximal matching of lenght 2. Since the graph has a total coloring
with 6 colors (Figure 1), it is Type 2. O

2 Future Work

The goal of this work is to determine the total chromatic number of infinite
families of circulant graphs, contributing to the Total Coloring Conjecture and
to the state of the art in this area.
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A result on total coloring of circulant graphs
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Abstract. In this work we determine that all members of an infinite family of
4-regular circulant graphs are Type 1.

Resumo. Neste trabalho, nos provamos que todos os membros de uma familia
infinita de grafos circulantes 4-regulares sdo Tipo 1.

1. Introduction

Total colorings combine the vertex and edge colorings by coloring both vertices and edges
of a graph G so that adjacent elements (vertices and edges) have different colors. A k-total
coloring of a graph G is an assignment of & colors to the elements of GG such that adjacent
elements have different colors. The total chromatic number y”(G) is the smallest integer
k for which G has a k-total coloring. Clearly, x”(G) > A + 1, and the Total Coloring
Conjecture (TCC) states that for any simple graph G, x”(G) < A + 2, where A is the
maximum degree of G [Behzad 1965, Vizing 1968]. Graphs with x"(G) = A(G) + 1 are
said to be Type 1, and graphs with x”(G) = A(G) + 2 are said to be Type 2. The TCC
has been verified for several classes of graphs.

A circulant graph C,,(dy,d,--- ,d;) with 1 < dy < --- < d; < | 5] has vertex
set V.= {vo,v1," -+ ,vu—1} and edge set B = U._, E; where E; = {e},el,--- e}
and €5 = (vj,vj;q4,) Where the indices of the vertices are considered modulo n.

An edge of E; is called edge of length d;. Examples of circulant graphs include
the cycle graphs C,, ~ C,(1) and the complete graphs K, ~ C,(1,2,---,[%]),
and their total chromatic number are well known [Yap 1996]. Furthermore, the to-
tal chromatic number of the cubic circulant graphs (which are of the form Cy,(d, n))
was determined in 2004 [Hackmann and Kemnitz 2004]. The well known Mobius
Ladder graphs are the cubic circulant graphs Cy,(1,n), and they are known to be
Type 2 [Chetwynd and Hilton 1988]. In 2008, it was proved that every 4-regular circulant
graph, for any positive integer p, C5,(1, k) is Type 1 for k < 5p/2 with k = 2 mod 5
or k =3 mod 5; and Cg,(1,k) is Type 1 forp > 3 and k < 3p with £ = 1 mod 3 or
k =2 mod 3 [Khennoufa and Togni 2008].

Another infinite family of circulant graphs which have been extensively studied
in the literature is the power of cycles, denoted by C*, and consisting of a cycle C,, with
additional edges between any pair of vertices of distance at most k. It was conjectured
that CF, with 2 < k < [n/2], is Type 2 if and only if n is odd and k < n/3 — 1
[Campos 2006]. This implies that for each £ > 2, there is a finite number of Type 2
graphs. This conjecture has been proved when k£ = 2 and in the same work, she proved
that the TCC holds for n even and for C3 and C! [Campos 2006]. Recently Campos’

conjecture has been proved for C2 and C?? [Zorzi 2019].

In this work, we determine the total chromatic number of another family of cir-
culant graphs. The technique uses total colorings of the well known Ladder graphs, also



named as Prism graphs G(n, 1). For these graphs it was proved that they are all Type 1,
except for G(5, 1) which is Type 2 [Chetwynd and Hilton 1988].

2. Preliminaries

A semigraph is a triple B = (V, E, S) where V is the set of vertices of B, FE is a set of
edges having two distinct endpoints in V', and S is a set of semiedges having one endpoint
in V. We denote an edge having endpoints v and w by vw and a semiedge having endpoint
v as v-. When vertex v is an endpoint of e € E U S we say that e is incident to v. Two
elements of £/ U S incident to the same vertex, or two vertices incident to the same edge,
are called adjacent. In this work, we are mainly interested in graphs and semigraphs such
that there are exactly four elements (edges and/or semiedges) incident to every vertex.
These are called 4-regular graphs and 4-regular semigraphs, respectively. Notice that a
k-total coloring of a semigraph B is an assignment of k colors to the edges, semiedges
and vertices of B such that adjacent elements have different colors.

Every 4-regular circulant graph is denoted by C),(a,b), with 1 < a < b < n/2.
We investigate the circulant graphs that are a subclass of the class of graphs C,,(a,b),
with a mutiple by n or b multiple by n. All graphs of this class have the Ladder graphs
G(%,1) (or G(%, 1)) as a subgraph (see Figure 1). We use appropriate total colorings pre-
viously obtained for this class [Chetwynd and Hilton 1988] to construct 5-total colorings
of Theorem 1.

Yo Vo

Vg Vg

Figure 1. The 4-regular circulant graphs Cs(2,3) and C0(2,3) with the Ladder
graphs G(4,1) and G(5, 1) as subgraphs, respectively.

3. An infinite family of Type 1 circulant graphs

The main result of this work is presented below.

Theorem 1. Let C,,(2k, 3) be a 4-regular connected circulant graph. The graph C,,(2k, 3)
is Type 1 for n = (81 + 6\)k, with k > 1 and non-negative integers [ and \.

Sketch of proof. Since the considered circulant graph on 2n vertices consists of the Lad-
der graph on 2n vertices as a sugraph plus a set of independent edges, by using an optimal
total coloring of the Ladder graph and one new color for the independent set of edges, we
obtain the desired total coloring. The technique applied to obtain the total colorings is to
construct the circulant graphs by making operations between semigraphs with compatible
total colorings. Consider the semigraph B(n,a) with a multiple by n, set n = a - k as
follows.



e The vertices of B(n,a) are:
a—1

V=UV,withV, ={vpit; | 0 < j <k}
i=0
e The edges of B(n,a) are:
a—1 a—2
E = (U EZC) U (U EZR>,Wlth Elc = {Uk~i+j—lvk-i+j | 1 S ] < k}eEZR =
i=0 i=0

{ikr V41 hts | 0 < J < K}
e The semiedges of B(n,a) are partitioned into two classes, called vertical

semiedges and horizontal semiedges:

(¢) Vertical semiedges: {v;- | 0 < ¢ < k} U {v_1)4ti- | 0 < i < k}, where the sets
are called top semiedges and bottom semiedges, respectively, and for 0 < i < £,
v;- 1s the i-th top semiedge and v(,_1).54;- 1s the i-th bottom semiedge.

(ii) Horizontal semiedges: {v;- | 0 < i < a} U {vit1)k-1-| 0 < i < a}, where the
sets are called left semiedges and right semiedges, respectively.

In the following, we present additional definitions and operations that will be used
in the construction of total colorings. Given two semiedges x- and y-, the junction of x-
with y- means replacing x- and y- by an edge xy. The vertical merge between B(n, a) and
B(n, b) is the semigraph B(n+m, a+b) obtained by the junction of the bottom semiedges
of B(n, a) with the top semiedges of B(m, b), that is, the junction of v(,_1).54;- of B(n, a)
with v;- of B(m, b), for0 < i < k. The horizontal merge between B(n, a) and B(m, a)
is the semigraph B(n + m, a) obtained by junction of the right semiedges of B(n, a) with
the left semiedges of B(m,a), that is, the junction of v;;- of B(n,a) with v(;11).,_1- of
B(m,a), for 0 < i < a. Finally, the p-closure of B(n,a) is the graph obtained by the
junction of the following semiedges: (z) the left semiedges with the right semiedges, that
is, for each 0 < @ < a, the junction of v;.;41- With v(;;1).;-; and (i2) the top semiedges with
the bottom semiedges, that is, the junction of each i-th top semiedge with the (i — p)-th
bottom semiedge (the positions are taken modulo k).

We construct 5-total colorings of the investigated class of graphs by using 5-total
colorings of appropriate copies of semigraphs B(6, 2k) and B(8,2k). For each k > 1, by
merging semigraphs B(8, 2k) with semigraphs B(6, 2k) (or with copies of the same one)
with 5-total colorings and making the closure of the resulting semigraph in a way that the
colorings do not conflict in the process, we construct all circulant graphs of Theorem 1
with a 5-total coloring. Figure 2 presents a 5-total coloring of Cs(2, 3) and the semigraph
B(8,2) with a 5-total coloring. By making the 3-closure of this semigraph, we obtain the
graph Cg(2, 3).

Figure 2. Graph Cs(2, 3) with a 5-total coloring by using the semigraph B(8, 2).



Another example is presented in the following. By merging semigraphs B(8,2)
and B(6,2) and by making the 3-closure of the resulting semigraph with a 5-total color-
ing, we obtain the graph C}4(2, 3) with a 5-total coloring, presented in Figure 3. [l

4 4 4 4 4 4 4
0 3 2 1 3 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0

1 0 2 3 3 3 3
2 0 3 2 1 3 0 1 2 0 1 2 0 1 2

4 4 4 4 4 4 4

Figure 3. A 5-total coloring of graph C14(2, 3) and the horizontal merging between
semigraphs B(8,2) and B(6, 2).

It is well known that G(5, 1) is Type 2 [Chetwynd and Hilton 1988] and we could
not determine the Type of C0(2,3). So, from Theorem 1 for k = 1, n > 6 and n # 10,
we conclude this work with the following consequence.

Corollary 1. The circulant graphs C,,(2,3), for even n > 6 and n # 10, are Type 1.

References

Behzad, M. (1965). Graphs and their chromatic numbers. PhD thesis, Michigan Univer-
sity.

Campos, C. (2006). O problema da coloracdo total em classes de grafos. PhD thesis,
University of Campinas, Sao Paulo.

Chetwynd, A. G. and Hilton, A. J. W. (1988). Some refinements of the total chromatic
number conjecture. Congr. Numer., pages 195-216.

Hackmann, A. and Kemnitz, A. (2004). Circular total colorings of cubic circulant graphs.
J. Combin. Math. Combin. Comput., pages 65-72.

Khennoufa, R. and Togni, O. (2008). Total and fractional total colourings of circulant
grap. Discrete Math., pages 6316-3329.

Vizing, V. (1968). Some unsolved problems in graph theory. Russian Math. Surveys,
23:125-141.

Yap, H. (1996). Total colourings of graphs. Springer, Berlin.

Zorzi, A. (2019). Coloragao total em grafos poténcias de ciclo. Master’s thesis, Federal
University of Rio de Janeiro.



LAGOS 2021

On total coloring of 4-regular circulant graphs’

Mauro Nigro ®!', Matheus Nunes Adauto ™', Diana Sasaki *!

2 Rio de Janeiro State University, Brazil

b Federal University of Rio de Janeiro, Brazil

Abstract

A k-total coloring of a graph G is an assignment of k colors to the vertices and edges (elements) of G so that adjacent or incident
elements have different colors. The total chromatic number of G is the smallest integer k for which G has a k-total coloring. The
well known Total Coloring Conjecture states that the total chromatic number of a graph is either A(G) + 1 or A(G) + 2, where
A(G) is the maximum degree of G. Graphs with x”(G) = A(G) + 1 are known as Type 1, and graphs with x”/(G) = A(G) + 2 are
known as Type 2.

In this work, we investigate the total coloring of circulant graphs. We establish that all members of three infinite families of
4-regular circulant graphs are Type 1, except for one graph which is Type 2. These results contribute to the conjecture proposed
by Khennoufa and Togni in 2008, which states that, except for a finite number of Type 2, 4-regular circulant graphs are all Type 1.

Keywords: total coloring, circulant graph, regular graph.

1 Introduction

Circulant graphs were first introduced in 1846 and they have several applications in the computer network
design, telecommunication network, distributed computing, and others [7,11]. Coloring is a challenging problem
that models many real situations where the adjacencies represent conflict. In this work we investigate the total
coloring of 4-regular circulant graphs.

Let G = (V, E) be a simple connected graph. A k-total coloring of G is an assignment of k colors to the
vertices and edges of G so that adjacent or incident elements have different colors. The total chromatic number
of G, denoted by x”(G), is the smallest k for which G has a k-total coloring. Clearly, x”(G) > A(G) + 1 and
the Total Coloring Conjecture (TCC) states that the total chromatic number of any graph is at most A(G) +2,
where A(G) is the maximum degree of the graph [1,10]. If the TCC holds, graphs with x”/(G) = A+ 1 are
called Type 1, and graphs with x”(G) = A(G) + 2 are called Type 2. In 1989, Sanchez-Arroyo [8] proved that
determining the total chromatic number of an arbitrary graph is a NP-hard problem.

A circulant graph C,(dy,ds,--- ,d;) with integers numbers 1 < d; < dy < -+ < dy < |n/2], where
¢ < |n/2], has vertex set V = {wvg,v1, - ,v,—1} and edge set E = Uézl E;, where E; = {ef, et - et 1}
and eé = (vj,vj+d;), where the indexes of the vertices are considered modulo n. An edge of E; is called

edge of length d;. Some classical circulant graphs, such as the cycle graphs C,, ~ C,,(1), the complete graphs
K, ~ Cy,(1,2,...,[n/2]), and the complete bipartite graphs K, , ~ C2,(1,3,5, ..., k), where k is the biggest
odd number such that £ < n, have their total chromatic number determined [9]. Furthermore, the total
chromatic number of every cubic circulant graph Cs,(d,n) was determined by Hackmann and Kemnitz [5] in
2004. There are many results on total coloring of the well known powers of cycles graphs, an infinite family
of circulant graphs C,,(1,2,...,k). In 2003, Campos and de Mello [2] proved that C,(1,2) is Type 1, except
for graph C7(1,2) which is Type 2, and they conjectured that Cy, (1,2, ..., k), with 2 < k < |n/2], is Type 2 if

1 Emails: mauro.nigro@pos.ime.uerj.br, adauto@cos.ufrj.br, diana.sasaki@ime.uerj.br
2 Partially supported by CNPq, FAPERJ and CAPES.
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and only if n is odd and k < n/3 — 1. Recently, it was proved that this conjecture holds for k = 3 and k = 4
[12]. In 2008, Khennoufa and Togni [6] proved that every 4-regular circulant graph C5,(1, k) is Type 1, for any
positive integer p and k < 5p/2 with £ =2 mod 5 or k = 3 mod 5; and proved that Cg,(1, k) is Type 1, for
p>3and k < 3p with k=1 mod 3 or k =2 mod 3. Furthermore, they verified some particular cases with
the help of the computer.

In the same paper, Khennoufa and Togni conjectured that except for a finite number of Type 2, 4-regular
circulant graphs C,,(1, k) are all Type 1. In this work, we contribute to this conjecture by determining the total
chromatic number of all graphs of the following three infinite families of 4-regular circulant graphs: C,,(2k, 3),
k> 1 and n = (8 + 6A)k, for nonnegative integers p and A; Cs,,(1,3), for n > 1; and Csy,(1, p), for A > 1 and
p multiple of 3, suggesting that the conjecture has a positive answer.

A semigraph is a 3-tuple G = (V, E,S) where V is the set of vertices of G, E is a set of edges having two
distinct endvertices in V', and S is a set of semiedges having one endvertex in V. We will write e = vw or
s = v-, though the endvertices of a semiedge do not determine it uniquely. When vertex v is an endvertex of
e € EUS, we will say that v and e are incident. Two elements of E'U.S incident to the same vertex, respectively
two vertices incident to the same edge, will be called adjacent.

A simple graph G is a semigraph with an empty set of semiedges. In that case we can write G = (V, E).
All definitions given below for semigraphs, that do not require the existence of semiedges, are also valid for
graphs.

Let G = (V, E, S) be a semigraph. The degree d(v) of a vertex v of G is the number of elements of EU S
that are incident to v. We say that G is d-regular if the degree of each vertex is equal to d. In this work we
are mainly interested in 4-regular graphs.

For k € N, a k-vertex coloring of G is a map CV: V — {1,2,....k}, such that CV(z) # CV (y) whenever =
and y are two adjacent vertices. The chromatic number of G, denoted by x(G), is the least k for which G has
a k-vertex coloring.

Similarly, a k-edge coloring of G is a map C: EUS — {1,2,...,k}, such that C(e) # C(f) whenever e and
f are adjacent elements of EUS. The chromatic index of G, denoted by x'(G), is the least k for which G has
a k-edge coloring. By Vizing’s theorem [10] we have that x'(G) is equal to either A(G) or to A(G) + 1, where
A(G) is the maximum degree of the vertices of G.

More formally, a k-total coloring of G is a map CT: VUEUS — {1,2,...,k}, such that
(a) CT|y is a k-vertex coloring,
(b) CT|gus is a k-edge coloring,
(c) C*(e) # CT(v) whenever e € EUS, v €V, and e is incident to v.

The total chromatic number of G, denoted by x”(G), is the least k for which G has a k-total coloring. Clearly
X" (G) > A(G)+1. The Total Coloring Conjecture [1,10] claims that x"(G) < A(G)+2. If X" (G) = A(G) +1,
then G is said to be Type 1, and if x”(G) = A(G) + 2, then G is said to be Type 2.

The paper is organized as follows. In Section 2, we present the useful definitions and preliminary results.
In Section 3 we present the main results of the paper.

2 Results: useful definitions

In the following, we define the auxiliary semigraph B(n,a) that will build the graph C,,(a,b), when a divides
n, by an operation that will be presented. The auxiliary 4-regular semigraph B(n,a) is just a (a x k)-grid plus
the horizontal and vertical semiedges, where n = a - k. Let n and a be positive integers with n multiple by a
and n = a - k The semigraph B(n, a) is defined as follows.

e The vertices of B(n,a) are:
V= aoolm-, with V; = {vpis; | 0 < j < k.
i=
¢ The edges of B(n,a) are:
E = (aL_Jl EiH) U (aL_Jz Ez'v>7 with Bff = {vpij-1vkis; | 1 < j <k} and EY = {0i54 V(1) 045 | 0 <
j<ky =
¢ The semiedges of B(n,a) are partitioned into two classes, called vertical semiedges and horizontal semiedges:

(i) Vertical semiedges: {v;- | 0 <1 < k} U {v(q—1).h+i- | 0 <4 < k}, where the sets are called top semiedges and
bottom semiedges, respectively, and for 0 <7 < k, v;- is the i-th top semiedge and v(,_1).4;- is the i-th
bottom semiedge.
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(1) Horizontal semiedges: {vi.x- |0 <4 < a}U{vi41).6—1- | 0 <4 < a}, where the sets are called left semiedges
and right semiedges, respectively.

Given two semiedges z- and y-, the junction of z- with y- means replacing x- and y- by an edge xy.

Let n, m, a, b be positive integers such that n/a = m /b = k, the vertical merge between B(n,a) and B(m,b)
is the semigraph B(n + m,a + b) obtained by the junction of the bottom semiedges of B(n,a) with the top
semiedges of B(m,b), that is, the junction of v(q_1).54; of B(n,a) with v;- of B(m,b), for 0 < i < k.

Let m,n, a, k, q be positive integers, such that n = a-k and m = a- g, the horizontal merge between B(n, a)
and B(m,a) is the semigraph B(n + m,a) obtained by the junction of the right semiedges of B(n,a) with the
left semiedges of B(m,a), that is, the junction of v;.x- of B(n,a) with v(;41).q—1- of B(m,a), for 0 <i < a.

Let a,n, p be positive integers such that p ranges from 0 to k—1, where n = a-k. The p-closure of B(n,a) is
the graph obtained by the junction of the following semiedges: (i) the left semiedges with the right semiedges,
that is, for each 0 < i < a, the junction of v;.41- With v(;41).5-; and (ii) the top semiedges with the bottom
semiedges, that is, the junction of each i-th top semiedge with the (i — p)-th bottom semiedge (the positions
are taken modulo k). In Figure 1, we can see how we obtain Cg(2, 3) from the 3-closure of B(8,2). From this
operation we obtain the circulant graph Cs(2,3) in Figures 1b and lc (the right one is Cg(2,3) in the usual
representation) from the semigraph B(8,2) in Figure la.

0-th 1-th 2-th 3-th UO vl UO 1,,7

ve /LN,
vo U1 03 03 U4 Us 6% %”1
U7 Ve v
V4 [Us Vg [U7 ’03'\\§//‘4
0-th 1-th 2-th 3-th v3 v2 vs ’[)2
(a) The semigraph B(8,2). (b) Cg(2,3). (c) Cs(2,3).

Fig. 1. The circulant graph Cg(2, 3) obtained from the semigraph B(8,2) by making the 3-closure.

Lemma 2.1 Let n be multiple of a, p a positive integer and gcd(a,p) = 1 with p < |n/2]. The p-closure of
B(n,a) is isomorphic to the circulant graph Cyp(a,p).

Proof. Let G be the resulting graph of B(n,a) from the p-closure. We will show that G ~ C,(a,p) by
a—1

permutating the vertices V(B(n,a)) = J Vi, with V; = {vg.i4, | 0 < j < k}. Let f : V(B(n,a)) = V(B(n,a))
i=0

be this permutation defined as f(vk.i+j) = Vipta-j. Note that after the permutation f, we get that the
horizontal edges and the horizontal semiedges form the set of edges with distance a and the set of vertical
edges and vertical semiedges form the set of edges with distance p. That is, the adjacencies of each vertex
correspond to the adjacencies of C),(a,p), and the result follows. See an example in Figure 4a. O

We determine total colorings of some circulant graphs using the previous operation of semigraphs with
compatible total colorings. A 5-total coloring ¢ of B(n,a) for the p-closure is called wvalid if: (i) the color
assigned by ¢ to the horizontal semiedge v;- is the same as assigned to v(;11)r—1-, for 0 < i < a; (i7) the colors
assigned by ¢ to the vertices v;; and v(11yx—1 are different, for 0 < i < a; (i7i) the color assigned by ¢ to
the i-th top semiedge is the same as assigned to (i — p)-th bottom semiedge; (iv) the color assigned by ¢ to
the incident vertex to the i-th top semiedge is different from the color assigned to the incident vertex to the
(i — p)-th bottom semiedge. Let ¢ and ¢’ be two valid 5-total colorings of B(n,a) and B(m,b) in the p-closure,
resp. We say that ¢ is compatible with ¢’ if the horizontal merge and the vertical merge between B(n,a) and
B(m,b) result in a valid 5-total coloring for the p-closure. When only the vertical (resp. horizontal) merge
between B(n,a) and B(m,b) colored by ¢ and ¢, resp. results in a valid 5-total coloring, then we say that ¢
is vertically (resp. horizontally) compatible with ¢'.

The next result shows that any valid 5-total coloring of B(n,a) for the p-closure is horizontally compatible.

Lemma 2.2 Let p be a positive integer such that p ranges 0 to k — 1. If B(n,a) has a valid 5-total coloring
for the p-closure, then for any integer X > 1, B(nA,a) also has a valid 5-total coloring for the p-closure.

Proof. Denote by ¢ a valid 5-total coloring of B(n,a) for the p-closure. We prove that ¢ is horizontally
compatible with itself, that is, after the horizontal merge between A copies of ¢, the obtained coloring remains
valid. Note that since ¢ is valid, there is no color conflict on the horizontal merge between B(n,a) and itself.
Indeed, by definition, the colors assigned to the horizontal semiedges on the left are equal to the colors assigned

3
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to the corresponding horizontal semiedges on the right, and the respective endvertices have different colors.
Moreover, note that the color assigned to the (i — p)-th bottom semiedge of B(n,a) is the same color assigned
to the (i — p)-th bottom semiedge of B(An,a). From this fact, for each i-th top semiedge, we get that the
(i — p)-th bottom semiedge has the same color and their respective endvertices have different colors. It follows
that B(An,a) has a valid 5-total coloring for the p-closure. O

Note that Lemma 2.2 is about horizontal compatible colorings. The vertical compatible ones need convenient
colors to vertical semiedges (the i-th top semiedge should have the same color of the (i—p)-th bottom semiedge).

Nevertheless, this lemma is useful because in the considered class of circulant graphs, we could established
that many graphs are Type 1 by using a single 5-total coloring.

3 Results: total colorings

In this section, we determine the total chromatic number of all graphs of the following three infinite families of
4-regular circulant graphs: C,(2k,3), k > 1 and n = (8u + 6A)k, for nonnegative integers p and A; Cs, (1, 3),
for n > 1; and C3xp,(1,p), A > 1 and p multiple of 3. For this, we use the results and definitions presented in
the previous section.

Theorem 3.1 Let n be multiple of a, gcd(a,b) =1 and b < | §]. If Cy(a,b) is Type 1, then Cxn(a,b) is Type 1,
for any positive integer .

Proof. Suppose that C,,(a,b) has a 5-total coloring then, by Lemma 2.1, B(n,a) has a valid 5-total coloring
for the b-closure. By Lemma 2.2, for any positive integer A, we get that B(An,a) has a valid 5-total coloring
for the b-closure. Therefore, by applying the b-closure of B(An,a), we get a 5-total coloring of Cy,(a,b), and
so this graph is Type 1. O

In the following, we consider the first infinite family of 4-regular circulant graphs and determine the total
chromatic number of all its members. Remark that this family can also be described as Cy,(2k, 3), k > 1 and
n multiple of 2k. Or, equivalently, Ck, (k,3), k even.

Theorem 3.2 The circulant graph C,(2k,3) is Type 1 for each k > 1 and n = (8u + 6A\)k, for nonnegative
integers pu and \.

Proof. When C(g,,161)(2k, 3) is connected the proof goes as follows. We construct two horizontally compatible
5-total colorings for the 3-closure of B(8,2) and B(6, 2), presented in Figure 2. In addition, the 5-total colorings
of B(8,2) and B(6,2) are compatible with themselves.

4 4 4 4 4 4 4

0 3 2 113 01 |2 0 0 1 2 101 |2 0
1 0 2 3 3 3 3

2 0 3 121 130 11 2 2 0 1 12 0 11 2
4 4 4 4 4 4 4
(a) B(8,2). (b) B(6,2).

Fig. 2. The two horizontally compatible 5-total colorings with colors 0,1, 2, 3,4 for the 3-closure of B(8,2) and B(6,2) used in
Theorem 3.2.

By making the horizontal and vertical merges of the 5-total colorings of B(8,2) and B(6,2) themselves (see
Figure 2), we obtain semigraphs B(6k\, 2k) and B(8ku, 2k) with 5-total colorings for the 3-closure. Therefore,
by Lemma 2.2 and by the fact that the 5-total colorings of B(8,2) and B(6,2) are vertically compatible, for
each k > 1, we define two valid 5-total colorings for the 3-closure that are compatible: ¢ for B(6k\, 2k) and
for B(8kwu,2k), for nonnegative integers p and A.

The horizontal merge between B(6kA,2k) and B(8ku,2k) gives the colored semigraph B(8ku + 6k, 2k).
Finally, we get the circulant graph C,,(2k, 3) with a 5-total coloring, by making the 3-closure of B(8ku+6k\, 2k).

Let us define a 5-total coloring ¢ with colors 0,1, 2, 3,4 for B(6kA,2k). For 0 < i< 2k and 0 < j < 3\, we
have for:

¢ the vertical semiedges:
P(vj) = P(var-1)321j7) = 4 (1)
4
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¢ the horizontal semiedges:

0, if 7 is even
P(vizr)') = d(vit1ya-1) = {2, i s odd (2)
2k—1
e the vertices |J Vi:
i=0
_ [27+1 mod 3, if i is even
vian+s) = {2j mod 3, if i is odd )
2k—1
e the edges in |J Ef, for j #0:
i=0
_ [2(j—1)+2 mod 3, if i is even
O(Vian)+i-1Vi(3)+5) = {2(j —1)+1 mod 3, if i is odd (4)
2k—2
e the edges |J EY:
i=0

3, if i is even
¢(vi(3>\)+jv(i+1)(3>\)+j> = {4’ if 5 is odd (5)

Now, let us define a 5-total coloring ¢ with colors 0,1, 2,3, 4 for B(8ku,2k). For 0 <i < 2k and 0 < j < 4p,
we have for:

¢ the vertical semiedges:

Y(vj) = Y(v@r—1)@4p)+i) =4 (6)
¢ the horizontal semiedges:
0, if 7 is even
w(vi(4u)') = 1/1(11(¢+1)(4u)—1') = {2 if i is odd (7)

2k—1
e the vertices |J Vi
=0

1=

r (i isodd and j =0 mod 4

iis even and j =3 mod 4) or (
or (iisodd and j =3 mod 4
or (
or (

if (

if (iiseven and j =1 mod 4
if (4 is even and j =3 mod 4
if (i is even and j =0 mod 4

V(Viap)+j) =

)
)

r (iisodd and j =1 mod 4) (8)
)

)
)
)
Jor (iisodd and j =2 mod 4

L= O

2%k—1
The edges in |J EX, for j # 0:

=0
0, if i is even and j =3 mod 4
(o, . V= 1, if (iisevenand j =3 mod 4) or (¢ is odd and j =2 mod 4) )
@)+ =150 +) = Y 9 if jis even and j =1 mod 4
3, if (iiseven and j =2 mod 4) or (i isodd and j =1 mod 4)
2k—2
e The edges in |J EY:
=0
0, ifiisevenand =1 mod 4
1, ifiiseven and j =0 mod 4
Y(Vi(ap)+iV4+1)(ap)+5) = § 2, if i is even and j =2 mod 4 (10)
3, iftiseven and j =3 mod 4
4, if i is odd



NIGRO ET AL.

4 4 4

Fig. 3. A valid 5-total coloring for the 1-closure of B(6,2).

Now, we consider the disconnected case of Cg,+6x)x(2k,3). The graph is disconnected when £ =0 mod 3.
In this case, let us denote k = 3a. Note that C(g,y61)3q(3,60a) consists of three copies of C(g,46x)a(1,20).
The coloring is obtained in the same way as before, but we must consider the cases where 7! 0Oand g =0
differently, since we need to consider another 5-total coloring of B(6,2) in the second case.

In the first case, the valid desired 5-total coloring of the graph C(s,46x)a(1,2a) is obtained by making
the 1-closure of the semigraph obtained from the horizontal merge between B(8kpu,2k) and B(6kA, 2k), with
5-total colorings ¢ and 1, resp. as in the previous case.

In the second case, first note that the coloring of B(6,2) presented in Figure 2 is not valid for the 1-closure.
So, we use the other coloring presents in Figure 3 in order to obtain a convenient coloring (instead of ) v’
of B(6kA,2k). We obtain the desired coloring of Cg,46x)a(1,20a) by making the 1-closure of the semigraph
obtained from the horizontal merge between B(8ku,2k) and B(6,2k), with 5-total colorings ¢ and ¢, resp.
(the same technique used in the previous case). The result follows and we present an example in Figure 4. O

4 4 4 | 4 4 4 4
0 1] 2 01 2 0 3 2 13 01 [2 0
Vo 02 e ! Ve TUs T *512
3 3 3 ! 1 0 2 3
2 0 1 0 00 3 21 B30 [1 2
CE] %5 U7 ? Vg *7111 013 V1
4 4 4 1 4 4 4 4

(b) C14(2,3). (¢) The usual representation of C14(2,3).

Fig. 4. A 5-total coloring of graph C14(2,3) obtained by Theorem 3.2.

Note that for any nonnegative integers p and A, we have that (8u 4+ 6\)k # 10k, and so Cioi(2k, 3) is not
covered by Theorem 3.2. However, we could find a 5-total coloring of C10(2,3) (see Figure 5).
An immediate consequence of Theorem 3.2 and of this result is the following corollary.

Corollary 3.3 The circulant graph C,(2,3) is Type 1, for even n > 6.

An interesting consequence of the disconnected case is that for positive integers p and A, the power of a
cycle C(sut6x)(1,2) is Type 1 (note that in this case we have k = 1).

6
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Vo 3 1 U1
2 24
31 3 1
V9 X! 1,1 U2
0 0
4
1<% e
v %
8.2 4 U3
0
a\|o
1423 382
v7 1 1 vy
A\Z0 02//4
497 193
Ve Vs

Fig. 5. A 5-total coloring of C19(2, 3).

It is known that Cg,,(1,k) is Type 1, for k=1 mod 3 or k =2 mod 3 for k < 3n [6]. The total chromatic
number of Cs,(1,k), when k& = 0 mod 3, is not known. Theorem 3.2 for the disconnected case and p = 0,
allowed us to determine the total chromatic number of a part of this family:

Corollary 3.4 The circulant graph Csni(1,k) is Type 1, for even k.

The next result uses the following well known definition due to Chetwynd and Hilton. A regular graph
G is conformable [3] if G admits a vertex coloring with A(G) 4 1 colors such that the number of vertices in
each color class has the same parity as |V(G)|. Every (A(G) + 1)-total coloring ¢ of G restricted to V(G) is a
conformable coloring.

Given a total coloring of G, we say that a color ¢ is represented in a vertex v if it has color ¢ or one of its
incident edges has color ¢. Notice that in every (A(G) 4 1)-total coloring of a A(G)-regular graph G all colors
must be represented in every vertex of G.

Theorem 3.5 The graph Cs,,(1,3) is Type 1, except for C12(1,3), which is Type 2.

Proof. The proof is divided into three cases.

4 4 4 4 2 4 2 2 4 3 4 0| 1 2| 3

2 1] 32 13 2 2 1] 30l 1 (30 113 o1 30 W4 2 2 ol 31 a2 03 1 la 2
0 0 0 0 4 2 4 4 2 1 1 2 3 4 0

4 3 14 31 4 4 20 13, 04 3 121 1301 3 [0 4 42l 03/ 14 20/ 3 11 4
2 2 2 3 2 1 2 4 2 3 4 0 1 2

10l 31 0 3 1 1 40 0 1) 30, 4 1) 30, 12 03 1 1 4] 200 3 1] 42 o 3 1

3

4 4 4 2 4 2 2 4 4 o . , s .
(a) B(9,3). (b) B(21,3). (¢) B(15,3).

Fig. 6. Valid 5-total colorings for the 1-closure of B(9,3), B(21, 3) and B(15,3), resp.

e For n =0 mod 3: Notice that there exists a valid 5-total coloring for the 1-closure of B(9, 3), presented in
Figure 6a. And so, by Lemma 2.2, there exists a valid 5-total coloring for the 1-closure of B(9A,3) when
n = 3\. Therefore, there exists a 5-total coloring of C3,(1,3), with n =0 mod 3, and it is Type 1.

e Forn =1 mod 3: We consider graph C3,(1,3), n =1 mod 3, with n # 4 and prove that it is Type 1. There
exists a valid 5-total coloring for the 1-closure of B(21,3) shown in Figure 6b. Note that the colorings of
B(21,3) and B(9, 3) are horizontally compatible (see Figure 6). So, making the horizontal merge recursively,
one obtains a valid 5-total coloring for the 1-closure of B(21 + 9\, 3), with n = 1 4 3(A + 2). Therefore,
C3,(1,3) is Type 1, for n =1 mod 3 and n # 4 (see an example in Figure 8).

e For n = 2 mod 3: There exists a valid 5-total coloring for the 1-closure of B(15,3) shown in Figure 6c.
Similarly to the previous case, the colorings of B(15,3) and B(9, 3) are horizontally compatible. So, making
the horizontal merge recursively, one obtains a valid 5-total coloring for the 1-closure of B(15+ 9, 3), with
n =2+ 3(A+ 1). Therefore, Cs,,(1,3) is Type 1, for n =2 mod 3.

Finally, let us show that Cj2(1,3) is Type 2. For this, we show that there are no conformable coloring of
this graph that extends to a 5-total coloring. First, let i; be the number of vertices colored with the color c;.

7
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Notice that a conformable coloring of C12(1,3) must respect the following condition: iy = iy = i3 = iy = i5 =
[V (C12(1,3))] mod 2. Note that i; < 6, with j € {1,2,3,4,5}, because the size of the maximum independent
set is 6.

Suppose for some k € {1,2,3,4,5} that i;, = 6. Unless some rotation, there exists a unique set of vertices
colored with color ¢j (represented in gray in the first left top copy of Ci2(1,3) in Figure 7). So, their incident
edges (dotted) cannot have color ¢ and in this case, they are all edges of the graph. Therefore, the remaining
vertices (black) cannot have color ¢j represented, which implies that there is no 5-total coloring with i, = 6.

If for some k € {1,2,3,4,5} we have iy, = 4, then color ¢ (represented in gray in Figure 7) can be assigned
in three ways: either there are two colored vertices in the external cycle, or there is one colored vertex in the
external cycle, or there is no colored vertex in the external cycle. In any case, we have at least one of the
following contradictions (see Figure 7).

Fig. 7. All cases considered of conformable colorings of graph Ci2(1,3).

(i) There is some vertex such that all its neighbors have color ¢ in the first case (i, = 6), and thus none of
its incident edges can have this color.

(ii) The remaining graph with no dotted edges has maximum matching of size 2, and so color ¢, cannot be
represented in all vertices of the graph.

Thus, no conformable colorings of this graph can be extended to a 5-total coloring of circulant graph
C12(1,3), and the result holds. O

The last result of this paper establish the total chromatic number of all graphs of the third considered
infinite family of 4-regular circulant graphs and it uses the same technique presented before.

Theorem 3.6 The circulant graph Csxp(1,p) is Type 1, for any positive integer X and p multiple of 3.

Proof. The case when p is even was already considered in Corollary 3.4. Let us consider the case when p is odd
and multiple of 3. The 5-total coloring is obtained by alternating two colorings of B(9,3) in the construction of
the members of the family by making vertical merges between the copies of B(9,3) following by the 1-closure
to obtain the considered circulant graphs.

Let ¢ be the valid 5-total coloring for the 1-closure of B(9,3) presented in Figure 6a. Note that ¢ is not
vertically compatible with itself. Indeed, p(ve) = p(vg) = 3, meaning that two adjacent vertices would have
the same color after the vertical merge.

We define a valid 5-total coloring ¢ for the 1-closure of B(9,3), such that ¢(z) = ¢(z), where z is an
element of B(9,3), except for the following cases:

* Y(ve) = 3, Y(vevr) = 0, P(vrvg) = 3, Y(vs) = 0.

Y(vo) = 3, Y(vov1) = 1, Y(vive) = 3, P(
e YP(v3) =1, P(vzva) = 3, Y(vavs) = 1, P(

’UQ) = ].;
vs) = 3;

)

We have that ¢ and 1) are vertically compatible. The desired coloring is obtained by assigning coloring ¢
to B;(9,3) when i is even and coloring ¥ when i is odd, with 0 <1 < % — 1. By using these two colorings in
the copies of B(9,3), the vertical merge between By (9, 3), B1(9,3), ..., B§_1(9, 3) preserves the total colorings
without conflict and we obtain a valid 5-total coloring for the 1-closure of B(3p, p). So, we have that Cs,(1, p)
is Type 1. By Theorem 3.1, graph Csx,(1,p) is Type 1, for any positive integer A. It concludes the proof. O
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[ | V.

=
(=)
w
[y
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o
o

Fig. 8. A 5-total coloring of graph C3¢(1,3) obtained by Theorem 3.5.
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A k-total coloring of a graph G is an assignment of k colors to
the elements of G such that adjacent elements have different colors.
The total chromatic number x”(G) is the smallest integer & for
which G has a k-total coloring. Clearly, x"(G) > A + 1, and the
Total Coloring Conjecture (TCC) states that for any simple graph
G, X"(G) < A+ 2, where A is the maximum degree of G [1].
Graphs with x"(G) = A(G) + 1 are called Type 1, and graphs with
X"(G) = A(G) + 2 are called Type 2.

A circulant graph Cy(dy, do, -+ ,dj) with 1 < dy < -+ < d; < |3]
has vertex set V = {vp, vy, -+ ,v,-1} and edge set £ = Ul,f‘ E,
where E; = {ef, ei, - ,e,1} and € = (vj,vj44,) where the in-
dexes of the vertices are considered modulo n. An edge of Ej is
called edge of length d;.

The main goal of this current work is to determine the total chro-
matic number of all circulant graphs C, (l‘ ﬁ . It is well known
by Chetwynd [2] that when n is even the graph is Type 2. So, we

focus on the odd case.
Yo

Vg

V4 U3

Figure 1:Example of circulant graph C7(1,3)

We prove that C7(1,3) is Type 2, by using the following theorem to
prove that this graph does not have any 5-total coloring.

Fonte: O autor, 2021.

Theorem 1.[Sasaki [4], 2013] If a k-regular graph G does not have
|E

maximal macthing of maximum lenght lﬁ , then does not exists

(k + 1)-total coloring of G

Theorem 2. The graph C7(1,3) is Type 2

Supposing that C7(1,3) has a maximal matching M of lenght
14

{fJ = 2. Let e € M, we can consider two cases:

P

if an edge has length 1, that is, e € Ey(C7(1,3))

In any case, we do not have a maximal matching of lenght 2 for
(1, 3). Concluding that there is no 5—total coloring of C+7(1, 3).
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Figura 54 - Poster apresentado no LAWCG 2020.
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