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RESUMO

SILVA, Thiago Cunha da. Analise e contribuicdo a Teoria de Grelha considerando a
flexibilidade dos apoios. 2023. 234 f. Tese (Doutorado em Engenharia Civil) -
Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2023.

O aumento do uso de softwares para o dimensionamento de estruturas
apresenta diversos beneficios, entre eles a possibilidade de reducéo de custos ao se
realizar analises mais precisas e otimizar o dimensionamento. Com a otimizagao do
dimensionamento, mesmo apresentando condicfes de seguranca satisfatorias, os
elementos estruturais passam a ter comportamento mais flexivel. As vigas de edificios
costumam apresentar, muitas vezes, deslocamentos consideraveis, que podem
influenciar nas reacdes das lajes e também em suas propriedades dinamicas. Os
diversos modelos de analise e dimensionamento de lajes possuem algumas
simplificagbes. Uma das simplificacbes mais amplamente empregada é a
consideracdo de apoios rigidos. Essa configuracdo, embora comumente adotada,
pode vir a alterar consideravelmente os esforgos atuantes na laje podendo gerar
patologias e desempenho insatisfatério da estrutura, haja vista que os apoios podem
apresentar certo grau de flexibilidade. O modelo proposto de contribuicdo a Teoria de
Grelha estabelece equacdes que alteram o célculo de esforcos e deslocamentos em
lajes de forma a considerar a flexibilidade dos apoios para qualquer nivel de
flexibilidade das vigas de bordo. E realizado um estudo analitico do comportamento
da influéncia da flexibilidade dos apoios na determinacdo das solicitacbes e
deslocamentos da laje. Uma anélise comparativa entre o modelo proposto e modelos
numéricos desenvolvidos no software SAP2000 foi realizada. Foram analisados 192
modelos em lajes simplesmente apoiadas e 168 modelos em lajes engastadas nos
bordos, totalizando 360 analises numéricas. Foi verificado que o modelo proposto
trouxe resultados precisos na maioria dos casos ao se comparar com os resultados
obtidos nos modelos numéricos para os casos de lajes com bordas rigidas e flexiveis.
Além da analise numérica foram utilizados dados de ensaios em laje com apoios
flexiveis. Os resultados ao se aplicar o modelo proposto aos dados experimentais
indicaram boa precisdo do modelo.

Palavras-chave: Teoria de Grelha; Lajes; Apoios Flexiveis; Concreto Armado.



ABSTRACT

SILVA, Thiago Cunha da. Analysis and contribution to Grid's Theory considering the
flexibility of supports. 2023. 234 f. Thesis (Civil Engineering) - Faculty of Engineering,
State University of Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

The increase in the use of software for structural design has several benefits,
including the possibility of cost reduction by carrying out more precise analysis and
optimizing design. With optimized design, even when satisfactory safety conditions are
presented, structural elements become more flexible. Building beams often exhibit
considerable displacements, which can influence the reactions of slabs and also their
dynamic properties. The various models for slab analysis and design have some
simplifications. One of the most widely adopted simplifications is the consideration of
rigid supports. Although commonly adopted, this configuration can considerably alter
the forces acting on the slab, leading to pathologies and unsatisfactory structural
performance, as the supports may have a certain degree of flexibility. The proposed
model contribution to Grid Theory establishes equations that change the calculation of
slabs to consider the flexibility of supports for any level of flexibility of the border beams.
An analytical study of the influence of support flexibility on the determination of slab
requests and displacements was carried out. A comparative analysis between the
proposed model and numerical models developed in SAP2000 software was
performed. 192 models were analyzed in simply supported slabs and 168 models in
slabs fixed at the edges, totaling 360 numerical analyses. It was verified that the
proposed model brought precise results in most cases when compared with the results
obtained in numerical models for cases of slabs with rigid and flexible edges. In
addition to numerical analysis, data from a test on a slab with flexible supports was
used. The results obtained by applying the proposed model to the experimental data
indicated good accuracy of the model.

Keywords: Grid Theory; Slabs; Flexible Supports; Reinforced Concrete.
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INTRODUCAO

O avanco da utilizacdo de métodos computacionais para a analise e
dimensionamento de estruturas trouxe diversos beneficios relacionados a preciséo
dos célculos e a economia de materiais.

Contudo, embora as andlises sejam cada vez mais precisas algumas hipéteses
simplificadoras ainda sdo adotadas. Entre as hipoteses mais amplamente utilizadas
consta a consideracao de apoios rigidos para a andlise de lajes das edificacoes.

A hipotese de apoios rigidos em lajes permanece sendo considerada na analise
e dimensionamento de estruturas, sendo muitas vezes uma configuracdo padréo dos
programas de dimensionamento estrutural.

Entretanto, diversos estudos apontam que a rigidez dos apoios influencia de
forma significativa o resultado das reacdes e deslocamentos das lajes. Nos ensaios
realizados por Shu et al (2015) foi comparado os resultados obtidos em lajes armadas
em duas direcdes com modelagem pelo método dos elementos finitos. Os autores
constataram boa precisdo no modelo de referéncia em comparacao com os resultados
obtidos em ensaio.

Shu et al (2015) verificou que a reacao de apoio da laje é bastante influenciada
pela rigidez das vigas de bordo. De forma a calcular de maneira mais precisa as
reacoes da laje os autores recomendam que deva ser considerada a rigidez dos
apoios, incluindo todo o conjunto do sistema estrutural (vigas e pilares). A Figura 1.1

ilustra o ensaio realizado.
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Figura 0.1 — llustracdo do esquema estrutural adotado no ensaio da laje, dimensdes em mm.
Adaptado de Shu et al (2015).

Acerca da andlise de lajes com apoios flexiveis, Chiai et al (2015) realizou
ensaios em lajes apoiadas em suportes elasticos. Os apoios foram desenvolvidos de
forma a ser possivel analisar diversos pardmetros de rigidez. O foco principal dos
ensaios foi a analise de laje submetida a carga dinamica.

Os autores constataram que o0 uso de apoios na fase de plastificacdo
resultaram em reducao dos parametros de resisténcia da curva tensao-deformacao
da laje, também foi observado relacdo entre os deslocamentos e a forgca em funcao
do tempo. Foi verificado que os efeitos mais notaveis ocorreram ao se utilizar apoios
elasticos nas fases plastica e de encruamento do aco. Os resultados obtidos nos
ensaios forneceram boa concordancia com a analise numérica com elementos finitos
considerando a néo linearidade do material.

Ensaios realizados por Yilmaz et al (2020) em lajes com diferentes condicdes
de apoio nas bordas também tiveram por objetivo a andlise da resposta da laje para
carregamento dinamico. O experimento consistiu no estudo do carregamento
dindmico e os modos de falha das lajes para um determinado carregamento de
impacto.

As analises demonstraram que para as lajes com menos bordos engastados
houve um aumento expressivo da aceleracdo e deslocamento da estrutura. Ao se
comparar os resultados foi verificado que a laje simplesmente apoiada nos bordos
apresentou 58% maior aceleragcdo, 74% maior deslocamento e 26% maior
deslocamento residual em relacéo a laje engastada em todos os bordos. Também foi

observado que as fissuras foram mais intensas nas lajes engastadas.
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Ju e Lin (1999) realizaram um estudo sobre a diferenga na modelagem de lajes
rigidas e flexiveis em edificios. O foco principal dos autores foi a influéncia de Shear
Walls (paredes de contraventamento) na analise dos modelos de lajes dos edificios.
Ju e Lin (1999) constataram que a utilizacdo de paredes de contraventamento
influencia de forma consideravel a modelagem das lajes como rigidas ou flexiveis.

O excesso de simplificag6es na analise de edificios pode vir a gerar problemas
de patologias nas estruturas de concreto. Embora os programas de computadores
fornecam resultados precisos é necessario verificar se as hipoteses utilizadas nos
modelos numéricos irdo se configurar na pratica.

Apesar de diversos estudos indicarem que a flexibilidade das vigas de bordo
pode influenciar de maneira significativa a distribuicdo de rea¢cdes e momentos de uma
laje, essa ainda € uma das simplificacbes mais amplamente adotada na modelagem
estrutural.

Existem diversos métodos de calculo para a analise e dimensionamento de
lajes de concreto armado, sendo os mais conhecidos e utilizados: Teoria de Grelha,
Processo de Marcus, Método dos elementos finitos e Teoria de placas. Dentre os
métodos citados, apenas € possivel considerar a flexibilidade dos apoios no método
dos elementos finitos e na teoria de placas.

Embora os métodos computacionais empregados em softwares sejam
amplamente utilizados e conhecidos, ndo é recomendado elaborar projetos sem
realizar uma avaliacdo minuciosa dos céalculos e averiguar se os resultados fornecidos
condizem com a realidade a ser executada. Conforme é orientado em Sohler e Santos
(2018) deve-se realizar uma verificagdo minima dos resultados fornecidos pelos
softwares.

Visando resultados mais precisos para a analise e dimensionamento de lajes
em concreto armado, além de ressaltar a importancia desse tema para a analise de
sistemas estruturais, o presente estudo tem por objetivo contribuir na metodologia de
calculo da Teoria de Grelha de forma a considerar a flexibilidade dos apoios na
analise.

Além da contribuicdo a Teoria de Grelha a ser proposta pretende-se estudar,
de forma mais detalhada, como o grau de flexibilidade das vigas de apoio e as
condi¢bes de contorno influenciam na obtencgéo das reacdes e deslocamentos da laje,
apresentando o seu comportamento para uma determinada variacdo da faixa de

rigidez dos apoios.
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Motivacao

Andlises estruturais mais refinadas tem proporcionado grande economia de
material e concebido, consequentemente, estruturas mais flexiveis. Entretanto, a falta
de uma avaliagdo mais rigorosa dos resultados fornecidos pelos softwares pode gerar
patologias e resultar em estruturas atuando em servico com niveis de seguranca
insatisfatorios.

Estruturas mais flexiveis, a depender de seu grau de flexibilidade, alteram
consideravelmente o diagrama de esforcos e deslocamentos das lajes. A falta de uma
andalise mais precisa e adequada da influéncia da flexibilidade nas vigas de suporte
da laje pode resultar em subdimensionamento ou detalhamento inadequado do
elemento, podendo ocorrer problemas de patologias, ou até mesmo de mau
desempenho estrutural.

Assim, o presente trabalho tem por motivacao apresentar uma metodologia de
calculo para lajes, baseada na Teoria de Grelha, considerando a flexibilidade dos
apoios, apresentando uma forma de facil aplicacdo podendo ser utilizada para o
dimensionamento e verificacdo do célculo de lajes em edificios, além de demonstrar
a relevancia que a flexibilidade dos elementos estruturais pode gerar no modelo
adotado.

Objetivos

O objetivo deste trabalho é propor uma aprimoracao da Teoria de Grelha com
o0 intuito de possibilitar a consideracdo de apoios flexiveis para o calculo das reacfes
e deslocamentos de lajes. Essa modificagdo tem como propdsito facilitar o estudo e
andlise de lajes ao se considerar os deslocamentos das vigas de bordo, gerando
resultados mais precisos para a verificacdo, dimensionamento e detalhamento
estrutural.

No estudo também é analisada a influéncia da rigidez das vigas de bordo e
como elas alteram a distribuicdo de cargas e solicitacdes da laje. E realizada a anélise
da distribuicdo dos esforcos, variando-se a rigidez dos apoios, para as faixas de laje.
Nessa etapa nao sera analisado o efeito de grelha (compatibilidade de deslocamentos
entre as faixas), sendo estudado apenas o comportamento da faixa de laje como uma

laje isolada.
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O efeito da variacdo da rigidez dos apoios, para as condicbes de laje
simplesmente apoiada e de laje engastada em todos os bordos, é analisado
examinando-se o0 percentual de carga destinado a cada faixa de laje em funcédo da
variacdo da rigidez dos apoios. E realizada a validagdo do modelo proposto com

modelos numéricos elaborados no software SAP2000.
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1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A revisdo bibliogréfica foi elaborada estudando os temas mais recentes
associados a flexibilidade dos apoios em lajes, comportamento do material,
carregamento aplicado, propriedades do concreto, analise e ensaios de lajes.

Alguns fenbmenos sao responsaveis pelo aumento da flexibilidade dos apoios
em lajes, além de questdes relacionadas a geometria das vigas de borda, entre os
quais pode-se citar deslocamento excessivo, ndo linearidade fisica e resisténcia
insuficiente do concreto. Assim, testes em lajes sd0 necessarios para analise da
influéncia desses parametros.

Ensaios em lajes sdo procedimentos de andlise e avaliacdo realizados para
investigar o comportamento estrutural e as propriedades desses elementos. Esses
procedimentos sdo essenciais para avaliar o comportamento da estrutura a
determinados tipos de carregamento e verificar se as teorias propostas podem ser
utilizadas como parametro para calculo.

A taxa de armadura em estruturas de concreto armado esté entre os fatores
gue podem influenciar seu comportamento estrutural. Agleilson et al (2009) realizou
ensaios em lajes nervuradas bidirecionais quadradas onde a variavel principal foi a
taxa geométrica de armadura longitudinal nas nervuras. Foi verificado que os
resultados forneceram valores proximos aos obtidos utilizando-se as prescricées
normativas da NBR 6118/2023.

Os autores observaram também que a mesa das lajes pré-fabricadas se
comporta de forma solidaria com as nervuras, ndo havendo deslocamentos relativos
na unido entre a placa e as nervuras.

Apesar da taxa de armadura influenciar de forma significativa, o tipo de
carregamento também pode vir a alterar a distribuicdo das solicitacdes na estrutura.
Torabian et al (2019) realizou ensaios em placas finas sujeitas a carregamento
concentrado sob diferentes taxas de armadura onde foi verificado que o
comportamento da laje é bastante influenciado pela fase de encruamento do ago na

curva tenséo-deformacéo.
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Assim, foi constatado que as fases posteriores a fase elastica do material sao
relevantes para o comportamento da estrutura. Foi observado também que a taxa de
armadura na estrutura contribui para o aumento da resisténcia Ultima da secéao.

Torabian et al (2019) verificou que a distribuicdo das solicitacdes, apOs a
fissuragéo, foi influenciada pela taxa de armadura a flexdo da laje. Nesses casos a
maior taxa de armadura trouxe maior rigidez para a laje. A fase de encruamento do
aco teve um impacto significativo no comportamento das estruturas em situacées com
grandes deslocamentos.

Apesar dos carregamentos estaticos serem 0s mais utilizados na analise
estrutural, carregamentos dindmicos também devem ser verificados. Os efeitos de
carregamentos de caracteristica ciclica em lajes foram analisados por Zou et al (2020)
utilizando como base o método dos elementos finitos em conjunto com analise nao
linear considerando o modelo de dano no concreto.

Os autores constataram, a partir dos resultados dos ensaios, que o modelo de
dano do concreto, utilizado em conjunto com a analise em elementos finitos, forneceu
resultados em acordo com os obtidos nos ensaios realizados.

Jia e Luin (2023) também fizeram uso do modelo de dano para a analise, por
meio do método dos elementos finitos, da resisténcia de lajes sujeitas a punc¢éo, onde
pode ser constatado que o modelo adotado apresentou bons resultados em
comparacao com a analise experimental.

Em um estudo conduzido por Delibera et al. (2021), foram realizadas provas de
carga em lajes existentes de uma edificacdo, nas quais os deslocamentos da estrutura
foram medidos. Os autores constataram boa concordancia dos resultados com o
modelo gerado em elementos finitos, onde foi possivel assegurar o bom desempenho
da estrutura para o carregamento previsto.

Zaja et al (2021) analisou o efeito de carregamento de curta e longa duracdo
em lajes simplesmente apoiadas, onde foi verificado que, entre os metodos utilizados
na analise (elementos finitos, calculo analitico com viga isostatica e processo de
Marcus), os que adotaram o comportamento de placa foram os que apresentaram
resultados com menor indice de erros.

Os deslocamentos nas vigas de apoio podem modificar consideravelmente a
distribuicdo das solicitacbes em lajes. Nesse sentido, Tao et al (2021) analisou o efeito

dos deslocamentos de vigas mistas. Os autores verificaram que, para vigas sujeitas a
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carregamentos uniformes, a rotagdo nos apoios influencia de forma significativa o
deslocamento final e nas solicitagdes do elemento estrutural.

Diante de diversos relatos em literatura péde-se constatar boa correlacdo da
analise numérica em elementos finitos, considerando o regime elastico, com o0s
resultados experimentais realizados. Acerca dos elementos finitos de casca, utilizados
na analise de estruturas de laje, Silva e Horowitz (2022) apresentaram o
desenvolvimento de uma metodologia de analise ndo linear com elementos de casca
submetidos a carregamento monoténico.

Os autores observaram boa correlacdo dos resultados obtidos na analise
numeérica com ensaios disponibilizados em literatura, verificando, assim, que os
elementos finitos de casca trazem resultados confiaveis na analise de estruturas de
placa.

Silva e Silva (2019) apresentaram um modelo numérico para o calculo de lajes
do tipo steel deck. O modelo foi desenvolvido em elementos finitos, utilizando-se
elementos de barra e de casca. As analises apresentaram boa concordancia com
ensaios disponibilizados no meio técnico.

Importante salientar que a rigidez das vigas de apoio e suas caracteristicas
influenciam no comportamento estrutural da laje. Bernardo (2019) analisou os
modelos analiticos de célculo de torcdo em vigas de secdo T e L realizando ensaios
experimentais. Foi verificada boa relacdo entre os resultados obtidos analiticamente
com 0S ensaios.

Bernardo (2019) verificou que, a depender do tipo de sec¢édo, o fluxo de
cisalhamento devido a tor¢do pode vir a modificar consideravelmente a resisténcia a
torcdo do elemento estrutural devido a fissuracdo. A ndo consideracdo do momento
de torcdo em lajes, conforme destacado por Shin et al (2009), pode fornecer
resultados contrarios a seguranca.

Em um estudo conduzido por Wang et al. (2022), foi analisada a influéncia da
rigidez a flexdo e a torcao das vigas de borda na determinacdo do carregamento ultimo
em sistemas estruturais compostos por laje e viga apdés uma situacao de incéndio. O
modelo proposto pelos autores, baseado na teoria das linhas de ruptura, trouxe
resultados compativeis com ensaios realizados.

Uma das causas que podem alterar o comportamento dos elementos
estruturais é a nao linearidade fisica dos materiais, que influenciam as propriedades

da rigidez em estruturas de concreto armado.
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Acerca dos efeitos da rigidez de lajes nos edificios, Darekar et al (2023)
analisou numericamente o efeito de fissuracdo de laje em edificios. A reducdo da
rigidez a flexdo da placa apresentou influéncia na redistribuicdo dos momentos nas
vigas da estrutura, assim, no caso de edificacdes sujeitas as acdes sismicas, onde
pode haver a formacao de fissuras nos elementos estruturais, ha a necessidade de se
considerar a nao linearidade do material.

Na andlise de estruturas de concreto armado é importante determinar de forma
precisa a rigidez apos a fissuracdo. Bruun et al (2020) estudou o efeito do
comportamento poés fissuratorio de estruturas de concreto armado. Os autores
constataram que a rigidez apds o estagio de fissuracdo é influenciada pela taxa de
armadura da secao.

Em estudo conduzido por Azizov et al (2019) foi analisada a formacdo de
fissuras devido a tor¢cdo em lajes alveolares. Foi verificado que a redistribuicdo de
deformacBes depende da rigidez a torcédo e a flexao da laje. Os autores concluiram
gue as fissuras normais ao plano da laje reduzem sua inércia a tor¢éao, assim, de forma
a preservar as propriedades do elemento estrutural € recomendado evitar a formacao
de fissuras, ou limitar sua abertura.

Utilizando-se andlises numéricas Silva et al (2020) verificou que, a depender
do tipo de laje e configuragcdo da armadura, pode haver alteracdes na resisténcia
Gltima da estrutura. Apesar das diferencas observadas, as prescricbes normativas
apresentaram resultados a favor da seguranca.

Florut et al (2020) realizou ensaios em lajes finas onde foi verificada boa
precisdo da andlise numérica em elementos finitos com os resultados obtidos em
laboratorio. Os autores constataram que as prescricdes normativas do Eurocode
forneceram resultados conservadores para a verificacdo a puncéao da laje.

Em um estudo conduzido por Hassan (2022), foi analisada a contribuicdo de
lajes rigidas e flexiveis na estabilidade global de edificios. O trabalho se concentrou
na analise sismica de edificios, indicando influéncia significativa na redistribuicdo dos
momentos nas vigas e pilares, a depender do grau de flexibilidade da laje.

Acerca de solicitagdes dinamicas, Fouad et al (2012) analisou numericamente
o efeito da consideracéo da rigidez a flexdo de lajes na resposta de acdes sismicas
em edificagBes. Foi constatado que os modelos que consideraram a rigidez a flexao
da laje foram os que geraram resultados mais proximos ao comportamento real da

estrutura.
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Os autores constataram que ao se desconsiderar a rigidez a flexao de lajes os
deslocamentos laterais podem ser superestimados, influenciando os resultados em
uma analise sismica.

A geometria dos apoios em lajes pode vir a alterar de forma significativa a
distribuicdo das solicitagdes no elemento estrutural. Considerando esse problema Al-
gahtani et al (2018) desenvolveu um estudo cujo objeto foi determinar, de forma
analitica, as solicitacdes de uma laje com suportes de geometrias variadas. Utilizando-
se um programa em elementos finitos pode-se verificar que o método proposto pelos
autores forneceu bons resultados.

Os deslocamentos também podem vir a alterar a distribuigdo de solicitagbes na
estrutura. Nesse sentido, Lihua et al (2019) modelou uma placa flexivel engastada e
livre sujeita a grandes deslocamentos e rotacdes. As condi¢cdes de contorno relativas
a flexibilidade foram inseridas diretamente equacdes diferenciais que governam o
problema de placa. Os resultados com carregamento estético foram coerentes com a
modelagem realizada, incluindo as analises relativas as propriedades dinamicas da
placa.

Darshni et al (2021) realizaram um estudo analitico do comportamento de
placas finas sujeitas a grandes deslocamentos onde foi constatado, por meio de
analise em elementos finitos, que a Teoria dos Grandes Deslocamentos, proposta em
Nishawala e Baruh (2011), trouxe resultados coerentes para lajes simplesmente
apoiadas nos bordos. P6de-se observar que ao se considerar grandes deslocamentos
as tensdes de membrana sdo elevadas em placas finas simplesmente apoiadas.

Considerando-se que existem diversas variaveis que podem influenciar o
comportamento de lajes em concreto armado, alguns modelos estruturais podem ser
mais adequados para descrever determinadas situacées. Nesse sentido, Surma et al
(2019) desenvolveu um método analitico para o calculo de lajes alveolares
protendidas considerando as interagcdes entre as tensdes de cisalhamento da laje.

Surma et al (2019) constatou que as tensdes de cisalhamento dependem da
espessura da laje. Em comparagcao com os ensaios realizados foi verificado que o
carregamento de ruptura é na ordem de 19% superior em comparagdo com O
carregamento de ruptura do modelo proposto em Surma et al (2019).

Foi desenvolvida por Mamatova et al (2020) uma solucao analitica, a partir de

equacdes diferenciais, para o calculo a flexdo de placas circulares com curvatura
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inicial. Nessa solucdo foi utilizada a teoria ndo linear de placas circulares flexiveis para
a andlise da perda de estabilidade.

Um estudo comparativo realizado por Aradjo et al (2021) utilizou os resultados
obtidos em placas finas. Para o céalculo foram adotadas tabelas disponiveis na
literatura, baseadas na teoria de placas, e 0 método das diferencas finitas. A analise
considerou diversas condigbes de contorno, onde foi constatado que, de uma forma
geral, os resultados trouxeram uma boa correlacdo entre o0 método numérico e o
método analitico.

Entretanto, as simplificacbes adotadas nas tabelas podem vir a gerar
detalhamento inadequado na estrutura, em especial ao se considerar a distribuicao
de tensdes devido aos momentos volventes.

Diante do apresentado, verifica-se que existem diversas variaveis que podem
influenciar na distribuicéo de solicitagbes na estrutura e na flexibilidade da laje. PGde-
se constatar que, apesar de haver bastante conhecimento sobre o assunto, ainda
existe a necessidade do desenvolvimento de modelos analiticos de forma a
aprofundar os conhecimentos sobre o comportamento na modelagem estrutural.

Observa-se que, majoritariamente, foram utilizados modelos numéricos para o
calculo e andlise de lajes. Esses modelos, apesar de possuirem maior precisao,
devem ser desenvolvidos de forma a retratar de maneira fidedigna as caracteristicas
da estrutura.

Conforme pdde ser observado, diversos pesquisadores constataram boa
correlacdo entre os resultados obtidos para prever o comportamento estrutural por
meio de modelagem numérica em relagdo aos ensaios realizados.

O processo de elaboracdo de um modelo numérico, caso nao retrate de forma
precisa os carregamentos e condicdes de contorno da estrutura, pode resultar em
falhas que podem passar despercebidas e gerar patologias futuras na edificacao.

Assim, faz-se necessario o uso de modelos analiticos como ferramenta para,
além de permitir a analise e dimensionamento, servir como parametro para verificagéo
estrutural.

Entretanto, cada modelo apresenta um determinado grau de imprecisédo ou
aplicabilidade em funcéo das simplificacdes adotadas, sendo necessario um estudo
de quais das variaveis sdo predominantes na analise e que possam retratar de forma

precisa o comportamento da estrutura.
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Um dos métodos analiticos mais amplamente utilizados no calculo de lajes é a
Teoria de Grelha. Conforme abordado em Araujo (2010), a Teoria de Grelha possui
como hipotese simplificadora a ndo consideracéo da rigidez a torcéo da laje.

Portanto, pode-se considerar que a Teoria de Grelha representa um limite
inferior no dimensionamento e verificagdo de lajes, uma vez que ha um aumento nos
valores dos momentos fletores devido a ndo consideragdo da rigidez a tor¢édo da laje.

Existem poucas pesquisas que abordam, de forma pratica, a consideracdo da
flexibilidade dos apoios nos métodos analiticos para o calculo de lajes. Nesse sentido
0 estudo proposto nesta tese sobre a contribuicdo a Teoria de Grelha com apoios
flexiveis, pretende preencher a lacuna no meio técnico de métodos de célculo

analiticos de lajes com apoios flexiveis.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo tem como propdsito apresentar os diversos estudos relativos a
analise e dimensionamento de lajes, contemplando os principais temas de interesse,

assim como as teorias que fundamentam a analise do comportamento de lajes.
2.1 Teoria de Placas

A teoria de placas, embora de dificil aplicacdo pratica, € a base para os modelos
de célculo de lajes. Lajes podem ser analisadas como estruturas bidimensionais as
quais sdo consideradas estruturas de estado plano, ou seja, uma dimensao
(espessura) € muito menor que as outras dimensées (comprimento e largura).

As equacdes de compatibilidade de uma estrutura em estado plano sédo dadas
em funcdo dos campos de deslocamentos u(x,y) e v(x,y). As deformacdes

especificas associadas aos campos de deslocamentos sé&o expressas por

u
£ = o (2.1)
v
&y = @ (22)
_ u N av 23)
Yoy =5y " ox '

Para se obter as equacdes constitutivas do elemento deve-se determinar o tipo
de estrutura que estd sendo analisada. As placas podem estar sujeitas ao estado
plano de tensdo ou estado plano de deformacédo, sendo o usual para lajes o estado

plano de tenséo.

2.1.1 Estado plano de tenséo

Os elementos em estado plano de tensdo possuem a caracteristica de
apresentar tensdao normal nula, ou seja, g, = 0. Assim, as deformacdes especificas
correspondentes a direcao do eixo Z sao ¢, # 0.

Com as componentes de tensao (oy,0y,0,), € admitindo-se que o material

segue a lei de Hook, obtém-se as seguintes relacdes
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& = E (2.4)

o
£y = —Vp&y = —vpfx (2.5)

Admitindo-se que o elemento esteja sujeito a um estado biaxial de tensfes

pode-se somar os efeitos da deformacao resultando em

Gx Gx
Ex = E_VPE (26)
Oy Oy
&y = F—fo (27)
Lembrando-se que a distor¢ao por cisalhamento é dada por
- 2(1+v,) 27)
xy E Xy
Escrevendo-se matricialmente as equacdes 2.6, 2.7 e 2.8 obtém-se
Ex 1 1 ~Vp 0 Ox
& | = i vy 1 0 ay (2.8)
Vxy 0 0 2(1+wvy)| My

A equacéao 3.8 pode ser escrita de forma simples como
e=1Lo (2.9)
Invertendo-se a matriz L da equacao 2.9 pode-se relacionar o vetor das tensdes

com o vetor das deformacdes, assim

o=Ce (2.10)
onde C é a matriz constitutiva para o estado plano de tenséo
1 v, 0
E |, 1 0
— p
¢ 1—v,2 1-v, (2.11)
0 O >

2.1.2 Estado plano de deformacéo

As estruturas em estado plano de deformacdo possuem a caracteristica de
apresentar deformacgéo especifica normal nula, ou seja, &, = 0 e tensées normais a
superficie o, # 0. De forma analoga ao item anterior sdo apresentadas as

deformac0bes especificas para esse estado plano de deformacgéo

(" Oy o,
exzf—vpf—vpf (212)

_ O'y (" g,
sy—f—vpf—vpf (213)
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o, Oy ay

£Z=E—fo—vpf (214)

Substituindo-se g, da equacgdo 2.14 nas equacgbes 2.12 e 2.13 obtém-se a

expressao matricial

Ex 1+, 1-v, -—v, 0]|0x

& | = -v, 1-v, 0||% (2.15)
Y E T

xy 0 0 21 1°xy

A equacao 2.15 pode ser escrita de forma analoga a equacéo 2.9. Procedendo

com os célculos obtém-se a matriz constitutiva para o estado plano de deformacgéo

1-v, Vp 0
C = E Vp 1-v, 0 (2.16)
- (1 + Vp)(l - Vp) (1 — va) .
0 0 —

2.1.3 Teoria de Kirchhoff

Dentre as hipéteses adotadas na Teoria de Kirchhoff a principal é que a secdo
transversal da placa se mantém plana e perpendicular a linha neutra, de forma
analoga a Teoria de Euler Bernoulli para vigas. Essa teoria € a mais indicada para a
andlise de placas delgadas.

As hipéteses de compatibilidade de deformacgdes e cinematicas adotas sao:

e existem apenas deslocamentos verticais;

¢ adeformacao vertical é nula em qualquer ponto da placa (e, = 0);

e uma linha reta e normal a superficie média da placa e que intercepta o plano
médio no ponto P(x,y) mantém-se reta e ortogonal ao plano tangente a
superficie média no referido ponto.

Como consequéncia da 32 hipétese as deformacbes por cisalhamento nos
eixos YZ e XZ sao nulas, ou seja, vy, = ¥y, = 0.

O campo de deslocamentos € dado em funcdo do deslocamento vertical w(x,y)

e expresso pelas equacdes

u(x,y,z) = —z% (2.17)
v(x,y,2) = —z%);y) (2.18)

As deformacgdes especificas do elemento infinitesimal sdo obtidas derivando-

se as equacdes 2.17 e 2.18, conforme expresso nas equacoes



40

ou 02w (x,y)
== —z—=

= — = — 2.19
= 9x 0x2 (219
ov 02w(x,y)

_v_ 2 2.20
=gl 2.20)

ou O0v 2%w(x,y)
=4 — 9, I 2.21
Vay dy T ox 2z 0xdy (221)

Para o célculo das tensfes no elemento deve-se considerar que a placa esta
sujeita a um estado plano de tensbes. Assim, 0 vetor de tensbes € expresso

matricialmente por

- 1 v 0 c
olo_E [w 1 0 I (2.22)
1—v,2 1—-v
Txy p 0 —P|Vxy
2

Substituindo-se os valores das deformacBes no vetor de deformacdes da

equacéao 2.22 resulta em

Oyx Wxx
E 1
oy | == —z U 0 Wyy (2.23)
T 1—v? L=%l| 2w
xy xy
2

Os momentos resultantes séo obtidos por meio de integracéo das tensdes ao
longo da espessura da placa, conforme expresso na equacao 2.23

Mx t/2 Ox
My [ = Oy | zdz (2.24)
M,y —t/2 |Tyy

Integrando a equacdo 2.24, admitindo-se curvatura constante ao longo da
espessura, tem-se
1 v, 0

M.X' 3 wxx

t E 1 0
v <12) | 1= |22 (2.29)
Mxy Yp 0 0 Tvp 2Wyy

gue pode ser reescrita da seguinte forma
M = DK (2.26)
onde D é expresso pela equacéo abaixo e denominado rigidez a flexdo da placa de

Kirchhoff, e o vetor K é o vetor de curvaturas
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(2.27)

(2.28)

Vale ressaltar a semelhanca da expressao 2.26 em relacdo a equacdo da

curvatura para vigas expressa por M = EIv".

2.1.4 Teoria de Mindlin

Dentre as hipéteses adotadas na Teoria de Mindlin a principal é que a secao

transversal da placa se mantém plana, mas ndo necessariamente perpendicular a

linha neutra, ou seja, é considerada a distorcdo devido ao cisalhamento, de forma

analoga a Teoria de Timoshenko para vigas. Essa teoria € a mais indicada para a

andlise de placas delgadas e espessas.

As hipoteses de compatibilidade de deformacdes e cinematicas adotas séo:

e existem apenas deslocamentos verticais;

¢ adeformacao vertical é nula em qualquer ponto da placa (e, = 0);

¢ umalinha reta e normal a superficie média da placa e que intercepta o plano

médio no ponto P(x,y) mantém sua linearidade apés a aplicacdo do

carregamento, sem estar ortogonal a secéo.

A 32 hipétese, diferentemente da Teoria de Kirchoff, permite a distor¢cao por

cisalhamento na secéo para os demais eixos.

Os deslocamentos sao dados por

dw(x,y)
u(x,y,z) = ZT

dw(x,y)
v(x,y,z) = —ZT

As deformacdes especificas sdo dadas por

ou  0%w(x,y)
“ox d0xdy

B @ - dxdy

v woly)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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2 2
Yy =%+Z_Z=Z<a “;;’;’y)—a ‘;iﬁ’y)) (2.33)
dw OJv dw Jdw
Yyz = E‘Fg = (E_a_a) (2.34)
dw Jdu dw Jdw
Yz = -+ - = (a - @) (2.35)

Seguindo a mesma sistemética do item 2.1.3 pode-se desenvolver o vetor de

momentos pela teoria de Mindlin, obtendo-se

M| _|-Dp, O]|K,
lol=0" o./lK (2:30)
, , 1 v, 0
t t°F 1 0
Dp==5C = —r——5 v - (2.37)
12 12(1 - v,2) 1-v
0 0
2
| E o |
b = ¢ |21+ %) (2.38)
s = E '
2(1+v,)
0)x
Ky = Oy (2.39)
ey,y - Hx,x
_ W, —0y
K = w.— 8, (2.40)

Observa-se que em comparacao a teoria de Kirchhoff, a teoria de Mindlin
considera as solicitacdes devido a for¢a cortante em todos os planos do elemento,
podendo ser considerada uma metodologia de calculo mais completa do ponto de

vista tedrico.

2.2 Método dos elementos finitos

O calculo de lajes pelo método dos elementos finitos pode ser realizado com
elementos bidimensionais ou tridimensionais. Devido a complexidade e elevado
esforco computacional utiliza-se, normalmente, elementos bidimensionais para a
analise de placas.

Para se determinar a matriz de rigidez de um elemento bidimensional é
necessario estabelecer as fungbes de interpolacdo do elemento, que sdo dadas em

funcé@o do numero de nés do elemento.
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Embora de uma forma geral existem diferengas entre os diversos elementos
finitos bidimensionais (elementos CST, isoparamétricos, etc) a sistematica para o
desenvolvimento da matriz de rigidez € semelhante, sendo abordada na sequéncia.

As fungdes de interpolagdo (matriz N) fornecem os campos de deslocamentos
no interior dos elementos em funcdo dos deslocamentos nodais
u = Nd, (2.41)

O vetor de deformacdes no interior do elemento € obtido derivando-se essa

expresséo, resultando em
e = Bd, (2.42)

Para o célculo das tensbes no elemento € necessario utilizar o vetor de
deformac@es especificas dado pela equacao 2.42, onde a matriz B é a derivada da
matriz N. Admitindo-se que o material € homogéneo, e tem comportamento linear
elastico, utiliza-se a matriz constitutiva C, que depende do tipo de estado plano
adotado para o comportamento do elemento, assim

o=Ce (2.43)

A matriz de rigidez do elemento é obtida por meio do principio dos

deslocamentos virtuais, resultando em
K; =fBTCBdV (2.44)

A matriz de rigidez global K, da estrutura € obtida associando as matrizes de
rigidez locais K; de cada elemento. Os deslocamentos globais séo calculados a partir
da equacao de equilibrio

Kgdg = fg (2.45)

onde f, € o vetor de cargas globais da estrutura.

2.3 Teoria de Grelha

Tendo em vista que os métodos de calculo pela Teoria das placas séo de dificil
aplicacdo, alguns métodos praticos foram elaborados de forma a tornar a andlise e
dimensionamento de facil aplicacéo pratica.

A teoria de grelha consiste em dividir a laje em duas vigas ficticias de largura
unitaria cada uma em um eixo da laje. Calcula-se, em funcdo das condicbes de
contorno adotadas em cada viga, o deslocamento maximo para um dado

carregamento. Com o deslocamento maximo calculado em cada faixa iguala-se o



44

valor obtido da faixa X com o da faixa Y, de forma a se compatibilizar os
deslocamentos.

Com a compatibilidade de deslocamentos assegurada prossegue-se com 0S
calculos determinando as solicitacfes atuantes na laje em funcdo das condi¢cfes de
contorno. Para aplicacdo do método existem diversos textos técnicos, entre 0s quais
citam-se os livros de Souza e Cunha (1998) e Araujo (2010).

O carregamento atuante na laje é decomposto em duas parcelas de carga,

onde cada parcela é atribuida a uma faixa, assim

q=4qx tqy (2.46)
Os deslocamentos devem ser iguais na intersecao
Ay = A, (2.47)

Admitindo-se que os deslocamentos sdo dados pela forma

a ql*
_ 1@ 2.48
A 384 EI ( )
onde o coeficiente a é dado em funcdo da condi¢éo de contorno da faixa em estudo.

Prosseguindo com os célculos obtém-se

Gyl = ayqyly4 (2.49)
Utilizando a equagéo 2.46 na equagéao 2.49 tem-se
axQxlx4 = ay(q - Qx)ly4 (2-50)
Isolando-se g, obtém-se
a,l,*
I = Q———— (2.51)

a, Lt + ayl,

onde utilizam-se as variaveis auxiliares
4

a,l
K =—2YY 252
* a, L+ ayly4 (252)
K, =1-K, (2.53)

Com os coeficientes K, e K,, pode-se obter os momentos e reacoes das lajes a

partir de expressdes amplamente divulgadas em literatura técnica.

2.4 Processo de Marcus

O processo de Marcus, de acordo com Souza e Cunha (1994) tem como base

a equacao diferencial de placas, sendo obtido suas equacdes pelo método das
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diferencas finitas. Esse método considera o efeito da torcdo na laje, influenciando,
assim, os resultados para 0s momentos positivos.

Para o célculo dos momentos positivos é aplicado um fator v < 1 nas equacgdes
de calculo dos momentos positivos. Esses coeficientes sdo baseados em relacbes
semiempiricas e sdo obtidos em funcdo da geometria da laje e da condicdo de

contorno dos bordos. Os coeficientes redutores séo dados pelas equacdes

=1 20 K 2.54
20 Ky €2
v,=1—— (2.55)
Y 3 a,
ly
e==2 (2.56)

L
os coeficientes a, e a, sdo dados em fungdo das condicGes de contorno da laje, K, e
K, séo os coeficientes de distribuicéo de carga das faixas. O valor dessas variaveis €
igual as obtidas pela Teoria de Grelha. Os momentos positivos pela teoria de Marcus
sao dados pelas equacdes abaixo
My = VM, (2.57)
My, m = vy M,, (2.58)

Onde M, ,, € M,, ,,, correspondem aos momentos fletores positivos atuantes na
laje pela teoria de Marcus e M,, e M,, sdo os momentos fletores positivos obtidos pela
teoria de grelha.

Contudo, vale destacar que, de acordo com Araujo (2010), o calculo das
reacOes de apoio da laje, para esse método, ndo deve ser considerado como um
carregamento uniformemente distribuido nas vigas, devendo ser considerado um
carregamento triangular.

Por considerar a torcdo € necessario dimensionar armaduras nos cantos com

condicéo de contorno de apoio simples.
2.5 Método das faixas finitas

O célculo pelo método das faixas finitas utiliza fungdes de forma polinomiais na
direcdo transversal e funcbes e forma trigonométricas na dire¢do longitudinal. O

método das faixas finitas (MFF) difere do método dos elementos finitos (MEF) no
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sentido de que a discretizagdo do meio continuo é feita com faixas longitudinais,
enquanto no MEF é feito com elementos bidimensionais.

De acordo com Lazzari e Batista (2021) o campo de deslocamentos de cada
faixa pode ser aproximado pela expressao 3.59

($)=Z[N][d]=2(’vg” W) vw v w6 we )T (259

w
A matriz das fungbes de forma é obtida através de func¢des polinomiais. A
formulacéo do método é realizada pelo principio da minima energia
ol
i
O procedimento para o calculo das reacdes e deslocamentos segue a mesma

0 (2.60)

sistematica do método dos elementos finitos.

2.6 Analogia de grelha

O calculo pela analogia de grelha é realizado subdividindo-se a laje em grelhas
planas formadas por barras igualmente espacadas. Assim, de acordo com Araujo
(2010), a rigidez a torcao e flexdo da laje é dada pelos elementos de grelha
constituintes.

A rigidez a flexao das barras de grelha € dada por

E.cbh3

= 2.61
K 12(1 — v?) (2.61)

A rigidez a tor¢do das barras de grelha é dada por
K: =x(1-v)K (2.62)

Onde o coeficiente y é o coeficiente de reducao da rigidez a tor¢cao da barra e
possui valor menor ou igual a 1.
As barras de grelha sdo carregadas por

_g4

ltot

q (2.63)

Onde g é o carregamento total da laje, A € a &rea da laje e [;,; € a soma dos
comprimentos das barras de grelha.

Utilizando-se o0 método de rigidez para resolver a grelha obtém-se os
deslocamentos nodais, momentos fletores e momentos de tor¢cdo. Os momentos por

unidade de comprimento sao dados por
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MxO

= — 2.64
My,
= — 2.65

Onde M, e M, sdo os momentos fletores na barra de grelha nas dire¢ées X e

Y e AY e AX é o espagamento entre as barras.
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3 DIRETRIZES NORMATIVAS NA ANALISE A FLEXAO DE LAJES

As normas, nacionais e internacionais, trazem alguns requisitos minimos que
devem ser atendidos para a analise e dimensionamento de lajes. Majoritariamente as
condi¢cbes que devem ser atendidas dizem respeito a armadura minima a ser adotada,
a ductilidade da sec¢éo e a espessura minima.

Neste capitulo serdo avaliados os principais requisitos em relagéo a analise de
lajes a flexdo, principalmente em relacdo a andlise de lajes com apoios flexiveis.

Assim, de forma a apresentar quais as prescricdes normativas sao usualmente
adotas os itens que seguem apresentam as recomendacfes dos principais codigos
utilizados.

3.1 NBR 6118/2023

Seguindo as diretrizes da NBR 6118/2023 elementos de placa podem ser
analisados admitindo-se as seguintes hipoteses:

a) manutencéo da secao plana apos a deformacéo, em faixas suficientemente
estreitas;

b) representacdo dos elementos por seu plano médio.

A norma destaca que deve ser estudada a necessidade de se avaliar a
alternancia de cargas na andlise. Para estruturas com carga variavel de até 5 kN/mz2,
e que seja no maximo de 50% da carga total, a andlise pode ser efetuada sem a
consideracao da alternancia de cargas.

Em relacdo a analise estrutural recomenda-se que em elementos de placa
devam ser aplicados os métodos baseados na teoria da elasticidade adotando-se o
coeficiente de Poisson v = 0,2.

Para caracterizar o comportamento ductil da secao a posi¢ao da linha neutra,
no Estado Limite Ultimo, deve estar compreendida dentro dos limites abaixo descritos:

e x/d < 0,45 para concretos com f., < 50 MPa;

e x/d < 0,35 para concretos com 50 MPa < f., <90 MPa.
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7

Quando a redistribuicdo dos momentos na laje € admitida, reduzindo o
momento fletor de M para §M em determinada secéo, a profundidade da linha neutra
deve ser limitada aos seguintes valores:

e x/d < (6—0,44)/1,25 para concretos com f., < 50 MPa;

e x/d <(6—-0,56)/1,25 para concretos com 50 MPa < f,, < 90 MPa.
onde o coeficiente de redistribuicdo § deve obedecer ao limite § > 0,75.

Na analise plastica é permitido utilizar, no calculo no estado limite ultimo, a
teoria das charneiras plasticas. Para se garantir as condi¢cdes apropriadas de
ductilidade, sem a necessidade de verificacao explicita da capacidade de rotagcéo da
secao, a linha neutra deve estar compreendida entre os limites:

e x/d < 0,25 para concretos com f_, < 50 MPa;

e x/d < 0,15 para concretos com f., > 50 MPa.

O célculo da armadura minima em uma sec¢édo pode ser obtido em fungéo do
momento minimo para o calculo de armadura longitudinal de vigas, dado pela equacéo
3.1.

Mg min = 0,8Wofctr, sup (3.1)

A armadura minima também pode ser adotada em funcdo das taxas minimas
de armadura, que sao dadas em funcéo do f,, do concreto, conforme ilustra a Figura
3.1.

Valores de pmin @ (As,min/Ac)

Forma da %
secao

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90

Retangular | 0,150 | 0,150 | 0,150 | 0,164 | 0,179 | 0,194 | 0,208 | 0,211 | 0,219 | 0,226 | 0,233 | 0,239 | 0,245 | 0,251 | 0,256

&  Osvalores de ppp, estabelecidos nesta Tabela pressupdem o uso de ago CA-50, d/h = 0,8 e v = 1,4 e yg = 1,15. Caso esses fatores sejam
diferentes, ppyi deve ser recalculado.

Figura 3.1 — Valores minimos de taxa de armadura, NBR 6118/2023.

Para lajes armadas em uma direcdo, cuja relacao entre os vaos € superior a 2,
a norma preconiza que na direcdo da armadura secundaria seja respeitado os limites

estabelecidos abaixo

A
?S > 20% da armadura principal (3.2)

cm?

4 > 09— (3.3)
S m



Ps = 0'5pmin

50

(3.4)

De forma geral as armaduras minimas para as lajes devem seguir as

prescricdes apresentadas na Figura 3.2.

Elementos
estruturais Elementos estruturais com | Elementos estruturais com
Armadura sem armadura ativa armadura ativa
armaduras aderente nao aderente
ativas
Armaduras o o — o 0.67 o Ps = pmin — 0.5 pp 2 0,67pmin
negativas Ps = Pmin O e L (ver 19.3.3.2)
Armaduras
negativas de 1
= 0,67pmi
bordas sem Ps = &0 Pmin
continuidade
Armaduras
ositivas de lajes |
P S naJS ps = 0,67 pmin | ps = 0,67pmin — Pp 2 0,2 pmin | Ps = pmin — 0.5pp = 0,5 pmin
duas diregdes
Armadura
positiva
(principal) de Ps = Pmin Ps 2 Pmin — Pp 2 0.9 pmin Ps = pmin — 0,9pp 2 0,5 pmin
lajes armadas
em uma direcéo
Armadura B
positiva Asls =z 20 % da armadura principal
(secundaria) de As/s = 0,9 cmZ/m =
e arm_ada? Ps = 0,5 pmin
em uma direcéo
onde
Ps = As-'.bu\" ” e pp = Ap.‘l-bl.l.- h
NOTA Os valores de pyip sdo definidos em 17.3.5.2.1.

Figura 3.2 — Valores minimos de taxa de armadura em lajes, NBR 6118/2023.

Assim, verifica-se que ndo ha necessidade de se dimensionar armadura
minima quando se trata do detalhamento da armadura disposta na direcdo do maior
vao para lajes armadas em uma direcéo, haja vista que os valores a serem adotados
sdo dados em funcdo de quantidades pré-estabelecidas em funcdo de outros

parametros.



51

3.2 FIB Model Code 2010

O FIB Model Code recomenda que a andlise estrutural deva levar em
consideracdo aspectos relativos a geometria, condicdes de contorno e transmissao
das reacdes de apoios dos elementos.

A interacdo solo-estrutura também deve ser considerada de forma apropriada
na modelagem, ou seja, os deslocamentos devido ao comportamento do solo devem
ser previstos na analise do comportamento da estrutura.

Portanto, embora ndo exista uma indicacdo expressa da consideracéo
flexibilidade dos apoios em lajes, pode-se interpretar que o codigo sugere que na
andlise esteja contemplada todas as possiveis causas de deslocamentos na estrutura
e a forma como elas afetam na transmissao das reacdes de apoio nos elementos
estruturais.

E permitida a redistribuicio de momentos, sem a verificacdo da capacidade de
rotacdo da secéo plastificada, para lajes sujeitas preponderantemente a flexdo e que
tenham uma razéo entre vaos variando de 0,5 a 2.

Para se adotar a redistribuicdo de momentos fletores sem a verificagdo explicita
da capacidade de rotacdo da secdo a profundidade da linha neutra deve estar
compreendida dentro dos limites estabelecidos abaixo:

o 6 =>ky+kyx,/d paraf., <50 MPa;

o O =>k3+ kyx,/d paraf, > 50 MPa.

Onde § é o coeficiente de redistribuicdo, x,, € a linha neutra no estado limite de
servigo apoés a redistribuicdo, d € a altura Gtil, k; = 0,44, k, = 1,25(0,6 + 0,0014/£.,5),
k; =07 ek, =0,8.

A norma sugere que nos locais onde ha a possibilidade de formacéo de rétulas
plasticas a linha neutra deve estar compreendida nos limites abaixo estipulados:

e x/d < 0,45 para concretos de classe < C50/60;

e x/d < 0,35 para concretos de classe > C55/67.

A resisténcia a compressao, deformacdo maxima, resisténcia a tracdo e demais

parametros associados as classes do concreto sao apresentados na Figura 3.3.



Concrete grade C12 |cl6 | c20 | €25 | €30 |35 [c40 |45 | cso [ €55 | cs0 | €70 | cso | €90 [Clo0
i (MPa) 12 |16 |20 |25 |30 [35 |40 |45 [s0 |55 |60 |70 |80 |90 |100
Fokcuve (MPa) 15 |20 |25 |30 |37 |45 |s0 |55 |60 |67 |75 |85 |95 |105 |115
Fom (MPa) 20 |24 |28 |33 |38 |43 |48 |53 |58 |63 |68 |78 |88 |o9g | 108
Ffom (MPa) 16 |19 |22 |26 |29 [32 [35 |38 |41 |42 |44 |46 |48 |50 |52
fuoos (MPa) 11 |13 |15 |18 |20 |22 |25 |27 |29 [30 [31 |32 |34 |35 |37
furoos (MPa) 20 |25 |20 |33 |38 [42 |46 |49 |53 |55 |57 |60 |63 |66 |68
E.p (GPa) 271 | 28.8 | 303 | 32.0 | 33.6 | 35.0 | 363 | 37.5 | 38.6 | 39.7 | 40.7 | 42.6 | 444 | 46.0 | 475
ect (%o) 18 |19 |21 |22 |23 [23 |24 |24 |25 |25 |26 |27 |28 |29 |30
eeut (%0) 35 |35 |35 |35 [35 |35 |35 |35 |34 |34 |33 [32 |31 |30 |30
eca (%o) 2.0 22 23 |24 |25 |26 |27
eeu2 (%0) 3.5 31 |29 |27 |26 |26 |27
n 2.0 175 | 1.6 [ 145 |14 |14 |13
ec3 (%) 1.75 18 |19 |20 |22 |23 |24
Eeus (%0) 3.5 31 (29 |27 |26 |26 |24

Figura 3.3 — Resisténcia a compressao do concreto em fungéo das classes, FIB
Model Code 2010.
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Para o calculo da resisténcia a flexdo, no estado limite Gltimo, é recomendado

gue sejam admitidas as seguintes hipoteses:

e as secOes sdo planas;

e a resisténcia a tracdo do concreto € ignorada.

Acerca da andlise estrutural a norma faz referéncias a regides B (forcas e

momentos variam gradualmente) e D (forca e momentos variam de forma

descontinua), que devem ser levadas em consideracdo na analise.

Nas regides B a hipotese de Bernoulli é valida, enquanto na regido D essa

hip6tese nao é valida. As regides de descontinuidade podem ser dadas em funcéo de

alteracdo brusca de geometria do elemento estrutural ou carregamento concentrado.

A Figura 3.4 ilustra caracteristicas dessas regioes.
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Figura 3.4 — Regibes de continuidade (B) e descontinuidade (D), adaptado de Tjen e
Kuchma (2002).

A area de aco minima em lajes deve ser adotada de modo a estar em
conformidade com os critérios de servico (tenséo limite, abertura de fissuras, vibracao
e deformacéao excessiva).

A armadura longitudinal minima em lajes pode ser calculada de forma analoga
a armadura minima de vigas dado pela equacéo 3.5.

fctm

vk

Agmin = 0,265 b d (3.5)

Em relacdo a armadura transversal (cisalhamento), quando h&a necessidade, o
valor minimo a ser adotado ndo deve ser menor que 20% do valor calculado da
armadura minima longitudinal.

Quando existe torcdo na laje devido a compatibilidade, e a estrutura néo
depende da torcdo para a estabilidade, ndo é necessario considerar a torcado no
estado limite ultimo. Entretanto, nesses casos, armadura minima de tor¢cao deve ser

prevista para evitar fissuracao excessiva.

3.3 American Concrete Institute — ACI 318

O ACI 318 (2019) permite o uso de qualquer método de célculo para a andlise
de lajes, desde que sejam obedecidas as condi¢gbes de equilibrio, compatibilidade e
as condi¢cdes em servigco sejam atendidas.

Para lajes ndo protendidas deve haver controle da tens&o atuante no concreto,

gue deve obedecer aos limites estabelecidos na Figura 3.5.
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&
Type of transverse reinforcement
Net tensile stain & Classification Spirals conforming to 25.7.3 Other
_ Compression-

ESgy controlled 0.75 (a) 0.65 (b)

. (e,—&,) e -¢g,)
£ <& < gy + 0,003 Transitiont] 0.75+015———= (c) 0.65+0.25— (d)

- (0.003) (0.003)
&= gy +0.003 Tension-controlled 0.90 (e) 0.90 £

For sections classified as transition. it shall be permitted to use ¢ corresponding to compression-controlled sections.

Figura 3.5 — Deformacéo limite, ACI 318, 2019.

A espessura minima da laje, sem vigas em seu interior, € dada em funcdo do
comprimento de vao, da tensdo de escoamento do aco e se existe capitel, conforme

ilustra a Figura 3.6.

Without drop panelsF! With drop panels?!
Exterior panels Exterior panels
fpsi?! | Without edge beams | With edge beams!!! | Interior panels Without edge beams | With edge beams!! | Interior panels
40,000 £33 £/36 £,/36 £,/36 £,/40 £,/40
60.000 £4/30 £a/33 {nf33 £a33 £a/36 £nl36
80.000 £27 £,/30 £,/30 £,/30 £33 £,/33

Ul¢, is the clear span in the long direction, measured face-to-face of supports (in.).

PFor f; between the values given in the table, minimum thickness shall be calculated by linear interpolation.

ElDtop panels as given in 8.2.4.

FISlabs with beams between columns along exterior edges. Exterior panels shall be considered to be without edge beams 1f o715 less than 0.8

Figura 3.6 — Espessura minima de laje armada em duas direcdes, adaptado de ACI
318, 2019.

A armadura minima em lajes é dada pela equacéo 4.6 e deve estar localizada
na regido de tracdo da secdo. A armadura minima deve ser prevista em fun¢éo do vao
em andalise.

Agmin = 0,0018 4, (3.6)

Onde A, € a area bruta da secao.

Para a analise dos deslocamentos de lajes armadas em uma direcédo o ACI 318
(2019) prevé que o calculo deve ser realizado de forma anéloga ao calculo do
deslocamento de vigas.

Apesar de nado existir uma indicacdo explicita da consideragdo de apoios
flexiveis na modelagem, o cédigo recomenda que a rigidez dos elementos estruturais
deve considerar os efeitos das deformacdes devido a flexdo, cisalhamento,

deformacéo axial e escorregamento de armadura.
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Existe ainda a necessidade de se considerar o efeito da fissuragdo na
determinacdo da rigidez dos elementos estruturais, caso seja verificada na
combinacéo dos carregamentos que existe a possibilidade de formacéo de fissuras.

O ACI 318 (2019) faz uma ressalva em relacdo ao tipo de carregamento que
pode alterar o comportamento de lajes armadas em uma direcdo. Cargas
concentradas ou aberturas criam momentos locais e forga cortante que podem fazer
com que a laje armada em uma direcdo se comporte como laje armada em duas

direcdes.

3.4 Eurocode 2004

Em relacdo a analise estrutural de lajes, o Eurocode permite que o
dimensionamento considere que 0s apoios ndo gerem restricdo a torcdo, ou seja,
podem ser admitidos bordos simplesmente apoiados.

Quando se considera que a laje seja monolitica com os apoios, 0 momento
critico deve ser considerado na face do apoio. Assim, o cédigo preconiza que o
momento e a reacdo de dimensionamento deva ser o maior valor entre o obtido na
analise elastica e o considerando a redistribuicao.

Para se realizar a andlise plastica de lajes alguns parametros devem ser
respeitados, 0s quais seguem listados abaixo:

e 0s métodos de calculo devem ser utilizados apenas para checagem do

estado limite altimo;

e a ductilidade da secao deve ser suficiente para se garantir o mecanismo de

rétulas plasticas;

e a andlise plastica deve ser baseada no limite inferior (estatico) ou no limite

superior (cinematica).

Para se garantir a condicdo de ductilidade da secédo, sem a necessidade de
verificagdo explicita, a linha neutra deve estar compreendida entre os limites
estabelecidos abaixo

e x/d < 0,25 para concretos de classe < €50/60;

e x/d < 0,15 para concretos de classe > C55/67;

e A razdo entre 0s momentos nos suportes e no vao intermediario deve estar

entre 0,5 e 2.



56

A resisténcia & compressao do concreto e suas respectivas classes sdo dadas

pela Figura 3.7.

Strength classes for concrete Analytical relation
| Explanation
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Figura 3.7 — Classes do concreto de acordo com o Eurocode, 2004.

O cadigo determina que a armadura minima das lajes deve seguir 0s mesmos
requisitos para vigas, assim, a armadura minima longitudinal € dada pela equacéo
abaixo

fctm
vk
Para o caso de lajes armadas em uma direcdo o codigo prevé que deve ser

Agmin = 0,26 = b,d > 0,0013b,,d (3.6)

disposta, no minimo, 20% da area de aco principal na dire¢cdo do maior vao da laje.

3.5 Canadian Standards Association — CSA (2004)

Acerca da andlise estrutural o cédigo recomenda que a laje seja dimensionada
garantindo o equilibrio e compatibilidade com os apoios. Os limites relacionados aos

deslocamentos maximos devem ser atendidos.
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E permitido o uso da teoria de placa com aproximac&o classica ou numérica.
Para andlise mais precisa deve-se levar em consideracdo a espessura da placa e o
efeito de redistribuicdo dos momentos devido a fissuracdo, retracdo, fluéncia e
carregamento.

Recomenda-se que, para qualquer tipo de laje a ser dimensionada, deve haver
a previsdo de uma armadura minima a ser disposta em cada direcdo do vdo. A
armadura deve obedecer ao minimo indicado na equacéo 4.7.

Agmin = 0,002 4, (3.7)
Onde A, € a area bruta da segao.

O CSA (2004) determina que a espessura minima de uma laje seja dada em
funcdo dos critérios de estado limite de servico e que ndo seja inferior a 12cm.
Entretanto, espessura menor que o0 minimo pode ser adotado, desde que os
deslocamentos sejam inferiores aos limites estabelecidos.

Para o caso de existir vigas entre os suportes da laje a condi¢cdo de espessura
minima da laje a ser calculada é dada em funcao da inércia da viga de bordo e outros
parametros.

Em relagdo ao célculo do deslocamento da laje é necessério considerar a
geometria da placa, as condi¢cdes de suporte e o tipo de vinculacdo dos elementos
estruturais.

No calculo de lajes armadas em duas direc6es 0s momentos resultantes devem
ser ajustados de forma a considerar os efeitos da tor¢éo da laje. Assim, o momento
final de dimensionamento deve ser a soma do momento de célculo com o momento
de torcéo, conforme apresentado abaixo.

e Momento positivo

Mya =My + |my | (3.8)

My, = my + [my | (3.9)
¢ Momento negativo

Myq =My — [y | (3.10)

My = my = [my| (3.11)

O caddigo permite que a analise plastica de lajes possa ser baseada no limite
inferior ou limite superior, entretanto, para analise mais precisa os efeitos de fluéncia

e retracao devem ser considerados.
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Além dos requisitos especificados anteriormente € necessario que na analise

plastica o tamanho e a rigidez dos elementos de suporte sejam considerados.

3.6 Resumo dos codigos

Apesar de ndo existirem recomendacfes acerca das analises estruturais a
serem realizadas nos casos de apoios flexiveis em lajes, verifica-se que algumas
normas indicam a necessidade de se considerar os deslocamentos dos apoios.

O ACI 318 (2019) e o FIB Model Code (2010) indicam a necessidade de se
considerar na modelagem da estrutura os efeitos que possam causar deslocamentos
nas vigas de apoio.

As normas regulamentadoras analisadas recomendam a necessidade de se
adotar uma armadura minima nos elementos estruturais, de forma a suprir eventuais
aproximacodes de célculo.

Entretanto, alguns os cddigos como a NBR 6118 (2023) e o Eurocode (2004)
adotam armaduras minimas diferentes nos casos em que as lajes sdo armadas em
uma direcdo, podendo obter valores inferiores aos minimos pré-estabelecidos.

De uma forma geral as normas permitem a plastificacdo dos apoios em lajes,
desde que certos limites relacionados a posicéo da linha neutra sejam respeitados.
Esses limites buscam permitir que a secdo tenha capacidade de rotacao suficiente.

Ressalta-se que apenas o cddigo CSA (2004) apresenta uma recomendacao
acerca dos momentos de tor¢céo de lajes 0s quais devem ser somados aos momentos

positivos e negativos das lajes.
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4 CONSIDERACOES SOBRE A FLEXIBILIDADE EM SISTEMAS ESTRUTURAIS

Na andlise e dimensionamento de estruturas € comum adotar aproximacgdes
nos modelos estruturais de forma a facilitar sua modelagem. Dentre as aproximacdes
usualmente empregadas constam a utilizacdo de nds rigidos e apoios que transmitem
os esforgos na sua totalidade.

Embora esse tipo de aproximacéo seja utilizado rotineiramente sabe-se que a
transmissao total e esforcos pelos apoios € uma arbitracdo matematica que nao se
configura na pratica em sua totalidade, assim, deslocamentos relativos podem ocorrer
na estrutura alterando o diagrama de esforcos dos elementos estruturais.

Alguns fatores podem influenciar na capacidade de transmissao dos esforgos
nos nés e apoios da estrutura, dentre os quais pode-se citar:

e fissuracéo;

e comprimento de ancoragem insuficiente;

e escorregamento da armadura por falta de aderéncia;

¢ nichos de concretagem e baixa resisténcia do concreto na segao.

Embora a NBR 6118/2023 e diversas outras normas indiquem o uso de
armadura minima de modo a suprir as aproximacdes de calculo, a depender do grau
de rotacdo ocorrida no elemento estrutural, a armadura minima prevista pode nao ser
suficiente para resistir ao carregamento aplicado.

Assim, uma forma de considerar esses fatores € utilizar apoios elasticos no
modelo estrutural. Os itens que seguem apresentam formas de como pode ser

considerado apoios elasticos na concepcao da estrutura.
4.1 Andlise da rigidez dos pilares em vigas de porticos

No dimensionamento de pérticos € costume considerar a simplificacéo de que
todos os apoios e ligacOes transmitem os esforcos de forma perfeita, ou seja, as
consideracdes de que engastes, apoios simples e nés transmitem integralmente as
solicitacoes.

Em estruturas idealizadas como porticos a dimenséo dos pilares pode alterar o

modelo estrutural a ser utilizado para o dimensionamento das vigas. A Figura 4.1
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ilustra o caso de uma viga em que a rigidez do pilar altera o0 modelo estrutural a ser

adotado em seu dimensionamento.

K=o

a) b)

Figura 4.1 — Influéncia da rigidez dos pilares no modelo estrutural de viga. a) Modelo

de viga simplesmente apoiada; b) Modelo de viga apoiada e engastada

O caso idealizado na Figura 4.1 ilustra o modelo estrutural comumente utilizado
para o dimensionamento de vigas em porticos. Entretanto, o modelo de apoios simples
pode ndo se concretizar na prética (Figura 4.1a).

Por menor que seja a rigidez dos pilares eles oferecem certa restricdo a rotacéo
da viga, assim, o modelo que apresenta maior precisdo dos resultados é o que
considera apoios semirrigidos.

Devido a restricao parcial a rotacdo dos apoios da viga, em funcéo da rigidez
dos pilares, o dimensionamento como vigas simples ou continuas pode resultar em
patologias devido a auséncia de armadura superior nos apoios. A Figura 4.2 ilustra

esse tipo de problema.
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|

Figura 4.2 — Possivel formagéo de fissura em devido a modelo estrutural

inadequado.

Acerca da possibilidade de formacao de fissuras no encontro de viga com pilar,
conforme as ilustradas na Figura 4.2, as normas Eurocode (2004) e FIB model code
(2010) recomendam dispor armadura para controle da fissuracdo quando esses
membros sdo considerados rotulados nos pilares.

Além da rigidez dos pilares influenciar no modelo estrutural da viga, a nao
linearidade do material devido a possivel abertura de fissuras também contribui para
alterar o diagrama de esforcos do elemento.

A NBR 6118/2023 permite admitir que as vigas de edificios sejam continuas
sem ligacdes rigidas com os pilares, contudo devem ser respeitados os seguintes
critérios:

e nos vaos intermediarios das vigas continuas ndo podem ser considerados
momentos positivos inferiores aos obtidos quando se considera as
extremidades da viga deste vao engastado;

e NOS vaos extremos das vigas continuas 0s momentos positivos nao podem
ser menores que 0s obtidos engastando-se 0 apoio interno;

e quando a viga for solidaria com o pilar intermediario e a largura do apoio for

superior a 25% da altura do pilar ndo podera ser considerado momento
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negativo de valor absoluto menor que o do engastamento perfeito nesse
apoio.
A NBR 6118/2023 recomenda que em vigas continuas apoiadas sobre pilares
deva ser considerado um momento fletor negativo dado por

rinf + Tsup )
rviga + rinf + Tsup

M = Mepg < (4.1)

Onde M.,, € 0 momento de engastamento perfeito do vdo em questdo e r € 0

coeficiente de rigidez dado por

reg (4.2)

Onde I € a inércia da secao transversal do elemento e [ 0 comprimento do vao.
Os subindices inf, sup e viga séo referentes ao pilar inferior, pilar superior e a viga
do n6 em andlise.

Os coeficientes de rigidez da viga sdo obtidos com o modelo apresentado na

Figura 4.3.

0,55, .
sup

e

viga

05!1’11}‘ "inf

J[m‘ga ‘

Figura 4.3 — Modelo para calculo momento fletor negativo para viga de pértico.

Quando a viga possuir um Unico vao o engaste perfeito deve ser substituido

por um apoio simples. Neste caso o coeficiente € dado por

Ivi
ga
Tiga = 3 i (43)
viga
Para os demais casos deve-se adotar as expressdes abaixo
_ Iviga
Tiga = 4 (4-4)

Lviga
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Isup

Tsup = 6@ (4.5)
ling

rinf = 6m (46)

Caso o dimensionamento da viga tenha como base o sistema de portico pode-
se desconsiderar as premissas adotadas para o calculo de viga continua e utilizar os
resultados obtidos diretamente da analise estrutural do pértico.

A modelagem do elemento pode ser melhorada considerando a solidariedade
dos pilares com a viga, adotando-se o modelo estrutural com molas, conforme ilustra

a Figura 4.4.

AR A 2

Figura 4.4 — Modelo de viga continua utilizando apoios elasticos considerando a

rigidez dos pilares.

De acordo com Araujo (2014), a rigidez rotacional dos apoios das molas é dada

pela equacéo 4.7.

I I;
G = E,q <6 P 4+ 6 ‘”f> (4.7)
Lsup Linf

onde E.; € o modulo de elasticidade secante do concreto.

A variavel G deve ser substituida na matriz de rigidez global da viga no lugar
do grau de liberdade correspondente a rotagcdo do ndé no apoio. Assim, deve-se
prosseguir com os calculos para se obter as solicitacdes de deslocamentos.

Os modelos apresentados buscam aproximar o dimensionamento de uma viga
continua considerando a influéncia da rigidez dos pilares no modelo estrutural.
Portanto, verifica-se que as condicdes de contorno S&0 essenciais para 0

dimensionamento mais preciso e a analise do comportamento da edificagcéo.
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Ressalta-se que existem outras formas de se obter as reagdes de elementos
estruturais com apoios elasticos, conforme apresentado em Jaroszewicz et al (2014)
onde foi utilizada uma funcéo de influéncia capaz de calcular as reacdes de uma viga
com apoios elasticos.

Além das questbes relativas a rigidez dos apoios deve-se levar em
consideracao a formacédo de fissuras nos elementos estruturais. Zhang et al (2017)
analisou, utilizando-se o método dos elementos finitos, o efeito da abertura de fissuras
em viga engastada e livre com apoios elasticos, onde foi verificado que, além do
aumento dos deslocamentos, ha também uma reducdo da frequéncia natural da
estrutura.

Assim, observa-se que para uma analise mais completa e precisa, além das
consideracdes acerca da rigidez dos apoios, deve ser levado em consideracao
aspectos relativos a nao linearidade do material como, por exemplo, a formacao de

fissuras.

4.2 Consideracfes sobre apoios elasticos na interacdo solo-estrutura

A consideracéao da flexibilidade nos apoios é usualmente adotada na interacéo
solo-estrutura, onde os deslocamentos oriundos do comportamento do solo costumam
ter influéncia significativa na redistribuicdo dos esforcos no sistema estrutural. O
modelo mais amplamente utilizado para considerar a flexibilidade dos apoios é o
modelo de Winkler.

O modelo de Winkler consiste em substituir os apoios por um coeficiente de
mola que caracterize o grau de flexibilidade esperado na interacdo solo-estrutura. A
modelagem considerando apoios elastico apresenta resultados mais precisos, pois
consideram os deslocamentos previstos no apoio e fornecem diagramas de esforcos
mais préximos da realidade.

Contudo, uma das dificuldades em se utilizar o Modelo de Winkler é obter, de
forma precisa, o coeficiente de mola nos apoios. Para o uso em solos a determinacéo
do coeficiente de mola torna-se mais trabalhosa e apresenta um grau de imprecisao
elevado, devido as caracteristicas de heterogeneidade do solo.

O mobdulo de reacéo (coeficiente de mola) na analise de vigas sobre base
elastica pode néo ter a precisdo adequada devido as propriedades do solo, conforme

estudos de Baker et al (1989). Devido as dificuldades em se determinar esse valor
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pode-se obter resultados que ndo correspondem a real distribuicdo dos esfor¢os no
elemento.

Uma das aplicacbes do modelo de Winkler é em estacas carregadas
transversalmente. Froio e Rizzi (2017) analisaram esse tipo de modelagem admitindo-
se a variacdo do coeficiente de mola horizontal ao longo da estaca, devido as
caracteristicas de heterogeneidade do solo. Os autores observaram que a solucao
analitica exata (equacéo diferencial ordinaria) pode servir como referéncia para validar
a precisdo do modelo de Winkler, onde foi verificada precisdo satisfatoria dos
resultados.

Sato et al (2008) verificou que ao se comparar a modelagem de uma viga
utilizando-se apoios elasticos ou admitindo-se a interacao solo-estrutura os resultados
obtidos sédo bastante proximos.

Assim, verifica-se que a utilizacdo de apoios elasticos busca trazer uma
resposta mais precisa na estrutura, entretanto, a dificuldade maior na interacao solo-

estrutura consta na determinacédo do coeficiente de mola.

4.3 Determinacado do coeficiente de mola em apoios elasticos

Embora a utilizagdo mais comum do coeficiente de mola na caracterizacao dos
apoios em elementos estruturais seja na modelagem da interagcdo solo-estrutura,
pode-se utilizar a mesma sistematica para se analisar estruturas em geral.

Diferentemente do que ocorre na caracterizacdo do coeficiente de mola na
interacdo solo-estrutura onde € necessario determinar os parametros do solo, em
estruturas de concreto ou metdlicas pode-se determinar o coeficiente de mola de
forma mais facil a partir do calculo dos deslocamentos do elemento estrutural.

Fazendo uso das equacdes 4.8, 4.9 e 4.10 pode-se determinar o coeficiente de
mola (k,,, k;, e kg) do apoio em funcdo do deslocamento ou rotacao e das solicitacdes

associadas ao né objeto de analise.

P=k,y (4.8)
F = kyx (4.9)
M = k0 (4.10)

A Figura 4.5 ilustra a representacdo dos coeficientes de mola associados a um

determinado n6 do elemento estrutural.
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Figura 4.5 — Representacao de apoios elasticos lineares.

Ressalta-se que, de acordo com Martha (2010), a relacéo utilizada para se
determinar os coeficientes de mola abrangem apenas apoios elasticos com
comportamento linear, ou seja, quando a estrutura apresenta deslocamentos e
rotacdes do apoio de pequeno valor.

A distribuicdo dos apoios elasticos pode ser otimizada, conforme estudos
realizados por Aydin (2020) onde foi analisada a otimizag&o da distribuicdo de apoios
elasticos em uma viga engastada e livre considerando as hipéteses de Timoshenko.
Comparando-se os resultados obtidos pelo modelo com molas e sem mola pode-se
constatar boa correlacdo dos resultados.

Aydin (2020) observou que as condigbes dos suportes alteram de forma
significativa o comportamento da forca externa na viga. Alterar a rigidez do coeficiente
de mola influencia os diferentes modos de vibracdo do elemento estrutural. A
utilizacdo de apoios elasticos altera a distribuicdo do carregamento na viga e as
caracteristicas dinamicas, podendo causar escoamento do material devido ao
aumento das solicitagdes internas.

A adocgdo de apoios elasticos também pode ser utilizada na alteracdo do
modelo de estruturas existentes. A modificacdo na concepcao visa melhorar o
desempenho estrutural de forma a adequar novos carregamentos ou alteracdes
arquitetonicas.

Cabe destacar que apoios elasticos também mudam as propriedades

dindmicas da estrutura. Jalali e Noohi (2017) verificaram que ao se considerar uma
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viga engastada com apoios elasticos houve alteracdo nos resultados para a
frequéncia natural da estrutura e seus modos de vibragéo.

Estudo conduzido por Park et al. (1997) teve como objetivo investigar o efeito
da modificacdo da concepcdo estrutural das vigas em pontes, a partir da
transformacao de vigas simplesmente apoiadas em vigas continuas. Para tal, foram
realizados ensaios experimentais para estudar o comportamento das lajes em
diferentes condicbes de suporte, especificamente em relacdo a alteracdo das
condi¢cbes de suporte de rigido para flexivel em tabuleiros de pontes. Os resultados
obtidos pelos pesquisadores indicaram um aumento significativo de 10 a 20% nas
deformacdes quando foram utilizados suportes elésticos.

4.4 Avaliacao da flexibilidade dos apoios para o calculo de lajes

Quando se considera a flexibilidade dos apoios para o célculo das lajes pode-
se determinar reacdes significativamente diferentes das que seriam obtidas
considerando a condigdo de contorno de apoios rigidos.

Ressalta-se que nao necessariamente a flexibilidade dos apoios deva estar
associada a geometria das vigas de borda, mas sim ao deslocamento final do
elemento de apoio, o qual pode haver um aumento devido ao carregamento na
estrutura ou patologias.

A patologia associada a baixa resisténcia do concreto, ou a existéncia de nichos
de concretagem (falha construtiva), pode aumentar a fissuracdo do elemento
estrutural, reduzindo a sua rigidez a flexdo e, consequentemente, aumentando 0s
deslocamentos finais.

Em situacdes de incéndio também pode ocorrer aumento do deslocamento final
da estrutura de apoio, assim como modificacdo das propriedades do concreto. Nguyen
et al (2015) estudou os efeitos de lajes submetidas a condi¢cdes de fogo extremas.
Quando as lajes séo submetidas a temperaturas elevadas pode haver a formacéo de
rotulas plasticas nas vigas de borda, caracterizando um certo grau de flexibilidade dos
apoios.

Os autores verificaram que a depender do grau de flexibilidade ocorrida nas
vigas de borda o comportamento da laje pode alterar, havendo uma redistribuicdo das
solicitacdes. Em situacdes de incéndio a laje pode experimentar, inclusive, grandes

deformacdes inelasticas.
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A configuracdo de apoios rigidos para o célculo de lajes pode fornecer
resultados imprecisos. Araujo (2008) destaca que em func¢ao da condi¢ao de contorno
usualmente empregada (apoios rigidos) sempre ird ocorrer um maior momento fletor
segundo a direcdo do menor vao da laje.

Entretanto, a depender do grau de flexibilidade das vigas de bordo essa pode
ndo ser a direcdo da maior solicitacdo. Dedugcdo semelhante também pode ser
verificada em Silva e Horowitz (2008), onde foi verificado que ao se considerar a
flexibilidade das vigas de apoio resulta no aumento dos momentos fletores das lajes
e reducéo dos momentos fletores das vigas.

De acordo com Arauljo (2008) quando se engasta as lajes onde existe
continuidade com a laje adjacente, utilizando-se a teoria de placas para se determinar
as solicitacbes, ndo se obtém valores confiaveis para as solicitacbes das lajes
apoiadas em vigas flexiveis.

Arman (2014) verificou que o deslocamento das lajes de concreto armado
depende da rigidez dos apoios, observando que o deslocamento no meio da laje reduz
com o aumento da rigidez das vigas de apoio. Estudos realizados por Abdel-Karim
(2006) e Galyautdinov (2017) apresentaram conclusdes similares.

Tangwongchai et al (2011) ressalta a importancia de se considerar a
flexibilidade das vigas de apoio das lajes para a correta analise estrutural dos
momentos fletores na laje.

Além das propriedades estéaticas que sado influenciadas pela consideracédo da
flexibilidade das vigas de apoio Bueno e Loriggio (2016) e Galyautdinov (2017)
observaram que a rigidez das vigas de apoio também influéncia nas propriedades
dindmicas da estrutura.

Cabe destacar que a razado entre a rigidez da laje e da viga de apoio influencia
diretamente nos momentos fletores e no deslocamento final da laje, conforme estudos
idealizados por Chen (2012).

Além dos parametros relativos a geometria da laje e propriedades do concreto
também deve ser levado em consideracao o tipo de carregamento adotado na analise
estrutural. Ensaios realizados por Lantsoght et al (2015) analisaram o efeito do
carregamento concentrado e distribuido em linha em lajes simplesmente apoiadas.
Algumas das lajes ensaiadas foram colocadas em apoios elasticos sendo

consideradas apoiadas em suportes flexiveis.
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Os autores observaram que, nas situacdes em que o0s apoios sao flexiveis, foi
constatada que a ruina por cisalhamento apresentou comportamento mais ductil que
em apoios rigidos.

Acerca do efeito do carregamento em lajes Kezmane et al (2016) analisou a
modelagem em elementos finitos para lajes submetidas a impactos dinamicos. Foi
verificado que o tipo de comportamento do material possui grande influéncia da
resposta da estrutura. Os modelos de dano do concreto foram 0s que que
apresentaram respostas mais precisas.

Apesar de ser notoria a influéncia que a flexibilidade das vigas de bordo causa
na laje existem poucos métodos analiticos de calculo. Dentre os poucos métodos de
calculo existentes para o célculo de lajes com apoios flexiveis pode-se citar o de
McCutcheon (1984) que desenvolveu um método para calculo de lajes de madeira
utilizando como base sistema de molas para o desenvolvimento das equacoes.

O método proposto por McCutcheon (1984) apresentou boa correlagdo com o
método dos elementos finitos e ensaios realizados. Apesar de boa correlacdo dos
resultados alguns parametros de dificil determinacéo foram negligenciados na anélise
(variagao do material, piso, conectores, etc).

Outro método utilizado no calculo de lajes sobre apoios flexiveis é o
apresentado em Araujo (2009). Nesse método as lajes do pavimento sédo calculadas
como simplesmente apoiadas. Na ligacdo entre duas lajes adjacentes o valor do
momento negativo € admitido como o maior valor absoluto do momento positivo na
direcdo considerada.

Ressalta-se ainda que o tipo de modelagem adotada impacta diretamente no
consumo de a¢o na estrutura. Estudo analitico realizado por Barrozo et al (2022)
ilustra as diferencas no consumo de aco ao se utilizar diferentes modelos de

concepcao estrutural de lajes.
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5 TEORIA DE GRELHA SOBRE APOIOS FLEXIVEIS

Para se obter as solicitacbes utilizando-se apoios elasticos, considera-se a
mesma sistematica da Teoria de Grelha. Assim, para se determinar as solicitacdes a
laje é decomposta em uma série de faixas ortogonais entre si de largura unitéaria,
conforme descrito em Silva e Tavares (2023). A Figura 5.1 apresenta a ilustracao de
uma faixa de laje apoiada sobre vigas.

//
FAIXA DE LAJE v

y L2 viga = Ly

I-1\ufic_;a = Ly

Figura 5.1 — Faixa de laje apoiada sobre vigas.

O modelo inicialmente adotado para a contribuicdo a Teoria de Grelha se
baseia na premissa de que as vigas de bordo sdo simplesmente apoiadas nas
extremidades e sofrem deslocamento devido a carga da faixa de laje, conforme ilustra

a Figura 5.2.

FAIXA DE LAJE - Y

Figura 5.2 — Deslocamento nas vigas de apoio da laje.
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O modelo estrutural utilizado para a faixa de laje e a viga de apoio, incluindo
carregamento distribuido da laje, é o apresentado na Figura 5.3. O modelo estrutural
de carga concentrada na viga de apoio foi escolhido apenas para simplificacdo do

calculo final do deslocamento.

Carregamento Carga concentrada da faixa de laje

| | v

- -

a) Modelo estrutural da faixa de laje b) Modelo estrutural da viga de apoio

Figura 5.3 — Modelo estrutural para a faixa de laje e viga de apoio.

O carregamento atuante na laje é decomposto em duas parcelas de carga,

onde cada parcela é atribuida a uma faixa, assim
q=0qx+aqy (5.1)

Portanto, a parcela de carga g, ou g, ao atuar na sua respectiva faixa provoca
um deslocamento na viga de bordo. De forma a garantir a compatibilidade de
deformacg0des, na intersecao entre as faixas os deslocamentos entre as faixas devem
ser iguais.

Admite-se como premissa basica que as vigas que oferecem as condicfes de
contorno das lajes sdo simplesmente apoiadas nos pilares no referido trecho de laje
(conforme apresentado na Figura 5.3). Assim, o deslocamento maximo em uma viga
biapoiada devido a carga concentrada no meio do vao € dado pela equacéo 5.2:

Pl‘vigal3

=— 5.2
48Elig4q (-2)

y

onde a carga P é a reacdo da faixa de laje, L,;5, € 0 comprimento da viga onde a laje
esta apoiada e El,;4, € a rigidez da viga de apoio.
O coeficiente de mola no apoio da faixa da laje € obtido em funcdo do
deslocamento da viga de borda pela equacéo abaixo
P=ky (5.3)
Substituindo o valor do deslocamento (equacédo 5.2) na expressao 5.3 obtém-

se o coeficiente de mola do apoio da faixa de laje
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k_P_ P 48El,g,
y PLviga3 Lviga3 (5-4)
48E1,igq

Ressalta-se que o deslocamento utilizado para obter a rigidez do coeficiente de
mola considerou apenas o deslocamento devido a carga da laje, modelo mais refinado
deve considerar todas as cargas que causam deslocamento na viga (carregamento
permanente e acidental).

Um modo de contabilizar o deslocamento total das vigas de apoio € multiplicar
o deslocamento de referéncia (equacao 5.2) por uma constante que resulte no valor
do deslocamento maximo da viga (incluindo o deslocamento devido a carga da faixa
de laje) no ponto de estudo, assim

PL,i.o2
Ymax | viga
y 48E1m-ga

(5.5)

Cabe destacar que o coeficiente A pode ter qualquer valor, haja vista que este
coeficiente busca apresentar o real deslocamento da viga de apoio em fungcédo do
deslocamento de referéncia y devido a carga concentrada da faixa de laje.

Assim, considerando-se que as vigas de borda da faixa de laje podem ter
propriedades distintas, o deslocamento em cada um dos apoios é dado pelas

equacdes abaixo

Ry
n=h; (5.6)
1
R,
V2 = Azk_ (5.7)
2

onde R, e R, sdo as cargas concentradas da faixa de laje, 1, e 1, 0s coeficientes de

ajuste de deslocamento, e k; € k, a rigidez da viga de bordo dada pela equacéo 5.4.

5.1 Faixa de laje biapoiada com apoios flexiveis

O deslocamento maximo para uma faixa de laje, considerando as condi¢fes de
contorno biapoiada com apoios elasticos e carregamento uniformemente distribuido,
€ dada pela soma do deslocamento maximo do meio do vdo com o encurtamento
elastico nos apoios.

A Figura 5.4 mostra a diferengca nos deslocamentos para a condicdo de
contorno de apoios simples e apoios elasticos, considerando-se a possibilidade de

haver rigidez k, e k, diferentes na faixa de laje.
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Figura 5.4 — Comparacéo entre o deslocamento de viga biapoiada com apoio rigido

e flexivel.

Por se tratar de um sistema isostético e simétrico o deslocamento maximo (4,),
devido ao carregamento distribuido, em ambos os sistemas é igual e dado pela
equacéo 5.8.

A= _iquaje4
17384 Elge

(5.8)

Entretanto, o deslocamento maximo para a faixa de laje com apoios elasticos

vai ser dada pela soma entre o deslocamento devido ao carregamento A, e 0

deslocamento devido ao movimento de corpo rigido A, no ponto de deslocamento
maximo, assim

A=A, + A, (5.9)

onde o deslocamento devido ao movimento de corpo rigido, no local onde 0 momento

€ méaximo, é dado pela média entre o deslocamento ocorrido nos apoios elasticos,

conforme ilustra a Figura 5.5.

Figura 5.5 — Deslocamento no ponto de momento maximo devido a elasticidade dos

apoios.

Assim, com o deslocamento nos apoios dado pelas equagbes 5.6 e 5.7, 0

deslocamento no meio do vao devido ao movimento de corpo rigido, é dado por
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Nty A A2

A, = = — R, — — .
2 > TR (5.10)
Assim, o deslocamento total no meio do vao resulta em
5 qligjet M Az
A= — - R, — R 5.11
384 Eljje 2ky & 2k, ° (6-11)

onde g é a carga distribuida na faixa de laje, R, e R, é a reacdo de apoio da faixa de
laje devido ao carregamento distribuido g, k, e k, s@o os apoios elasticos da faixa de
laje, El,4j. € arigidez a flexdo da laje e L;4j. € 0 comprimento da faixa de laje.
Destaca-se que as reagfes de apoio, por se tratar de um sistema isostatico
com carregamento uniformemente distribuido e simétrico, sdo as mesmas para a viga

isostatica. Portanto, a carga concentrada na viga de apoio é dada por
R,=R,=R= i (5.12)

Deve-se lembrar que o valor de R é referente a faixa de laje. Assim, substituindo

a reacao na equacdao do deslocamento maximo resulta em

- e e, Qe 619
que pode ser simplificado da seguinte forma
__ 5 qLigje” _ qLigje(kidz + ki) (5.14)
384 Eligje 4k k,
Utilizando-se a seguinte varidvel auxiliar obtém-se
k= ZL (5.15)
(k12z + kaAy1)
5 qLigje” _ qligje (5.16)

384 Elg, 2k

A consideracdo de que a equacao 6.16 € o deslocamento maximo da faixa de

laje é valida apenas para os casos em que a diferenca entre os deslocamentos, y, e
Y1, das vigas de apoio seja menor ou igual ao deslocamento A, da laje, conforme pode

ser observado na Figura 5.4.
5.2 Faixa de laje biengastada com apoios flexiveis

Para o modelo de viga biengastada é necessario obter a expressao geral para
o célculo das reacdes de apoio e deslocamento, haja vista que a condicdo de apoios

flexiveis com rigidezes diferentes altera o valor das reac¢des de apoio. A Figura 5.6
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mostra a diferenca nos deslocamentos para a condigéo de contorno de apoios simples

e apoios elasticos.

R — A A —

Figura 5.6 — Comparacado entre o deslocamento de viga biengastada com apoio

rigido e flexivel.

Utilizando-se as equacdes de equilibrio obtém-se as seguintes relagdes entre

as reacdes de apoio

ZFy=O—>R1+R2=qL (5.17)
LZ

ZM1=O—>M1—M2+R2L—qT=O (5.18)

A Figura 5.7 apresenta as variaveis a serem determinadas na equacdo do

momento em funcado da distancia a partir do 1° engaste.

X ~

\l/ N/ 5 M (X)

Figura 5.7 — Sec¢éo de viga biengastada, a partir do 1° apoio, para 0 equacionamento

do momento.
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A equacdo do momento fletor, a partir do 1° engaste, é dada em funcédo da
distancia x pela equacéo 5.19
qx’

Usando a relacdo momento curvatura prossegue-se para a determinacdo da

linha elastica
" qxz
Elgjev" = M(x) = =My + Ryx — - (5.20)
Integrando-se a equacgao 5.20 resulta
Ryx? x3
Eligjev’ = ——— — Myx — q? +C1 (5.21)

Utilizando-se a condi¢do de contorno v’ = 0 em x = 0, ou seja, curvatura no
engaste nula, obtém-se o valor da constante C1 = 0. Integrando-se novamente a

expressdo 5.21 obtém-se a equacao da linha eléstica da viga biengastada
Rix3 M;x? gqx* N
6 2 24

Empregando-se como condigdo de contorno o deslocamento nos apoios

Elgjev = c2 (5.22)

elasticos (equacdo 5.6 e 5.7) determina-se a constante C2 e as reacdes de apoio.
Assim, para x = 0 tem-se a seguinte condi¢cdo de contorno
v=—-A4y (5.23)
Substituindo o valor do deslocamento na equacéo da linha elastica obtém-se a
constante C2.
(2= —Ellaje(/113’1) (5.24)
Cabe destacar que a constante €2, embora seja dada em fungao de parametros
da estrutura, trata-se de um adimensional.
Para a condicdo de contorno em que x = L4, tem-se o seguinte deslocamento
no apoio elastico
v= -1y, (5.25)
Substituindo na equacéo da linha elastica obtém-se
RiLigje’  MilLigje”  qLigje’
6 2 24
Considerando-se que os deslocamentos dos apoios elasticos sdo dados pela

_Ellaje(lzyz) = - Ellaje(/llyl) (5.26)

equacao 5.6 e 5.7, e substituindo-os na equacéo 5.26, e simplificando, obtém-se
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3 2 4 Rl
4‘RlLlaje _12M1Llaje _quaje _24‘Ellaje /11

key
R (5.27)
2
+ 24E 114 (/12 k—2> =0
gue resulta na seguinte equacao
3 /11 /12
R, (4Llaje — 24E g, —) +R, (24E11aje —)
ky ka (5.28)
- Ml(lleajez) - ql’laje4 =0
Utilizando-se a condigdo de contorno v’ = 0 em x = L4, tem-se
RiLigje” Ligje’
S L 1 e~ o (5.29)
Colocando-se todas as variaveis da equacao 5.29 em funcéo de R, tem-se
_ RlLlaje _ quaje2 (5.30)
! 2 6
Pelo somatdrio das forcas verticais obtém-se a reacdo R, em funcéo de R;.
Ry = qligje — Ry (5.31)

Substituindo-se as duas variaveis (equacoes 5.30 e 5.31) na expressao da linha
elastica (equacéo 5.28) obtém-se a reacado R,.

3 Al AZ
Rl 4‘Llalje _24’Ellajek_1 +(quaje_R1) 24Ellajek_2

R.L L2 (5.32)
1liaj qLigj
— =" ———) (12L1a;e”) = qLigje" = 0
2 6
Isolando-se R;
A Ay
R, [(4Llaje3 — 24E L, k_l) — (24E11aje k—2> - 6Llaje3]
2 (5.33)
2
= quaje [<_24Ellaje k_z) - Llaje3]
gue resulta em
A
[(_24Ellaje k_z) - Llajeg]
Rl = quaje Al /12 3 (534)
|—24E1,4c (k—1 + k_z) — 2Lyq°
Utilizando-se a variavel auxiliar
A
|(24E 1o 72) + Luase”|
B = o4 (5.35)

|24E Laje (72 +72) + 2Lase”|
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R, = quajeﬁ (5-36)
Com o valor de R, pode-se determinar as demais reacdes de apoio, assim
R, = quaje —-Ry = ql’laje(1 - p) (5.37)
RlLlaje quaje2 quaje2 ( 1)
— _ — __ 5.38
My 2 6 2 P73 (5:38)

Do somatério de momentos em 1 (equacgdo 5.18) tem-se

ql‘laje2

My — Mz + RyLigje ——— =0 (5.39)
Isolando-se M,
| 2

My = My + RyLigje — e (5.40)
quaje2 1 2 quajez 541
My = T80 (5 = 2) + qligse? (1 - ) -2 (5.41)

2 3 2

qLigje” (2 )

M, = e (2 5.42
) (3-8 (5.42)

Portanto, as reacfes de uma viga biengastada considerando-se apoios

elasticos sao dadas por

R, = quajeﬁ (5.43)
Ry = qLigje(1 - B) (5.44)
_ quaje2 1
-2
_ ql‘laje2 2
M= (§_ﬁ> (5.46)

onde a variavel f é obtida pela equacédo 5.35. Admitindo-se que o deslocamento
maximo ira ocorrer no ponto onde o momento positivo € maximo, o local onde o
deslocamento méaximo sera o mesmo onde a forca cortante € nula. Assim, a equacao
5.47 determina o ponto de forca cortante nula, conforme ilustra a Figura 5.8.
Ri—gx=0->x= Llajeﬁ (5.47)
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qLia;'eﬁ

H

[
z k1 k2 "i qLEa}e(l ﬁ)

/7_
7 X = LIajeE /77

NI 4

Figura 5.8 — Localizacdo do momento méximo, a partir do diagrama de forca

cortante, para o caso de viga biengastada com apoio elastico.

O momento maximo positivo € dado pela area do diagrama de forca cortante

(Figura 5.8) subtraindo-se o momento fletor no engaste, assim

Rix Ligie’B?  qligic® 1
Mmax — %_ M1 — q la}ze [)) _ q l;]e (ﬁ _§> (5.48)
1
Mmax - q la}e (ﬁz B + §> (5'49)

Substituindo-se o valor de x (equa(;ao 5.47) na equacdo da linha elastica
obtém-se o deslocamento maximo na faixa de laje biengastada
R x3 M;x? qx*

quaje2 _ 1 . 5
(quafeﬁ)(Llaje,B)s B ( 2 (ﬁ 3)) (LigjeP)
" 2 (5.51)

Q(Lla 'eﬁ) R
- b (1 ()

Rearranjando a equagédo 5.51 tem-se o0 seguinte desenvolvimento das

Elgjev =

equacdes para se obter o deslocamento maximo.

1 1
Zquaje ﬁ 4qua]e ,3

(5.52)
qLa'eﬁ
— Elgje </11< ;{1 ))

1 1
Ellajev 6qua]e ﬁ qua]e ﬁ +
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3 1 1 qLigjeB
Ellajev = quaLje4 (ﬁﬁ4 _Zﬁ3 +Eﬁ2) _Ellaje </11< ]:116 (5-53)
_ quaje4 ( 3 4 1 3 1 2) quaje,B
T 22l —gh Tk i\ T, (5.54)

De forma a facilitar o equacionamento e obter uma expressao semelhante ao
deslocamento maximo dos outros casos deve-se igualar o deslocamento obtido em
5.54 com a expressao 5.55

_ ¢4 quaje4 quaje
384 Elgje 2k

(5.55)

Igualando-se as parcelas da equacédo 5.54, conforme apresentado nas
equacdes 5.56 e 5.57, pode-se obter as variaveis auxiliares a e k

4 4
@ ligje _ dliaje (334 2B+ iﬁz) (5.56)
384 Eligje  Elgje \24 4 12 '
quaje _ quaje[))
T (Al ( ky (5.57)
gue resulta nas seguintes variaveis auxiliares
k
k=——1 (5.58)
21,8
a = (488* — 9683 + 3282) (5.59)

Cabe ressaltar que ao se realizar o limite da rigidez dos apoios tendendo ao
infinito a variavel g tende a g = 0,5, que substituido nas equacdes de reacbes de

apoios resulta em valores iguais as reacdes de viga biengastada com apoios rigidos.
5.3 Faixa de laje engastada e apoiada com apoios flexiveis

Para o caso de uma faixa de laje de apoios elastico com condi¢céo de contorno
engastado e apoiado ocorre a alteracado do diagrama das solicitagbes na estrutura,
sendo necessario determinar os esfor¢cos por meio da linha elastica, de forma anéloga
ao realizado no item de viga biengastada. A Figura 5.9 apresenta o modelo estrutural

da faixa de laje para a condi¢cdo de contorno com engaste e apoio nas extremidades.
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I
5
Pe, I,

Figura 5.9 — Viga engastada e apoiada com apoios elasticos.

Utilizando-se as equacdes de equilibrio obtém-se as seguintes relacfes para a

determinacao das reacdes de apoio

ZFx=0—>R1+R2=qL (5.60)
2

L
ZM=0—>M+R2L—qT=O (5.61)

A Figura 5.10 apresenta a equacao do momento em funcéo da distancia a partir

do engaste.

4Q: e
'

Figura 5.10 — Equacionamento do momento para viga engastada e apoiada a partir

do engaste.

A equacdo do momento fletor é dada pela equacéo 5.62.
2
X
M(x) = —M + Ryx — qT (5.62)

Usando a relagdo momento curvatura prossegue-se com a determinacdo da

linha elastica
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gx?

EllajeU” = M(X) =—-M+ Rx — T (563)
Integrando-se a equacao 5.63 resulta
Rix? x3
Eligjev’ = —5— = Mx — qT +c1 (5.64)

Utilizando-se a condicao de contorno v’ = 0 em x = 0, ou Seja, a curvatura no
engaste é nula, obtém-se o valor da constante C1 = 0.

Integrando-se novamente a expressdo 6.64 obtém-se a equacdo da linha
elastica da viga engastada e apoiada
Ryx3 _ Mx? B gx* N
6 2 24
Adotando como condigdo de contorno o deslocamento nos apoios elasticos

2 (5.65)

Ellajev =

(equacéo 5.6 e 5.7) pode-se determinar a constante C2 e as reac¢des de apoio. Assim,

para x = 0 tem-se a seguinte condi¢céo de contorno

R,
v=—1 (—) (5.66)
kq
Substituindo o valor do deslocamento na equacéo da linha elastica obtém-se a
constante C2
R,
€2 =—Elgje (A (k—) (5.67)
1

Ressalta-se que, embora a constante C2 seja dada em funcdo de parametros
da estrutura, trata-se de um adimensional.

Para a condi¢éo de contorno em que x = L4, tem-se o seguinte deslocamento

no apoio elastico

v = -1, (i—z) (5.68)

Substituindo a expresséo 5.68 na equacéao da linha elastica obtém-se

R R.L,...> ML,,..> qL;,..* R
—Elgjels (k_z)z ! é‘”“’ - 12‘”3 A ;‘Xe — Elgje <,11 (k—1>> (5.69)
1

Simplificando essa equacdao resulta em

AZ 3 2 4 Al
—24R,E 4, k_z = 4R Ligje” — 12MLygje” — qligje — 24R1El g e T (5.70)
1
Utilizando as equacdes de equilibrio e colocando os termos R; e M em
evidéncia tem-se

R, = quaje —R; (5.71)



que substituidos na equacao da linha elastica (equacédo 5.70) resulta

Az
—24R,El 40 (k—)
2

quaje2

= 4‘Llajeg(ql‘laje - RZ) - 12Llajez < - Rleaje>

A
- quaje4 - 24‘Ellaje <k_1) (quaje - RZ)

Isolando-se os termos de R,

A, 3 3 h
R, [_24E1laje (k_) + 4Ligje” — 12L1450" — 24E 14 e (k_1>]
2

A
= quaje 4'Llaje3 - 6Llaje3 - Llaje3 - 24'Ellaje i
kq

Colocando-se a reacdo R, em evidéncia obtém-se

[ A
| 24Ella]e (k ) 3Llaje

]
|
R, = quaje
L) | (k)
<24Ellaje <(k1) + (ki 8Lla]e

Utilizando-se a variavel auxiliar ¥ simplifica-se a equacédo 5.75

P
24E 1), (kl) +3L1g;0°

1!} =
(24E Ligse (;{11 + 22) + BLigze”)

gue resulta nas seguintes reagdes de apoio
R, = quajelp
R, = quaje —R; = quaje(l -Y)

Ligie?
M:q laje

5 (1
- RZLlaje = quaje (E - 1/’)

83

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

(5.76)

(5.77)
(5.78)

(5.79)

Utilizando-se como hipotese que o deslocamento maximo ocorre no local onde

0 momento positivo € maximo, o calculo do deslocamento vai ser dado no ponto de

forga cortante nula, conforme ilustra a Figura 5.11.
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qLIa;’e (1 - 1}9)

¥ i

—
= = gl .
=] = q Ia;ew
{:::— _—
ST ST

X = Llaje(l - lf))

Figura 5.11 — Local de forca cortante nula em viga engastada e apoiada com apoios

elasticos.

Portanto, para um carregamento uniforme a localidade onde a forga cortante é

nula é dada pela equacéo 5.80.
Ri—qx=0-x=Lygpe(1—-9) (5.80)
O momento maximo positivo é calculado pela area do diagrama de forca

cortante subtraindo-se o0 momento no engaste, assim

R1X q 1 1
Mpax = T -M= a]e — - lp)z - quaje2 (E - ED) (5'81)
2
q la]e q la]e

Mmax = lpz (5'82)

(-9 -QQ-29)) =
O deslocamento maximo € obtido pela linha elastica substituindo-se o valor de

x, dado pela equacéo 5.80, que resulta

Rx3 Mx? qgx* R,
EIlajeU = — — _Ellaje /‘{1 (k_1> (583)

6 2 24

(ql‘laje(1 - lp)) (Llaje(1 - 710))3
6

<quaje2 (% - ¢)> (Llaje(l - ¢))2 q (Llaje(]- - ¢))4 (5.84)
B 2 B 24
- (quaje(1 - d))) Ellaje (2_1)

Simplificando

Elgjev =
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Ja-wr G-v)a-w2 -y
6 2 24

Ellajev = quaje
(5.85)

A
- ql‘laje(1 - lp)Ellaje (k_)
1
Assim, o deslocamento maximo da estrutura, considerando que ira ocorrer no
ponto de momento maximo, € dado pela equacéao

_ quaje 18 ( - lp)z l/)(l - lp)z
 Elgje l144( -0 - z l

(5.86)
CI laje

Ella]e

(1= 9Bl ()

Utilizando-se a variavel auxiliar a’ (equacédo 5.87) pode-se simplificar a equacéo
5.86.

(1-y)* (A —y)?
4 _
o= l144 -V . T 2 (5.87)
Deste modo, o deslocamento maximo fica simplificado
quaje4 (/11>
— r_ (1= — 5.88

De forma a facilitar o equacionamento e obter uma expressao semelhante ao
deslocamento méaximo dos outros casos deve-se seguir a mesma sistematica e igualar
o deslocamento maximo da estrutura (equacao 6.88) ao deslocamento de referéncia
dado por

_ G« quaje4 quaje
384 Ellaje 2k

(5.89)

Igualando-se as parcelas, conforme apresentado nas equacfes 5.90 e 5.91,

obtém-se as variaveis a e k

4 4
a quaje _quaje o

= (5.90)
384 Eligje  Elgje
quaje Al
2k = _quaje(1 -Y) (k_l) (5.91)
gue resulta nas seguintes variaveis auxiliares
k = i (5.92)
24, (1 —9) '

a=48(1—YP)* —96(1 — )% + 192y (1 — )2 (5.93)
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Realizando o limite da rigidez dos apoios tendendo ao infinito a variavel ¢ tende
a ¥ = 0,375, que substituido nas equacdes de reacfes de apoios resulta em valores

iguais as reacdes de viga engastada e apoiada com apoios rigidos.
5.4 Célculo das reacgfes de laje pela Teoria de Grelha com apoios flexiveis

As expressdes para o deslocamento maximo foram derivadas considerando
todas as possiveis condicdes de contorno com apoios elasticos. Dessa forma pode-
se igualar os deslocamentos entre as faixas de laje e obter as relacdes necessarias
para se determinar as reacdes e deslocamentos da laje.

Na determinacdo das equacdes pelo modelo proposto foi admitido que as
rigidezes a flexdo da laje nas dire¢cdes X e Y sdo iguais. Assim, caso seja hecessario
atribuir rigidez a flexdo diferente em cada dire¢cdo, € necessario considerar essa
situacdo no desenvolvimento das equagoes.

Admitindo-se que a laje seja dividida em duas faixas, sendo elas denominadas
faixa x e faixa y, iguala-se os deslocamentos maximos entre as faixas, assim

prossegue-se com os calculos

Ay qux4 qxLyx Oy quy4 + qyLy

= 5.94
384 Ely e + 2k, ~ 384 El,;. 2k, (5.94)
QLy” Ale  ayly’ qyLy
a + 192 =a +192—— (5.95)
xEIla]e kx Y EIla]e ky
( Ly’ +192L> ( L4+192L> (5.96)
q =qy|\a .
g Ella]e k ¢ yEIlaje ky

Sabendo-se que o carregamento distribuido é a soma das parcelas referentes

as faixas x e y, tem-se

q=Qx+Qy_)Qy=q_qx (5-97)
( L’ +192L> ( )( Ly +192Ly> (5.98)
= | = a — .
I Ella]e kx 17 yEIlaje ky

Isolando-se a parcela de carga g, obtém-se o quanto do carregamento total é

/ Ly i + 192L
Ella]e k,

. ( L4+192L) L4+192L
a
xEIla]e kx yEIla]e ky

atribuido a faixa x.

(5.99)
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onde os coeficientes a e k sdo dados em funcéo do tipo de vinculacéo na faixa de laje.
Abaixo seguem os valores a serem adotados nas varidveis em funcéo da condicao de
contorno

e Apoiado — Apoiado

a=-5 (5.100)
k= g rake 5.101
= Tk + A 101
e Engastado — Engastado
a = (48B* — 9683 + 32p2) (5.102)
k
k=——1 (5.103)
20,8
A

|(24E1aje 72) + Luaze”]

B = iz (5.104)
- A, A '
|24E 1aje (k_i + k—z) + 2Ligze”]
e Engastado — Apoiado
a = 48(1 — P)* — 96(1 — )% + 1921(1 — )2 (5.105)
k = i (5.106)
240 -9) '
A

24E 1), (k—i) +3L1gs0°

P = yP— (5.107)

— — . 3
(24 Ligje (k1 + kz) + BLigze”)
Para o calculo das solicitacbes maximas na laje utilizam-se as equacdes

abaixo, empregando-se a mesma sistematica apresentada em Souza e Cunha (1998),

onde as variaveis sdo dadas em funcao da condi¢do de contorno adotada.

qx = Bxq (5-108)
qy = Kyq (5.109)
V1 = .BxICIxLx (5-110)
Va2 = .BxZCIxLx (5-111)
Vy1 = By1qyLy (5.112)
Vyz = ﬁyZCIyLy (5.113)
L 2
my* = (5.114)
mx
L 2
m,~ = % (5.115)
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y
L 2

m,” = Doy . (5.117)

n
y
onde as constantes K, e K,, sdo dadas pelas equacGes 5.118 e 5.119
Ly ' 192 = Ly
Yl Ellaje + ky
K, = (5.118)

(ax Ly" +192Lx ) <a Ly” + 192 >/
Ella]e k yEIla]e ky

K, =1-K, (5.119)

Para a condicéo de contorno apoiado-apoiado as variaveis a serem utilizadas

na determinacao das solicitacfes sdo apresentadas abaixo

B =B,=05 (5.120)
n1, == n2, = 00 (5121)
m' =8 (5.122)

Onde a varidvel n’ corresponde ao valor a ser aplicado referente ao
engastamento na extremidade, m’ o valor a ser utilizado no calculo do momento fletor

maximo e S o valor referente a reacao de apoio, conforme ilustra a Figura 5.12.

n"l =0 n'2 =0

Ky Ko

B1=0,5 B>=0,5

Figura 5.12 — Variaveis para determinar as solicitacdes na faixa de laje, condicdo de

contorno: Apoiado — Apoiado.

Para a condic&o de contorno engastado-engastado as variaveis para o calculo
das reacdes de apoio foram obtidas igualando-se as equacdes 5.108 a 5.117 as
solicitagcbes correspondentes considerando os apoios flexiveis, resultando em

Br=8 (5.123)
Bo=1-p (5.124)
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n' = (s i %) (5.125)

, 2
N2 = (% - ,8) (5.126)

, 2
m' = m (5.127)

Lembrando-se que a variavel g € dada pela equacdo 5.104. A Figura 5.13

mostra as variaveis adotadas.

Vo 2 - 2
BT T

k ' = 2
T e g 13) 2

B1=B P2=1-B

Figura 5.13 — Variaveis para determinar as solicitacdes na faixa de laje, condicdo de

contorno: Engastado — Engastado.

Para a condicdo de contorno engastado-apoiado as reacdes sao calculadas
pelas equacdes abaixo, onde o subindice indicada se a rea¢do esta localizada no

engaste ou no apoio.

ﬁl,engaste =1-y) (5.128)
.Bz,apoio =y (5.129)
1

nl,engaste, = 1 (5.130)

2-v)
nz,apoiol =@ (5.131)

2

m = F (5.132)

A variavel ¢ é dada pela equacdo 5.107. A Figura 5.14 mostra as variaveis

adotadas.
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n'2 =0

k1 m| = k2

B1=1-y Bo=y

Figura 5.14 — Varidveis para determinar as solicitagdes na faixa de laje, condicao de

contorno: Engastado — Apoiado.

A Tabela 5.1 ilustra de forma resumida as variaveis a serem adotadas em

funcdo das condic¢des de contorno, utilizando-se o modelo de contribuicdo a Teoria de

grelha.
Tabela 5.1 — Resumo das variadveis do modelo proposto.
TIPO DE VINCULAGAO DA FAIXA DE LAJE
K Y o %} %
ky by g \E}:.K 3 % g Ky k b =
fi s 5 | & g
Coeficiente a a=-5 « = (488* — 965° + 328%) @ =48(1 — )t — 96(1 —¢)* + 192¢(1 — ¥)*
2 3 Ay 3
Varisvel _ ) (2481, T){_:) + Liage?] | 28Fha (E) + 3L
auxiliar [24£1,,;. (,\Li + i—} +2L,,,°] (24EL, (i—i + %) +8Ligss” )
- ke og ke et he
Coeficiente k = TN = 1.8 = 7231(1 )
iy (gK, )L’ (KL 1 (gL
mdximo Mn‘m' = e anx = = '82 - B += Mwa.r = Tl z
positivo ) 8 2 ( 3) ) 2 v
2 _ 1
Engaste 1: Myae = (@KL (,8 —1) Engaste: M.~ = (qK,)L,’ (—— IP)
2 3 2
Momento 0
negativo
__ (gK)L (2
Engaste 2. Mpa. = 3 (5— ) Apoio: 0

5.5 Relacéo entre os modelos de Teoria de Grelha com apoios rigidos e flexiveis

Pode-se analisar a relacao entre as solicitacdes na faixa de laje pela Teoria de
Grelha considerando apoios rigidos e o modelo proposto neste estudo de forma

adimensional. A relag&o entre os deslocamentos € dada pela equacédo 5.133
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Aflex _ aflex 192Ellaje
Arig Arig arigk(kl; kZ)L3

(5.133)

Adotando-se as variaveis auxiliares 5.134 e 5.135 é possivel analisar o

problema de forma adimensional.

L3
x =k 5.134
L3
=k 5.135
y 2 Eliaje ( )

Utilizando-se as condi¢cbes de contorno apresentadas nos itens 5.1, 5.2e 5.3 e
admitindo-se que o coeficiente ajuste dos deslocamentos seja unitério, ou seja, 4 = 1,
obtém-se a equacao da razao entre os deslocamentos no modelo proposto e da Teoria
de Grelha para as condi¢des de contorno indicadas

e Simplesmente apoiada

A 96E1;, ; 96E1,, ;
flex _ la3]e 1‘13]6 (5.136)
Drig Sk, L Sk,L
Dfiex . 96 96
A=l te (5.137)
e Biengastada
[(24%) + 1]
Blxy) = ———2 (5.138)
[24 (; +2)+ 2]
A 192
Arig x
e Engastada e apoiada
[(24%) + 3]
Py) = 2= (5.140)
[24 (y +2)+ 8]
A 48(1 —)* —96(1 — )% + 192¢p(1 — ¥)* 192
flex — ( l/)) ( l/)) l/)( l/)) + (1 _ l/)) (5.141)
Arig ) 2x

As Figuras a seguir ilustram o comportamento da relagcdo entre os

deslocamentos.
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tre os deslocamentos do modelo proposto e da Teoria de

Razao en

Figura 5.15

grelha para a condicdo de contorno simplesmente apoiado.

Figura 5.16 — Razé&o entre os deslocamentos do modelo proposto e da Teoria de

grelha para a condi¢ao de contorno biengastado.
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Figura 5.17— Razéo entre os deslocamentos do modelo proposto e da Teoria de

grelha para a condicao de contorno engastado e apoiado.

Seguindo a mesma sistematica da razdo entre os deslocamentos, obtém-se a
razao entre oS momentos positivos pelo modelo proposto e pela Teoria de Grelha.

e Simplesmente apoiada

M +
S _ (5.142)
Mrig
e Biengastada
Mpien 1
flex 2
—=12( - +—) 5.143
e Engastada e apoiada
M +
L~ 71192 (5.144)
rig

As Figuras 5.18 e 5.19 ilustram a razdo entre 0os momentos positivos

considerando a flexibilidade dos apoios para faixa de laje.
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Figura 5.18 — Raz&o entre os momentos positivos do modelo proposto e da Teoria

de Grelha para a condicéo de contorno biengastado.

+
Mﬂex -

+
Mrig

10

ki

Ellaje

Figura 5.19 — Razé&o entre os momentos positivos do modelo proposto e da Teoria

de Grelha para a condicdo de contorno engastado e apoiado.

De forma andloga ao item anterior, obtém-se a razao entre os momentos
negativos pelo modelo proposto e pela Teoria de Grelha.

e Biengastada

Moy —6 (ﬁ _ 1)
My 3

(5.145)
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e Engastada e apoiada
% = (% - z/)) (5.146)
As Figuras 5.20 e 5.21 apresentam as razfes entre 0s momentos negativos no
engaste para as condicdes de contorno de laje biengastada e engastada e
simplesmente apoiada.
Foi apresentada a razdo de apenas um dos momentos negativos do apoio para
a condicdo de viga biengastada (Figura 5.20), pois o resultado a ser obtido

considerando-se 0 apoio oposto € simétrico ao apresentado.

M.’ EE -’2

L3 L3

k ‘ ;
lElfaje Ella}e

Figura 5.20 — Razédo entre os momentos negativos do modelo proposto e da Teoria

de Grelha para a condicéo de contorno biengastado.
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Figura 5.21 — Razédo entre os momentos negativos do modelo proposto e da Teoria

de Grelha para a condicéo de contorno engastado e apoiado.
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6 COMPORTAMENTO DA FLEXIBILIDADE DO MODELO PROPOSTO

De forma a compreender o comportamento em funcéo da flexibilidade dos
apoios pelo modelo proposto sado analisados os efeitos da variacdo da flexibilidade

nas faixas de laje e da laje utilizando valores usuais de dimensionamento.
6.1 Comportamento da flexibilidade dos apoios nas faixas de laje

Com o intuito de compreender como a flexibilidade dos apoios influencia na
determinacdo das reacfes e no calculo dos deslocamentos na laje € realizado um
estudo da variacao da flexibilidade na resposta da estrutura.

Para as analises realizadas foram adotadas as seguintes variaveis

» Rigidez a flex&o da faixa de laje: El;4, = 2200 kN.m?

e Comprimento da faixa de laje: Ljzj, = 3m

e Carregamento distribuido: g = 10 kN/m

e Coeficiente de mola minimo dos apoios: k = 1000 kN /m
e Coeficiente de mola maximo dos apoios: k = 5000 kN/m
e Coeficientes de ajustes unitarios: 1, =1, =1

O coeficiente de mola minimo foi utilizado por ndo ser possivel adotar um
coeficiente de mola nulo, pois um coeficiente nulo indicaria um deslocamento infinito,
que é uma incoeréncia do ponto de vista estrutural.

O valor do coeficiente de mola maximo foi adotado admitindo-se, na faixa de
laje, um deslocamento nos apoios maximo de L;;/1000, ou seja, apoios
praticamente rigidos. O coeficiente de mola minimo foi admitido como sendo 20% do
valor adotado no coeficiente de mola maximo.

Ressalta-se que esse estudo é apenas para o comportamento da faixa de laje,
nao considerando a distribuicdo de cargas da laje pelo coeficiente K,. Assim, para o
calculo dos deslocamentos e reacOes utiliza-se de forma direta o carregamento

distribuido q.
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6.1.1 Condicéo de contorno: Apoiado — Apoiado

Por se tratar de um sistema estrutural isostatico, independente do grau de
flexibilidade adotado nos apoios, as reacfes e 0 momento maximo na faixa de laje
sao iguais ao obtido para a condicdo de contorno de apoio rigido.

Posto isso, como ndo ha alteracdo nos valores das reacgfes, essas variaveis
ndo serdo analisadas, sendo objeto de analise apenas os deslocamentos. A Figura

6.1 apresenta o modelo estrutural estudado.

K
K4 Ko

= '=;

Figura 6.1 — Modelo estrutural de faixa de laje simplesmente apoiada.

A flexibilidade dos apoios altera o deslocamento da faixa de laje, pois a segunda
parcela da equacao possui em seu denominador o coeficiente k, dado em funcéo das

rigidezes dos apoios k, e k,, conforme expresso nas equacodes 6.1 e 6.2
kik,

k=222
(k1dy + kay)

(6.1)

— _ 5 quaje4 _ quaje
384 Elgje 2k

(6.2)

Utilizando-se o software Mathcad pode-se analisar o comportamento da faixa
de laje variando-se os parametros de rigidez dos apoios. A Figura 6.2 ilustra o
comportamento do deslocamento da faixa de laje.
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-001—

5000
5000

Figura 6.2 — Comportamento do deslocamento maximo em uma faixa de laje

simplesmente apoiada em funcédo da rigidez dos apoios, medidas em kN e m.

Embora o carregamento e o comprimento tenham influéncia significativa no
deslocamento da estrutura, a configuracdo do deslocamento em funcdo dos
coeficientes k, e k, permanece o mesmo, apenas apresentando maior ou menor valor
dos coeficientes no deslocamento da estrutura.

Os resultados extremos obtidos para os deslocamentos maximos da faixa de
laje encontram-se resumidos abaixo

e A(5000,5000) = —0,78 cm;
e A(1000,1000) = —2 cm;

e A(1000,5000) = —1,38 cm;
e A(5000,1000) = —1,38 cm.

Como esperado, quanto mais flexivel forem os apoios maior é o deslocamento
maximo da estrutura. Péde-se verificar que em uma condicao extrema de flexibilidade
dos apoios a faixa de laje apresentou deslocamento de A= —2c¢m e na condicéo
oposta, de maior rigidez nos apoios, forneceu um valor de A= —0,78cm. Verifica-se
que a variacdo do deslocamento maximo entre esses extremos chega a ser superior
a 100%.

Para a condicao de apoios rigidos (k; = k, = ) 0 deslocamento maximo na
faixa de laje foi de A= —0,48cm. Assim, mesmo adotando-se uma rigidez elevada nos
apoios (A= —0,78cm), o deslocamento ainda é bastante superior ao resultado obtido
com apoios rigidos.
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6.1.2 Condicdo de contorno: Engastado — Apoiado

A Figura 6.3 ilustra o modelo estrutural analisado, assim como a localizagao

dos parametros de rigidez.

Te =

Figura 6.3 — Modelo estrutural de faixa de laje engastada e apoiada.

Para a condicdo de contorno de viga engastada e apoiada a flexibilidade dos
apoios altera de forma consideravel as reacdes e deslocamentos em funcdo do
coeficiente y. A Figura 6.4 apresenta o comportamento do coeficiente iy em funcéo

da rigidez dos apoios.

S000

0.8~ 4000

2000

1000 0z -
1000 2000 3000 4000 5000

Figura 6.4 — Comportamento do coeficiente i em funcéo dos parametros de rigidez

k, e k,, medidas em kN e m.

De forma analoga ao item 6.1 sdo apresentados os resultados de i nos
principais pontos da superficie de resposta
¥ (5000,5000) = 0,386;
1(1000,1000) = 0,416;

¥(1000,5000) = 0,479;
¥(5000,1000) = 0,328.
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Verifica-se que esse coeficiente possui pouca variagdo devido a flexibilidade
dos apoios. Para a condicao de maior flexibilidade, em ambos os apoios, o valor obtido
foi de ¥ = 0,416 e na condicao oposta de maxima rigidez, em ambos 0s apoios, foi
obtido iy = 0,386.

Pdde-se constatar que na condicdo de valores maximos houve uma variacao
do coeficiente Y de aproximadamente 8%. Entretanto, maior variagdo pode ser
observada quando ha alternancia entre as rigidezes dos apoios levando a uma
diferenca de aproximadamente 46% entre os valores extremos.

Para a condicdo de apoios infinitamente rigidos esse coeficiente é de ¢ =
0,375. Portanto, verifica-se que existe uma pequena diferenca (3%) quando se tem
rigidez elevada em ambos 0s apoios.

As reacOes variam de forma linear com o coeficiente adotado. Apenas o calculo
do momento maximo possui uma relacdo nado linear com o coeficiente iy, conforme

expresso nas equagoes abaixo

Ry(ky, k3) = CILlaje(1 — Yk, kz)) (6.3)
Ry(kq, kp) = quajeI/J(kp k) (6.4)
1
M(kb kz) = quaje2 <E - Llf(kp kz)) (6-5)
quaje2 2 6.6
Moy (key, k3) = 2 Y(kq, k2) (6.6)
Lembrando-se que o valor de i é dado pela equacéo 6.7
A
24E 1), (k_i) +3L1g;0°
1 2

(24E Ligse (k—1 + k_z) + 8Ligje”)
As figuras 6.5, 6.6, 6.7 e 6.8 ilustram o comportamento de cada uma das

reacdes de apoio e momento maximo do elemento estrutural.
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1000 2000 3000 4000

Figura 6.5 — Comportamento da reagao R,. Condi¢céo de contorno: engastada e

apoiada, medidas em kN e m.

Os valores extremos da superficie de resposta da reacdo R; encontram-se
resumidos abaixo

e R,(5000,5000) = 18,4 kN;
e R,(1000,1000) = 17,5 kN
e R,(1000,5000) = 20,2 kN;
e R,(5000,1000) = 15,6 kN.

Para a reacdo R; houve uma variagdo de R, = 17,5 kN para a condicao de
extrema flexibilidade nos apoios e de R, = 18,4 kN para a condi¢do de rigidez maxima
em ambos 0S apoios, que corresponde a uma variagcao de aproximadamente 5%.

Entretanto, conforme pode ser observado no grafico da Figura 7.5, a condicédo
que gera o maior e menor valor para a reacao R, € de maxima flexibilidade em um
dos apoios e maxima rigidez no outro. A variacao entre esses extremos corresponde
a aproximadamente 29%.

Para a condicdo de apoios infinitamente rigidos o valor de R; € de 18,75kN.
Para as condi¢cbes de maxima rigidez ou flexibilidade em ambos os apoios houve
pouca diferenca percentual em relacdo a reacdo com apoio rigido (maximo de 7%).
Contudo, a maior diferenca percentual (20% de variacdo) na reacao R, foi dada com
a maior rigidez no engaste e maior flexibilidade no apoio.

As deducdes obtidas para a reacdo R; sdo semelhantes as da reacdo R,,
conforme pode ser verificado pela simetria entre as figuras 6.5 e 6.6, invertendo-se
apenas os valores obtidos no uso de apoio rigido e flexivel.
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5000

Figura 6.6 — Comportamento da reagcao R,. Condi¢do de contorno: engastada e

apoiada, medidas em kN e m.

A superficie de resposta do momento no engaste em funcéo dos parametros
de rigidez dos apoios é apresentado na Figura 6.7.

5000

4000

1000

2000

kl
Figura 6.7 — Comportamento do momento no engaste. Condig&o de contorno:

engastada e apoiada, medidas em kN e m.

Seguindo a mesma sistematica adotada para a analise da variacdo das reacdes
de apoio obtém-se os valores de momento no engaste nos pontos especificados.

e M(5000,5000) = 10,2 kN.m;
e M(1000,1000) = 7,6 kN.m;
e M(1000,5000) = 1,9 kN.m;
e M(5000,1000) = 15,5 kN.m.

Para o caso de extrema flexibilidade em ambos os apoios resulta M = 7,6 kN.m
e na condicdo oposta de maxima rigidez nos apoios M = 10,2 kN.m, ou seja, uma

variacao de até 34% no momento fletor positivo.
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Entretanto, utilizando-se as condi¢6es de alternancia de flexibilidade dos apoios
(apoio rigido com apoio flexivel) pbéde-se observar um aumento excessivo na variagao
do momento fletor no engaste, chegando a um valor de aproximadamente 8 vezes
entre as condicdes extremas. Esses dados corroboram com a ideia de que a
flexibilidade dos apoios ndo deve ser negligenciada na fase de dimensionamento e
andlise estrutural.

O momento no engaste, considerando os apoios infinitamente rigidos, é de M =
11,25 kN.m. Assim, verifica-se como a rigidez dos apoios alterou consideravelmente
os valores a serem obtidos para 0 momento no engaste neste modelo estrutural.

Cabe ressaltar que o coeficiente de mola no engaste (k) influenciou de forma
significativa os valores da reacdo de momento, mesmo a flexibilidade tendo sido
considerada apenas por molas verticais (movimento vertical). Modelo mais refinado
poderia considerar ainda a flexibilidade de rotacdo no apoio (formacao de rétula), que
pode vir a alterar ainda mais os resultados obtidos na analise.

O comportamento da superficie de resposta do momento maximo atuante na

faixa de laje é ilustrado na Figura 6.8.

~

2000

Figura 6.8 — Comportamento do momento maximo na viga. Condic&o de contorno:

engastada e apoiada, medidas em kN e m.

Conforme observado na Figura 6.8, a variagdo do momento positivo maximo,
em funcgéo da flexibilidade dos apoios, possui basicamente a mesma configuracao das
reacOes de apoio. Os valores de momento positivo maximo obtidos nos pontos
principais do grafico sdo apresentados

o M,,,,(5000,5000) = 6,7 kN.m;
e M,,,,(1000,1000) = 7,8 kN.m;
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e M,,,,(1000,5000) = 10,3 kN.m;
e M,,,,(5000,1000) = 4,8 kN.m.

Verifica-se que para a condicdo de méxima flexibilidade e rigidez em ambos os
apoios houve uma variacao de aproximadamente 16% no valor do momento maximo.
O momento maximo para a condicdo de apoios infinitamente rigidos é de M,,,, =
6,3 kN.m, valor proximo ao obtido considerando-se a condi¢do de apoios rigidos do
modelo (M4 = 6,7 kN.m).

Entretanto, conforme observado nas demais reacfes, os valores extremos a
serem obtidos devem considerar um dos apoios extremamente flexivel e outro de
elevada rigidez. PGde-se constatar que para a condi¢cdo extrema ocorre uma variagcao
superior em até 100% no valor do momento fletor maximo na estrutura.

Para o célculo e analise do deslocamento maximo na faixa de laje foi utilizada
a equacao 6.8

a ql‘laje4 quaje

A= 382 Elgje = 2k (6.8)
Onde as variaveis a e k sdo dadas pelas equacdes 6.9 e 6.10.
k = S (6.9)
24, (1 —9)
a=48(1—y)*—96(1— )% + 192y (1 — )? (6.10)

A Figura 6.9 ilustra a variacdo do deslocamento maximo em funcdo da

flexibilidade dos apoios.

3000

kl

Figura 6.9 — Deslocamento maximo em funcéo da flexibilidade dos apoios, medidas

em kN e m. Condicdo de contorno: Engastado-Apoiado.
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Seguindo a mesma sistematica dos itens anteriores, sao obtidos o0s
deslocamentos nos principais pontos da superficie de resposta do deslocamento
maximo.

e A(5000,5000) = —0,5 cm;

e A(1000,1000) = —1,7 cm;

e A(1000,5000) = —1,3 cm;
e A(5000,1000) = —0,9 cm.

O deslocamento maximo considerando apoios infinitamente rigidos (k; = k, =
o) foi de A= —0,2 cm. Verifica-se que o deslocamento maximo, ao se considerar a
flexibilidade dos apoios, independente do grau de flexibilidade, gerou acréscimos
superiores a 100% da condicdo de apoio rigido. Mesmo com rigidez elevada em
ambos o0s apoios o valor obtido, em relacdo a condicdo de apoio infinitamente rigido,
foi de aproximadamente 2,5 vezes.

Ressalta-se que os deslocamentos mais elevados do modelo estrutural foram

observados quando o coeficiente de mola no engaste apresentou baixa rigidez.
6.1.3 Condicdo de contorno: Engastado — Engastado

A Figura 6.10 ilustra as reacdes e a rigidez do modelo estrutural analisado para

a condicao de engaste nas extremidades da faixa de laje.

M1g . DMZ

k4 ky

e (8

Figura 6.10 — Modelo estrutural de faixa de laje biengastada.

As reacdes de apoio, para essa condicdo de contorno, sao alteradas em funcéo
dos coeficientes de mola k, e k, nos apoios, de forma semelhante ao apresentado na
condicao de contorno engastado-apoiado.

O coeficiente B(kq,k,) € utilizado para se determinar as reagfes de apoio,
momento maximo e deslocamentos. A Figura 6.11 ilustra o comportamento do

coeficiente S
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S0

Figura 6.11 — Comportamento do coeficiente f em funcéo dos parametros de rigidez

k, e k,, medidas em kN e m.

De forma analoga aos itens anteriores, sédo obtidos os valores do coeficiente
B(kq,k,) para os pontos principais da superficie de resposta.
B(5000,5000) = 0,50;
£(1000,1000) = 0,50;

£(1000,5000) = 0,32;
£(5000,1000) = 0,68.

Pode-se constatar que o coeficiente g, tanto para a condicao de flexibilidade
extrema dos apoios como para a condigdo de elevada rigidez, possui 0 mesmo
resultado f = 0,5 que é o valor obtido na condi¢cdo de apoios infinitamente rigidos.
Verifica-se que, independente do grau de flexibilidade dos apoios, desde que k; = k,
o valor de B é constante e igual a 0,5.

Entretanto, quando se tem a condi¢gdo de um apoio flexivel e outro rigido ha
alteracdo consideravel no coeficiente g, resultando em uma variagao superior a 100%
entre esses extremos. De posse dos valores calculados pode-se verificar que o
coeficiente de mola mais flexivel no apoio tende a reduzir o valor da reacdo neste
apoio.

As reacg0fes de apoio variam de forma linear com o coeficiente adotado. Apenas
0 céalculo do momento maximo possui uma relacdo ndo linear com o coeficiente g,
conforme expresso nas equacgdes abaixo

Ry = qLigjeP (6.11)
Ry = qLigje(1 = B) (6.12)
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_ alige” ( 1) 6.13
M1 —_ 2 ﬁ 3 ( * )
_ qlige’ (2 ) 6.14
My =—>—(3-8 (6.14)
Ligje” 1
Mpax = 1 iaje (:82 -p+ _> (6'15)
2 3
Lembrando-se que o coeficiente § é dado pela expressao 6.16
A
|(24E 1aje k—z) + Ligje’ |
B = Y (6.16)
14722

|24E 1100 (k—1 + kz) + 2Ligze’

As figuras 6.12, 6.13, 6.14, 6.15 e 6.16 ilustram o comportamento de cada uma

das reacdes de apoio e momento maximo do elemento estrutural

5000

5001

12

T
3000 4000

kl
Figura 6.12 — Comportamento da reacéo de apoio R;. Condi¢do de contorno:

T
1000 2000

biengastado, medidas em kN e m.

As reacgOes apresentadas abaixo indicam os valores nos pontos extremos da
superficie de resposta da Figura 6.12.

e R,(5000,5000) = 15 kN;
e R,(1000,1000) = 15 kN;
e R,(1000,5000) = 9,6 kN;
e R,(5000,1000) = 20,4 kN.

Para a reagdo R;, quando se tem rigidez iguais nos apoios, ou seja, k; = k,,
resulta em um valor constante de R, = 15 kN. Portanto, mesmo que 0s apoios sejam
extremamente flexiveis, desde que a magnitude da rigidez dos apoios seja igual, 0
valor obtido pela reagéo R, é igual a adotada para a condigdo de apoios infinitamente

rigidos.
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Contudo, conforme pode ser observado no grafico da Figura 6.12 e nos valores
destacados acima, a condi¢cdo que gera o0 maior e menor valor para a reacao R, € de
méaxima flexibilidade em um dos apoios e méxima rigidez no outro, chegando a uma
diferenca de praticamente 100% entre esses extremos.

A Figura 6.13 ilustra 0 comportamento da reagéo R, em funcao da variacédo das

rigidezes dos apoios.

4000

kl

Figura 6.13 — Comportamento da reagcao de apoio R,, medidas em kN e m. Condi¢ao

de contorno: biengastado.

Haja vista que o somatorio de R; e R, deve ser igual a resultante das cargas
verticais, as conclusdes obtidas para a reacéo de apoio R; sdo semelhantes as de R,,
invertendo-se apenas os valores obtidos para a condi¢ao de rigidezes diferentes nos
apoios, conforme pode ser verificado pela simetria das Figuras 6.12 e 6.13.

A Figura 6.14 apresenta a variacdo, em funcéo das rigidezes dos apoios, da

reagdo de momento no 1° engaste.

CERTRRNINET

5008

Figura 6.14 — Comportamento do momento no engaste M;, medidas em kN e m.

Condicéo de contorno: biengastado.
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As reacbes de momento no 1° engaste, para os pontos especificos da
superficie de resposta, sdo apresentadas

e M,(5000,5000) = 7,5 kN.m;
e M,(1000,1000) = 7,5 kN.m;
e M,(1000,5000) = —0,6 kN.m;
e M,(5000,1000) = 15,6 kN.m.

Para a analise da reacdo de momento no 1° engaste (M,) foi verificado
comportamento analogo ao da reacdo R,, ou seja, quando as rigidezes dos apoios
séo iguais (k; = k,) o momento no engaste tem o mesmo valor da condi¢ao de apoios
rigidos M; = 7,5 kN.m.

Na condicdo de alternancia das flexibilidades dos apoios ocorre alteracéo
significativa no valor, e até mesmo no sentido, da reacdo de momento no 1° engaste.
Assim, verifica-se que, no caso de haver um apoio muito rigido e outro muito flexivel,
0 apoio mais flexivel tende a reduzir a sua reacao vertical e a reagdo de momento,
podendo inclusive alterar o sentido dessa reacéao.

A Figura 6.15 apresenta a variacdo, em funcéo das rigidezes dos apoios, da

reagdo de momento no 2° engaste.

777777777

kl

Figura 6.15 — Comportamento do momento no engaste M,, medidas em kN e m.

Condicéo de contorno: biengastado.

Pode-se observar um padrdo de simetria entre a reacdo M, e a reacao M,.
Assim, as deducdes obtidas para a reacdo M; sdo as mesmas, apenas invertendo-se
os valores obtidos para a condicao de rigidezes diferentes nos apoios, conforme pode
ser verificado pela simetria entre os graficos das Figuras 6.14 e 6.15.

A partir das comparacdes entre as figuras 6.14 e 6.15, que em um caso extremo
de maxima rigidez em um dos apoios e de extrema flexibilidade no outro ha uma
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tendéncia de inversdo no sentido da reagcdo de momento no apoio que apresenta
maior flexibilidade.
A Figura 6.16 ilustra a variacdo do momento maximo no modelo estrutural de

viga biengastada.

Figura 6.16 — Comportamento do momento maximo da faixa de laje, medidas em kN

e m. Condicéo de contorno: biengastado.

O momento maximo no sistema estrutural apresenta os seguintes valores nos
principais pontos da superficie de resposta.

¢ Mp;,q,(5000,5000) = 3,75 kN.m;
o Mp;,,,(1000,1000) = 3,75 kN.m;
o Mp,,,(1000,5000) = 5,2 kN.m;
o M,,4,(5000,1000) = 5,2 kN.m.

O comportamento do momento maximo na faixa de laje para a condicdo de
apoios de mesma rigidez apresentou um valor constante e igual a condicdo de apoios
infinitamente rigidos no valor de M,,,,, = 3,75 kN.m.

Para a condicao de flexibilidade dos apoios alternada foi obtido um momento
maximo M,, ., = 5,2 kN.m. Verifica-se que, para o calculo do momento maximo, nesse
sistema estrutural o modelo apresentou comportamento simétrico em relacéo ao grau
de flexibilidade adotado nos apoios.

Para o célculo e analise do deslocamento maximo na faixa de laje foi utilizada
a equacao 6.16

A= a ql‘laje4 quaje
384 Elgje 2k

(6.16)
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Onde
k= k 6.17
= "7 (6.17)
a = (488% — 963° + 3252) (6.18)

A Figura 6.17 ilustra o comportamento do deslocamento méaximo da faixa de
laje em fungéo da variacao das rigidezes dos apoios.
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Figura 6.17 — Deslocamento maximo em funcéo da flexibilidade dos apoios, medidas

em kN e m. Condicao de contorno: Engastado-Engastado.

Os deslocamentos nos pontos principais da superficie de resposta do modelo

estrutural sdo dados

e A(5000,5000) = —0,4 cm;
e A(1000,1000) = —1,6 cm;
e A(1000,5000) = —0,9 cm;
e A(5000,1000) = —0,9 cm.

O deslocamento maximo considerando o modelo de apoios infinitamente
rigidos € de A= —0,1 cm. Verifica-se que, ao se considerar a flexibilidade dos apoios
(independente do grau de flexibilidade), gerou acréscimos superiores a 100% da
condicao de apoio rigido.

Mesmo considerando-se a rigidez elevada em ambos 0s apoios 0
deslocamento obtido (A= —0,4cm), em relacdo a condi¢cdo de apoio infinitamente

rigido (A= —0,1cm), foi de aproximadamente 4 vezes.
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6.2 Analise do carregamento e reacfes em laje com apoios flexiveis

No capitulo anterior foi estudado o comportamento das reacdes de apoio e
deslocamentos da faixa de laje isolada variando-se o grau de rigidez dos apoios.
Contudo, para estudar como a flexibilidade dos apoios influencia na distribuicdo das
cargas nas respectivas faixas de laje € necessario analisar o comportamento do
coeficiente K, (coeficiente de distribuicdo do carregamento da faixa na direcao X).

A Figura 6.18 ilustra a divisdo de uma laje em faixas ortogonais e a

representacdo da rigidez dos apoios elasticos na borda das lajes.

Figura 6.18 — Representacao de laje com apoios flexiveis.

A analise do coeficiente K, (equacao 6.19), obtida no capitulo 6, em funcao das
rigidezes dos apoios apresenta algumas dificuldades, haja vista que este coeficiente
tem 10 variaveis, sendo elas a,(Ly, ki, ky, A1, 45), ay(Ly ks ke A3, 4s), Ly, Ly,

kx(kl; k2)1 ky(k3i k4-)

Ly” + 192 Ly
a ————————
yEIlaje k (kg,k4_)

X 4 4
L, L, L, Ly (6.19)
(ax Ella]e +192 k (kl; kz)) <ay Ella}e +192 k (k3: k4) /

Além das variaveis mencionadas existem nove combinacdes das condi¢des de

contorno no bordo das lajes onde cada fator «, referente ao tipo de vinculagéo da

faixa, € dado em funcéo das rigidezes dos apoios da laje.
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Assim, de forma a estudar a influéncia do parametro K, na distribuicdo das
cargas, € necessario realizar algumas simplificacbes. Para as analises efetuadas
foram adotados:

e coeficiente de ajuste unitario em ambas as faixas de laje: 4, =1, =13 =
Ay =1,

e variagdo de rigidez diretamente nas faixas de laje k,(ky, k) € k), (k3, ks);

e carga distribuida na laje: ¢ = 10 kN /m?.

Em relacdo as dimensdes da laje dois casos sdo objeto de estudo, conforme
apresentado:

e comprimentos de faixa iguais: L, = L, = 3m;

e comprimentos de faixa diferentes: L, = 6m e L,, = 3m.

O segundo caso, no qual se adota uma razdo entre comprimentos de laje igual
a 2, foi escolhido pois esse tipo de laje é geralmente armada em apenas uma direcédo
(menor vao) e utilizado uma armadura distribuigdo na diregdo do maior véo.

Assim, é vélido analisar a influéncia da flexibilidade dos apoios para o célculo
das solicitacGes nas duas direcdes e verificar se essa premissa de detalhamento é
apropriada.

As simplificac6es adotadas sdo necessarias para representar a superficie de

resposta do coeficiente K,., pois reduzem o nimero de variaveis para duas (kx e ky),

sendo possivel analisar o comportamento desse coeficiente em funcéo das rigidezes

das faixas de laje.

6.2.1 Laje simplesmente apoiada em todos os bordos com L, = L,,

O modelo de laje apoiada em todos os bordos pode ser visto como o limite
inferior para o dimensionamento, pois se trata da condicdo de contorno com o menor
grau de vinculos possiveis em uma laje, que gera 0s maiores momentos positivos no
elemento estrutural. A Figura 6.19 ilustra a representagdo adotada para a laje de

apoios flexiveis
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Lx =3m
Ky
e s sun WD
A > AN
Ky Wi Faa -x Ky A Ko Ly =3m
A > A
£
i
A A —F—
= £ =2 = =

Ks

Figura 6.19 — Laje simplesmente apoiada com apoios flexiveis com L, = L,,.

O coeficiente a é igual em ambas as faixas (mesma condi¢do de contorno nas

faixas) e tem o valor de a, = a, = —5. Os coeficientes k, e k, sdo dados pelas

equacoes
kiky
ky=-2——""— 2
* (kq + k) (6.20)
ksk,
=—2—— :
k, o 1 kD) (6.21)

Seguindo a mesma sistematica do item anterior e admitindo-se que as rigidezes
estejam compreendidas entre um minimo de k,,;, = 1000 kN/m e um maximo de

kimax = 5000 kN/m constata-se que as expressdes de k, e k, tém essa mesma

variacao.

6.2.1.1 Coeficiente K, em laje apoiada — Geometria da laje: L, = L,

A Figura 6.20 ilustra o comportamento da variavel K,, em funcdo dos parametros

de rigidez k, e k, das faixas de laje.
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1000 2000 000 4000 5000

kx

Figura 6.20 — Comportamento do coeficiente K., medidas em kN e m. Condicéo de

contorno: Laje simplesmente apoiada com L, = L,,.

Os valores de K, nos pontos principais da superficie de resposta (Figura 6.20)
sao dados por

e K,(5000,5000) = 0,5;
e K,(1000,1000) = 0,5;
e K,(1000,5000) = 0,28;
e K,(5000,1000) = 0,72.

Constata-se que caso as rigidezes sejam iguais, k, = k,, o valor de K, € igual
ao do caso de apoios infinitamente rigidos, ou seja, K, = 0,5. Conclui-se que
independente do grau de flexibilidade dos apoios, desde que os parametros k, € k,,
sejam iguais, ndo ha alteragédo na distribuicdo de cargas entre as faixas de laje.

Entretanto, utilizando-se a condicdo de minima rigidez em uma das faixas
(k, = 1000 kN/m) e de maxima rigidez na outra faixa (k, = 5000 kN /m) obtém-se o
valor de K, = 0,28, e consequentemente o valor de K, = 0,72, ou seja, 28% do
carregamento da laje é atribuida a faixa mais flexivel e 72% a faixa mais rigida.

Em comparacao a condicdo de apoios infinitamente rigidos (teoria classica de
grelha), na condicdo extrema ocorre uma reducao de aproximadamente 44% da carga
que iria para a faixa de laje na direcdo mais flexivel e um aumento de
aproximadamente 44% na faixa de laje com apoios rigidos. Devido a simetria da laje
(L, = L,) dedugdo semelhante pode ser observada ao se alternar a condigdo de
flexibilidade das faixas de laje.

Como o calculo das rea¢fes e do momento maximo é diretamente proporcional

aos coeficientes de distribuicéo de carga K, e K,, o percentual de aumento e redugéo
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que ocorrem em funcao da flexibilidade das faixas de laje € o mesmo observado na

Figura 6.3.

6.2.1.2 Deslocamento maximo em laje apoiada — Geometria da laje: L, = L,

Para a analise do deslocamento méximo da laje utiliza-se a equacéo 6.22 em
relagéo a faixa da direcéo X.

@ (KL (qKo)Ly

Ak ky) = 355 Elaje 2k,

(6.22)

A Figura 6.21 apresenta o comportamento do deslocamento maximo da laje ao

‘

se variar a rigidez das faixas de laje.

-0.008~|

2000

lex

Figura 6.21 — Deslocamento maximo da laje, medidas em kN e m. Condicao de

contorno: Simplesmente apoiada nos bordos com L, = L,,.

Os valores a seguir indicam os deslocamentos, nos pontos extremos, em

funcédo das rigidezes de faixa k, e k,,

e A(5000,5000) = —0,39 cm;
e A(1000,1000) = —0,99 cm;
e A(1000,5000) = —0,56 cm;
e A(5000,1000) = —0,56 cm.

O calculo do deslocamento considerando a Teoria de Grelha (k, =k, = )
resultou no valor de A= —0,24cm. Portanto, verifica-se que, mesmo considerando uma
rigidez de faixa elevada (k, = k, = 5000 kN/m), ha um aumento superior a 50% no

deslocamento maximo da laje.
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6.2.2 Laje simplesmente apoiada em todos os bordos com L, = 2L,

De forma analoga ao item 6.2.1, sdo realizadas as analises das reacfes e
deslocamentos da laje considerando a condi¢gdo geométrica de L, = 6m e L, = 3m.
As demais caracteristicas estruturais da laje permanecem as mesmas. A Figura 6.22
ilustra a configuracéo da laje objeto de estudo.

A > AN
Ky WM FAIXA - X Ky W Ko Ly =3m
VM A

Ve = = = = 2

WM
FAIXA -Y
& M

Figura 6.22 — Laje simplesmente apoiada com apoios flexiveis com L, = 2L,,.

6.2.2.1 Coeficiente K, em laje apoiada — Geometria da laje: L, = 2L,,

A Figura 6.23 ilustra o comportamento da variacao do coeficiente K, em fungao

da rigidez das faixas de laje.

0.17

T T T T
1000 2000 3000 4000 5000

kx

Figura 6.23 — Coeficiente K,, medidas em kN e m. Condicdo de contorno: Laje

simplesmente apoiada com L, = 2L,,.
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Seguindo a mesma sistematica do item 6.2.1.1 os valores de K, nos pontos
principais da superficie de resposta séo listados

e K,(5000,5000) = 0,09;
e K,(1000,1000) = 0,16;
e K,(1000,5000) = 0,07;
e K,(5000,1000) = 0,19.

Na condi¢cdo de apoios infinitamente rigidos (Teoria de Grelha) foi obtido K, =
0,06. Verifica-se que pela Teoria de Grelha apenas 6% da carga é atribuida a faixa de
maior vao e quase a totalidade da carga (94%) é atribuida a faixa de menor vao.

Contudo, para a condicdo em que ambas as faixas apresentam elevada
flexibilidade ocorreu um aumento consideravel no carregamento da faixa de maior
vao, sendo atribuido a essa faixa 16% do carregamento total da laje. No caso em que

a maior flexibilidade consta na faixa L, = 3m e elevada rigidez na faixa L, = 6m,

constata-se que 19% do carregamento total da laje € imputado a faixa de maior vao.

6.2.2.2 Momento maximo M, .., em laje apoiada — Geometria da laje: L, = 2L,

A variagdo do momento maximo na direcdo do maior vao (L, =6m) €

apresentada pela superficie de resposta ilustrada na Figura 6.24.

5000

T
3000

kx

T
2000

Figura 6.24 — Momento maximo na direcdo do maior vao, medidas em kN e m.

Condicéo de contorno: Laje simplesmente apoiada com L, = 2L,,.

O momento méximo na dire¢cdo do maior vao (direcdo X) é detalhado abaixo
em funcéo dos pontos principais das rigidezes das faixas.

o My 1max(5000,5000) = 3,88 kN.m/m;
o My 1max(1000,1000) = 7,04 kN.m/m;
o My 1max(1000,5000) = 3,06 KN.m/m;
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o M, ,qx(5000,1000) = 8,69 kN.m/m.

O momento maximo considerando rigidez infinita nos apoios resulta em
M, max = 2,65 kN.m/m. Diante dos resultados pode-se observar que o momento
méaximo na direcdo do maior vdo pode aumentar em até trés vezes, a depender do
grau de flexibilidade dos apoios das faixas, em comparacdo com o resultado obtido
utilizando apoios infinitamente rigidos.

Portanto, a indicacdo pratica de utilizar armadura de distribuicdo em lajes
armadas em uma direcdo (relacdo entre vaos maior ou igual a 2) pode nao gerar

resultados satisfatérios, a depender do grau de flexibilidade das vigas de bordo.

6.2.2.3 Momento maximo M,, ,,,,,, €m laje apoiada — geometria da laje: L, = 2L,

Para a analise do momento maximo na direcdo do menor vao (direcdo Y) a
superficie ilustrada na Figura 6.25 indica 0 seu comportamento em funcdo das

rigidezes das faixas.

Q0o

3000
kx

Figura 6.25 — Momento maximo na direcdo do menor vao, medidas em kN e m.

Condicéo de contorno: Laje simplesmente apoiada nos bordos com L, = 2L,,.

O célculo do momento maximo atuante no menor vao, nos principais pontos da
superficie de resposta é

® M, .14,(5000,5000) = 10,28 kN.m/m,;
® M, ,4,(1000,1000) = 9,49 kN.m/m,;
® M, .14,(1000,5000) = 10,48 KN.m/m;,
® M, .14,(5000,1000) = 9,08 kN.m/m.

O momento maximo considerando rigidez infinita nos apoios resulta em

My, max = 10,59 kN.m/m. Verifica-se que, apesar de haver uma grande variabilidade
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das rigidezes das faixas, 0 momento positivo atuante no menor véo (dire¢do Y) tem

pouca oscilacao.

6.2.2.4 Deslocamento maximo em laje apoiada — Geometria da laje: L, = 2L,,

O deslocamento maximo na laje esta representado no gréafico da Figura 6.26.

1000 2000 000 4000 5000

kx
Figura 6.26 — Deslocamento maximo da laje, medidas em kN e m. Condicéo de
contorno: Laje simplesmente apoiada com L, = 2L,,.

Os valores seguintes indicam os deslocamentos maximos da laje, nos pontos

extremos, em funcao das rigidezes de faixa k, e k,

e A(5000,5000) = —0,71 cm;
e A(1000,1000) = —1,67 cm;
e A(1000,5000) = —0,73 cm;
e A(5000,1000) = —1,60 cm.

O calculo do deslocamento, considerando os apoios infinitamente rigidos
(ky = k,, = ), resultou no valor de A= —0,45cm. Verifica-se que, mesmo utilizando
uma rigidez de faixa elevada, ha um aumento superior a 50% no deslocamento
maximo da laje em se comparando com o célculo considerando os apoios

infinitamente rigidos (Teoria de Grelha).

6.2.3 Laje engastada em todos os bordos com L, = L,,

Para a andlise da laje engastada em todos os bordos é utilizado o mesmo
critério do item 6.2.1, onde a variacao da rigidez dos apoios foi substituida pela rigidez

da faixa. A Figura 6.27 ilustra a laje objeto de estudo.
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Figura 6.27 — Laje com apoios flexiveis engastada nos bordos com L, = L,,.

Para se determinar as reacfes e deslocamentos é necessario calcular a

variavel f que depende das condicfes de rigidez dos apoios em cada faixa de laje,
conforme expresso nas equacoes

[(24E1mje kiz) + L,f]

ﬁx(kl' kZ) = 1 1 (623)
|24E g (k—1 + k_z) +2L,°
1
[(24E11aje k—4) + L,ﬁ]
By (ks, ky) = T 1 - (6.24)
[24Ellaje (k—3 + k—4) + 2L, ]
Os coeficientes k, e k, sdo determinados pelas equagoes
kq
ky(ki k) = —————= 6.25
x( 1 2) Zﬁx(kl,kz) ( )
k., (ks, k) = s 6.26
y\t3, %4 Zﬂy(k3,k4) ( : )

Entretanto, ndo é possivel representar o comportamento das superficies de
resposta em funcéo das rigidezes individuais dos apoios, pois 0 nimero de variaveis

€ superior ao necessario para representar a superficie, assim, a variacao da rigidez &
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dada diretamente na rigidez de faixa (equacdes 6.25 e 6.26), admitindo-se que os
coeficientes k; =k, = ky e k3 =k, = k,,.

As equacdes utilizadas para o calculo das reacfes e deslocamentos sao dadas
em funcdo dos parédmetros da faixa na direcdo X, conforme expresso nas equacdes
6.27 e 6.28. E possivel utilizar apenas uma faixa para a analise dos resultados pois
foi arbitrado que os comprimentos da laje sdo iguais, assim

a, = (486, (k)* — 96P, (k) + 32, (ky)?) (6.27)
onde

[(241511(1]-3 k—lx) + Lx3]

11
[24511@.8 (k_x o)t 2Lx3]

B (ky) = (6.28)

6.2.3.1 Coeficiente K, em laje engastada — Geometria da laje: L, = L,

A Figura 6.28 ilustra 0 comportamento do coeficiente de distribuicdo de cargas

nas faixas de laje K,.

T T
2000 3000

kkx

Figura 6.28 — Coeficiente K,, medidas em kN e m. Condig&o de contorno: Laje

engastada em todos os bordos com L, = L,,.

De forma analoga aos itens anteriores, sao apresentados os valores de K, nos
pontos extremos da superficie de resposta.

e K,(5000,5000) = 0,5;
e K,(1000,1000) = 0,5;
e K,(1000,5000) = 0,2;
e K,(5000,1000) = 0,8.
Verifica-se, de forma semelhante ao observado para a condicdo de laje

simplesmente apoiada em todos os bordos, que independente do grau de flexibilidade
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dos apoios da laje, desde que o coeficiente de mola em cada faixa seja igual, a variavel
K, € a mesma para o caso de apoios rigidos (K, = 0,5).

Portanto, nesses casos ndo ha diferenca no calculo das reagcbes de apoio e
momento maximo ao se utilizar a Teoria de Grelha, haja vista que essa metodologia
de calculo admite que 50% do carregamento total € atribuido para cada faixa de laje
para essa condi¢cdo de contorno.

Porém, quando umas das faixas apresenta grande flexibilidade e a outra
elevada rigidez ocorre uma redistribuicdo das cargas nas faixas de laje. Nas condicbes
impostas nesse estudo, observou-se que apenas 20% do carregamento € atribuido a

faixa mais flexivel e 80% para a faixa de rigidez mais elevada.

6.2.3.2 Momento maximo M, ..., em laje engastada — Geometria da laje: L, = L,,

Para a analise do momento maximo positivo na laje foi utilizada a equagéo 6.29
onde o momento obtido corresponde ao momento atuante na faixa de diregéo X.

My max = (qK"(k"'zky)) - (BeC0)? = Bilice) + %) (6.29)

A superficie de resposta do momento maximo, em fungéo da rigidez das faixas,

esta ilustrada na Figura 6.29.

K

1000 2000 000 4000

<X

Figura 6.29 — Momento maximo positivo na direcdo X, medidas em kN e m.

Condigdo de contorno: Laje engastada em todos os bordos com L, = L,,.

Os momentos positivos maximos da laje, na direcdo X, para 0s principais
pontos do grafico sao

® M, max (5000,5000) = 1,88 kN.m/m;

¢ M, 1m4qx(1000,1000) = 1,88 kN.m/m;

¢ M, 1m4qx(1000,5000) = 0,75 kN.m/m;

¢ M, m4ax(5000,1000) = 3 kN.m/m.
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Verifica-se que no caso em que as faixas de laje possuem a mesma rigidez,
independente do grau de flexibilidade, o resultado € igual ao obtido pela Teoria de
Grelha, inclusive para 0 momento na direcao Y.

No caso em que ha alternancia de flexibilidade das faixas 0 momento na direcao
Y € o que corresponde a inversdo das faixas, ou seja, s€ M, ,4,(1000,5000) =

0,75 kN.m/m o momento na diregdo Y € de M, ,,,,,(1000,5000) = 3 kN.m/m.

Observa-se que, ao se alternar o grau de flexibilidade das faixas de laje, ocorre
na direcdo da faixa mais flexivel uma reducdo consideravel no momento atuante,

sendo o mesmo redistribuido para a faixa da outra direc¢ao.

6.2.3.3 Deslocamento maximo em laje engastada — Geometria da laje: L, = L,,

Para o calculo dos deslocamentos utilizou-se a equacgéo 6.22 em conjunto com
as variaveis relativas a condicédo de contorno em estudo (equacéo 6.27 e 6.28), cujos

resultados estdo mostrados na Figura 6.30.

-0.002

1000 2000 000 4000 5000

<X
Figura 6.30 — Deslocamento méaximo, medidas em kN e m. Condi¢&o de contorno:
Laje engastada em todos os bordos com L, = L,,.

Os seguintes valores indicam os deslocamentos, nos pontos extremos, em

funcéo das rigidezes k, e k, das faixas.

A(5000,5000) = —0,20 cm;
A(1000,1000) = —0,80 cm;
A(1000,5000) = —0,32 cm;
A(5000,1000) = —0,32 cm.

O deslocamento pela Teoria de Grelha resultou em A= —0,05¢cm. Assim,

constata-se que mesmo sendo adotada uma rigidez elevada nas faixas de laje, o
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deslocamento obtido é quatro vezes superior ao calculado pela Teoria de Grelha e de

16 vezes superior ao se considerar maxima flexibilidade nas faixas de laje.

6.2.4 Laje engastada em todos os bordos com L, = 2L,,

Seguindo a mesma sistematica dos itens anteriores é analisado o caso de uma
laje engastada em todos os bordos com apoios flexiveis, conforme ilustra a Figura
6.31.

i > ik
Kq W FAIXA - X Ky A, Ko Ly=3m
AN Wkl

T s = =z ="

e
= U Faxa-y

w

Figura 6.31 — Laje com apoios flexiveis engastada nos bordos com L, = 2L,,.

6.2.4.1 Coeficiente K, em laje engastada — Geometria da laje: L, = 2L,,

A Figura 6.32 ilustra o comportamento do coeficiente K, relativas a laje

apresentada na Figura 6.31.
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Figura 6.32 — Coeficiente K,, medidas em kN e m. Condi¢ao de contorno: Laje

engastada nos bordos com L, = 2L,,.

Os valores da superficie de resposta da funcéo K, para os principais pontos
sao apresentados abaixo
K,(5000,5000) = 0,16;
K,(1000,1000) = 0,26;

K,(1000,5000) = 0,08;
K,(5000,1000) = 0,43.

O valor do coeficiente K, admitindo-se a hipotese de rigidez infinita nos apoios
€ dado por K, = 0,06. Pode-se observar que mesmo ao se considerar uma rigidez
elevada nas faixas de laje (kx =k, = 5000 kN/m) ocorre um aumento do percentual
de carga atribuido a faixa de maior vao, aumento esse de aproximadamente 2,7 vezes
o valor dado pela Teoria de Grelha.

Pode-se observar que ao se considerar uma elevada rigidez na faixa de maior
vao (k,=5000kN/m) e uma maior flexibilidade na faixa de menor vao
(ky = 1000 kN /m) ocorre uma redistribuico significativa no percentual de carga a ser
atribuida as faixas de laje. Foi verificado que neste caso extremo 43% do
carregamento total € atribuido a faixa de mao vao e 57% a faixa de menor vao.

6.2.4.2 Momento maximo M, .., €m laje engastada — Geometria da laje: L, = 2L,,

O momento maximo na dire¢do de X é dado pela equacéo 6.29 e apresentado

em funcao da rigidez das faixas de laje na Figura 6.33.
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Figura 6.33 — Momento maximo positivo na direcao X, medidas em kN e m.

Condicéo de contorno: Laje engastada em todos os bordos com L, = 2L,,.

De forma andloga aos itens anteriores os valores nos pontos extremos do
gréafico sdo discretizados
M, 11ax(5000,5000) = 2,35 kN.m/m;
M, 11ax(1000,1000) = 3,91 kN.m/m;
M, 1max(1000,5000) = 1,21 kN.m/m;
M, 11ax(5000,1000) = 6,42 kN.m/m.

O momento maximo considerando apoios infinitamente rigidos &€ de M, 4, =
0,88 kN.m/m. Pode-se verificar que existe uma diferenca consideravel ao se
comparar o valor do momento maximo com apoios infinitamente rigidos em relacdo
ao momento maximo com apoios de rigidez elevada, sendo essa diferenca de
aproximadamente 2,7 vezes.

Conforme constatado em estudo, ocorre um aumento significativo na
magnitude do momento positivo atuante na laje na direcdo do maior vdo. Assim, a
hipétese usualmente adotada para o dimensionamento de lajes armadas em uma
direcé@o, no qual no menor vao é dimensionado e o maior vao é utilizada armadura de
distribuicdo pode gerar patologias estruturais a depender do grau de flexibilidade das
vigas de bordo.

6.2.4.3 Momento maximo M,, ,,,,,, €m laje engastada — Geometria da laje: L, = 2L,

O momento maximo na direcdo de Y € dado pela equacéo 6.30 e sua superficie

de resposta pela Figura 6.34.

— Dy kx'k 2 2
My,max=q(1 K (2 y))Ly (ﬁy(ky) 5, (k) +%) (6.30)
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X

Figura 6.34 — Momento maximo positivo na direcdo Y, medidas em kN e m.

Condicéo de contorno: Laje engastada em todos os bordos com L, = 2L,,.

Os principais valores obtidos para 0 momento maximo na dire¢cao Y (maior vao)
séo listados

® M, .,4,(5000,5000) = 3,16 kN.m/m,;
® M, 1,4,(1000,1000) = 2,77 kN.m/m,
® M, ,14,(1000,5000) = 3,45 kN.m/m,;
® M, ,14,(5000,1000) = 2,15 kN.m/m.

O momento maximo considerando apoios infinitamente rigidos € de M, ;45 =
3,53 kN.m/m. Verifica-se que a hip6tese de apoios infinitamente rigidos apresentou
valor superior a todos os casos analisados. Assim, existe uma tendéncia, ao se utilizar
a hipotese de apoios infinitamente rigidos, de superdimensionar a armadura da laje
na direcdo do menor vao.

Pbdde-se observar que caso 0s apoios na direcdo Y sejam flexiveis ocorre uma
reducao significativa no valor de M,, ..., podendo chegar a ocorrer uma redugao de
até 40% em uma situacao extrema.

6.2.4.4 Deslocamento maximo em laje engastada — Geometria da laje: L, = 2L,,

Para o calculo dos deslocamentos utilizou-se a equacéo 6.22 em conjunto com
as variaveis relativas a condicdo de contorno em estudo (equagdo 6.23 e 6.24)

resultando na Figura 6.35.
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Figura 6.35 — Deslocamento maximo, medidas em kN e m. Condi¢&o de contorno:
Laje engastada em todos os bordos com L, = 2L,,.

Os deslocamentos maximos dados em funcao da rigidez das faixas de laje sdo
apresentados

e A(5000,5000) = —0,33 cm;
e A(1000,1000) = —1,18 cm;
e A(1000,5000) = —0,36 cm;
e A(5000,1000) = —0,91 cm.

O deslocamento maximo considerando apoios infinitamente rigidos € de A=
—0,09cm. Verifica-se que hd um aumento da ordem de 3,7 vezes no deslocamento
maximo da laje ao se considerar faixa de laje de elevada rigidez.

De uma forma geral ha um aumento significativo em todos os casos,
independente do grau de flexibilidade da faixa de laje adotada, podendo chegar a um

valor 13 vezes superior ao modelo de calculo de apoios infinitamente rigidos.
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7 VERIFICACAO DO MODELO

Para verificar os resultados obtidos com o modelo proposto € realizado um
estudo comparativo utilizando o software SAP2000 (CSI, 2016). Nesse estudo sao
utilizadas lajes com apoios rigidos e flexiveis, além de geometria quadrada e
retangular. S&o analisados os resultados para as espessuras de laje de 15, 10 e 8
centimetros. Os resultados apresentados também podem ser encontrados em Silva et
al (2023).

7.1 Verificacdo do modelo — Laje simplesmente apoiada

Para a condicdo de contorno de laje simplesmente apoiada foram utilizados
dois modelos no SAP2000, denominados Modelo 1 e Modelo 2, onde a diferenga
consiste apenas no tipo de apoio adotado. As caracteristicas dos modelos adotados
séo descritas abaixo:

e Modelo 1: A laje é apoiada em vigas e 0s apoios das vigas sao idealizados
como apoios simples nos vértices da laje;

e Modelo 2: A laje € apoiada em vigas e 0s apoios das vigas séo idealizados
como barras de pilares (secdo 30x30 e altura de 3 m) com as mesmas
propriedades do concreto utilizado nos demais elementos estruturais.

Ressalta-se que em todos os casos analisados foi atribuido o carregamento
uniforme de 2,5 kN/m2, sendo excluida a influéncia do peso proprio da estrutura. A
exclusdo do peso proprio foi adotada de forma a uniformizar os resultados em todos
0S casos, haja vista que a alteracdo da geometria das vigas e da espessura da laje

aumenta o carregamento de peso proprio da estrutura.
7.1.1 Laje quadrada e simplesmente apoiada

A laje objeto de estudo possui lados de 3 metros. O concreto utilizado tem a
resisténcia de f,;, = 30 MPa. O calculo do modulo de elasticidade foi obtido conforme

diretrizes da NBR 6118/2023 por meio da expresséao abaixo.

E = a,5600/f. (7.1)
Para fins de estudo numeérico foi adotado o valor constante de E = 30,672 GPa

para todos os elementos de concreto.
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A inércia das vigas de borda foi variada, sendo utilizado neste estudo sec¢fes
de 20x40 (vigas rigidas) e 10x20 (vigas flexiveis). Foram modificadas também as
rigidezes a torcdo das vigas de bordo, sendo objeto de andlise os seguintes
percentuais da rigidez elastica a tor¢cao da viga de apoio: 100%, 15%, 1% e 0%.

A reducao da rigidez a torcao das vigas de bordo é baseada no item 14.6.6.2
da NBR 6118/2023, em que existe a previsdo de se considerar um certo grau de
reducao da inércia a tor¢ao das vigas de bordo devido a fissuracao.

Além do estudo comparativo descrito acima também foi realizada uma analise
considerando a reducao da rigidez a torcdo da laje a 15% do valor original na analise
numérica, denominado modelo RIT. Para esse estudo as mesmas hipéteses de
analise (reducado da rigidez a torcdo da viga de bordo e espessura da laje) foram
utilizadas. Essa andlise foi adotada em funcdo da possibilidade de formacdo de
fissuras devido aos momentos volventes.

A reducado da inércia a torcao da laje foi aplicada diretamente no programa
alterando-se as propriedades dos elementos de area utilizados na discretizacao da

laje.

7.1.2 Modelo 1 — Laje quadrada e simplesmente apoiada — 15 cm de espessura

A Figura 7.1 ilustra o modelo analisado no software SAP2000. As vigas foram
analisadas como elementos de portico e a laje foi subdividida em elementos de area
sendo utilizado o elemento SHELL-THIN para caracterizar esses elementos.

A ligacdo entre os elementos de laje e os elementos de viga foi feita pelo

centroide da viga com a laje compartilhando o mesmo né.



133

Figura 7.1 — Modelo 1 em laje quadrada e simplesmente apoiada.

Das analises efetuadas no Modelo 1 constata-se que, ao se considerar a
reducdo da inércia a tor¢do da viga de apoio, ocorre 0 aumento do momento fletor
positivo da laje no modelo numérico e uma reducdo do momento negativo nas bordas.
Esse fato € atribuido ao grau de engastamento na ligacdo entre a laje e a viga devido
a tendencia da viga de borda restringir a rotagéo da laje.

Considerando-se que a analise foi realizada sendo idealizado uma laje
simplesmente apoiada foram apresentadas na Tabela 7.1 apenas oS momentos
positivos referentes a analise numérica.

Assim, quando se considera em sua totalidade a inércia a tor¢do da viga de
apoio a laje possui a tendéncia de se comportar como uma laje parcialmente
engastada nas bordas. Ao se desconsiderar a inércia a tor¢do das vigas de borda o
comportamento da laje de aproxima de uma laje simplesmente apoiada em viga
flexivel.

Posto isso, os resultados obtidos com a reducéo da inércia a tor¢éo da viga sao
0S que mais se aproximam da condicdo de contorno de laje simplesmente apoiada.
Nos resultados apresentados a sigla RIT faz referéncia a analise com reducdo da
inércia a torcao da laje a 15% do valor total.

Ao se considerar a perda de rigidez a torcdo da laje (Modelo 1 — RIT) os
resultados se aproximam do modelo analitico. A proximidade do resultado obtido no
modelo numérico, com a reducado da inércia a torcédo da laje, com o modelo analitico
era esperada, pois o0 modelo analitico é desenvolvido desconsiderando-se a inércia a

torgcdo na laje.
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Os deslocamentos, de forma anéloga, tendem a aumentar com a redugéo da
inércia a tor¢do das vigas de borda, pelos motivos explicados. Verifica-se que 0s
resultados do modelo numérico, ao se reduzir a inércia a torcdo da laje, ficaram mais

préximos do modelo proposto.

Tabela 7.1 — Modelo 1 (15 cm espessura): Momento positivo e deslocamento méaximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO (kN.m/m) - LAJE DE 15CM

INERCIA A TEORIADE | MODELO Modelo 1 | Modelo 1 - RIT
TORCAODAVIGA| GRELHA | PROPOSTO | Laje 15cm Laje 15cm

N 100% 1.406 1.406 1.210 1.310
> E 15% 1.406 1.406 1.260 1.440
g S 1% 1.406 1.406 1.280 1.500

0% 1.406 1.406 1.280 1.500
N 100% 1.406 1.406 2.480 2.560
> E 15% 1.406 1.406 2.480 2.570
g S 1% 1.406 1.406 2.480 2.550

0% 1.406 1.406 2.480 2.550

DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 15CM

INERCIA A TEORIA DE MODELO Modelo1l |[Modelo1-RIT
TORCAO DAVIGA| GRELHA PROPOSTO Laje 15cm Laje 15cm

N 100% 0.153 0.179 0.180 0.186
> E 15% 0.153 0.179 0.185 0.196
¢ ] 1% 0.153 0.179 0.187 0.200

0% 0.153 0.179 0.187 0.200
N 100% 0.153 0.663 0.476 0.508
> E 15% 0.153 0.663 0.479 0.523
g S 1% 0.153 0.663 0.479 0.526

0% 0.153 0.663 0.479 0.526

Ao se considerar que as vigas de apoio séo flexiveis, pbde-se constatar que 0s
momentos fletores possuem variacdo significativa entre o centro da laje e sua

extremidade, conforme ilustra a Figura 7.2.
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Figura 7.2 — Variacdo do momento positivo na direcdo X do Modelo 1 em laje
guadrada e simplesmente apoiada com vigas flexiveis.

Assim, os resultados apresentados na analise numérica da Tabela 7.1, em
relacéo ao caso de vigas de borda flexiveis (10 x 20), trazem a média entre os valores
de momento fletor positivo minimos e maximo na faixa central da laje.

Verifica-se que a diferenca, em relacdo aos momentos positivos, entre o
Modelo 1 e Modelo 1 — RIT & minima e os valores foram superiores em
aproximadamente 82% em comparacao com o modelo proposto e a Teoria de Grelha

nesses Ccasos.

7.1.3 Modelo 2 — Laje quadrada e simplesmente apoiada — 15cm de espessura

A Figura 7.3 ilustra o Modelo 2 utilizado na analise numérica. A geometria e as
propriedades da estrutura sdo as mesmas do Modelo 1. Os elementos utilizados para
caracterizar os pilares foram elementos de poértico (mesmo elemento utilizado nas

vigas).
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Figura 7.3 — Modelo 2 em laje quadrada simplesmente apoiada.

Ao se considerar que as vigas de apoio séo flexiveis 0 mesmo comportamento
observado na Figura 7.2 foi verificado no Modelo 2, assim, foi adotada a mesma
sistematica de calculo do momento positivo maximo, ou seja, foi utilizada a média dos
valores no calculo do momento positivo.

Os deslocamentos do Modelo 2 (Tabela 7.2), com e sem reducao da inércia a
torcdo da laje, foram bastante proximos. Contudo, o0 modelo proposto apresentou
deslocamentos maiores que os obtidos na andlise numérica. Apesar dessa diferenca
verifica-se que o modelo proposto configurou resposta mais coerente que a Teoria de
Grelha.
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Tabela 7.2 — Modelo 2 (15 cm espessura): Momento positivo e deslocamento

maximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO (kN.m/m) - LAJE DE 15CM

INERCIA A TEORIADE | MODELO Modelo 2 | Modelo 2 - RIT
TORCAO DAVIGA| GRELHA | PROPOSTO | Laje 15cm Laje 15cm

N 100% 1.406 1.406 1.040 1.170
g E 15% 1.406 1.406 1.150 1.410
g S 1% 1.406 1.406 1.180 1.510

0% 1.406 1.406 1.190 1.520
N 100% 1.406 1.406 1.650 1.710
g E 15% 1.406 1.406 1.690 1.780
g =] 1% 1.406 1.406 1.700 1.790

0% 1.406 1.406 1.700 1.790

DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 15CM

INERCIA A TEORIADE | MODELO Modelo 2 | Modelo 2 - RIT
TORCAO DAVIGA| GRELHA | PROPOSTO | Laje 15cm Laje 15cm

N 100% 0.153 0.179 0.145 0.153
g E 15% 0.153 0.179 0.157 0.175
2] 1% 0.153 0.179 0.161 0.184

0% 0.153 0.179 0.161 0.185
N 100% 0.153 0.663 0.277 0.278
3 E 15% 0.153 0.663 0.285 0.289
g S 1% 0.153 0.663 0.287 0.292

0% 0.153 0.663 0.288 0.292

7.1.4 Modelo 1 — Laje quadrada e simplesmente apoiada — 10 cm de espessura

A Tabela 7.3 indica os valores obtidos na andlise da laje de 10 cm de
espessura. Verifica-se que 0s momentos positivos foram majoritariamente inferiores a
laje de espessura de 15 cm, em especial para o caso do Modelo 1 e nos casos em
que ha rigidez a tor¢ao nas vigas de bordo.

Os deslocamentos seguem o mesmo comportamento da laje de 15 cm de
espessura, ou seja, com a reducao da inércia a tor¢cdo das vigas de apoio ha um

aumento nos deslocamentos.
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Configuracdo semelhante a Figura 8.2 também foi observada ao se adotar
vigas de apoio extremamente flexiveis. Nesses casos o critério de calculo do momento
maximo foi o0 mesmo utilizado para a laje de 15 cm de espessura.

Observa-se que 0 modelo analitico se aproximou dos resultados do Modelo 1
— RIT, em especial ao se considerar a reducao da rigidez a tor¢ao da laje. Os valores
obtidos no modelo numérico para a laje de espessura de 10 cm foram praticamente

constantes e préximos aos do modelo analitico proposto.

Tabela 7.3 — Modelo 1 (10 cm espessura): Momento positivo e deslocamento maximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO (kN.m/m) - LAJE DE 10CM

INERCIAA | TEORIA DE MODELO Modelo 1 | Modelo 1 - RIT
TORCAO DA VIGA| GRELHA PROPOSTO | Laje 10cm |  Laje 10cm

N 100% 1.406 1.406 0.815 0.950
3 E 15% 1.406 1.406 0.970 1.230
g < 1% 1.406 1.406 1.080 1.500

0% 1.406 1.406 1.090 1.540
N 100% 1.406 1.406 1.810 1.570
3 E 15% 1.406 1.406 1.845 1.430
g =] 1% 1.406 1.406 1.840 1.390

0% 1.406 1.406 1.840 1.390

DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 10CM

INERCIAA | TEORIA DE MODELO Modelo 1 | Modelo 1 - RIT
TORCAO DA VIGA| GRELHA PROPOSTO | Laje 10cm |  Laje 10cm

N 100% 0.495 0.527 0.314 0.339
3 E 15% 0.495 0.527 0.370 0.434
g < 1% 0.495 0.527 0.410 0.526

0% 0.495 0.527 0.420 0.537
N 100% 0.495 1.010 1.180 1.170
3 E 15% 0.495 1.010 1.180 1.170
g =] 1% 0.495 1.010 1.180 1.170

0% 0.495 1.010 1.180 1.170

7.1.5 Modelo 2 — Laje quadrada e simplesmente apoiada — 10 cm de espessura

A Tabela 7.4 apresenta os resultados obtidos considerando o Modelo 2 na
analise numeérica. Verifica-se que os valores no modelo com reducdo da inércia a

torcdo da laje sdo os que mais se aproximam do modelo analitico.
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Com relacdo aos deslocamentos, para o caso de vigas de borda rigida, o
modelo com a reducdo da inércia a tor¢cado da laje foi o0 que mais se aproximou do
modelo analitico, de forma similar aos valores obtidos no calculo do momento maximo.

Os momentos fletores positivos no Modelo 2 foram proximos aos resultados do
modelo analitico, sendo o Modelo 2 — RIT o modelo em que houve maior concordancia
dos resultados.

De forma analoga a laje de 15 cm de espessura os deslocamentos do Modelo
2, com e sem reducdo da inércia a torcdo da laje, foram proximos, a proposta de
contribuicdo a Teoria de Grelha apresentou deslocamentos superiores aos da anélise

numeérica.

Tabela 7.4 — Modelo 2 (10 cm espessura): Momento positivo e deslocamento maximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO (kN.m/m) - LAJE DE 10CM

INERCIAA | TEORIA DE MODELO Modelo 2 |Modelo 2 - RIT
TORCAO DAVIGA| GRELHA PROPOSTO | Laje 10cm | Laje 10cm

N 100% 1.406 1.406 0.730 0.870
3 E 15% 1.406 1.406 0.910 1.200
g < 1% 1.406 1.406 1.040 1.500

0% 1.406 1.406 1.060 1.540
oy 100% 1.406 1.406 1.190 1.300
3 E 15% 1.406 1.406 1.260 1.430
g =] 1% 1.406 1.406 1.280 1.470

0% 1.406 1.406 1.280 1.470

DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 10CM

INERCIAA | TEORIA DE MODELO Modelo 2 |Modelo 2 - RIT
TORCAO DAVIGA| GRELHA PROPOSTO | Laje 10cm | Laje 10cm

N 100% 0.495 0.527 0.250 0.280
3 E 15% 0.495 0.527 0.328 0.400
g < 1% 0.495 0.527 0.380 0.510

0% 0.495 0.527 0.390 0.520
N 100% 0.495 1.010 0.580 0.610
3 E 15% 0.495 1.010 0.620 0.670
g =] 1% 0.495 1.010 0.630 0.680

0% 0.495 1.010 0.630 0.690
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7.1.6 Modelo 1 — Laje quadrada e simplesmente apoiada — 8 cm de espessura

As solicitacOes para a laje de 8 cm de espessura, apresentados na Tabela 7.5,
foram praticamente os mesmos da laje de 10 cm de espessura, conforme pode ser
verificado comparando-se a Tabela 7.4 com a Tabela 7.5. Assim, as conclusfes séo
iIdénticas.

Apesar da diferenca de valores, os resultados da Tabela 7.5 foram,
proporcionalmente, os mesmos da laje de 10cm de espessura. Assim, as conclusdes
sédo semelhantes.

Para a situacéo de apoios flexiveis, verifica-se que quase nao ha alteracao nos
deslocamentos maximos no Modelo 1 (considerando ou n&o a inércia a tor¢éo da laje).
Nesses casos a Teoria de Grelha apresentou valores bastante inferiores aos obtidos

nos modelos numéricos.
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Tabela 7.5 — Modelo 1 (8 cm espessura): Momento positivo e deslocamento maximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO (kN.m/m) - LAJE DE 8CM

INERCIAA | TEORIA DE MODELO Modelo 1 | Modelo 1 - RIT
TORCAO DA VIGA| GRELHA PROPOSTO Laje 8cm Laje 8cm
N 100% 1.406 1.406 0.680 0.810
3 E 15% 1.406 1.406 0.830 1.070
g < 1% 1.406 1.406 1.020 1.480
0% 1.406 1.406 1.040 1.550
N 100% 1.406 1.406 1.550 1.520
3 E 15% 1.406 1.406 1.540 1.470
g =] 1% 1.406 1.406 1.530 1.450
0% 1.406 1.406 1.530 1.450
DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 8CM
INERCIAA | TEORIA DE MODELO Modelo 1 | Modelo 1 - RIT
TORCAO DA VIGA| GRELHA PROPOSTO Laje 8cm Laje 8cm
N 100% 0.970 1.000 0.430 0.480
3 E 15% 0.970 1.000 0.554 0.660
g < 1% 0.970 1.000 0.700 0.940
0% 0.970 1.000 0.720 0.990
N 100% 0.970 1.480 1.780 1.760
3 E 15% 0.970 1.480 1.780 1.760
g =] 1% 0.970 1.480 1.780 1.760
0% 0.970 1.480 1.780 1.760

7.1.7 Modelo 2 — Laje quadrada e simplesmente apoiada — 8 cm de espessura

Verifica-se, a partir dos dados da Tabela 7.6, que neste modelo numérico os

resultados referentes ao momento positivo maximo no Modelo 2 — RIT foram

semelhantes aos obtidos no Modelo 1 da laje com 8cm (Tabela 7.5) de espessura.

Assim, as conclusdes sao as mesmas.

Os deslocamentos calculados no Modelo 2 foram inferiores aos obtidos

analiticamente pelo modelo proposto. Esse resultado pode ser atribuido ao grau de

engastamento proporcionado pelos apoios dos pilares.

Os valores de momento fletor positivo em laje com 8 cm de espessura foram

mais proximos aos resultados do modelo analitico, sendo o Modelo 2 - RIT o modelo

em que houve maior concordancia dos resultados.
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Tabela 7.6 — Modelo 2 (8 cm espessura): Momento méaximo e deslocamento maximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO (kN.m/m) - LAJE DE 8CM

INERCIAA | TEORIA DE MODELO Modelo 2 |Modelo 2 - RIT
TORCAO DAVIGA| GRELHA PROPOSTO Laje 8cm Laje 8cm
N 100% 1.406 1.406 0.620 0.760
3 E 15% 1.406 1.406 0.800 1.040
g < 1% 1.406 1.406 1.000 1.470
0% 1.406 1.406 1.030 1.550
N 100% 1.406 1.406 1.020 1.200
3 E 15% 1.406 1.406 1.140 1.440
g =] 1% 1.406 1.406 1.170 1.500
0% 1.406 1.406 1.170 1.500
DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 8CM
INERCIAA | TEORIA DE MODELO Modelo 2 |Modelo 2 - RIT
TORCAO DAVIGA| GRELHA PROPOSTO Laje 8cm Laje 8cm
N 100% 0.970 1.000 0.360 0.400
3 E 15% 0.970 1.000 0.500 0.610
g < 1% 0.970 1.000 0.680 0.920
0% 0.970 1.000 0.680 0.970
N 100% 0.970 1.480 0.850 0.930
3 E 15% 0.970 1.480 0.950 1.100
g =] 1% 0.970 1.480 0.980 1.150
0% 0.970 1.480 0.980 1.160

7.1.8 Calibragem do modelo proposto

O célculo do coeficiente de rigidez pelo modelo proposto é baseado nas

condicbes de contorno das vigas de apoio. Assim, a depender do grau de

engastamento e do tipo de distribuicdo de carga da viga de borda h& alteragdo dos

resultados.

A Figura 7.4 ilustra as situacdes que serdo utilizadas como padrdo para o

calculo do coeficiente de rigidez.
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CALIBRAGEM INICIAL

Carregamento Carga concentrada da faixa de laje

vl |

= g/é;é o

a) Modelo estrutural da faixa de laje b) Modelo estrutural da viga de apoio

CALIBRAGEM 1

Carregamento Carga distnbuida da faixa de laje

v v by ; v v v v
S S

5 5

a) Modelo estrutural da faixa de laje b) Modelo estrutural da viga de apoio

CALIBRAGEM 2

Carregamento Carga distnbuida da faixa de laje
Y L
S A VI A R
; z ] -
a) Modelo estrutural da faixa de laje b) Modelo estrutural da viga de apoio

Figura 7.4 — Calibragens para o célculo do coeficiente de rigidez sugeridas para o

modelo proposto.

Devido a condicdo de laje simplesmente apoiada com geometria simétrica,
mudancas no coeficiente de rigidez dos apoios no modelo proposto ndo alteram as
solicitacoes.

Assim, nos itens que se seguem sao apresentados apenas 0s resultados

relativos aos deslocamentos.
7.1.9 Calibragem do modelo proposto — Laje de 15 cm de espessura

Utilizando-se os valores de deslocamento indicados nos modelos estruturais da
Figura 7.4 para o calculo do coeficiente de apoio elastico do modelo proposto obtém-

se os deslocamentos da Figura 7.5.
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Verifica-se que, para a situacdo de viga de borda rigida, os resultados da

Calibragem 1 foram os mais proximos do Modelo 1, Modelo 1 — RIT e Modelo 2 — RIT,

engquanto a Calibragem 2 se aproximou mais do Modelo 2.

Laje 15 cm - Deslocamento maximo - Viga de apoio rigida

Teoria de grelha

Modelo proposto

[=]
i
in

Modelo proposto -

Maodelo proposto -

Deslocamento maximo (mm)

B s]
iy

[N

0.100 Modelo1- L15
Modelo1- RIT - L15
P Modelo 2- L15
Modelo 2 - BIT - L15
vvvvv 0% 10% 20% 30% 4% 50% 60% T0% BO% ] 100%
nércia atorgdo daviga de apoio
DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 15CM
. N MODELO MODELO
INERCIA A TECQRIADE| MODELO Modelo 1 | Modelo 1-RIT | Modelo 2 | Modelo 2- RIT
N PROPOSTO PROPOSTO ) . ) .
TORCAO DA VIGA| GRELHA | PROPOSTO Laje 15cm Laje 15cm Laje 15cm Laje 15cm
CALIBRAGEM 1 | CALIBRAGEM 2
W g 100% 0.153 0.179 0.207 0.159 0.180 0.186 0.145 0.153
3 § 15% 0.153 0.179 0.207 0.159 0.185 0.196 0.157 0.175
g & 1% 0.153 0.179 0.207 0.159 0.187 0.200 0.161 0.184
0% 0.153 0.179 0.207 0.159 0.187 0.200 0.161 0.185

Figura 7.5 — Viga de borda rigida (20x40): Deslocamento méaximo considerando a

calibragem do modelo proposto. Laje de 15cm de espessura.

A Figura 7.6 ilustra os valores obtidos no calculo dos deslocamentos ao se

considerar vigas de borda flexiveis. A Calibragem inicial do modelo proposto se

aproximou dos resultados do Modelo 1- RIT, enquanto a Calibragem 2 se aproximou

dos resultados obtidos no Modelo 2 e Modelo 2 — RIT.
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Laje 15 cm - Deslocamento maximo - Viga de apoio flexivel

1.200
1.000
§ A ann Teoria de grelha
g vvvvv Modelo proposto
E o Modelo proposto-C1
§ oeee Modelo proposto-C2
% Modelo1- F-L15
5 0.400 Modelo 1- F-RIT-L15
S Modelo 2- F-L15
0.200 Modelo2- F-RIT-L15
o 0% 10% 20% 0% 40% 50% 60% 0% 80% 90% 100%
nércia atorgdo da viga de apoio
DESLOCAMENTO MAXIMO {mm) - LAJE DE 15CM
INERCIA A TEORIADE| MODELO MODELO MODELO Modelo 1 | Modelo 1-RIT | Modelo 2 | Modelo 2- RIT
TOR(;E\O DA VIGA| GRELHA | PROPOSTO PROPOSTO PROPOSTO Laje 15cm Laje 15cm Laje 15cm Laje 15cm
CALIBRAGEM 1 | CALIBRAGEM 2
w 100% 0.153 0.663 1.114 0.340 0.476 0.508 0.277 0.278
3 E 15% 0.153 0.663 1.114 0.340 0.479 0.523 0.285 0.289
g 2 1% 0.153 0.663 1.114 0.340 0.479 0.526 0.287 0.292
0% 0.153 0.663 1.114 0.340 0.479 0.526 0.288 0.292

Figura 7.6 — Viga de borda flexivel (10x20): Deslocamento maximo considerando a

calibragem do modelo proposto. Laje de 15cm de espessura.
7.1.10 Calibragem do modelo proposto — Laje de 10 cm de espessura

A Figura 7.7 apresenta o resumo dos deslocamentos maximos considerando a
calibragem do modelo proposto. Verifica-se que os valores obtidos nas calibragens
tiveram pouca variagcdo e foram proximos aos valores obtidos nos modelos com

reducdo da inércia a tor¢cao da laje.
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Teoria de grelha
Modelo proposto
WModelo proposto-C1
WModelo proposto-C2

Modelo 1- L10

Modelo 1- RIT - L10

WModelo 2- L10
0.25 Wodelo 2- RIT - L10
0.20
0. 0.10 .20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 90 10
nércia torgdonaviga deapoio
DESLOCAMENTO MAXIMO {mm)] - LAJE DE 10CM
. - TEORIA MODELO MODELO
IMERCIA A MODELG Modelo 1 [Modelo 1 - RIT| Modelo 2 |Modelo 2- RIT
w DE PROPOSTO PROPOSTO i i i i
TORCAO DA VIGA PROPOSTO Laje 10cm Laje 10cm |Laje 10cm | Laje 10cm
GRELHA CALIBRAGEM 1 | CALIBRAGEM 2
T 100% 0.495 0.527 0.560 0.510 0.314 0.329 0.250 0.280
3 § 15% 0.495 0.527 0.560 0.510 0.370 0.434 0.328 0.400
g & 1% 0.435 0.527 0.560 0.510 0.410 0.526 0.380 0.510
0% 0.495 0.527 0.560 0.510 0.420 0.537 0.390 0.520

Figura 7.7 — Viga de borda rigida (20x40): Deslocamento maximo considerando a

calibragem do modelo proposto. Laje de 10 cm de espessura.

A Figura 7.8 apresenta os valores dos deslocamentos com vigas de borda

flexiveis. Verifica-se que a calibragem inicial se aproximou do Modelo 1 e Modelo 1 —

RIT enquanto a calibragem 2 se aproximou do Modelo 2 e Modelo 2 — RIT.

Pbdde-se constatar que a calibragem 2 (viga de borda biengastada) gera

resultados mais proximos do Modelo 2. Isso se deve ao fato da condicdo de viga de

borda biengastada conseguir representar de forma mais precisa o efeito da rigidez dos

pilares nos deslocamentos das vigas de borda.

De uma forma geral a contribuicdo a Teoria de Grelha desenvolvida nesta tese

apresenta precisdo nos resultados para 0s casos em que a inércia das vigas de bordo

é baixa.
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Laje 10 cm - Deslocamento maximo - Viga de borda flexivel

1.600
1.400
% 1.200 = Teoria de grelha
_g Modelo proposto
E 1.000 Modelo proposto-C1
E o ann Maodelo proposto-C2
% vvvvv [ Modelo 1- F-L10
ITE,': 0.600 Modelo 1-F- RIT- L10
8 Modelo 2-F-L10
0.400 Modelo 2-F- RIT- L10
0.200
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% T0% 80% S0% 100%
nérciaatorcdo na viga de apoio
DESLOCAMENTO MAXIMO {(mm) - LAJE DE 10CM
INERCIA A TEORIA MODELD MODELO MODELO Modelo 1 |Modelo 1-RIT| Modelo 2 |Modelo 2- RIT
TOR(;EO DA VIGA bE PROPOSTO PROPOSTO PROPOSTO Laje 10cm Laje 10cm | Laje 10cm | Laje 10cm
GRELHA CALIBRAGEM 1 | CALIBRAGEM 2
w 100% 0.435 1.010 1.460 0.690 1.180 1.170 0.580 0.610
g E 15% 0.495 1.010 1.460 0.690 1.180 1.170 0.620 0.670
g 2 1% 0.495 1.010 1.460 0.690 1.180 1.170 0.630 0.680
0% 0.435 1.010 1.460 0.6590 1.130 1.170 0.630 0.650

Figura 7.8 — Viga de borda flexivel (10x20): Deslocamento maximo considerando a

calibragem do modelo proposto. Laje de 10cm de espessura.
7.1.11 Calibragem do modelo proposto — Laje de 8 cm de espessura

A Figura 7.9 ilustra os valores obtidos na analise com o modelo proposto
calibrado. Verifica-se que quase ndo héa diferenca na resposta em funcdo das
calibragens utilizadas. Os valores obtidos se aproximam dos modelos com reducéo

da inércia a torcéo da laje.



Laje 8 cm - Deslocamento maximo -

Viga de bordarigida
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% Teoria de grelha
E Modelo proposto
E 0.700 Modelo proposto-C1
§ 600 Modelo proposto-C2
% P Modelo 1- L8
.~ Modelo 1- RIT - L8
& 0400 Modeio 2- L8
0.300 Modelo 2 - RIT - LB
0.200
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% T0% 80% 0% 100%
nércia & torcdo naviga de apoio
DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 8CM
INERCIA A TEORIA MOQDELD MODELO MODELO Modelo 1 |Modelo 1-RIT| Modelo 2 (Modelo 2-RIT
TOR(;E.O DA VIGA pE PROPOSTO PROPOSTO PROPOSTO Laje 8cm Laje Bcm Laje 8cm Laje Bcm
GRELHA CALIBRAGEM 1 | CALIBRAGEM 2
w 100% 0.970 1.000 1.030 0.980 0.430 0.480 0.360 0.400
3 E 15% 0.970 1.000 1.030 0.980 0.554 0.660 0.500 0.610
g & 1% 0.970 1.000 1.030 0.980 0.700 0.940 0.680 0.920
0% 0.970 1.000 1.030 0.980 0.720 0.990 0.680 0.970

Figura 7.9 — Viga de borda rigida (20x40): Deslocamento maximo considerando a

calibragem do modelo proposto. Laje de 8 cm de espessura.

Para a situacdo de borda flexivel (Figura 7.10) pode-se constatar que a

calibragem 2 (viga de borda biengastada) gera resultados mais proximos do Modelo

2 (com e sem reducédo da inércia a torcao da laje), o Modelo 1 (com e sem reducédo

da inércia a torcao da laje) forneceu resultados mais proximos da calibragem 1.

Assim, verifica-se que o tipo de deslocamento adotado para o calculo do

coeficiente de rigidez influéncia significativamente o resultado.
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Laje 8 cm - Deslocamento maximo - Viga de borda flexivel

Teoria de grelha
Modelo proposto

Modelo proposto -

s =]
=

(8]

Modelo proposto -

Modelo1-F-LE

Modelo1-F- RIT- LE

E
Modelo2- F-L8
F

0.400 = Modelo2- F- RIT- L8

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% T0% BO% 80% 100%

nércia & torcdo na viga de apoio

DESLOCAMENTO MAXIMO {mm) - LAJE DE 3CM
. . TEORIA MODELO MODELO
INERCIA A MODELQ Modelo 1 |Modelo 1-RIT| Modelo 2 |Modelo 2-RIT
o DE PROPOSTO PROPOSTO - - - -
TORCAO DA VIGA PROPOSTO Laje Bcm Laje 8cm Laje 8cm Laje 8cm
GRELHA CALIBRAGEM 1 | CALIBRAGEM 2

W oo 100% 0.970 1.480 1.930 1.160 1.780 1.760 0.850 0.930
3 9 15% 0.970 1.430 1.930 1.160 1.780 1.760 0.950 1.100
g 3 1% 0.970 1.480 1.930 1.160 1.780 1.760 0.980 1.150

0% 0.970 1.480 1.930 1.160 1.780 1.760 0.980 1.160

Figura 7.10 — Viga de borda flexivel (10x20): Deslocamento maximo considerando a

calibragem do modelo proposto. Laje de 8 cm de espessura.

7.2 Verificacdo do modelo: Laje retangular e simplesmente apoiada

Para a analise da laje retangular foram utilizadas as mesmas premissas do item
7.1.1 alterando-se apenas a geometria e a inércia das vigas de maior vao. Foi utilizado
neste estudo secdes de 20x80 para a viga de maior vao e de 20x40 para o menor vao,
consideradas vigas rigidas.

Na reducédo da inércia das vigas foi utilizada a secao de 10x40 para a viga de
maior vao e 10x20 para a viga de menor vao, consideradas vigas flexiveis. A laje
possui lados de 3 e 6 metros.

7.2.1 Modelo 1 — Laje retangular e simplesmente apoiada — 15 cm de espessura

A Figura 7.11 ilustra o Modelo 1 utilizado na analise numérica. Os elementos

utilizados na analise numérica foram os mesmos do item 7.1.2.
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Figura 7.11 — Modelo 1 em laje retangular.

A Tabela 7.7 apresenta os resultados obtidos para 0 momento positivo maximo
nas direcdes X (menor vao) e Y (maior vao), além do deslocamento maximo. Verifica-
se que, com a calibragem inicial, apenas o momento na dire¢cdo X apresentou valores
proximos do modelo analitico.

Em relacéo a condi¢do de contorno de vigas de apoio flexiveis, foi verificada a
mesma configuracdo de variacdo do momento positivo da Figura 7.2, assim, foi
adotado para o calculo do momento positivo 0 mesmo critério dos itens anteriores.

Com a consideracdo de apoios flexiveis, o modelo proposto indicou um
aumento expressivo na direcdo do maior vao (eixo Y) de forma semelhante ao modelo
numerico, mas em uma magnitude inferior ao obtido numericamente.

Verifica-se que os resultados da andlise numérica foram praticamente
constantes em relacdo a condi¢do de inércia a tor¢ao das vigas de apoio, em especial

para as condi¢cfes de vigas flexiveis.
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Tabela 7.7 — Modelo 1 em laje retangular (15cm espessura): Momento positivo e

deslocamento méaximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM X (kN.m/m) - LAIE DE 15CM

INERCIA A TEORIA DE MODELD Modelo 1 Modelo 1 - RIT
TORGAD DA VIGA GRELHA FROPOSTO Laje 15cm Laje 15cm
w g N 100% 2.647 2.618 2.040 2.200
]
2 a4 8 15% 2.647 2.618 2.250 2.550
2 § E 1% 2.647 2.618 2.320 2.710
= = 0% 2.647 2.618 2.320 2.720
w 100% 2.647 2.351 2770 3.130
]
2 g E 15% 2.647 2.351 2.750 3.200
2 5 E 1% 2.647 2.351 2.750 4710
= 0% 2.647 2.351 2.750 4710
MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM ¥ (kN.m/m) - LAIE DE 15CM
INERCIA A TECQRIA DE MODELD Modelo 1 Modelo 1-RIT
TORCAD DA VIGA GRELHA FROPOSTO Laje 15cm Laje 15cm
w g 100% 0.662 0777 1.090 1.150
]
2 o E 15% 0.662 0.777 1.190 1.310
L] @ E 1% 0.662 0.777 1.220 1.370
= d 0% 0.662 0.777 1.220 1.360
w 100% 0.662 1.844 020 4.760
(]
v g E 15% 0.662 1.844 5.000 4.725
2 5 E 1% 0.662 1.844 5.000 4710
> 0% 0.662 1.844 5.000 4710
DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 15CM
INERCIA A TECQRIA DE MODELD Modelo 1 Modelo 1-RIT
TORGAD DA VIGA GRELHA PROPOSTO Laje 15cm Laje 15cm
w g 100% 0.276 0.333 0.418 0.430
(]
“ o E 15% 0.276 0.333 0.442 0.470
] § E 1% 0.276 0.333 0.451 0.486
= 0% 0.276 0.333 0.452 0.487
w 100% 0.276 1.180 2.280 2.280
(]
2 g E 15% 0.276 1.180 2.280 2.290
2 5 E 1% 0.276 1.180 2.280 2.290
= 0% 0.276 1.180 2.280 2.290

7.2.2 Modelo 1 — Laje retangular e simplesmente apoiada — 10 cm de espessura

A Tabela 7.8 ilustra os resultados obtidos para a laje de 10cm de espessura.

maior direcao no caso de vigas de apoio rigidas.

Verifica-se que nos modelos numéricos ha pouca variagdo no momento positivo na
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O Modelo 1 — RIT apresentou aumento significativo no momento fletor positivo
para o caso de baixa inércia a tor¢cdo das vigas de apoio, ou seja, no caso idealizado
de laje simplesmente apoiada.

Pbdde-se constatar que quase nao ha alteracdo nas solicitagdes dos modelos
numéricos, em funcdo da reducdo da inércia a tor¢cdo das vigas de apoio, ao se
considerar a baixa rigidez das vigas de apoio.

Tabela 7.8 — Modelo 1 (10cm espessura) em laje retangular: Momento positivo e

deslocamento maximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM X (kN.m/m) - LAJE DE 10CM

INERCIA A TECRIA DE MODELD Modelo 1 Modelo 1 - RIT
TORCAD DA VIGA GRELHA PROPOSTO Laje 10cm Laje 10cm

w g 100% 2.647 2.638 1.5440 1.670
; o E 15% 2.647 2.638 1960 2280
E E E 1% 2.647 2.638 2.250 2770

0% 2.647 2.638 2.280 2.830
w 100% 2.647 2.527 2.530 2.330
; g E 15% 2.647 2.527 2520 2.280
2 g E 1% 2.647 2.527 2520 2480
- 0% 2.647 2.527 2520 2490

MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM ¥ (kN.m/m) - LAJE DE 10CM

INERCIA A TEORIA DE MODELO Modele 1 | Modelo 1 - RIT

TORCAO DAVIGA |  GRELHA PROPOSTO | Laje 10cm Laje 10cm

% g 100% 0.662 0.697 0.620 0.690
; o E 15% 0.662 0.697 0.820 0.940
E E 2 1% 0.662 0.697 0.930 1.160
0% 0.662 0.697 0.940 1.190

w 100% 0.662 1.140 2.530 2.510
; 2 E 15% 0.662 1.140 2.520 2.490
g a2 1% 0.662 1.140 2.520 2.480
- 0% 0.662 1.140 2.520 2.490

DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 10CM

INERCIA A TECRIA DE MODELO Modelo 1 | Modelo 1 - RIT

TORCAO DAVIGA |  GRELHA PROPOSTO | Laje 10cm Laje 10cm

% g 100% 0.932 0.989 0.687 0.719
; o E 15% 0.932 0.989 0.869 0.966
E E 2 1% 0.932 0.989 0.991 1.150
0% 0.932 0.989 1.000 1.180

w 100% 0.932 1.820 3.720 3710
; 2 E 15% 0.932 1.820 3.710 3.700
g a2 1% 0.932 1.820 3.710 3.690
- 0% 0.932 1.820 3.710 3.690
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7.2.3 Modelo 1 — Laje retangular e simplesmente apoiada — 8 cm de espessura

A Tabela 7.9 ilustra os resultados obtidos para a laje de 8cm de espessura.
Verifica-se que o Modelo 1 — RIT foi o que apresentou maior magnitude de momento
fletor positivo e deslocamento para a condi¢do de baixa inércia a tor¢cao das vigas de
apoio. Verifica-se que com a reducdo da rigidez das vigas de apoio os resultados

foram praticamente constantes.

Tabela 7.9 — Modelo 1 (8cm espessura) em laje retangular: Momento positivo e

deslocamento maximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM X (kN.m/m) - LAJE DE 8CM
INERCIA A TEORIA DE MODELD Modelo 1 Modele 1-RIT
TORCAD DA VIGA GRELHA FROPOSTO Laje 8cm Laje 8cm
w g 100% 2.647 2.643 1.310 1.420
(=]
“ of E 15% 2.647 2643 1.730 2.000
2 § E 1% 2.647 2.643 2.200 2.740
- 0% 2.647 2643 2.310 2. 860
w 100% 2.647 2581 2.310 2.400
(=1
@ g E 15% 2647 2581 2.350 2.500
2 g E 1% 2.647 2581 2.360 2.530
= 0% 2647 2581 2.350 2.530
MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM ¥ (kN.m/m) - LAJE DE 8CM
INERCIA A TEORIA DE MODELD Modelo 1 Modelo 1 -RIT
TORCAO DA VIGA GRELHA FROPOSTO Laje Bcm Laje Bcm
w g 100% 0.659 0.680 0.500 0.560
(=1
@ o E 15% 0.659 0.6380 0.6380 0.790
w2 § E 1% 0.659 0.680 0.870 1.100
> 0% 0.659 0.6380 0.900 1.160
w 100% 0.659 0927 1720 1.760
o
@ g E 15% 0.659 0927 1.740 1.810
2 g E 1% 0.659 0927 1.750 1.820
> 0% 0.659 0927 1750 1.820
DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAIE DE 8CM
INERCIA A TEORIA DE MODELD Modelo 1 Modele 1-RIT
TORCAD DA VIGA GRELHA FROPOSTO Laje 8cm Laje 8cm
w g 100% 1.820 1.880 0931 0.979
o
“ o E 15% 1.820 1.8380 1.300 1.440
w2 § E 1% 1.820 1.8380 1.690 2.030
> W 0% 1.820 1.8380 1.740 2120
w 100% 1.820 2720 4710 4760
e 4
“ g =) 15% 1.820 2720 4740 4 820
2 5 E 1% 1.820 2720 4750 4 8340
- 0% 1.820 2720 4750 4 340
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7.2.4 Modelo 2 — Laje retangular e simplesmente apoiada — 15 cm de espessura

Seguindo a mesma sistematica das analises anteriores a Figura 7.12 ilustra o
modelo adotado como base na analise numérica. Os elementos utilizados foram os

mesmos do Modelo 2 da laje quadrada, alterando-se apenas a geometria da laje.

Figura 7.12 — Modelo 2 em laje retangular.

A Tabela 7.10 expressa os resultados das solicitacfes e deslocamentos da
analise numérica. Verifica-se que os resultados da analise humérica referentes aos
deslocamentos com vigas de apoio flexiveis apresentaram maior proximidade com

modelo proposto.
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Tabela 7.10 — Modelo 2 (15cm espessura) em laje retangular: Momento positivo e

deslocamento méaximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM X (kN.m/m) - LAJE DE 15CM

INERCIA A TECORIA DE MODELO Modelo 2 | Modelo 2 - RIT
TORCAD DAVIGA | GRELHA PROPOSTO | Laje 15cm Laje 15cm
W g 100% 2.647 2.618 1.890 2.080
g T E 15% 2.647 2.618 2.180 2.550
E E 2 1% 2.647 2.618 2.280 2.730
0% 2.647 2.618 2.290 2.730
- 100% 2.647 2.351 2.110 2.200
5 £ E 15% 2.647 2.351 2.120 2.280
G 2 2 1% 2.647 2.351 2.190 2.300
- 0% 2.647 2.351 2.190 2.300
MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM Y (kN.m/m) - LAIE DE 15CM
INERCIA A TEORIA DE MODELO Modelo 2 | Modelo 2 - RIT
TORCAO DAVIGA | GRELHA PROPOSTO | Laje 15cm Laje 15cm
W g 100% 0.662 0777 1.030 1.100
g - E 15% 0.662 0.777 1.150 1.290
E E 2 1% 0.662 0.777 1.180 1.340
0% 0.662 0.777 1.190 1.340
w 100% 0.662 1.844 3.040 2.920
5 1 E 15% 0.662 1.844 3.040 2.880
g & g 1% 0.662 1.844 3.040 2.870
> 0% 0.662 1.844 3.040 2.870
DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 15CM
INERCIA A TEORIA DE MODELO Modelo 2 | Modelo 2 -RIT
TORCAO DAVIGA |  GRELHA PROPOSTO | Laje 15cm Laje 15cm
% < 100% 0.276 0.333 0.381 0.396
E T E 15% 0.276 0.333 0.416 0.450
E E 2 1% 0.276 0.333 0.428 0.469
0% 0.276 0.333 0.429 0.469
- 100% 0.276 1.180 1.190 1.200
g ! E 15% 0.276 1.180 1.200 1.210
g & 2 1% 0.276 1.180 1.210 1.210
- 0% 0.276 1.180 1.210 1.210

7.2.5 Modelo 2 — Laje retangular e simplesmente apoiada — 10 cm de espessura

Seguindo a mesma sistematica do item anterior a Tabela 7.11 apresenta 0s

resultados da laje de 10cm de espessura. Observa-se também neste caso que 0s

deslocamentos do modelo proposto foram mais préximos da analise numérica.
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Tabela 7.11 — Modelo 2 (10cm espessura) em laje retangular: Momento positivo e

deslocamento méaximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM X (kN.m/m) - LAJE DE 10CM

INERCIA A TEORIA DE MODELO Modelo 2 | Modelo 2 -RIT
TORCAO DAVIGA | GRELHA PROPOSTO | Laje 10cm Laje 10cm
4 4 100% 2.647 2.638 1.420 1.570
]
- 15% 2.647 2.638 1.910 2.250
L) § 2 1% 2.647 2.638 2.230 2.780
= W 0% 2.647 2.638 2.270 2.840
w 100% 2.647 2.527 2.070 2.300
]
7 < E 15% 2.647 2.527 2.200 2.490
- 1% 2.647 2.527 2.230 2.530
= 0% 2.647 2.527 2.230 2.540
MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM Y (kN.m/m) - LAJE DE 10CM
INERCIA A TEORIA DE MODELO Modelo 2 | Modelo 2 -RIT
TORCAO DAVIGA | GRELHA PROPOSTO | Laje 10cm Laje 10cm
% < 100% 0.662 0.697 0.590 0.660
]
o < E 15% 0.662 0.697 0.810 0.930
L) § 2 1% 0.662 0.697 0.920 1.160
= W 0% 0.662 0.697 0.940 1.190
w 100% 0.662 1.140 1.600 1.660
]
7 < E 15% 0.662 1.140 1.620 1.670
- 1% 0.662 1.140 1.620 1.660
= 0% 0.662 1.140 1.620 1.660
DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 10CM
INERCIA A TEORIA DE MODELO Modelo 2 | Modelo 2 -RIT
TORCAO DAVIGA | GRELHA PROPOSTO | Laje 10cm Laje 10cm
% < 100% 0.932 0.989 0.619 0.652
(o]
o < E 15% 0.932 0.089 0.828 0.932
) § 2 1% 0.932 0.089 0.063 1.140
= 0% 0.932 0.089 0.977 1.170
w 100% 0.932 1.820 1.890 1.960
(o]
2 3 E 15% 0.932 1.820 1.950 2.050
g &2 1% 0.932 1.820 1.960 2.070
- 0% 0.932 1.820 1.960 2.070

7.2.6 Modelo 2 — Laje retangular e simplesmente apoiada — 8 cm de espessura

De forma analoga aos itens anteriores a Tabela 7.12 ilustra os resultados

obtidos na andlise para a laje de 8cm de espessura. Verifica-se que, além da
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proximidade com os deslocamentos, 0 momento na direcdo do menor vao (eixo X) do

modelo proposto foi proximo ao resultado da anélise numérica.

Tabela 7.12 — Modelo 2 (8cm espessura) em laje retangular: Momento positivo e

deslocamento maximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM X (kM.m,/m) - LAJE DE 8CM

INERCIA A TEORIA DE MODELO Modele 2 | Modelo 2 -RIT
TORCAD DAVIGA |  GRELHA PROPOSTO Laje Bcm Laje Bcm
% 2 100% 2.647 2.643 1.230 1.340
(]
o I8 15% 2.647 2.643 1.690 1.970
L) § 2 1% 2.647 2.643 2.190 2.750
- 0% 2.647 2.643 2.260 2.860
IR 100% 2.647 2.581 1.940 2.220
(]
2 £ 8 15% 2.647 2581 2.190 2.600
g a2 1% 2.647 2581 2.240 2.690
= 0% 2.647 2581 2.250 2.690
MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM Y (kN.m/m) - LAJE DE 8CM
INERCIA A TEORIA DE MODELO Modelo 2 | Modelo 2-RIT
TORCAO DAVIGA |  GRELHA PROPOSTO Laje Bcm Laje Bcm
% < 100% 0.653 0.680 0.480 0.540
(]
o < E 15% 0.659 0.680 0.670 0.780
L) § 2 1% 0.659 0.680 0.870 1.110
= W 0% 0.659 0.680 0.900 1.160
w 100% 0.659 0.927 1.170 1.270
8 4 [
2 L8 15% 0.659 0.927 1.240 1.350
g &2 1% 0.659 0.927 1.250 1.360
- 0% 0.659 0.927 1.250 1.360
DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 8CM
INERCIA A TEORIA DE MODELO Modelo 2 | Modelo 2-RIT
TORCAO DAVIGA |  GRELHA PROPOSTO Laje Bcm Laje Bcm
% 2 100% 1.820 1.880 0.845 0.895
(]
- 15% 1.820 1.880 1.240 1.400
u) § 2 1% 1.820 1.880 1.660 2.010
= 0% 1.820 1.880 1710 2.100
- 100% 1.820 2.720 2.510 2.670
8 g [
2 <& 15% 1.820 2.720 2.710 2.970
g a2 1% 1.820 2.720 2.760 3.040
> 0% 1.820 2720 2.760 3.040
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7.2.7 Calibragem do modelo proposto — Laje retangular de 15 cm de espessura

Utilizando-se para o calculo da rigidez do apoio eléstico os deslocamentos
previstos nos casos apresentados na Figura 7.3, obtém-se os valores para 0s casos

analisados, conforme ilustra a Figura 7.13.

LAJE 15¢cm - Momento positivo maximo em X - Viga de LAJE 15cm - Momento positivo maximo em X - Viga de borda
borda rigida flexivel
_ 3 _5
E . = —Teora degrelha %a —Teorniz de grelha
z, % = Modzlo proposto f: —— hodela propasto
o Modelo proposto- C1 -E- 3 Iodelo proposto - ©1
Eis E
.E Modelo proposto- C2 - Modelo proposto - C2
1 £ T T T I
o —— Niodelo 1- L15 g = hindelo 1-L15
E =1
% 05 Modek 1- RIT - 115 ] —— Madela 1-RIT-L15
g ° ——Modelo 2- 115 a0 ——tModelo 2- 115
0% 20% % s0% BO% 100% £ 0% 0% a0% 60% B0% 100%
£ rcia & torcSo da vi —Modelo 2-RIT - L15 £ o ) —— Modelo 2 - AT - 115
é Inércia 3 torgao da viga de apoio é Inércia & torcao da viga de apoio
LAJE 15cm - Momento positivo maxime em Y - Viga de LAJE 15¢cm - Momento positive maximo em Y - Viga de borda
borda rigida flexivel
_ 18 _6
E 2 de £ Teoria de grah
‘L- e —Teonia degredha £s ——Teoria de greha
e ———— —— —— Wodelo proposto Z, —— Modelo proposto
g ! Modelo proposta- €1 B Modelo proposto - €1
5 0B 5 3
m Modzlo proposto- C2 & Modelo proposta - C2
E 08 E,
2 o4 =izl 1- 115 g e Mol 1 - 115
'E 0z ——Modelo 1-RIT- 115 E 1 —— Nodelo 1- AT -L15
& o
g0 m— liodelo 2- 115 80 — hdndelo 2 - 115
= e e 3 '3 100% £ 1 0% A0% h B %
g i 20% 0% 50% B0% 100% Mok 2- BT~ 145 : 0% 2 o 0% . ..‘iﬂh . a0% 100% Mol 2 T - L1S
-] Inércia & targio na viga de apaio g Inércia 2 torgao da viga de apoio
=
LAJE 15cm - Deslocamento maximo - Viga de borda rigida LAJE 15cm - Deslocamento maximo - Viga de borda flexivel
06 3
T £ :
E0s ________________—-_-_____- Teoria de grefha E25 —— Teoria de gralha
E 04 —— Niodelo proposto E 2 = Iifiodelo proposto
i ]
£ Modelo proposto- €1 g 15 Modelo proposto - C1
03 :
‘E Modzlo proposto- C2 § Modelo propasto - C2
@
E 02 —— Modelo 1- 115 E 2 —Modelo 1-115
% 01 —— Modelo 1-RIT-L15 8 s — Modelo 1 -RT-115
@
a ——Modelo 2- 115 o — Mindalo 2 - 115
o o
0% 20% and 5% 50% 1003 =——Modzlo 2-RIT- 115 0% 20% an% 0% 5% gk —Madeio 2-RIT-115
Inércia & torgEo da viga de apoio nérciz  torgdo da viga de apoio

Figura 7.13 — Resultados do Modelo proposto calibrado: Momento positivo e

deslocamento maximo em laje de 15 cm de espessura.

A Tabela 7.13 apresenta os valores, associados aos graficos da Figura 7.13,
das solicitacOes e deslocamentos. Péde-se constatar que 0s momentos positivos, do
modelo numérico, na direcdo do maior vao (eixo Y) forneceram resultados bastante
diferentes em relacéo ao calculo analitico.

Em relacdo aos deslocamentos, o0 modelo proposto com a calibragem inicial

forneceu resultados proximos aos do Modelo 2.
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Tabela 7.13 — Laje retangular (15cm espessura): Modelo proposto calibrado —

Momento positivo e deslocamento maximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM X (kN.m/m) - LAJE DE 15CM
INERCIA A MODELO MODELO
u TEORIADE | MODELO Modelo 1 Modelo 2 | Modelo 1 - RIT | Modelo 2 - RIT
TORGCAO DA PROPOSTO PROPOSTO ) ) ) )
GRELHA PROPOSTO Laje 15cm Laje 15cm Laje 15cm Laje 15cm
VIGA CALIBRAGEM 1 | CALIBRAGEM 2
w g 100% 2.647 2618 2537 2623 2.040 1.890 2.080
(=]
E o E 15% 2.647 2.618 2537 2623 2.250 2180 2.550 2550
1] g E 1% 2647 2618 2537 2623 2.320 2280 2710 2730
= = 0% 2.647 2618 2537 2623 2.320 2.290 2720 2730
w 100% 2.647 2.351 1.893 2.353 2770 2.110 3.130 2.200
o
E g E 15% 2.647 2.351 1.393 2353 2.750 2120 3.200 2280
2 g E 1% 2.647 2.351 1.893 2.353 2.750 2.190 4710 2.300
- 0% 2647 2351 1.393 2353 2.750 2180 4710 2.300
MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM Y (kN.m/m) - LAJE DE 15CM
INERCIA A MODELD MODELD
" TEORIADE | MODELO Modelo 1 Modelo 2 | Modelo 1 - RIT | Modelo 2 - RIT
TORCAO DA PROPOSTO PROPOSTO ) ) ) )
GRELHA PROPOSTO Laje 15cm Laje 15cm Laje 15cm Laje 15cm
VIGA CALIBRAGEM 1 | CALIBRAGEM 2
w g N 100% 0.662 0777 1.100 0.756 1.090 1.030 1.150 1.100
o
E -] 15% 0662 03777 1.100 0.756 1.190 1150 1310 1.290
Q2 E E 1% 0.662 0.777 1.100 0.756 1.220 1.180 1.370 1.340
= = 0% 0662 03777 1.100 0.756 1220 1190 1360 1.340
w b 10059 0.662 1.844 3.680 1.837 020 3.040 4760 2920
(=]
% g =] 15% 0.662 1.844 3.680 1.837 5.000 3.040 4725 2.880
1] g E 1% 0662 1344 3.680 1837 5.000 3.040 4710 2870
- 0% 0.662 1.844 3.680 1.837 5.000 3.040 4710 2.870
DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 15CM
INERCIA A MODELO MODELO
N TEORIADE | MODELO Modelo 1 Modelo 2 | Modelo 1 - RIT | Modelo 2 - RIT
TORCAD DA PROPOSTO PROPOSTO . . B B
GRELHA PROPOSTO Laje 15cm Laje 15cm Laje 15cm Laje 15cm
WVIGA CALIBRAGEM 1 | CALIBRAGEM 2
w g b 10059 0.276 0.333 0483 0.318 0.418 0.381 0.430 0.396
2 = 15% 0276 0.333 0.433 0.319 0.442 0416 0470 0.450
Q2 E E 1% 0.276 0.333 0.483 0.319 0.451 0428 0.486 0.4565
C 0% 0.276 0.333 0.483 0.319 0.452 0.429 0.487 0.4569
w 100% 0.276 1.180 2.801 0.893 2280 1.190 2.280 1.200
(=]
E g E 15% 0.276 1.180 2.801 0.893 2.280 1.200 2.290 1.210
Q2 é E 1% 0.276 1.180 2801 0.893 2.280 1210 2.290 1210
- 0% 0.276 1.180 2.801 0.893 2.280 1210 2.290 1.210

7.2.8 Calibragem do modelo proposto — Laje retangular de 10cm de espessura

De forma analoga ao item anterior a Figura 7.14 apresenta, graficamente, o

comportamento das solicitacfes e deslocamentos obtidos na andlise numérica e

analitica considerando as calibragens propostas.
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Figura 7.14 — Resultados do Modelo proposto calibrado: Momento positivo e

deslocamento maximo em laje de 10 cm de espessura.

A Tabela 7.14 ilustra os valores associados a Figura 7.14. Verifica-se que no

momento positivo na direcdo do menor vao (eixo X) as calibragens forneceram valores

préximos aos obtidos na andlise numérica, nos casos de baixa rigidez a torcdo nas

vigas de apoio.

A calibragem 2 foi a que forneceu valores mais proximos do Modelo 2 para o

momento na dire¢do do menor vao (eixo X). Os deslocamentos, em relagdo a condicao

de apoios flexiveis, obtidos na calibragem 1 se aproximaram aos do Modelo 1 e a

calibragem inicial se aproximou aos valores do Modelo 2.
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Tabela 7.14 — Laje retangular (10 cm espessura): Modelo proposto calibrado —

Momento positivo e deslocamento maximo.

MOMENTC POSITIVO MMIMDEMIIkN.m,’m]—LA_IEDE:IOCM
INERCIAA | TEORIA MODELO MODELO
w MODELO Modelo 1 | Modelo 2 [Modelo 1 - RIT|Modelo 2 - RIT
TORCAO DA DE PROPOSTO PROPOSTO i i i )
PROPOSTO Laje 10cm | Laje 10cm Laje 10cm Laje 10cm
VIGA GRELHA CALIBRAGEM 1 | CALIBRAGEM 2
w g N 100% 2.647 2638 2.612 2.640 1.540 1.420 1.670 1.570
o
E I 8 15% 2.647 2638 2.612 2.640 1960 1910 2280 2.250
[} E E 1% 2.647 2638 2612 2 640 2250 2230 2770 2780
- o 0% 2.647 2.638 2612 2.640 2.280 2.270 2.830 2.840
w . 00% 2.647 2.527 2.260 2.540 2.530 2.070 2.330 2.300
o
E g =] 15% 2.647 2527 2.260 2.540 2.520 2.200 2.280 2.490
2 g E 1% 2.647 2527 2.260 2.540 2520 2230 2.480 2.530
- 0% 2.647 2527 2.260 2.540 2520 2230 2.490 2.540
MOMENTO POSITIVO MMIMOEMYII{N.m,’m]—LA_IEDE:IUCM
INERCIAA | TEORIA MODELO MODELO
" MODELD Modelo 1 | Modelo 2 (Modelo 1 - RIT | Medelo 2 -RIT
TORCAO DA DE PROPOSTO PROPOSTO i i i )
PROPOSTO Laje 10cm | Laje 10cm Laje 10cm Laje 10cm
VIGA GRELHA CALIBRAGEM 1 CALIBRAGEM 2
w g N 100% 0.662 0.697 0.800 0.690 0.620 0.590 0.690 0.660
o
E I 8 15% 0.662 0.697 0.800 0.690 0.820 0.810 0.940 0.930
Q2 E E 1% 0.662 0.697 0.800 0.690 0930 0920 1.160 1160
= o 0% 0.662 0.697 0.690 0.940 0940 1.190 1190
w 100% 0.662 1.140 1.080 2530 1.600 2510 1.660
o
E g E 15% 0.662 1.140 2.225 1.080 2520 1620 2.450 1.670
2 g E 1% 0.662 1.140 2.225 1.080 2.520 1.620 2.480 1.660
- 0% 0.662 1140 2.225 1.080 2520 1620 2.4590 1.660
DESLOCAMENTO MAXIMO {mm} - LAJE DE 10CM
INERCIAA | TEORIA MODELD MODELO
o MODELO Modelo 1 | Modelo 2 [Modelo 1 - RIT|Modelo 2 - RIT
TORCAO DA DE PROPOSTO PROPOSTO i i i )
PROPOSTO Laje 10cm | Laje 10cm Laje 10cm Laje 10cm
VIGA GRELHA CALIBRAGEM 1 CALIBRAGEM 2
w g B 100% 0.932 0.989 1.150 0.975 0.687 0.619 0.713 0.652
o
E I a 15% 0.932 0.9589 1.150 0.975 0.869 0.828 0.966 0.932
2 E E 1% 0.932 0.9589 1.150 0.975 0991 0.963 1.150 1.140
= o 0% 0932 0989 1.150 0975 1.000 0977 1.180 1170
w 100% 0932 1.820 3.900 1.5894 3720 1.890 3710 1.960
a
2 g E 15% 0932 1820 3.900 1594 3710 1950 3.700 2.050
2 E E 1% 0.932 1.820 3.900 1.554 3.710 1.960 3.690 2.070
= 0% 0.932 1.820 3.900 1.584 3.710 1960 3.690 2.070

7.2.9 Calibragem do modelo proposto — Laje retangular de 8 cm de espessura

Seguindo a mesma sisteméatica dos itens anteriores, a Figura 7.15 apresenta

os gréficos associados solicitacdes e deslocamentos obtidos na analise numérica e

analitica considerando as calibragens propostas.
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Figura 7.15 — Resultados do Modelo proposto calibrado: Momento positivo e

deslocamento maximo em laje de 8 cm de espessura.

Na Tabela 7.15 sdo apresentados os valores correspondentes a Figura 7.15.
Em relacdo ao momento positivo segundo o menor vao (eixo X) as calibragens
forneceram valores proximos da anélise numérica. Apenas a calibragem 1 apresentou
valores para momento positivo nas duas dire¢cdes préximos ao Modelo 1 para a
condicao de baixa rigidez das vigas de apoio.

Os deslocamentos da calibragem 1 ficaram préximos ao Modelo 1 enquanto a
calibragem 2 e a calibragem inicial se aproximaram do Modelo 2. Assim, verifica-se
gue o modelo proposto pode vir a fornecer respostas mais precisas, caso o coeficiente

de mola retrate de forma mais precisa o deslocamento previsto na viga de borda.
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Tabela 7.15 — Laje retangular (8 cm espessura): Modelo proposto calibrado —

Momento positivo e deslocamento maximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM X (kN.m/m) - LAJE DE 8CM
INERCIA A MODELO MODELO
" TECRIADE | MODELO Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 1-RIT| Modelo 2 - RIT
TORCAD DA PROPOSTO PROPOSTO i i i i
GRELHA PROPOSTO Laje 8cm Laje Bcm Laje Bcm Laje Bcm
VIGA CALIBRAGEM 1 CALIBRAGEM 2
w g 100% 2.647 2.643 2629 2.640 1310 1.230 1.420 1.340
(=]
E o E 15% 2.647 2.643 2.629 2.640 1.730 1.690 2.000 1970
1] E E 1% 2647 2643 2629 2.640 2.200 2190 2740 2750
= = 0% 2647 2643 2.629 2640 2310 2.260 2 860 2.860
w 100% 2.647 2.581 2.410 2.590 2.310 1.940 2.400 2.220
a
2 g E 15% 2.647 2581 2.410 25590 2350 2150 2500 2.600
2 g E 1% 2.647 2581 2.410 2590 2.360 2.240 2530 2.690
- 0% 2.647 2.581 2.410 2.590 2.350 2.250 2.530 2.690
MOMENTO POSITIVO MAXIMO EM Y (kM.m/m) - LAJE DE 8CM
INERCIA A MODELD MODELD
- TEORIADE | MODELO Modelo 1 | Modelo 2 |Modelo 1 - RIT| Modelo 2 - RIT
TORCAD DA PROPOSTO PROPOSTO R R R R
GRELHA PROPOSTO Laje 8cm Laje Bcm Laje 8cm Laje Bcm
VIGA CALIBRAGEM 1 CALIBRAGEM 2
w g . 100% 0.659 0.680 0734 0.676 0.500 0.480 0.560 0.540
(=]
% 4 0 15% 0.659 0.680 0.734 0.676 0.680 0.670 0.790 0.780
2 E E 1% 0.659 0.630 0734 0676 0.870 0.370 1100 1110
e 0% 0.659 0.680 0.734 0.676 0.900 0.900 1.160 1.160
w 100% 0.659 0927 1.607 0.885 1720 1170 1.760 1.270
=]
E g E 15% 0.659 0927 1.607 0.885 1740 1.240 1.810 1.350
2 g E 1% 0.659 0927 1.607 0.885 1.750 1.250 1.820 1.360
= 0% 0.659 0927 1.607 0.885 1.750 1.250 1820 1.360
DESLOCAMENTO MAXIMO {mm) - LAJE DE 8CM
INERCIA A MODELD MODELD
" TEORIADE | MODELO Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 1 - RIT| Modelo 2 - RIT
TORCAO DA PROPOSTO PROPOSTO i i i i
GRELHA PROPOSTO Laje 8cm Laje 8cm Laje Bcm Laje 8cm
VIGA CALIBRAGEM 1 CALIBRAGEM 2
w g 100% 1.820 1.880 2.030 1.864 0931 0.845 0.979 0.895
a
2 ot E 15% 1.320 1830 2.030 1364 1.300 1.240 1.440 1.400
Q2 E E 1% 1320 1.880 2.030 13864 1.690 1.660 2.030 2.010
Cl 0% 1.820 1.880 2.030 1.864 1.740 1.710 2120 2.100
w 100% 1.820 2720 4970 2.495 4710 2510 4760 2.670
(=]
E g E 15% 1.820 2.720 4970 2.495 4.740 2710 4820 2.970
Q2 % E 1% 1320 2720 4970 2.495 4750 2760 4340 3.040
= 0% 1320 2720 4970 2.495 4750 2760 4 340 3.040

7.3 Verificacdo do modelo: Laje totalmente engastada

O estudo comparativo realizado neste capitulo é analogo ao apresentado no

item 7.1, sendo utilizados os mesmos parametros de geometria, espessura,

resisténcia, carregamento e rigidez da viga de apoio, alterando-se apenas a condi¢ao

de contorno dos bordos da laje.

Como neste capitulo sédo analisadas lajes engastadas, ndo € necessario alterar

a inércia a tor¢édo das vigas de bordo, portanto, ndo seré objeto de estudo a influéncia

da rigidez a tor¢do das vigas de borda.
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De forma a explorar as diversas possibilidades de modelo estrutural que
possam vir a configurar um engaste nas bordas foram elaborados para anélise 5
modelos distintos.

As condicdes de contorno adotadas em cada modelo sdo apresentadas nos
itens seguintes. Para todos os casos analisados também foi realizada uma anélise
considerando a reducao da rigidez a tor¢ao da laje para 15% de seu valor original.

7.3.1 Laje quadrada e totalmente engastada

A laje objeto de estudo possui as mesmas propriedades mecanicas e
geomeétricas da laje apresentada no item 7.1.1. De forma anéloga ao capitulo 7 foram
utilizados elementos de pértico para caracterizacdo de vigas de pilares e o elemento

de area SHELL-THIN para os elementos de area da laje.

7.3.2 Modelo 1 — Laje quadrada e totalmente engastada — 15cm de espessura

A Figura 7.16 ilustra o Modelo 1 objeto de andlise. As condi¢Bes de contorno

deste modelo sdo de engastamento de todos os nés do bordo da laje.

Figura 7.16 — Modelo 1 em laje quadrada e engastada.
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A Figura 7.17 apresenta os momentos fletores na dire¢do X. Devido a simetria
0 mesmo resultado € observado na direcao Y. Nesta andlise todas as vigas possuem

secado de 20x40 e sao consideradas rigidas.
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Figura 7.17 — Momento fletores na direcdo X do Modelo 1: Vigas rigidas em laje

guadrada e engastada de 15cm de espessura.

Os valores calculados para os deslocamentos e solicitacbes nessa
configuracéo sao apresentados abaixo:

e momento positivo maximo: 0,48 kN.m/m;
e momento negativo maximo: 1,15 kN.m/m;
e deslocamento maximo: 0,029 mm.

Nesse modelo, independente da variacdo de inércia da viga, ndo ocorre
alteracdes em seus deslocamentos devido a consideracéo de engaste em cada no da
borda da laje. Assim, os resultados acima séo iguais aos obtidos para a condicéo de

vigas de apoio flexiveis.
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7.3.3 Modelo 2 — Laje quadrada e totalmente engastada — 15cm de espessura

A Figura 7.18 ilustra o 2° modelo utilizado. Sdo adotadas basicamente as
mesmas hipoteses do Modelo 1. A diferenca consta nos nos das vigas de borda, onde
foi estabelecido para esses nés a restricdo apenas a rotacdo em todos os sentidos e

nos vertices apoios simples do 2° género.
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Figura 7.18 — Modelo 2 em laje quadrada e engastada.

A Figura 7.19 apresenta a distribuicdo dos momentos fletores na direcao X,
devido a simetria 0 mesmo resultado é observado na direcdo Y. Os resultados obtidos
nesta analise consideraram vigas de borda de 20x40 (vigas rigidas).
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Figura 7.19 — Momentos fletores ao longo do eixo X nas lajes do Modelo 2 — Vigas

rigidas em laje quadrada de 15 cm de espessura.

Os resultados para essa configuragédo sao apresentados abaixo:

e momento positivo maximo: 0,486 kN.m/m;
e momento negativo maximo: 1,13 kN.m/m;
e deslocamento maximo: 0,032 mm.

Alterando-se a inércia das vigas que fazem o contorno da laje para vigas de

baixa rigidez (secdo de 10x20), obtém-se a seguinte distribuicdo de momentos fletores

da laje (Figura 8.20).
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Figura 7.20 — Momentos fletores ao longo do eixo X nas lajes do Modelo 2 — Vigas

flexiveis em laje quadrada de 15cm de espessura.

Os resultados méaximos para o Modelo 2, considerando a flexibilidade dos
apoios, € apresentado abaixo:

e momento positivo maximo: 0,5 kN.m/m;
e momento negativo maximo: 1,09 kN.m/m;
e deslocamento maximo: 0,037 mm.

7.3.4 Modelo 3 — Laje quadrada e totalmente engastada — 15cm de espessura

A Figura 7.21 ilustra o Modelo 3. Neste modelo os vértices da laje possuem
como apoios pilares de secdo de 30x30 com comprimento de 3 metros e 0S nos

extremos da laje possuem restricdo a rotacao.
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Figura 7.21 — Modelo 3 em laje quadrada engastada.

A Figura 7.22 apresenta os momentos fletores na direcdo X do modelo
numerico. Os resultados apresentados sdo para o caso em que todas as vigas sao

rigidas.
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Figura 7.22 — Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 5: Vigas rigidas em
laje quadrada de 15cm de espessura.

As solicitacGes e deslocamentos para a configuracéo de vigas com borda rigida
do Modelo 5 s&o descritas abaixo:

e momento positivo maximo: 0,50 kN.m/m;
e momento negativo maximo: 1,11 kN.m/m;
e deslocamento maximo: 0,039 mm.

A Figura 7.23 ilustra os momentos fletores na direcdo X do modelo. Os

resultados apresentados sdo para o caso em gue todas as vigas sao de baixa rigidez
(viga de 10x20).
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Figura 7.23 — Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 5: Vigas flexiveis em

laje quadrada de 15cm de espessura.

Os momentos fletores e o deslocamentos méaximo da andlise numérica é
descrita abaixo:

e momento positivo maximo: 0,52 kN.m/m;

e momento negativo maximo: 1 kN.m/m. Entretanto foi observado momento
negativo de 1,74 kN.m préximo ao pilar. Como o momento negativo foi
concentrado no pilar foi adotado o valor do centro da viga de bordo;

e deslocamento maximo: 0,05 mm.

7.3.5 Modelo 4 — Laje quadrada e totalmente engastada — 15cm de espessura

A Figura 7.24 mostra o Modelo 4. Nesse modelo existem 9 lajes quadradas de
3 metros de lado. Em cada vértice da laje existe um apoio do 2° género. Todas as
vigas possuem secdo de 20x40. O objeto de estudo sera a laje central, onde,
teoricamente, seu comportamento é de laje engastada em todos os bordos.

O carregamento € considerado uniformemente distribuido e aplicado apenas
na laje central no valor de 2,5 kN/m2, sendo excluida a influéncia do peso proprio de

todas as lajes.
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Figura 7.24 — Modelo 3 para laje quadrada e engastada.

A Figura 7.25 ilustra os momentos fletores, na direcdo X, do Modelo 3.

Conforme pode ser verificado a laje central, objeto de estudo, possui momentos
negativos nas bordas indicando um certo grau de engastamento das lajes. Os
resultados da Figura 7.25 séo referentes as vigas rigidas (viga de secao 20x40).

Figura 7.25 — Momentos fletores ao longo do eixo X nas lajes do Modelo 4: Viga
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Os principais resultados da laje central obtidos na andlise numérica séo
apresentados abaixo:

e momento positivo maximo: 0,84 kN.m/m;

e momento negativo maximo: aumentando gradativamente de 0,37 kN.m/m
(meio do vao da viga de bordo) até 0,5 kN.m/m (préximo ao apoio). Média
de 0,435 kKN.m/m,;

e deslocamento maximo: 0,097 mm.

Alterando-se a inércia das vigas que fazem o contorno da laje central para vigas

de baixa rigidez (viga de 10x20) e mantendo as demais vigas com 20x40, obtém-se a

seguinte distribuicdo de momentos fletores da laje (Figura 8.26).
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Figura 7.26 — Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 4: Viga flexivel em
laje quadrada de 15cm de espessura.

Os valores obtidos na laje central para a configuracdo com vigas de apoio
flexiveis sao:

e momento positivo maximo: 1,04 kN.m/m;

e momento negativo: aumentando gradativamente de 0,1 kN.m/m (meio do
vao da viga de bordo) até 1,5 kN.m/m (préximo ao apoio). Média de 0,8
KN.m/m;

e deslocamento méaximo: 0,144 mm.
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7.3.6 Modelo 4A - Laje quadrada e totalmente engastada — 15cm de espessura

O Modelo 4A utiliza as mesmas premissas do Modelo 4, entretanto, todas as
lajes possuem 0 mesmo carregamento de 2,5 kN/m2, excluindo a influéncia do peso
préprio. A Figura 7.27 ilustra a distribuicdo dos momentos fletores na direcdo X do
Modelo 4A.
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Figura 7.27 — Momentos fletores ao longo do eixo X nas lajes do Modelo 4A: Vigas

rigidas em laje quadrada de 15cm de espessura.

Os resultados principais relativos a laje central do Modelo 4A s&o apresentados
abaixo:

e momento positivo maximo: 0,38 kN.m/m;

¢ momento negativo maximo: 1 kN.m/m. Entretanto, foi observado momento
negativo de 2,33 kN.m proximo ao pilar. Como ndo houve um aumento
gradativo desse valor foi adotado para 0 momento negativo maximo o
obtido no meio da viga de apoio, haja vista que esse valor se manteve
praticamente constante ao longo da borda;

e deslocamento maximo: 0,021 mm.

A Figura 7.28 apresenta os resultados ao se alterar a inércia das vigas de bordo
da laje central para vigas flexiveis e mantendo-se as demais vigas rigidas, seguindo

a mesma sistematica adotada no item 7.3.5.
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Figura 7.28 — Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 4A:Vigas flexiveis em
laje quadrada de 15cm de espessura.

Os resultados da laje central para a configuracdo com vigas flexiveis sao
descritos abaixo:

e momento positivo méximo: Reduzindo gradativamente de 0,91 kN.m/m
préximo a viga de borda a 0,625 kN.m/m no centro da laje. Média 0,768
KN.m/m;

e momento negativo maximo: aumentando de 0,46 kN.m/m (meio do vao da
viga de bordo) até 4,33 kN.m/m (préximo ao apoio). Entretanto, o aumento
gradativo € dado a partir do valor de 1,38 kN.m/m, assim adotando-se a
média até o valor gradativo obtém-se 0,92 kN.m/m;

e deslocamento maximo: 0,086 mm.

7.3.7 Modelo 5 — Laje quadrada e totalmente engastada — 15cm de espessura

A Figura 7.26 ilustra o 5° modelo objeto de andlise. As mesmas hipoteses
adotadas no Modelo 4 foram utilizadas nessa analise, substituindo-se apenas o tipo
de apoio adotado. Foi utilizado como apoio pilares de 30x30, com comprimento de 3
metros, engastados na base e com as mesmas propriedades mecanicas do concreto

da laje.
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Figura 7.29 — Modelo 5 para analise de laje quadrada e engastada.

A Figura 7.30 ilustra os momentos fletores na direcdo X da anélise numérica.

Os resultados apresentados séo para o caso em que todas as vigas sédo de 20x40.
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Figura 7.30 — Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 5: Vigas rigidas em

laje quadrada de 15cm de espessura.
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Os resultados das solicitagbes e deslocamentos desta andlise sdo descritos
abaixo:

e momento positivo maximo: 0,82 kN.m/m,;

e momento negativo maximo: 0,38 kN.m/m. Entretanto, foi observado
momento negativo de 0,55 kN.m proximo ao pilar. Como ndo houve um
aumento gradativo desse valor, foi adotado o momento do centro da borda;

e deslocamento maximo: 0,099 mm.

Alterando-se a inércia das vigas que fazem o contorno da laje central para vigas
de baixa rigidez (viga de 10x20) e mantendo as demais vigas com 20x40, obtém-se a

seguinte distribuicdo de momentos da laje (Figura 7.31).
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Figura 7.31 — Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 5: Vigas flexiveis em
laje quadrada de 15cm de espessura.

As solicitagbes e deslocamentos da laje central do Modelo 5 s&o descritos
abaixo:

e momento positivo maximo: 1,03 kN.m/m;

e momento negativo: aumentando gradativamente de 0,1 kN.m/m (meio do
vao da viga de bordo) até 1,54 kN.m/m (préximo ao apoio). Média 0,82
KN.m/m;

e deslocamento méaximo: 0,147 mm.
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7.3.8 Modelo 5A — Laje quadrada e totalmente engastada — 15cm de espessura

O Modelo 5A utiliza as mesmas premissas do Modelo 5, entretanto, todas as
lajes possuem o mesmo carregamento de 2,5 kN/m2, sendo desconsiderado o peso

préprio. A Figura 7.32 apresenta os momentos fletores, na direcdo X, do Modelo 5A.
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Figura 7.32 — Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 4A: Vigas rigidas em

laje quadrada de 15cm de espessura.

Os resultados das solicitacfes e deslocamentos maximos sao apresentados
abaixo:

e momento positivo maximo: 0,48 kN.m/m,;

e momento negativo maximo: 0,93 kN.m/m. Entretanto foi observado
momento negativo de 2,18 kKN.m proximo ao pilar. Como ndo houve um
aumento gradativo desse valor foi adotado para 0 momento negativo
maximo o obtido no meio da viga de apoio, haja vista que esse valor se
manteve praticamente constante ao longo da borda;

e deslocamento méaximo: 0,069 mm.

Alterando-se a inércia das vigas de bordo, seguindo a mesma sistematica

adotada no item 7.3.6, obtém-se
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Figura 7.33 — Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 5A: Vigas flexiveis
em laje quadrada de 15cm de espessura.

As solicitacdes e deslocamentos maximos da laje central da Figura 7.33 sao
apresentados abaixo:

e momento positivo maximo: 0,75 kN.m/m;

e momento negativo: aumentando de 0,37 kN.m/m (meio do vao da viga de
bordo) até 4,05 kN.m/m (préximo ao apoio). Seguindo 0 mesmo critério do
item 9.1.3.1 o aumento gradativo é dado até o valor de 1,76 kN.m/m, assim,
a média é dada por 1,065 kN.m/m;

e deslocamento maximo: 0,14 mm.

7.3.9 Resumo dos resultados da analise numérica para laje quadrada e engastada

As figuras abaixo mostram, de forma concatenada, os resultados obtidos nas
analises acima, incluindo os obtidos para as lajes de 10 e 8cm de espessura. Os
critérios de calculo dos momentos foram iguais para todas as espessuras de laje
analisadas.

Os modelos que possuem “T” apds a numeracao fazem referéncia ao caso em
que a laje foi analisada com reducao da inércia a tor¢do a 15% do valor original. Foram

introduzidos também os valores referentes as solicitagcdes e deslocamentos do modelo
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proposto utilizando-se as calibragens apresentadas na Figura 7.4. As tabelas 7.16,
7.17 e 7.18 mostram os resultados.

Tabela 7.16 — Resumo dos valores obtidos nos modelos em laje quadrada de 15cm.

VIGA DE BORDA RIGIDA VIGA DE BORDA FLEXIVEL

LAJE 15CM Momento positivo | Momento negativo | Deslocamenta | Momento positivo | Momento negativo | Deslocamento
(kN.m/m) {kM.m/m) (mm) (kN.m/m) (kM.m/m) (mm)
Teoria de grelha 0.469 0.938 0.029 0.469 0.938 0.029
Modelo Proposto 0.469 0.938 0.062 0.469 0.938 0.545
Modelo proposto €1 0.469 0.938 0.090 0.463 0.938 1.000
Modelo proposto €2 0.469 0.938 0.041 0.463 0.938 0.223
Modelo 1 0.480 1.150 0.025 0.480 1.150 0.025
Modelo 1T 0.607 1.240 0.034 0.607 1.240 0.034
Modelo 2 0.486 1.130 0.032 0.500 1.090 0.037
Modelo 2T 0.604 1.210 0.037 0.600 1.160 0.041
Modelo 3 0.500 1.110 0.039 0.520 1.000 0.050
Modelo 3T 0.620 1.200 0.044 0.610 1.450 0.053
Modelo 4 0.840 0.435 0.087 1.040 0.800 0.144
Modelo 4T 0.970 0.510 0.107 1.130 0.860 0.161
Modelo 4A 0.380 1.000 0.021 0.768 0.920 0.086
Modelo 4AT 0.370 1.050 0.020 0.770 1.075 0.083
Modelo 5 0.820 0.380 0.093 1.030 0.820 0.147
Modelo 5T 0.950 0.410 0.108 1.110 0.870 0.164
Modelo SA 0.480 0.930 0.069 0.750 1.065 0.140
Modelo 5AT 0.470 0.950 0.068 0.850 1.000 0.144

Tabela 7.17 — Resumo dos valores obtidos nos modelos em laje quadrada de 10cm.

VIGAS DE BORDA RIGIDA VIGAS DE BORDA FLEXIVEL

LAJE 10CM Momento positivo Momento negativo | Deslocamento Momento positivo | Momento negativo | Deslocamento
(kM.m/m) {kM.m/m) {mmy) (kM.m/m) {kM.m/m) {mm)}
Teoria de Grelha 0.469 0.938 0.099 0.469 0.938 0.099
Modelo Proposto 0.469 0.938 0.131 0.469 0.938 0.615
Modelo proposto - C1 0.469 0.938 0.159 0.469 0.938 1.070
Modelo proposto - C2 0.469 0.938 0.111 0.469 0.938 0.292
Modelo 1 0.480 1.150 0.097 0.480 1.150 0.097
Modelo 1T 0.610 1.230 0.116 0.610 1.230 0.116
Modelo 2 0.480 1.140 0.100 0.490 1.120 0.110
Modelo 2T 0.610 1.220 0.118 0.600 1.200 0.126
Modelo 3 0.500 1.130 0.110 0.510 1.090 0.126
Modelo 3T 0.620 1.220 0.127 0.620 1.170 0.142
Modelo 4 0.660 0.520 0.206 0.910 0.410 0.379
Modelo 4T 0.810 0.570 0.231 1.000 0.430 0.421
Modelo 4A 0.440 1.120 0.079 0.705 1.030 0.287
Modelo 4AT 0.520 1.190 0.088 0.700 1.010 0.290
Modelo 5 0.650 0.520 0.200 0.890 0.515 0.370
Modelo 5T 0.750 0.580 0.224 0.950 0.565 0.413
Modelo 5A 0.450 1.060 0.140 0.770 0.980 0.362
Modelo 5AT 0.570 1.140 0.150 0.765 0.890 0.366
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Tabela 7.18 — Resumo dos valores obtidos nos modelos em laje quadrada de 8cm.

VIGAS DE BORDA RIGIDA VIGAS DE BORDA FLEXIVEL

LAJE BCM Momento positivo | Momento negativo | Deslocamento | Momento positive | Momento negativo | Deslocamento
{kN.m/m) {kMN.m/m) {mm) (kM.m/m) {kMN.m/m) {mm)
Teoria de Grelha 0.469 0.938 0.193 0.469 0.938 0.193
Modelo Proposto 0.469 0.938 0.226 0.469 0.938 0.709
Modelo proposto - C1 0.469 0.938 0.254 0.469 0.938 1.160
Modelo proposto - C2 0.469 0.938 0.206 0.469 0.938 0.387
Modelo 1 0.520 1.150 0.189 0.520 1.150 0.189
Modelo 1T 0.606 1.240 0.226 0.606 1.240 0.226
Modelo 2 0.430 1.150 0.190 0.485 1.130 0.204
Modelo 2T 0.605 1.230 0.229 0.604 1.220 0.238
Modelo 3 0.500 1.140 0.204 0.500 1.120 0.223
Modelo 3T 0.624 1.230 0.239 0.620 1.200 0.256
Modelo 4 0.600 0.550 0.320 0.820 0.520 0.608
Modelo 4T 0.738 0.608 0.362 0.935 0.535 0.677
Modelo 4A 0.460 1.140 0.169 0.650 1.020 0.487
Modelo 4AT 0.570 1.220 0.196 0.620 1.025 0.490
Modelo 5 0.5390 0.560 0.308 0.810 0.520 0.593
Modelo 5T 0.726 0.613 0.351 0.920 0.535 0.663
Modelo 54 0.450 1.100 0.236 0.690 0.985 0.573
Modelo 5AT 0.600 1.190 0.263 0.668 0.990 0.575

7.3.10 Considerac6es dos modelos numéricos em laje quadrada engastada

Os modelos 1, 2 e 3 forneceram, na maioria das andlises, respostas bastante
proximas. A reducdo da inércia a tor¢do da laje nesses modelos gerou um aumento
nos momentos positivos e negativos, além do deslocamento em cada caso. Péde-se
constatar também que a reducéo da inércia das vigas de borda trouxe pouca variacao
nos resultados.

Os modelos 4 e 5 apresentaram respostas de solicitagcdes proximas, inclusive
com a reducédo da inércia a torcao da laje. P6de-se constatar, para o caso de vigas de
borda rigidas, que ha uma tendéncia de aumento do momento fletor positivo e uma
reducdo do momento fletor negativo com o aumento da espessura da laje para ambas
as direcoes.

Ao se utilizar vigas de borda flexiveis nos modelos 4 e 5 é verificado, para
ambas as dire¢cBes, um aumento expressivo no momento positivo, enquanto no
momento negativo quase néo ha alteracéo, exceto para a direcéo Y.

Os modelos 4A e 5A indicaram valores de momento fletor préximos, incluindo
0s casos de reducdo da inércia a tor¢ao da laje, entretanto, os deslocamentos foram
mais acentuados no Modelo 5A.

Com o uso de vigas flexiveis nos modelos 4A e 5A ha um aumento significativo
do momento fletor positivo e uma reducédo no momento fletor negativo em ambas as
direcOes, exceto para 0 momento negativo da direcdo Y, onde foi verificado um

aumento consideravel.
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Em relagéo aos deslocamentos, de uma forma geral, os modelos 4, 4A, 5 e 5A,
incluindo as variagBes com reducdo da inércia a torcdo da laje, apresentaram
resultados relativamente préximos para os casos de vigas de borda flexivel. Anélise

semelhante pode ser observada nos modelos 1, 2 e 3 e suas variagdes.

7.3.11 Andlise dos resultados do modelo proposto em laje de 8cm de espessura

Considerando os momentos positivos em ambas as dire¢cdes para os modelos
com vigas de borda rigida houve uma boa aproximacao dos resultados dos modelos
1, 2, 3, 4A, 4AT e 5A com o modelo proposto.

Em relacdo aos momentos negativos, os modelos 1, 2, 3, 4A e 5A (incluindo os
casos onde h& reducao da inércia a tor¢céo da laje) foram os que mais se aproximaram
do modelo proposto para a direcao X.

Ao se considerar que as vigas de borda sao flexiveis os modelos 1, 2 e 3 foram
os que forneceram valores mais proximos para 0s momentos positivos e os modelos
1, 2, 3, 4A, 4AT, 5A e 5AT para o0 momento negativo.

O modelo proposto apresentou um aumento nos deslocamentos de 6,7%
(calibragem 2) até 31,6% (calibragem 1), em relacéo a Teoria de Grelha, para o caso
de vigas de borda rigida.

Em comparagdo com os modelos analisados no SAP2000 verifica-se que 0s
deslocamentos ficaram proximos aos da calibragem 2, exceto para o os modelos 4,
4T, 5 e 5T que apresentaram um aumento dos deslocamentos superiores as
calibragens do modelo proposto.

O modelo proposto apresentou aumento nos deslocamentos superior em até
seis vezes (calibragem 1), em relacdo a Teoria de Grelha, para o caso de vigas de
borda flexivel.

Em comparacédo com os modelos numéricos verifica-se que, nos casos de viga
de bordo de baixa rigidez, os modelos 4, 4T, 5, 5T, 5A e 5AT foram os que mais se

aproximaram da calibragem inicial do modelo proposto.

7.3.12 Andlise dos resultados do modelo proposto em laje de 10cm de espessura

Para a situacdo de vigas de borda rigida os momentos positivos das analises
numericas que mais se aproximaram dos resultados do modelo proposto foram os

modelos 1, 2, 3, 4A, 4AT, 5A e 5AT para ambas as direcOes. Nessas mesmas
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condi¢cdes 0s momentos negativos mais proximos foram os modelos 1, 2, 3, 4A, 5A e
5AT para a dire¢éo X, enquanto na direcdo Y foram os modelos 4, 4T, 5 e 5T.

Ao se considerar que as vigas de borda séo flexiveis os modelos que foram
considerados proximos para a laje de 8cm de espessura sdo 0s mesmos para a laje
de 10cm de espessura.

Foi constatado um aumento nos deslocamentos de 12,1% (calibragem 2) até
60,6% (calibragem 1), em relacéo a teoria de grelha, para o caso de vigas de borda
rigida em laje de 10cm de espessura.

Observa-se que os deslocamentos, considerando as vigas de borda rigida,
ficaram de uma forma geral dentro dos obtidos nas calibragens, exceto para o os
modelos 4, 4T, 5 e 5T que apresentaram um aumento dos deslocamentos superiores
as calibragens do modelo proposto e os modelos 4A e 4AT que apresentaram valores
inferiores aos da Teoria de Grelha.

O modelo proposto apresentou aumento nos deslocamentos superior em até
10,8 vezes (calibragem 1), em relacdo a Teoria de Grelha, para o caso de vigas de
borda flexivel.

POde-se constatar que, nos casos de viga de bordo de baixa rigidez, os
modelos 4, 4A, 4AT, 5, 5A e 5AT foram os que mais se aproximaram da calibragem 2

do modelo proposto.

7.3.13 Andlise dos resultados do modelo proposto em laje de 15cm de espessura

Os resultados, para 0s momentos positivos e negativos, das analises
numeéricas que mais se aproximaram do modelo proposto no caso de vigas de borda
rigidas foram os modelos 1, 2, 3, 4A, 4AT, 5A e 5AT, exceto para a direcdo Y onde 0s
modelos 4AT, 5A, 5AT forneceram valores superiores aos obtidos no modelo
proposto.

Ao se considerar que as vigas de borda sao flexiveis os modelos 1, 2 e 3 foram
0S que apresentaram resultados mais proximos para 0s momentos positivos na
direcdo X. Entretanto, para 0 momento negativo na dire¢do X, houve um maior nimero
de modelos que forneceram resultados préximos, sendo eles os modelos 1, 2, 3, 4,
4A, 4AT, 5, 5A e 5AT.
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Para o caso de vigas de borda rigidas péde-se observar um aumento nos
deslocamentos do modelo proposto de 41,3% (calibragem 2) até 210% (calibragem
1), em relacéo a Teoria de Grelha.

Foi observado que os deslocamentos para vigas de borda rigida ficaram, de
uma forma geral, dentro dos valores obtidos nas calibragens, exceto para os modelos
1, 1T, 2, 2T, 4A e 4AT que apresentaram resultados inferiores aos do modelo
proposto.

O modelo proposto gerou resultados de deslocamentos superiores em até
34,48 vezes (calibragem 1), em relac@o a Teoria de Grelha, para o caso de vigas de
borda flexivel.

Pbdde-se constatar que, nos casos de viga de bordo de baixa rigidez, o modelo
proposto gerou resultados bastante superiores aos modelos numéricos, sendo a

calibragem 2 a que forneceu resultados mais proximos de uma forma geral.

7.3.14 Consideragdes do modelo proposto em laje quadrada e engastada

De uma forma geral a proposta de alteracao da Teoria de Grelha desenvolvida
nesta tese apresentou coeréncia nos valores dos deslocamentos para o caso de vigas
de baixa rigidez, trazendo uma alternativa mais precisa para a Teoria de Grelha.

Pdde-se constatar que ao se utilizar apoios flexiveis a contribuicdo proposta
apresentou deslocamentos préximos aos resultados da analise numérica, a depender
do deslocamento adotado como base para o calculo do coeficiente de rigidez do
modelo.

Cabe destacar que foi analisado uma condicdo extrema de flexibilidade das
vigas de bordo, que dificimente se materializar4 na pratica, pois o deslocamento
excessivo levaria a necessidade de uma analise néo linear fisica e geométrica.

Contudo, para condi¢Bes usuais de flexibilidade dos apoios que podem vir a
ocorrer a contribuicdo proposta fornece valores mais precisos para a distribuicdo de

momentos na laje.

7.4 Laje retangular e totalmente engastada

Para a analise da laje retangular foram utilizadas as mesmas premissas do item

7.3.1 alterando-se apenas a geometria e a inércia das vigas de maior vao. Foi utilizado
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neste estudo secdes de 20x80 para a viga de maior vao e de 20x40 para o menor vao,
consideradas vigas rigidas. Na reducéo da inércia das vigas foi utilizado a secdo de
10x40 para a viga de maior vao e 10x20 para a viga de menor vao, consideradas vigas
7.4.1 Modelo 1 — Laje retangular e totalmente engastada — 15cm de espessura

flexiveis. A laje possui lados de 3 e 6 metros.

A Figura 7.34 ilustra o Modelo 1 em laje retangular. As condi¢des de contorno

deste modelo sdo de engastamento de todos 0s nés das vigas de bordo.

Modelo 1 em laje retangular engastada.

Figura 7.34

dos momentos fletores nas diregdes X e Y.

A Figura 7.35 ilustra a distribuicdo

Nesta andlise sdo apresentados os resultados para a condicdo de vigas de bordo

das.

s

rigi
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Figura 7.35 — Momento fletores na direcao X (1° imagem) e Y (2° imagem) do

Modelo 1: Vigas rigidas em laje retangular de 15cm de espessura.

As solicitacdes e deslocamentos maximos do Modelo 1 em laje retangular séo
apresentados abaixo:

e momento positivo maximo em X: 0,92 kN.m/m;
e momento negativo maximo em X: 1,86 kN.m/m;
e momento positivo maximo em Y: 0,33 kN.m/m;
e momento negativo maximo em Y: 1,28 kN.m/m;
e deslocamento maximo: 0,057 mm.

Nesse modelo, independente da variacdo de inércia da viga, ndo ocorre
alteracbes em seus deslocamentos devido a condicdao de contorno adotada nos
bordos. Portanto, os resultados séo iguais aos obtidos para a condicdo de vigas

flexiveis.
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7.4.2 Modelo 2 — Laje retangular e totalmente engastada — 15cm de espessura

A Figura 7.36 mostra o 2° modelo utilizado em estudo. S&o adotadas

basicamente as mesmas hipoteses do Modelo 1. A diferenca consta nos nés das vigas
de borda, onde foi estabelecido para esses nés a restricdo apenas a rotacao em todos

0s sentidos e nos vértices apoios simples do 2° género.

Figura 7.36 — Modelo 2 em laje retangular engastada.

A Figura 7.37 ilustra a distribuicdo dos momentos fletores nas direcbes X e Y

para a condicdo de vigas de apoio rigidas.
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Figura 7.37 — Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) do

Modelo 2: Vigas rigidas em laje retangular de 15cm de espessura.

Os resultados dos momentos e deslocamentos maximos para essa

configuracéo sao apresentados abaixo:

e momento positivo maximo em X: 0,92 kN.m/m;
e momento negativo maximo em X: 1,845 kN.m/m;
e momento positivo maximo em Y: 0,32 kN.m/m;
e momento negativo maximo em Y: 1,27 kN.m/m;

e deslocamento maximo: 0,065 mm.

Alterando-se a inércia das vigas que fazem a delimitacéo da laje para vigas de

baixa rigidez, obtém-se a distribuicdo de momentos fletores da laje, conforme ilustra

a Figura 7.38.
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Figura 7.38 — Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no

Modelo 2: Vigas flexiveis em laje retangular de 15cm de espessura.

As solicitacfes e deslocamentos maximos obtidos nessa configuracdo séo

apresentadas abaixo:

e momento positivo maximo em X: 0,925 kN.m/m;
e momento negativo maximo em X: 1,81 kN.m/m;
e momento positivo maximo em Y: 0,345 kKN.m/m;
e momento negativo maximo em Y: 1,32 kN.m/m;
e deslocamento maximo: 0,082 mm.

7.4.3 Modelo 3 — Laje retangular e totalmente engastada — 15cm de espessura

A Figura 7.39 ilustra o Modelo 3. Neste modelo os vértices da laje possuem

como apoios pilares de secdo de 30x30 com comprimento de 3 metros e 0s nos das

vigas de bordo possuem restricdo a rotacdo em todas as direcdes. A laje possui lados

de 3 e 6 metros.



Figura 7.39 — Modelo 3 em laje retangular engastada.
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A Figura 7.40 apresenta a distribuicdo dos momentos fletores do Modelo 3. Os

resultados ilustrados sdo para o caso em que todas as vigas sao rigidas.
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Figura 7.40 — Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no

Modelo 3: Vigas rigidas em laje retangular de 15cm de espessura.
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Os momentos fletores (positivos e negativos) e deslocamentos do Modelo 3,

para a condicao de vigas rigidas, sao descritos abaixo:

momento positivo maximo em X: 0,94 kN.m/m;
momento negativo maximo em X: 1,83 kN.m/m;
momento positivo méximo em Y: 0,32 kN.m/m;
momento negativo maximo em Y: 1,23 kN.m/m;
deslocamento méximo: 0,079 mm.

A Figura 7.41 mostra os resultados obtidos Modelo 3 ao se utilizar vigas de

borda de baixa rigidez.
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Figura 7.41 — Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no

Modelo 3: Vigas flexiveis em laje retangular de 15cm de espessura.

As solicitacOes e deslocamentos relativos ao uso de vigas de bordo flexiveis no

Modelo 3 sdo apresentados abaixo:

momento positivo maximo em X: 0,94 kN.m/m;

momento negativo maximo em X: 1,79 kN.m/m;
momento positivo maximo em Y: 0,36 kN.m/m;

momento negativo maximo em Y: 1,26 kN.m/m
préximo ao pilar um momento de 2,42 kN.m/m,;

deslocamento méximo: 0,104 mm.

. Entretanto, foi observado
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7.4.4 Modelo 4 — Laje retangular e totalmente engastada — 15cm de espessura

A Figura 7.42 ilustra o Modelo 4. Nesse modelo existem 9 lajes retangulares

com dimensdes de 3 metros (eixo X) e 6 metros (eixo Y). Em cada vértice da laje
existe um apoio do 2° género. As vigas de maior comprimento tém secéo de 20x80 e

as de menor comprimento 20x40.

O objeto de estudo seré a laje central, onde o comportamento preponderante é

de laje engastada em todos os bordos. Nesta analise inicial apenas a laje central é

carregada.

Figura 7.42 — Modelo 4 em laje retangular engastada.

A Figura 7.43 mostra a distribuicdo dos momentos fletores do Modelo 4.

Conforme pode ser verificado a laje central possui momentos negativos nas bordas
indicando um certo grau de engastamento das lajes. Os resultados da Figura 7.43

foram obtidos considerando-se todas as vigas rigidas.
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Figura 7.43 — Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no

abaixo:

Modelo 4: Viga rigida em laje retangular de 15cm de espessura.

As solicitacdes e deslocamentos calculados na laje central sdo apresentados

momento positivo maximo em X: 1,53 kN.m/m;

momento negativo maximo em X: 0,69 kN.m/m;

momento positivo maximo em Y: 0,78 kN.m/m;

momento negativo maximo em Y: 0,56 kN.m/m. Entretanto, foi observado,
de forma isolada, momento negativo de 0,73 kN.m/m proximo aos pilares.
Como nao houve aumento gradativo foi adotado o valor obtido no meio da
viga de borda,;

deslocamento méaximo: 0,463 mm.

Alterando-se a inércia das vigas que fazem o contorno da laje central para vigas

de baixa rigidez, vigas de 10x40 (maior vao) e 10x20 (menor vao), e mantendo as

demais vigas rigidas, obtém-se a seguinte distribuicdo de momentos fletores da laje
(Figura 7.44).
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Figura 7.44 — Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no

Modelo 4: Viga flexivel em laje retangular de 15cm de espessura.

Para essa condicdo de contorno os valores dos deslocamentos e momentos da

laje central sdo descritos abaixo:

momento positivo maximo em X: 1,92 kN.m/m;

momento negativo maximo em X: Foi observado um momento positivo no
meio da viga de borda no valor de 0,31 kN.m/m. Assim, admitiu-se o valor
calculado proximo ao apoio de 2,28 kN.m/m distribuido ao longo do véao,
resultando em 0,76 kN./m;

momento positivo maximo em Y: 1,81 kN.m/m;

momento negativo em Y: aumentando gradativamente de 0,81 kN.m/m
(meio do vao da viga de bordo) até 2,7 kN.m/m (préximo ao apoio). Média
1,755 kN.m/m;

deslocamento méaximo: 0,557 mm.

Em relacdo ao momento positivo verificado na borda do eixo X da laje central

observa-se, por meio da Figura 7.45, que a deformada da estrutura indica que a laje

central se comporta como se parte do vigamento, na direcdo do maior vao, fizesse
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parte da estrutura da laje, conforme pode ser verificado pela curvatura da laje na
regido do vigamento.

Figura 7.45 — Deformada do Modelo 4 em laje retangular de 15cm de espessura.

Ressalta-se ainda que, embora a secdo da viga tenha sido considerada
retangular, o software calcula a estrutura como um todo, assim, os deslocamentos das
vigas de borda podem ser diferentes dos estimados pelo modelo proposto na direcéo
do maior e menor vao.

Considerando-se que as vigas de borda flexiveis, na dire¢cdo do maior vao, sao
mais suscetiveis aos deslocamentos e que a laje por ser espessa tenha
deslocamentos relativamente inferiores, ha uma tendéncia de que as vigas se
comportem como parte da estrutura da laje, de forma analoga a analise de lajes

unidirecionais.
7.4.5 Modelo 4A - Laje retangular e totalmente engastada — 15cm de espessura

O Modelo 4A utiliza as mesmas premissas do Modelo 4, entretanto, todas as
lajes possuem o mesmo carregamento de 2,5 kKN/m2. A Figura 7.46 apresenta 0s

momentos fletores, nas dire¢des X e Y, do Modelo 4A.
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Figura 7.46 — Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no

Modelo 4A: Vigas rigidas em laje retangular de 15 cm de espessura.

Os resultados relativos aos momentos fletores e deslocamentos da analise do

Modelo 4A sdo apresentados abaixo:

Momento positivo maximo em X: 0,68 kN.m/m;

Momento negativo maximo em X: 1,8 kN.m/m;

Momento positivo maximo em Y: 0,435 kN.m/m;

Momento negativo maximo em Y: aumentando gradativamente de 1,46
kN.m/m (meio do vao da viga de bordo) até 3 kN.m/m (pr6ximo ao apoio).
Média 2,23 KN.m/m;

Deslocamento maximo: 0,066 mm.

Alterando-se a inércia das vigas de bordo, seguindo a mesma sistematica

adotada nos itens anteriores, obtém-se a distribuicdo de momentos apresentada na
Figura 7.47.
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Figura 7.47 — Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no

Modelo 4A: Vigas flexiveis em laje retangular de 15cm de espessura.

Os valores obtidos para configuracao de apoios flexiveis no Modelo 4A séo

apresentados abaixo:

Momento positivo maximo em X: 1,11 kN.m/m;

Momento negativo maximo em X: Foi observado um momento positivo no
meio da viga de apoio no valor de 0,2 kN.m/m. Para o calculo do momento
negativo admitiu-se o valor calculado préximo ao pilar de 5,45 kN.m/m
distribuido ao longo do vao, resultando em 2,725 kN.m/m;

Momento positivo maximo em Y: 2,28 kN.m/m;

Momento negativo maximo em Y: aumentando gradativamente de 1,96
kKN.m/m (meio do vao da viga de bordo) até 3,37 kN.m/m (proximo ao
apoio). Média 2,67 kN.m/m. Ressalta-se que foi observado um valor de 6,79
kKN.m/m préximo ao pilar;

Deslocamento maximo: 0.583 mm.

Em relacdo ao momento positivo constatado na borda da laje no eixo X, de

forma anéloga ao Modelo 4 com vigas flexiveis, a laje central se comporta como se o
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maior vao fizesse parte da estrutura da laje conferindo, assim, a continuidade da

curvatura da laje, conforme pode ver verificado na Figura 7.48.

Figura 7.48 — Deformada do Modelo 4A em laje retangular de 15cm de espessura.

7.4.6 Modelo 5 — Laje retangular e totalmente engastada — 15cm de espessura

A Figura 7.49 ilustra o Modelo 5 idealizado na analise numérica. As mesmas
hipéteses do Modelo 4 foram adotadas nessa andlise, substituindo-se apenas o tipo
de apoio utilizado. Foi admitido como apoio pilares de 30x30, com comprimento de 3
metros e engastados na base.
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Figura 7.49 — Modelo 5 em laje retangular engastada.

A Figura 7.50 apresenta a distribuicdo dos momentos fletores do Modelo 5. Os

resultados fornecidos na analise numérica sdo para o caso em gue todas as vigas sao

das.

’

rigi
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Figura 7.50 — Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no

Modelo 5: Vigas rigidas em laje retangular de 15cm de espessura.

Os resultados do momento fletor maximo (positivo e negativo) e deslocamento

da Figura 7.50 é descrito abaixo:

momento positivo maximo em X: 1,52 kN.m/m;
momento negativo maximo em X: 0,69 kN.m/m;
momento positivo maximo em Y: 0,77 KN.m/m;

momento negativo maximo em Y: 0,58 kN.m/m no meio da viga de apoio.
Entretanto, foi observado, de forma isolada, momento negativo de 0,74
kN.m/m préximo aos pilares. Como o momento de 0,58 kN.m/m reduz ao
chegar nos vértices e 0o momento de 0,74 kN.m/m aparece de forma isolada

foi adotado o valor do meio da viga de borda;

deslocamento méaximo: 0,254 mm.

Alterando-se a inércia das vigas que fazem o contorno da laje central para vigas

de baixa rigidez (vigas de 10x40 e 10x20) e mantendo as demais vigas com sec¢ao

constante, obtém-se a seguinte distribuicdo de momentos fletores da laje (Figura

7.51).
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Figura 7.51 — Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no

Modelo 5: Vigas flexiveis em laje retangular de 15cm de espessura.

As solicitagdes e deslocamentos do Modelo 5, considerando-se vigas de bordo
flexiveis, sdo apresentados abaixo:

e momento positivo maximo em X: 1,92 kN.m/m;

e momento negativo maximo em X: Foi observado um momento positivo no
meio da viga de apoio no valor de 0,31 kN.m/m. Para o calculo do momento
negativo admitiu-se o valor calculado préximo ao pilar de 2,27 kN.m/m
distribuido ao longo do véo, resultando em 0,76 kN.m/m;

e momento positivo maximo em Y: 1,8 kN.m/m;

e momento negativo maximo em Y: aumentando gradativamente de 0,82
kKN.m/m (meio do vao da viga de bordo) até 2,61 kN.m/m (proximo ao
apoio). Média 1,715 kN.m/m;

e deslocamento méaximo: 0,564 mm.

O comportamento estrutural observado na Figura 7.45 foi verificado na analise

dos momentos na dire¢do X do Modelo 5.
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7.4.7 Modelo 5A - Laje retangular e totalmente engastada — 15cm de espessura

O Modelo 5A utiliza as mesmas premissas do Modelo 5. A mudancga ocorre
apenas no carregamento onde € aplicado em todas as lajes a carga de 2,5 kN/mz2,
sendo desconsiderado o peso proprio. A Figura 7.52 apresenta a distribuicdo dos

momentos fletores da andalise numérica.
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Figura 7.52 — Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no
Modelo 5A: Vigas rigidas em laje retangular de 15cm de espessura.

Os valores obtidos na laje central do Modelo 5A com vigas rigidas sao descritos
abaixo:

e momento positivo maximo em X: 0,79 kN.m/m;

e momento negativo maximo em X: 1,73 kN.m/m;

e momento positivo maximo em Y: 0,49 kN.m/m;

e momento negativo maximo em Y: aumentando gradativamente de 1.375
kKN.m/m (meio do vao da viga de bordo) até 2,93 kN.m/m (proximo ao
apoio). Média 2.153 kN.m/m;

e deslocamento méaximo: 0,154 mm.
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Alterando-se a inércia das vigas de bordo para vigas flexiveis, obtém-se a
distribuicdo dos momentos fletores da laje (Figura 7.53).
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Figura 7.53 — Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no

Modelo 5A: Vigas flexiveis em laje retangular de 15cm de espessura.

Os deslocamentos e solicitacdes, considerando-se vigas de bordo flexiveis, na
analise numérica do Modelo 5A séo apresentados:

e momento positivo maximo em X: 1,25 kN.m/m;

e momento negativo maximo em X: Foi observado um momento positivo no
meio da viga de apoio no valor de 0,28 kN.m/m. Para o célculo do momento
negativo admitiu-se o valor calculado proximo ao pilar de 5,56 kN.m/m
distribuido ao longo do vao, resultando em 1,853 kN.m/m;

e momento positivo maximo em Y: 2,33 kN.m/m;

e momento negativo maximo em Y: aumentando gradativamente de 1,85
kKN.m/m (meio do vao da viga de bordo) até 2,89 kN.m/m (proximo ao
apoio). Média 2,37 kN.m/m. Ressalta-se que foi observado um valor de 6,86
kN.m/m proximo ao pilar;

e deslocamento maximo: 0.678 mm.
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De forma similar ao Modelo 4A o vigamento na direcdo do maior vao tende a

se comportar como parte integrante da laje. Configuracéo similar da Figura 7.48 foi

verificada nessa analise.

7.4.8 Resumo dos resultados da analise numérica para laje retangular e engastada

As tabelas 7.19, 7.20 e 7.21 apresentam os resultados obtidos nas analises,

incluindo os resultados obtidos para as lajes de 10 e 8cm de espessura e as

calibragens propostas na Figura 7.4.

A calibragem 1 esta associada aos resultados do Modelo Proposto C1 e a

calibragem 2 aos resultados do Modelo Proposto C2.

Tabela 7.19 — Resumo dos resultados em laje retangular de 15cm de espessura.

VIGAS DE BORDA RIGIDAS - LAJE - 15cm

Momento positivo em

Momento negativo em

Momento positivo em

Momento negativo em

Deslocamento

¥ (kM.m/m) ¥ (kN.m/m) ¥ (kMN.m/m) ¥ (kN.m/m) {mm)

Teoria de Grelha 0.8E2 1.765 0,221 0.441 0.055
Maodelo Proposto 0.841 1681 0388 0776 0.110
Maodelo Proposto C1 0.747 1.485 0.761 1521 0.240
Maodelo Proposto C2 0.246 1692 0.367 0.734 0.097
Modelo 1 0.920 1.860 0.300 1.280 0.057
Maodelo 1T 1.000 1540 0.335 1.260 0.061
Maodelo 2 0.920 1845 0.320 1270 0.065
Maodelo 2T 1.000 1540 0.345 1270 0.070
Modelo 3 0.940 1.830 0.320 1.230 0.079
Maodelo 3T 1.020 1930 0.350 1.250 0.083
Modelo 4 1530 0.690 0780 0.560 0.245
Maodelo 4T 1 6B0 0.740 0840 0.665 0.262
Modelo 44 0.680 1.800 0.435 2.230 0.066
Modelo 4AT 0.700 1.880 0.440 2.155 0.065
Modelo 5 1520 0.690 0.770 0.580 0.254
Maodelo 5T 1690 0.740 0.840 0.685 0271
Maodelo S5A 0.790 1730 0.4%0 2.153 0.154
Maodelo SAT 0.800 1.800 0.480 2.175 0.153

VIGAS DE BORDA FLEXIVEIS - LAJE - 15cm

Momento positive em

Momento negative em

Momento positive em

Momento negative em

Deslocamento

¥ (kN.m/m) ¥ (kN.m/m) ¥ (kN.m/m) ¥ (kN.m/m) [mm)

Teoria de Grelha 0.882 1.765 0.221 0441 0.055
Modelo Proposto 0.668 1375 0.999 10998 0.800
Maodelo Proposto C1 0.516 1032 1 686 3372 2161
Maodelo Proposto C2 0.631 1262 1.226 2453 0.560
Modelo 1 0.920 1.860 0.300 1.280 0.057
Maodelo 1T 1.000 1540 0.335 1.260 0.061
Maodelo 2 0.925 1810 0.345 1320 0.082
Maodelo 2T 1.000 1900 0.370 1310 0.086
Maodelo 3 0.940 17590 0360 1.260 0.104
Maodelo 3T 1.020 1.850 0.385 1.260 0.108
Modelo 4 1920 0.760 1.810 1.755 0.557
Maodelo 4T 2.110 0.770 2.040 1.880 0.623
Modelo 4A 1.110 1817 2.280 2.670 0583
Modelo 4AT 1.190 1900 2 460 2.545 0. 638
Maodelo 5 1920 0.760 1800 1715 0.564
Maodelo 5T 2.130 0.813 2.020 1.810 0.629
Modelo 5A 1.250 1.853 2.330 2370 0.678
Modelo SAT 1.335 1.950 2.500 2525 0.733
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Tabela 7.20 — Resumo dos resultados em laje retangular de 10cm de espessura.

VIGAS DE BORDA RIiGIDAS - LAIE - 10cm

Momento positivo em

Momento negativo em

Momento positivo em

Momento negativo em

Deslocamento

X% (kN.m,/m) X (kN.m/m) ¥ (kN.m/m) ¥ (kN.m/m) [mm)

Teoria de Grelha 0882 1.765 0.221 0.441 0.1B6
Modelo Proposto 0.868 1737 0.277 0.553 0.243
Modelo Proposto C1 0.830 1661 D428 0.857 0.390
Modelo Proposto C2 0871 1742 0.267 0.534 0.229
Maodelo 1 0.920 1 860 0.330 1.280 0.193
Modelo 1T 1.000 1860 0.387 1260 0.207
Modelo 2 0.920 1.860 0.340 1.270 0.202
Modele 2T 1.000 1.950 0.388 1.260 0.216
Modelo 3 0.940 1.850 0.350 1.230 0.216
Modelo T 1.020 1.540 0.400 1.250 0.230
Modelo 4 1.270 0.900 0.500 0.640 0463
Modelo 4T 1.400 0.940 0.564 0.660 0.485
Modelo 4A 0.800 1920 0.300 1.270 0.177
Modelo 4AT 0.860 2.000 0.230 1.270 0.185
Maodelo 5 1.260 0.900 0.500 0.640 0464
Modelos 5T 1.390 0.960 0.560 0.680 0.496
Modelo 5A 0.860 1.830 0.320 1.240 0.279
Modelo SAT 0.920 2.000 0.357 1.250 0.287

VIGAS DE BORDA FLEXIVEIS - LAJE - 10cm

Momento positivo em

Momento negativo em

Momento positivo em

Momento negativo em

Deslocamenta

X [(kN.m,/m) ¥ (kMN.m/m) ¥ (kN.m,/m) ¥ (kM.m,/m) [mm)

Teoria de Grelha 0882 1.765 0.221 0.441 0.1B6
Modelo Proposto 0.75% 1518 0.714 1427 0.996
Modelo Proposto C1 0.584 1188 1373 2747 2577
Modele Proposte C2 0.752 1504 0.741 1483 0.780
Modelo 1 0.920 1.860 0.330 1.280 0.193
Modelo 1T 1.000 1.960 0.387 1.260 0.207
Modelo 2 0.920 1.840 0.350 1.270 0.226
Modelo 2T 1.000 1.540 0.394 1.635 0.240
Modelo 3 0.940 1.830 0.350 1.240 0.248
Modelo T 1.020 1910 0.390 1.230 0.262
Modelo 4 1.660 0.755 1.170 1.010 1.150
Modelo 4T 1.840 0.760 1.280 1.030 1.250
Modelo 4A 1.070 1.5%0 1.350 2.000 1.170
Modelo 4AT 1.060 1.625 1.390 2.070 1.220
Modelo 5 1.650 0.760 1.170 0.980 1.150
Modelo 5T 1.830 0.770 1.280 1.010 1.250
Modelo 5A 1.150 1560 1370 1.980 1.280
Maodelo SAT 1.1530 1.560 1.400 2.080 1.3530
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Tabela 7.21 — Resumo dos resultados em laje retangular de 8cm de espessura.

VIGAS DE BORDA RIGIDAS - LAJE - 8cm

Momento positive em

Momento negative em

Momento positive em

Momento negativo em

Deslocamento

¥ (kN.m/m) ¥ (kMN.m/m) ¥ (kN.mj/m) ¥ (kN.mj/m) {mm)

Teoria de Grelha 0.882 1.765 0.221 0.441 0.364
Maodelo Proposto 0.875 1.750 0.250 0.500 0421
Maodelo Proposto C1 0.854 1.708 0.334 0.668 0.573
Modelo Proposto C2 0.876 1.753 0.245 0.489 0.407
Maodelo 1 0.920 1.260 0.330 1.280 0.377
Maodelo 1T 1.000 1.950 0.388 1.260 0.405
Modelo 2 0.920 1 860 0.340 1280 0.386
Modelo 2T 1.000 1.950 0.588 1.260 0414
Maodelo 3 0.940 1.850 0.350 1.260 0.400
Maodelo T 1.020 1.950 0.397 1.250 0.428
Modelo 4 1.160 0.930 0.440 0.660 0.602
Madelo 4T 1.270 0.980 0.490 0.660 0.739
Modelo 44 0.860 1.930 0.310 1.230 0.351
Modelo 4AT 0.930 2.000 0.354 1.260 0.373
Modelo 5 1.140 0.300 0.430 0.670 0.688
Maodelo 5T 1.260 0.980 0.4%0 0.680 0.736
Madelo 5A 0.900 1.910 0.320 1.220 0.461
Modelo SAT 0.970 2.000 0.365 1.250 0.479

VIGAS DE BORDA FLEXIVEIS - LAJE - 8cm

Momento positive em

Momento negativoe em

Momento positive em

Momento negativo em

Deslocamento

% (kN.m/m) X (kM.m/m) Y (kM.m/m) Y (kM.m/m) {mm)

Teoria de Grelha 0.882 1.765 0.221 0.441 0.364
Maodelo Proposto 0.200 1.600 0.550 1.100 1.210
Maodelo Proposto C1 0.659 1.318 1.115 2.230 2.990
Modelo Proposto C2 0.204 1.607 0536 1.071 0.995
Maodelo 1 0.920 1.260 0.330 1.280 0.377
Maodelo 1T 1.000 1.950 0.388 1.260 0.405
Modelo 2 0.920 1.850 0.340 1.270 0412
Madelo 2T 1.000 1.950 0.389 1.260 0.440
Maodelo 3 0.940 1.830 0.350 1.240 0.435
Modelo T 1.020 1.910 0.397 1.230 0.462
Modelo 4 1530 0.735 0.890 0.725 1.640
Madelo 4T 1.700 0.735 0.970 0.750 1770
Maodelo 44 1.020 1.280 0.930 1.335 1550
Modelo 4AT 1.040 1.305 0.930 1.340 1.580
Modelo 5 1510 0.740 0.890 0.725 1.630
Maodelo 5T 1.690 0.775 0.970 0.775 1770
Madelo 5A 1.070 1.280 0.940 1.345 1.680
Modelo SAT 1.080 1.300 0.950 1320 1710

7.4.9 Consideracdes dos modelos numéricos em laje retangular engastada

Pdde-se constatar que os modelos 1, 2 e 3, incluindo a analise com reducédo da

b

inércia a tor¢cdo da laje, possuem comportamento similar das solicitagbes e

deslocamentos para todas as espessuras de laje. Ao se reduzir a inércia a flexdo das

vigas de borda nesses modelos quase nao ha alteracao nas solicitagdes, apenas um

aumento nos deslocamentos.

Os modelos 4 e 5 apresentaram, de uma forma geral, resultados semelhantes

de solicitagcdes e deslocamentos, inclusive nos casos onde houve reducédo da inércia

a torcado da laje. De forma analoga, os modelos 4A e 5A demonstraram resultados

semelhantes, porém diferentes em magnitude dos modelos 4 e 5.
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Nos modelos 4 e 5, ao se reduzir a inércia a flexdo das vigas de bordo, foi
constatado aumento significativo dos momentos (positivo e negativo) no sentido do
maior vao (eixo Y) e de momento positivo na dire¢cdo do menor vao (eixo X), além do
aumento no deslocamento total da laje. Esse comportamento também foi observado
ao se reduzir a inércia a torcao da laje nessas analises.

Ao se utilizar vigas de bordo flexiveis os modelos 4A e 5A apresentaram
aumento relevante no momento positivo na direcdo do maior vdo e uma reducao
significativa no momento negativo na direcdo do menor vao, além do aumento no
deslocamento total da laje. Os modelos 4AT e S5AT apresentaram resultados similares.

O momento positivo na borda da laje engastada dos modelos 4A e 5A na
direcdo do eixo X (Figuras 7.45 e 7.48) foi observado apenas na laje de 15cm de
espessura, nos demais casos analisados foi verificado momento negativo, conforme
esperado.

Esse fato indica que, a depender do grau de flexibilidade das vigas de apoio e
da espessura da laje, pode haver uma tendéncia de que as vigas de apoio se

comportem como parte integrante do sistema estrutural da laje.

7.4.10 Andlise dos resultados do modelo proposto em laje retangular de 8cm de

espessura

Para as analises de lajes com vigas de apoio rigidas o modelo proposto,
incluindo os valores com as calibragens adotadas, trouxe resultados proximos aos dos
modelos numéricos para 0s momentos positivos e negativos na dire¢cdo X (menor vao),
momentos positivos da direcdo Y (maior vdo) e deslocamentos, exceto para 0s
modelos 4, 4T, 5 e 5T. Entretanto, oS momentos negativos na diregdo Y geraram
resultados diferentes dos demais, se aproximando apenas dos modelos 4, 4T, 5 e 5T.

Ao se considerar vigas de borda flexiveis o modelo proposto apresentou grande
variacdo de resultados nos momentos positivos e negativos na direcdo do maior vao
(eixo Y) e nos deslocamentos, a depender do tipo de calibragem utilizada.

Em relacdo aos momentos na direcdo X, considerando-se vigas de apoio
flexiveis, ha boa concordancia com os modelos numéricos nos resultados para 0s
momentos positivos e negativos, exceto nos modelos 4, 4T, 5 e 5T que apresentaram
valores superiores aos do modelo proposto para 0 momento positivo e inferiores para

0 momento negativo.
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Acerca dos momentos positivos na direcdo Y, no caso de vigas de apoio
flexiveis, a calibragem 1 se aproximou dos resultados dos modelos 4, 4T, 4A, 4AT, 5,
5T, 5A, 5AT, enquanto as demais calibragens ficaram ligeiramente superiores aos
demais modelos numéricos.

Em relagdo aos momentos negativos a calibragem 2 e a inicial forneceram
resultados proximos a analise numeérica, exceto nos modelos 4, 4T, 5 e 5T que foram
inferiores aos do modelo proposto.

Verifica-se que os deslocamentos, na condicao de vigas de apoio flexiveis, dos
modelos 1, 2 e 3, incluindo suas varia¢gdes, sdo mais proximos da Teoria de Grelha e
sdo inferiores as obtidas no modelo proposto. Entretanto, o modelo proposto
apresentou resultados que compreendem os valores obtidos nas demais analises,
sendo a calibragem 1 a que forneceu valores mais elevados e a calibragem inicial que

forneceu valores inferiores, mas, mais proximos que a calibragem 2.

7.4.11 Andlise dos resultados do modelo proposto em laje retangular de 10cm de

espessura

Os resultados obtidos para a laje de 10cm de espessura sdo semelhantes aos
da laje de 8cm de espessura, assim, as mesmas deducdes obtidas no item 8.4.10 s&o
vélidas para a laje de 10cm de espessura.

7.4.12 Andlise dos resultados do modelo proposto em laje retangular de 15cm de

espessura

Foi constatado que, na condi¢cdo de apoios rigidos e flexiveis, os momentos
positivos e negativos na direcdo X possuem 0 mesmo comportamento observado para
a laje de 8 e 10cm de espessura, assim, as conclusdes sao similares.

Em relagédo aos momentos positivos na dire¢ao Y, para a condi¢céo de vigas de
apoio rigidas, a calibragem 1 forneceu resultados proximos aos modelos 4, 4T, 5 e
5T, enquanto a calibragem 2 e a inicial geraram resultados proximos aos demais
modelos e suas variagdes. Ao se considerar a flexibilidade dos apoios os modelos 4,
4T, 5 e 5T apresentaram resultados ligeiramente superiores aos da calibragem 1, os
demais resultados da analise numérica ficaram mais préximos da Teoria de Grelha.

Para a condicao de vigas de borda rigidas os momentos negativos na direcao

Y dos modelos numéricos se aproximaram da calibragem 1, exceto para os modelos
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4, 4T, 5 e 5T que se aproximaram da calibragem 2 e dos modelos 4A, 4AT, 5A e 5AT
que forneceram valores bastante superiores.

O modelo proposto forneceu, para 0s momentos negativos na direcdo Y na
condicdo de apoios flexiveis, valores proximos aos modelos 4, 4A, 5 e 5A e suas
variagbes, 0os demais modelos numéricos apresentaram valores inferiores aos do
modelo proposto.

Em relacdo aos deslocamentos comportamento semelhante ao da laje de 8cm
de espessura foi verificado para as condi¢des de apoios rigidos e flexiveis, entretanto
foi observada maior concordancia de resultados com a calibragem 2 nos

deslocamentos com apoios flexiveis para os modelos 4, 4A, 5 e 5A e suas variacdes.

7.4.13 Consideracfes do modelo proposto em laje retangular e engastada

Verifica-se que ao se reduzir a inércia das vigas de borda todos os modelos
analisados no SAP2000 apresentaram aumento em seus deslocamentos. Esse fato
mostra que o modelo proposto apresenta coeréncia em seus resultados.

Ao se utilizar vigas de baixa rigidez o modelo proposto apresentou um aumento
consideravel nos valores dos momentos (positivo e negativo) na direcdo do maior vao
(eixo Y) e uma pequena reducao dos momentos (positivo e negativo) na direcao do
menor vao (eixo X), além do aumento nos deslocamentos.

A estimativa do deslocamento das vigas de bordo € um fator determinante para
a boa preciséo nos resultados. Como pode ser observado, as calibragens analisadas
apresentaram resultados bastante distintos, assim, maior precisdo no calculo dos
deslocamentos das vigas de borda tende a fornecer resultados mais satisfatérios.

De uma forma geral a proposta de alteragéo da teoria de grelha desenvolvida
nesta tese apresenta boa precisao nos resultados, em especial para 0s casos em que

0s apoios sao flexiveis, onde a Teoria de Grelha fornece resultados imprecisos.
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8 VERIFICACAO DO MODELO — ENSAIO EXPERIMENTAL

Apesar de existirem ensaios experimentais acerca da capacidade resistente em
lajes, s@o praticamente inexistentes dados relativos a analise do comportamento de
lajes com apoios flexiveis.

Assim, utilizou-se o0s ensaios realizados por Dat e Hai (2013) para a verificacéo
do modelo proposto de contribuicdo a Teoria de Grelha. Os ensaios foram adotados
por fornecerem subsidios minimos para a verificagdo analitica e, de certa forma,
utilizar vigas com certo grau de flexibilidade.

Portanto, considerando que foi fornecido o comportamento dos deslocamentos
da laje em funcdo do carregamento, sé@o utilizados esses dados, em conjunto com a
estimativa da rigidez a flexdo das vigas de bordo, para o calculo do deslocamento da

laje pelo modelo proposto.
8.1 Caracteristicas dos ensaios

Os ensaios realizados por Dat e Hai (2013) tem por objetivo analisar o
comportamento da laje apés a remocao do apoio central. Os autores utilizaram a

configuracdo apresentada na Figura 8.1 para a realizacdo dos ensaios.
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Figura 8.1 — Configuracdo das armaduras e dimensdes da laje ensaiada (medidas em mm),
adaptado de Dat e Hai (2013).

De acordo com os dados fornecidos em Dat e Hai (2013) a laje € macica e tem
espessura de 4cm, as vigas possuem sec¢ao constante de 7,5x12,5 cm e a resisténcia
a compressao do concreto € f,, = 29,6 MPa e 0 aco utilizado possui tensdo de

escoamento de 424 MPa.
8.2 Ensaio da Laje P1-1

A laje P1-1 ensaiada possui lados iguais de 3m de comprimento e taxa de
armadura inferior da laje de p;,,s = 0,22% na direcdo X e p;,,r = 0,44% na direcdo Y e
superior de pg,;, = 0,22%. Os estagios de fissuragdo em funcéo dos deslocamentos

sao apresentados na Figura 8.2.



212

C-3 C=6 C-2
— | =
p & !
) removed S )
— column — ik
T 1 A 2Ty £
i i "? ) ois *
P } 4
S AN /
~ N \ S
P V] | e
C-4 C-8 C-1 a» concrete crushing at connections & concrete crushing
fract f b bottom b fractures of top bars
| X ~— crack pattern >< fractures of beam bottom bar X p
Stage 1 (disp.=0-+15 mm) Stage 2 (disp.=90+150 mm) Stage 3 (disp.=150+180 mm)

Figura 8.2 — Caracteristicas das fissuras em fungéo dos deslocamentos na laje P1-1,
adaptado de Dat e Hai (2013).

A Figura 8.3 ilustra os resultados obtidos dos deslocamentos em fungéo da
carga distribuida na laje.
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Figura 8.3 — Gréfico de Carregamento x Deslocamento da laje P1-1, adaptado de Dat e Hai
(2013).

Os pontos marcados na Figura 8.3 sdo objeto de analise e aplicacdo do modelo

proposto no item seguinte.
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8.2.1 Modelo proposto aplicado ao ensaio da laje P1-1

Sao analisados dois estagios de carregamento da laje e os deslocamentos
correspondentes sdo comparados com o0s deslocamentos obtidos pelo modelo
analitico. A escolha dos estagios a serem analisados levou em consideracdo a nao
linearidade do gréfico da Figura 9.3. Os carregamentos objeto de andlise sao:

e Estagio 1: g = 14 kN /m?

e Estagio 2: ¢ = 18 kN /m?

Foi utilizado o limite para a analise do carregamento de 18 kN/m2 pois acima
desse valor a estrutura passou a apresentar comportamento bastante nao linear
proximo da ruptura e ndo foram fornecidos dados acerca das propriedades dos
elementos estruturais que possibilitassem uma andlise mais precisa.

Para se utilizar o modelo proposto € necessario estimar o moédulo de
elasticidade do concreto e os deslocamentos das vigas de extremidade. O calculo do
moddulo de elasticidade € adotado seguindo as diretrizes da NBR 6118/2023, assim

E = 5600,/f,x = 30,467 GPa (8.1)

Devido a auséncia de informacdes acerca do tipo de agregado utilizado foi
adotado o valor de a = 1.

Considerando-se que foram observadas fissuras no inicio dos ensaios,
conforme pode ser verificado no desenho esquematico da Figura 8.2, o célculo da
rigidez a flexdo da laje deve considerar a ndo linearidade fisica dos elementos
estruturais.

Para o estagio 1 foi adotado o médulo de elasticidade secante nas vigas e lajes.
No estagio 2, devido as caracteristicas de néo linearidade mais acentuada e
fissuracédo elevada, foi adotado que nesse estagio a resisténcia a flexao € de apenas
30% da rigidez a flexdo secante da laje.

Elsee = 0,3Elgje (8.2)

8.2.2 Laje P1-1 — Modelo proposto — Estagio de carregamento 1

7

Nessa analise é utilizado o carregamento uniformemente distribuido de 14
kN/mz2 que gerou um deslocamento aproximado na laje de 1,8 cm, conforme ilustra a

Figura 8.3.
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Para a aplicagéo da carga distribuida no modelo analitico foi adotado, além do
valor g = 14 kN /m?, os valores referentes ao peso proprio da laje e das vigas internas,
que resulta em aproximadamente g = 16 kN /m?.

Considerando-se que nesse estagio de carregamento ha pouca fissuracdo na
laje e o gréafico Carga x deslocamento (Figura 8.3) € praticamente linear utiliza-se o
modulo de elasticidade secante, conforme prescricdes da NBR 6118/2023

E.s = 0,85x5600,/f, = 25,9 GPa (8.3)

Devido a pouca fissuragdo nesse primeiro estagio € adotado para o célculo da
rigidez a flexdo da laje 0 mesmo médulo de elasticidade utilizado nas vigas.

O calculo do deslocamento das vigas de borda varia em funcéo do estagio de
carregamento. Em funcéo disso, foi estimado, devido a simetria da laje, que 0,25 do
carregamento total, mais o peso préprio da viga, seja atribuido as vigas de borda.

Das hipo6teses adotadas obtém-se o deslocamento maximo para a viga de

borda, utilizando como modelo estrutural a viga da Figura 8.4.

1.80 m 1.50 m

4.22 kN'm 4.23 kN'm

LLLLLLLLLLL DDLU LLDL DL DL DL DL LD LT L

Figura 8.4 — Modelo estrutural para o calculo dos deslocamentos das vigas de apoio.

O carregamento atribuido as vigas de borda no estagio 1 € de 4,23 kN/m que
gerou um deslocamento de A,g44i01= 0,37 mm.

Para o céalculo do deslocamento de referéncia deve-se utilizar como base uma
viga que tenha o mesmo comprimento da laje, assim, admite-se uma viga
simplesmente apoiada com vao de 3m submetida ao carregamento uniformemente
distribuido igual ao do estagio correspondente, que resulta no deslocamento de

referéncia

5 quiga4

Aref estagior= 384 Elige = 0,014m = 14mm (8.4)

Para se utilizar o modelo proposto deve-se ajustar o deslocamento de
referéncia por meio do coeficiente 1 que € a razao entre o deslocamento estimado na

viga de apoio e o deslocamento de referéncia, assim
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Aperi
= =9 — 0,026 (8.5)

lestagiol A
ref,estagiol

O coeficiente de rigidez dos apoios elasticos da faixa de laje, considerando o

coeficiente de ajuste A, € dado pela expressao abaixo

y
=4 8.6
yref ( )
P=ky=k (Ayres) (8.7)
ﬁElviga
k 5 Lyiga" kN
ey =ky=ky =k, =—1L = ""9¢ _ 1153104 — (8.8)

Aestagiol Aestagiol

O célculo darigidez a flexao da laje considera o coeficiente de Poisson v = 0,2
e € dado pela equacéao 8.9.

Egl
Eligje = ﬁ = 143,873x10% kN.m? (8.9)

Por se tratar de uma laje simétrica pode-se calcular as variaveis apenas para
uma das direcBes. Os coeficientes para o calculo pelo modelo proposto sao obtidos

utilizando-se os parametros estimados, assim

p
|(24E Lo 72) + Liase”
Bx =By = B /12 o= 0,5 (8.10)
[24E 1105 (k kz) + 2Lige”
t, = a, = (48B* — 968 + 3282) = —1 (8.11)

<a Ly ’ + 192L )
yEIla]e ky
L* L, L,* L,
(ax P+ 192 kx> <ay pi + 192 ky)
kq
ky =k, =k = —1,153x10* kN /m (8.13)

28

Prosseguindo com o célculo do deslocamento maximo da laje obtém-se

=0,5 (8.12)

K, =

@ qeL* L,
= Sx Tetx | Txtx g 9gem (8.14)

© 384El,. 2k

O célculo pela Teoria de Grelha, utilizando-se os mesmos parametros adotados

na andlise, resulta em um deslocamento de 1,17 cm.
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8.2.3 Laje P1-1 — Modelo proposto — Estagio de carregamento 2

Nesse estagio foi utilizado o carregamento uniformemente distribuido de 18
kN/m2 que gerou um deslocamento na laje de aproximadamente 4,2 cm.

De forma andaloga ao item anterior foi considerado na analise a contribuicdo do
peso préprio da laje e das vigas internas, resultando em g = 20 kN /m?.

Devido a maior fissuracdo da laje, conforme pode ser verificado pela nao
linearidade mais acentuada no gréfico da Figura 8.3, foi adotada a rigidez a flexdo
secante da laje.

Elsec = 0,3ElL4e (8.15)

Seguindo a mesma sistematica para o célculo dos deslocamentos das vigas de
apoio adota-se o carregamento na viga de g = 5,23 kN/m que resulta em um
deslocamento Acgs4i02= 0,454 mm. O calculo do deslocamento de referéncia € dado

pela equacéo 8.16

\ B 5 quiga4
ref,estagio2 — ﬁ Elviga

=0,017m = 17mm (8.16)

A razédo entre o deslocamento das vigas no estagio 2 e o deslocamento de

referéncia fornece o coeficiente de ajuste de deslocamento, assim

JAPP
estagio2 =0’027 (8.17)

Aestagioz = A .
ref,estagio2
Utilizando os parametros calculados e prosseguindo com a andlise obtém-se o
deslocamento na laje de 4,29cm.
Seguindo a mesma sistematica, mas utilizando-se apenas a Teoria de Grelha,

foi obtido um deslocamento de 4,15cm.
8.3 Andlise dos resultados do modelo proposto aplicado a Laje P1-1

Os deslocamentos no estagio 1 foram inferiores aos obtidos
experimentalmente, entretanto, possuem a mesma ordem de grandeza. Ressalta-se
que a dificuldade de se mensurar com exatiddo as propriedades mecéanicas do
concreto, em especial em relacdo a fissuracdo, que influenciou de forma significativa
0s resultados.

Em relacdo aos deslocamentos calculados considerando o carregamento de 20

kN/m2 foi superior em 2% ao obtido experimentalmente. Cabe destacar que nessa
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andlise foi utilizada a aproximagcdo da NBR 6118/2023 para o calculo da rigidez
secante da laje e que forneceu resultados préximos, em acordo com o verificado em
Agleilson et al (2009).

Alguns fatores relativos ao ensaio sdo dificeis de mensurar e podem ter
contribuido para a menor precisdo na utilizagdo do modelo analitico, entre os quais
cita-se:

e Auséncia de dados especificos do médulo de elasticidade;

e Fissuracao dos elementos de concreto armado;

e Contribuicdo das armaduras na rigidez da laje;

¢ Rigidez das vigas internas e seu carregamento associado;

¢ Rigidez a torcao da laje.

Ressalta-se que a analise considerou condicdo de engastamento perfeito dos
bordos da laje. Embora os autores ndo tenham observado escoamento do aco para
os estagios de carregamento analisados o fato de ter sido verificada abertura de

fissuras indica que as ligac6es nos bordos sao semirrigidas.
8.4 Ensaio da Laje P1-2

A laje P1-2 possui lados de [, = 3m e [, = 4,2m e taxa de armadura inferior da
laje de p;,r = 0,44% e superior de pg,,, = 0,22%. O comportamento da fissuragéo em

funcdo dos deslocamentos € apresentado na Figura 8.5.
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= |
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|
} i i i
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) Y — crack pattern >< fractures of beam bottom bar | @& disruption of one perimeter beam
Stage 1 (disp.=0+20 mm) Stage 2 (disp.=30+80 mm) Stage 3 (disp.=100+160 mm)

Figura 8.5 — Caracteristicas das fissuras em funcéo dos deslocamentos na laje P1-2.
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Os deslocamentos associados as etapas de carregamento da Laje P1-2 s&o

apresentados na Figura 8.6.

14 4 E A
i e

12 5

10

g 4

Displacement (mm)

D L] L] L] L) L] L) 1
0 20 40 &0 80 100 120 140

Figura 8.6 — Grafico de Carregamento x Deslocamento da laje P1-2, adaptado de Dat e Hai
(2013).
De forma analoga ao item 8.2 os estagios marcados na Figura 8.6 séo aplicados

ao modelo proposto.

8.4.1 Modelo proposto aplicado ao ensaio da laje P1-2

Seguindo a mesma sistemética do item 8.2 sdo analisados dois estagios de
carregamentos e comparado com os deslocamentos obtidos no modelo analitico. Os
carregamentos objeto de analise séo

e Estagio 1: ¢ = 10 kN/m?

e Estagio 2: ¢ = 12 kN/m?

As propriedades do concreto, o médulo de elasticidade secante e a rigidez

secante da laje, foram as mesmas adotadas no item 8.2.

8.4.2 Laje P1-2 — Modelo proposto — Estagio de carregamento 1

Utiliza-se o carregamento uniformemente distribuido de 10 kN/m2 que resultou
em um deslocamento aproximado de 2,2 cm na laje, conforme ilustra a Figura 8.6. O

carregamento, considerando o peso préprio da laje e das vigas, € g = 12,15 kN /m?.
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Para o céalculo do deslocamento das vigas de bordo, utiliza-se o carregamento
distribuido adotando como calculo inicial os valores obtidos na Teoria de Grelha,
assim, obtém-se os carregamentos que devem ser somados ao peso proprio da viga

e Carregamento distribuido nas vigas de menor vao: q, = 5,50 kN/m
e Carregamento distribuido nas vigas de maior vao: q, = 14,69 kN /m

Utilizando-se a mesma sistemética de calculo dos itens anteriores obtém-se 0s
deslocamentos maximos associados aos vaos da laje para o estagio de carregamento
1

e Deslocamento maximo nas vigas de menor vao: Agsgi01,x= 0,48 mm
e Deslocamento maximo nas vigas de maior Vao: Agssgio1,y= 4,94mm

O célculo do deslocamento de referéncia segue 0s mesmos principios adotados
no item 8.2, porém havendo diferenciacdo em funcdo do vado adotado, conforme
apresentado abaixo

¢ Deslocamento maximo nas vigas de menor vao

5 qLyiga
Bregxestigion=3g7 5 = 0,018m = 18mm (8.18)
viga

e Deslocamento méaximo nas vigas de maior vao
4

A _ 5 quiga
refy,estégiol_@ Elviga

= 0,188m = 188 mm (8.19)

Seguindo a mesma sistematica de calculo verifica-se que o valor do coeficiente
de ajuste é praticamente o mesmo, assim, adota-se para cada viga o valor de A =
0,026.

Prosseguindo com os célculos obtém-se os valores necessarios para o calculo

dos deslocamentos pelo modelo proposto.

Bx =By =05 (8.20)

a, =a, =-1 (8.21)

K, = 0,747 (8.22)

k, = —3x103 kN/m (8.23)
ky, = —1,15x10* kN /m (8.24)

Substituindo-se as variaveis na equacdo do deslocamento, utilizando como

base a direcdo X, obtém-se o deslocamento da laje

4
A Qxlyx” | Quly
_ = 1,79 8.25
384 Elgye | 2k cm (8.25)
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Seguindo o mesmo procedimento e admitindo as mesmas hipéteses obtém-se
o valor de 1,33cm para o deslocamento ao se considerar a Teoria de Grelha.

8.4.3 Laje P1-2 — Modelo proposto — Estagio de carregamento 2

Para o estagio 2 foi utilizado o carregamento uniformemente distribuido de 12
kN/m?2 que provocou um deslocamento aproximado de 5,7 cm na laje, conforme ilustra
a Figura 8.6.

De forma anéloga ao item anterior foi considerado na analise a contribui¢do do
peso proprio da laje e das vigas internas, resultando em um carregamento distribuido
de g = 14,15 kN /m?.

Utilizando-se a Teoria de Grelha para o calculo do carregamento distribuido
nas vigas de borda obtém-se

e Carregamento distribuido nas vigas de menor vao: q, = 6,37 kN/m
e Carregamento distribuido nas vigas de maior véo: q, = 17,07 kN /m

Utilizando-se a mesma sistematica de célculo dos itens anteriores determina-
se 0s deslocamentos maximos associados aos vaos da viga para o estagio de
carregamento 2:

e Deslocamento maximo nas vigas de menor Vao: Agsgio2x= 0,55 mm
e Deslocamento maximo nas vigas de maior Vao: Agssgioz,y= 5,64mm

O célculo do deslocamento de referéncia segue as premissas adotadas no item
8.2, assim

¢ Deslocamento maximo nas vigas de menor vao

A _ 5 quiga4
refx,estagio2— 384 Elvi
ga

= 0,021m = 21mm (8.26)

e Deslocamento maximo nas vigas de maior vao

A _ 5 quiga4
refy,estégioz_@ Elviga

=0,219m = 219 mm (8.27)

Prosseguindo com os calculos verifica-se que o coeficiente de ajuste de
deslocamento tem o valor de A = 0,026 em ambos os véaos.

Considerando a maior fissuracao da laje, conforme pode ser verificado pela ndo
linearidade mais acentuada no gréfico da Figura 8.6, foi adotada a rigidez a flexao
secante da laje. Substituindo as variaveis nas equac¢des do modelo proposto obtém-

se
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Bx =By =05 (8.28)

a, =a, =—1 (8.29)

K, = 0,776 (8.30)

k, = —3x10% kN/m (8.31)
k, = —1,15x10* kN /m (8.32)

O célculo do deslocamento méximo da laje é dado por

a quaje4+quaje

A= —51 8.33
384 Elyg; 2k 5 lem (8.33)

O calculo do deslocamento pela Teoria de Grelha, utilizando-se os mesmos

parametros adotados na analise, resulta em um deslocamento de 4,5 cm.

8.5 Andlise dos resultados do modelo proposto aplicado a Laje P1-2

Verifica-se que o modelo proposto apresentou boa correlagdo com os
deslocamentos obtidos experimentalmente na Laje P1-2. Os resultados obtidos com
o modelo proposto foram superiores em relacdo aos ensaios em 23% para 0 estagio
de carregamento 1 e 12% para o estagio de carregamento 2.

Ressalta-se que a calibragem adotada na andlise pelo modelo proposto foi a
de viga com carregamento uniformemente distribuido, entretanto, como foi utilizado o
coeficiente de ajuste de deslocamento, qualquer calibragem adotada forneceria o
mesmo valor.

Em comparacdo com os resultados da Laje P1-1 verifica-se que o maior vao
da viga trouxe influéncia significativa nos resultados, conforme pode ser observado ao
se comparar os graficos de Carga x Deslocamento das Figuras 8.3 e 8.6.

Apesar das aproximacdes adotadas no modelo analitico e da falta de dados
gue caracterizassem as propriedades mecanicas do concreto e do efeito da fissuracao
na rigidez a flexdo dos elementos estruturais, ficou demonstrado que o Modelo
proposto de contribuicdo a Teoria de Grelha forneceu resultados proximos aos obtidos
experimentalmente.

Portanto, fica verificado que o modelo proposto de contribuicdo a Teoria de
Grelha trouxe resultados mais precisos para o calculo dos deslocamentos que a Teoria
de Grelha.
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9 CONCLUSOES

Diversos estudos indicam que a flexibilidade dos apoios pode vir a alterar
consideravelmente o resultado das solicitacdes, deslocamentos e as propriedades
dindmicas da laje. As analises numéricas demonstraram que existem alteracbes
significativas nas solicitagdes de lajes em funcdo do grau de flexibilidade dos apoios,
sendo de forma mais relevante em lajes retangulares e engastadas.

Os métodos de célculo usualmente empregados utilizam como padrdo a
condicdo de contorno de apoios rigidos que podem nao ser ideais em determinados
casos. A contribuicdo a Teoria de Grelha desenvolvida nessa tese, considerando a
flexibilidade dos apoios, busca apresentar resultados mais precisos para a
determinacao das solicitacGes e deslocamentos da laje.

Verifica-se que os deslocamentos da laje, ao se considerar a flexibilidade das
vigas de borda, sdo sempre maiores em comparacao as lajes com apoios rigidos.
Pb&de-se observar que para as condi¢des de faixas de laje hiperestaticas ha alteracédo
das reacdes em funcédo do grau de flexibilidade dos apoios.

O artificio adotado de se multiplicar o deslocamento de referéncia por um
coeficiente A tem o intuito de obter maior precisdo para o célculo dos deslocamentos,
evitando a necessidade de estabelecer expressdes analiticas complexas.

Verifica-se que quanto maior o coeficiente A menor € a rigidez dos apoios e
maior € o deslocamento na faixa de laje. Ressalta-se que o coeficiente A nao
necessariamente deve ser superior a 1, podendo obter valores inferiores a 1 caso seja
considerado condigbes de contorno diferentes na viga de apoio. Esse fator busca
apenas igualar o deslocamento tedrico utilizado como referéncia ao deslocamento real
da estrutura.

Em comparagéo a Teoria de Grelha verifica-se que os fatores que levam em
consideracdo a rigidez dos apoios podem modificar de forma significativa as
solicitagbes e deslocamentos da laje.

A consideragdo de apoios rigidos em local cuja condicdo de contorno nao
forneca rigidez suficiente pode vir a ocasionar problemas de vibracao ou fissuragéo

excessiva na laje.
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Foi demonstrado que o modelo de apoios flexiveis € o que mais se aproxima
do comportamento real da estrutura, sendo o mais recomendado para o célculo e
detalhamento de estruturas de placa.

O modelo proposto apresentou resultados bastante satisfatorios em relacao a
analise numeérica para a condi¢do de laje simplesmente apoiada, sendo a condicdo de
lajes de lados iguais a que forneceu resultados mais precisos.

Verifica-se que, ao se reduzir a inércia a tor¢cao da laje, os resultados ficaram
préximos aos do modelo analitico, conforme esperado, haja vista que na Teoria de
Grelha nao é considerada a inércia a torcéo da laje nos calculos.

Assim, considerando-se que pode vir a surgir fissuras devido a auséncia de
armadura de torcdo da laje, recomenda-se, portanto, a disposicdo de armadura
minima para resistir aos momentos volventes de forma a evitar a formacéao desse tipo
de patologia.

Pdde-se constatar que o coeficiente de rigidez utilizado no modelo analitico
influencia de forma significativa nas solicitacdes e deslocamentos, a depender do tipo
de deslocamento adotado como referéncia nas vigas de apoio.

Existe a tendéncia de que, ao se utilizar deslocamentos considerando as vigas
de apoio com um certo grau de engastamento (calibragem 2), os resultados se
aproximem dos modelos em que foram idealizados pilares como apoio nas lajes. Esse
fato é atribuido ao grau de engastamento da viga no pilar.

Para a condicao de vigas de borda rigida, com reducao da inércia a tor¢cao da
laje e baixa inércia a torcdo da viga de apoio, 0 modelo proposto em lajes
simplesmente apoiadas com lados iguais forneceu resultados proximos a analise
numeérica. Entretanto, ao se considerar a flexibilidade dos apoios na laje de espessura
de 15cm, o momento fletor positivo foi superior ao do modelo proposto, enquanto as
demais espessuras forneceram resultados proximos ao do modelo proposto.

Pode-se atribuir a baixa precisdo nos resultados para a laje de 15 cm de
espessura, na condicdo de vigas flexiveis, devido a inércia adotada para as vigas
flexiveis que foram bastante proximas da prépria espessura da laje. Assim,
possivelmente, devido aos métodos numeéricos de analise, que consideram a analise
do conjunto, houve influéncia no deslocamento final das vigas de borda, diferenciando
dos utilizados como base de céalculo do modelo analitico.

Em relacdo aos deslocamentos, para as lajes com reducgéo da inércia a tor¢ao

da laje e baixa inércia a tor¢cao da viga de apoio houve boa concordancia do modelo
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proposto com os resultados obtidos no célculo analitico, onde os resultados para a
calibragem 2 ficaram proximos aos do Modelo 2 (apoio com pilar) e a calibragem inicial
e a calibragem 1 ficaram proximas aos do Modelo 1 (apoio simples).

Nas lajes simplesmente apoiadas de geometria retangular com apoios rigidos
o modelo proposto forneceu resultados préximos aos da analise numeérica para as
solicitagbes em ambas as dire¢des e deslocamentos. Ao se considerar apoios flexiveis
a laje de espessura de 15cm apresentou solicitacdées no Modelo 2 mais préximas a
calibragem 1, enquanto as demais espessuras forneceram resultados préximos aos
do Modelo 1 para esse mesmo tipo de calibragem.

De uma forma geral os deslocamentos em laje retangular simplesmente
apoiada com apoios flexiveis apresentaram resultados compreendidos nas
calibragens adotadas no modelo proposto.

Na analise numérica em lajes quadradas e engastadas, com vigas de borda
rigidas, houve boa aproximacéao das solicitacdes e deslocamentos com a maior parte
dos modelos analisados. Ao se considerar a flexibilidade dos apoios alguns modelos
apresentaram resposta mais proOxima aos momentos positivos e outros modelos ao
momento negativo do modelo proposto.

Os deslocamentos dos modelos numéricos para a condi¢do de laje quadrada e
engastada em todos os bordos ficaram, de uma forma geral, compreendidos nas
calibragens adotadas no modelo proposto.

Ao se considerar lajes engastadas e retangulares com vigas de borda rigidas
as analises numéricas forneceram resultados proximos para grande parte dos
modelos numéricos, exceto para 0s momentos negativos na direcdo do maior vao,
onde alguns modelos apresentaram valores superiores aos obtidos no modelo
proposto.

Nas analises numéricas considerando a flexibilidade dos apoios em laje
engastada e retangular forneceram resultados diferentes dos obtidos pelo modelo
proposto, onde pdde ser verificada uma tendéncia das solicitagdes na dire¢do Y (maior
vao) serem maiores que as obtidas no modelo numérico e as da direcdo X (menor
vao) serem menores que as do modelo numeérico.

Em relacéo aos deslocamentos, os valores obtidos para a condi¢céo de vigas
rigidas e flexiveis, ficaram compreendidos dentro dos valores obtidos nos modelos
numericos, exceto para os deslocamentos com vigas de borda flexiveis nos Modelos

1, 2 e 3 que ficaram proximos aos deslocamentos da Teoria de Grelha.
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Estima-se que a falta de precisao de alguns resultados pode ter como principal
motivo a falta de exatiddo na determinagdo do coeficiente de rigidez no modelo
proposto, em conjunto com o grau de engastamento da andlise numérica, onde néao é
possivel garantir a condicdo de engaste perfeito das bordas.

Apesar de terem sido examinadas duas condicbes de contorno (laje
simplesmente apoiada e engastada em todos os bordos) foram realizadas 360
analises numéricas, onde foi possivel comprovar boa precisdo na maioria das
respostas. Assim, as analises demonstraram que o0 modelo proposto fornece
resultados satisfatorios para a maior parte dos casos objeto de estudo.

Cabe ressaltar que os modelos numéricos também sé&o influenciados pelo
carregamento de lajes adjacentes. Assim, o célculo do coeficiente de rigidez pelo
modelo proposto pode vir a ser diferente dos deslocamentos pré-estabelecidos. Para
maior precisdo, €é necessario que seja estabelecido de forma precisa o0s
deslocamentos finais da viga de apoio.

A aplicacdo do modelo proposto em ensaios experimentais demonstrou boa
precisdo no calculo dos deslocamentos e facilidade de aplicacdo, fornecendo
respostas mais coerentes e proximas aos obtidos experimentalmente, corroborando
com os resultados das andlises numéricas.

Posto isso, verifica-se que a contribuicdo a Teoria de Grelha proposta nessa
tese apresenta boa concordancia nos resultados com o0s modelos numeéricos
analisados e com 0s ensaios experimentais. Entretanto, para se obter resultados mais
precisos em aplicacfes praticas € necessario determinar o deslocamento das vigas

de borda de forma mais exata.

Propostas e sugestdes para pesquisas futuras

e Considerar a rotacdo do engaste no desenvolvimento das equacdes do
modelo proposto;

e Considerar a flexibilidade dos apoios no desenvolvimento das equacgdes
para o calculo da frequéncia natural de lajes;

e Considerar a excentricidade na ligacao entre a laje e as vigas de apoio nos
modelos numéricos;

e Desenvolver ensaios em lajes considerando apoios flexiveis.
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