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RESUMO 
 

 

SILVA, Thiago Cunha da. Análise e contribuição à Teoria de Grelha considerando a 
flexibilidade dos apoios. 2023. 234 f. Tese (Doutorado em Engenharia Civil) - 
Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de 
Janeiro, 2023. 
 

O aumento do uso de softwares para o dimensionamento de estruturas 
apresenta diversos benefícios, entre eles a possibilidade de redução de custos ao se 
realizar análises mais precisas e otimizar o dimensionamento. Com a otimização do 
dimensionamento, mesmo apresentando condições de segurança satisfatórias, os 
elementos estruturais passam a ter comportamento mais flexível. As vigas de edifícios 
costumam apresentar, muitas vezes, deslocamentos consideráveis, que podem 
influenciar nas reações das lajes e também em suas propriedades dinâmicas. Os 
diversos modelos de análise e dimensionamento de lajes possuem algumas 
simplificações. Uma das simplificações mais amplamente empregada é a 
consideração de apoios rígidos. Essa configuração, embora comumente adotada, 
pode vir a alterar consideravelmente os esforços atuantes na laje podendo gerar 
patologias e desempenho insatisfatório da estrutura, haja vista que os apoios podem 
apresentar certo grau de flexibilidade. O modelo proposto de contribuição à Teoria de 
Grelha estabelece equações que alteram o cálculo de esforços e deslocamentos em 
lajes de forma a considerar a flexibilidade dos apoios para qualquer nível de 
flexibilidade das vigas de bordo. É realizado um estudo analítico do comportamento 
da influência da flexibilidade dos apoios na determinação das solicitações e 
deslocamentos da laje. Uma análise comparativa entre o modelo proposto e modelos 
numéricos desenvolvidos no software SAP2000 foi realizada. Foram analisados 192 
modelos em lajes simplesmente apoiadas e 168 modelos em lajes engastadas nos 
bordos, totalizando 360 análises numéricas. Foi verificado que o modelo proposto 
trouxe resultados precisos na maioria dos casos ao se comparar com os resultados 
obtidos nos modelos numéricos para os casos de lajes com bordas rígidas e flexíveis. 
Além da análise numérica foram utilizados dados de ensaios em laje com apoios 
flexíveis. Os resultados ao se aplicar o modelo proposto aos dados experimentais 
indicaram boa precisão do modelo. 
 

Palavras-chave: Teoria de Grelha; Lajes; Apoios Flexíveis; Concreto Armado. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 
ABSTRACT 

 

 
SILVA, Thiago Cunha da. Analysis and contribution to Grid's Theory considering the 
flexibility of supports. 2023. 234 f. Thesis (Civil Engineering) - Faculty of Engineering, 
State University of Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2023. 

 

The increase in the use of software for structural design has several benefits, 
including the possibility of cost reduction by carrying out more precise analysis and 
optimizing design. With optimized design, even when satisfactory safety conditions are 
presented, structural elements become more flexible. Building beams often exhibit 
considerable displacements, which can influence the reactions of slabs and also their 
dynamic properties. The various models for slab analysis and design have some 
simplifications. One of the most widely adopted simplifications is the consideration of 
rigid supports. Although commonly adopted, this configuration can considerably alter 
the forces acting on the slab, leading to pathologies and unsatisfactory structural 
performance, as the supports may have a certain degree of flexibility. The proposed 
model contribution to Grid Theory establishes equations that change the calculation of 
slabs to consider the flexibility of supports for any level of flexibility of the border beams. 
An analytical study of the influence of support flexibility on the determination of slab 
requests and displacements was carried out. A comparative analysis between the 
proposed model and numerical models developed in SAP2000 software was 
performed. 192 models were analyzed in simply supported slabs and 168 models in 
slabs fixed at the edges, totaling 360 numerical analyses. It was verified that the 
proposed model brought precise results in most cases when compared with the results 
obtained in numerical models for cases of slabs with rigid and flexible edges. In 
addition to numerical analysis, data from a test on a slab with flexible supports was 
used. The results obtained by applying the proposed model to the experimental data 
indicated good accuracy of the model. 
 

Keywords: Grid Theory; Slabs; Flexible Supports; Reinforced Concrete. 
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INTRODUÇÃO 

O avanço da utilização de métodos computacionais para a análise e 

dimensionamento de estruturas trouxe diversos benefícios relacionados à precisão 

dos cálculos e à economia de materiais. 

Contudo, embora as análises sejam cada vez mais precisas algumas hipóteses 

simplificadoras ainda são adotadas. Entre as hipóteses mais amplamente utilizadas 

consta a consideração de apoios rígidos para a análise de lajes das edificações.  

A hipótese de apoios rígidos em lajes permanece sendo considerada na análise 

e dimensionamento de estruturas, sendo muitas vezes uma configuração padrão dos 

programas de dimensionamento estrutural. 

Entretanto, diversos estudos apontam que a rigidez dos apoios influencia de 

forma significativa o resultado das reações e deslocamentos das lajes. Nos ensaios 

realizados por Shu et al (2015) foi comparado os resultados obtidos em lajes armadas 

em duas direções com modelagem pelo método dos elementos finitos. Os autores 

constataram boa precisão no modelo de referência em comparação com os resultados 

obtidos em ensaio. 

Shu et al (2015) verificou que a reação de apoio da laje é bastante influenciada 

pela rigidez das vigas de bordo. De forma a calcular de maneira mais precisa as 

reações da laje os autores recomendam que deva ser considerada a rigidez dos 

apoios, incluindo todo o conjunto do sistema estrutural (vigas e pilares). A Figura 1.1 

ilustra o ensaio realizado. 
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Figura 0.1 – Ilustração do esquema estrutural adotado no ensaio da laje, dimensões em mm. 

Adaptado de Shu et al (2015). 

Acerca da análise de lajes com apoios flexíveis, Chiai et al (2015) realizou 

ensaios em lajes apoiadas em suportes elásticos. Os apoios foram desenvolvidos de 

forma a ser possível analisar diversos parâmetros de rigidez. O foco principal dos 

ensaios foi a análise de laje submetida a carga dinâmica. 

Os autores constataram que o uso de apoios na fase de plastificação 

resultaram em redução dos parâmetros de resistência da curva tensão-deformação 

da laje, também foi observado relação entre os deslocamentos e a força em função 

do tempo. Foi verificado que os efeitos mais notáveis ocorreram ao se utilizar apoios 

elásticos nas fases plástica e de encruamento do aço. Os resultados obtidos nos 

ensaios forneceram boa concordância com a análise numérica com elementos finitos 

considerando a não linearidade do material. 

Ensaios realizados por Yilmaz et al (2020) em lajes com diferentes condições 

de apoio nas bordas também tiveram por objetivo a análise da resposta da laje para 

carregamento dinâmico. O experimento consistiu no estudo do carregamento 

dinâmico e os modos de falha das lajes para um determinado carregamento de 

impacto.  

As análises demonstraram que para as lajes com menos bordos engastados 

houve um aumento expressivo da aceleração e deslocamento da estrutura. Ao se 

comparar os resultados foi verificado que a laje simplesmente apoiada nos bordos 

apresentou 58% maior aceleração, 74% maior deslocamento e 26% maior 

deslocamento residual em relação à laje engastada em todos os bordos. Também foi 

observado que as fissuras foram mais intensas nas lajes engastadas. 
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Ju e Lin (1999) realizaram um estudo sobre a diferença na modelagem de lajes 

rígidas e flexíveis em edifícios. O foco principal dos autores foi a influência de Shear 

Walls (paredes de contraventamento) na análise dos modelos de lajes dos edifícios. 

Ju e Lin (1999) constataram que a utilização de paredes de contraventamento 

influencia de forma considerável a modelagem das lajes como rígidas ou flexíveis. 

O excesso de simplificações na análise de edifícios pode vir a gerar problemas 

de patologias nas estruturas de concreto. Embora os programas de computadores 

forneçam resultados precisos é necessário verificar se as hipóteses utilizadas nos 

modelos numéricos irão se configurar na prática. 

Apesar de diversos estudos indicarem que a flexibilidade das vigas de bordo 

pode influenciar de maneira significativa a distribuição de reações e momentos de uma 

laje, essa ainda é uma das simplificações mais amplamente adotada na modelagem 

estrutural. 

Existem diversos métodos de cálculo para a análise e dimensionamento de 

lajes de concreto armado, sendo os mais conhecidos e utilizados: Teoria de Grelha, 

Processo de Marcus, Método dos elementos finitos e Teoria de placas. Dentre os 

métodos citados, apenas é possível considerar a flexibilidade dos apoios no método 

dos elementos finitos e na teoria de placas. 

Embora os métodos computacionais empregados em softwares sejam 

amplamente utilizados e conhecidos, não é recomendado elaborar projetos sem 

realizar uma avaliação minuciosa dos cálculos e averiguar se os resultados fornecidos 

condizem com a realidade a ser executada. Conforme é orientado em Sohler e Santos 

(2018) deve-se realizar uma verificação mínima dos resultados fornecidos pelos 

softwares. 

Visando resultados mais precisos para a análise e dimensionamento de lajes 

em concreto armado, além de ressaltar a importância desse tema para a análise de 

sistemas estruturais, o presente estudo tem por objetivo contribuir na metodologia de 

cálculo da Teoria de Grelha de forma a considerar a flexibilidade dos apoios na 

análise. 

Além da contribuição à Teoria de Grelha a ser proposta pretende-se estudar, 

de forma mais detalhada, como o grau de flexibilidade das vigas de apoio e as 

condições de contorno influenciam na obtenção das reações e deslocamentos da laje, 

apresentando o seu comportamento para uma determinada variação da faixa de 

rigidez dos apoios. 
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Motivação 

Análises estruturais mais refinadas tem proporcionado grande economia de 

material e concebido, consequentemente, estruturas mais flexíveis. Entretanto, a falta 

de uma avaliação mais rigorosa dos resultados fornecidos pelos softwares pode gerar 

patologias e resultar em estruturas atuando em serviço com níveis de segurança 

insatisfatórios.  

Estruturas mais flexíveis, a depender de seu grau de flexibilidade, alteram 

consideravelmente o diagrama de esforços e deslocamentos das lajes. A falta de uma 

análise mais precisa e adequada da influência da flexibilidade nas vigas de suporte 

da laje pode resultar em subdimensionamento ou detalhamento inadequado do 

elemento, podendo ocorrer problemas de patologias, ou até mesmo de mau 

desempenho estrutural.  

Assim, o presente trabalho tem por motivação apresentar uma metodologia de 

cálculo para lajes, baseada na Teoria de Grelha, considerando a flexibilidade dos 

apoios, apresentando uma forma de fácil aplicação podendo ser utilizada para o 

dimensionamento e verificação do cálculo de lajes em edifícios, além de demonstrar 

a relevância que a flexibilidade dos elementos estruturais pode gerar no modelo 

adotado. 

Objetivos 

O objetivo deste trabalho é propor uma aprimoração da Teoria de Grelha com 

o intuito de possibilitar a consideração de apoios flexíveis para o cálculo das reações 

e deslocamentos de lajes. Essa modificação tem como propósito facilitar o estudo e 

análise de lajes ao se considerar os deslocamentos das vigas de bordo, gerando 

resultados mais precisos para a verificação, dimensionamento e detalhamento 

estrutural. 

No estudo também é analisada a influência da rigidez das vigas de bordo e 

como elas alteram a distribuição de cargas e solicitações da laje. É realizada a análise 

da distribuição dos esforços, variando-se a rigidez dos apoios, para as faixas de laje. 

Nessa etapa não será analisado o efeito de grelha (compatibilidade de deslocamentos 

entre as faixas), sendo estudado apenas o comportamento da faixa de laje como uma 

laje isolada.  
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O efeito da variação da rigidez dos apoios, para as condições de laje 

simplesmente apoiada e de laje engastada em todos os bordos, é analisado 

examinando-se o percentual de carga destinado a cada faixa de laje em função da 

variação da rigidez dos apoios. É realizada a validação do modelo proposto com 

modelos numéricos elaborados no software SAP2000. 
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1 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

A revisão bibliográfica foi elaborada estudando os temas mais recentes 

associados à flexibilidade dos apoios em lajes, comportamento do material, 

carregamento aplicado, propriedades do concreto, análise e ensaios de lajes. 

Alguns fenômenos são responsáveis pelo aumento da flexibilidade dos apoios 

em lajes, além de questões relacionadas à geometria das vigas de borda, entre os 

quais pode-se citar deslocamento excessivo, não linearidade física e resistência 

insuficiente do concreto. Assim, testes em lajes são necessários para análise da 

influência desses parâmetros. 

Ensaios em lajes são procedimentos de análise e avaliação realizados para 

investigar o comportamento estrutural e as propriedades desses elementos. Esses 

procedimentos são essenciais para avaliar o comportamento da estrutura a 

determinados tipos de carregamento e verificar se as teorias propostas podem ser 

utilizadas como parâmetro para cálculo. 

A taxa de armadura em estruturas de concreto armado está entre os fatores 

que podem influenciar seu comportamento estrutural. Agleílson et al (2009) realizou 

ensaios em lajes nervuradas bidirecionais quadradas onde a variável principal foi a 

taxa geométrica de armadura longitudinal nas nervuras. Foi verificado que os 

resultados forneceram valores próximos aos obtidos utilizando-se as prescrições 

normativas da NBR 6118/2023. 

Os autores observaram também que a mesa das lajes pré-fabricadas se 

comporta de forma solidária com as nervuras, não havendo deslocamentos relativos 

na união entre a placa e as nervuras.  

Apesar da taxa de armadura influenciar de forma significativa, o tipo de 

carregamento também pode vir a alterar a distribuição das solicitações na estrutura. 

Torabian et al (2019) realizou ensaios em placas finas sujeitas a carregamento 

concentrado sob diferentes taxas de armadura onde foi verificado que o 

comportamento da laje é bastante influenciado pela fase de encruamento do aço na 

curva tensão-deformação. 
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Assim, foi constatado que as fases posteriores à fase elástica do material são 

relevantes para o comportamento da estrutura. Foi observado também que a taxa de 

armadura na estrutura contribui para o aumento da resistência última da seção. 

Torabian et al (2019) verificou que a distribuição das solicitações, após a 

fissuração, foi influenciada pela taxa de armadura à flexão da laje. Nesses casos a 

maior taxa de armadura trouxe maior rigidez para a laje. A fase de encruamento do 

aço teve um impacto significativo no comportamento das estruturas em situações com 

grandes deslocamentos. 

Apesar dos carregamentos estáticos serem os mais utilizados na análise 

estrutural, carregamentos dinâmicos também devem ser verificados. Os efeitos de 

carregamentos de característica cíclica em lajes foram analisados por Zou et al (2020) 

utilizando como base o método dos elementos finitos em conjunto com análise não 

linear considerando o modelo de dano no concreto.  

Os autores constataram, a partir dos resultados dos ensaios, que o modelo de 

dano do concreto, utilizado em conjunto com a análise em elementos finitos, forneceu 

resultados em acordo com os obtidos nos ensaios realizados.  

Jia e Luin (2023) também fizeram uso do modelo de dano para a análise, por 

meio do método dos elementos finitos, da resistência de lajes sujeitas à punção, onde 

pôde ser constatado que o modelo adotado apresentou bons resultados em 

comparação com a análise experimental.  

Em um estudo conduzido por Delibera et al. (2021), foram realizadas provas de 

carga em lajes existentes de uma edificação, nas quais os deslocamentos da estrutura 

foram medidos. Os autores constataram boa concordância dos resultados com o 

modelo gerado em elementos finitos, onde foi possível assegurar o bom desempenho 

da estrutura para o carregamento previsto. 

Zaja et al (2021) analisou o efeito de carregamento de curta e longa duração 

em lajes simplesmente apoiadas, onde foi verificado que, entre os métodos utilizados 

na análise (elementos finitos, cálculo analítico com viga isostática e processo de 

Marcus), os que adotaram o comportamento de placa foram os que apresentaram 

resultados com menor índice de erros.  

Os deslocamentos nas vigas de apoio podem modificar consideravelmente a 

distribuição das solicitações em lajes. Nesse sentido, Tao et al (2021) analisou o efeito 

dos deslocamentos de vigas mistas. Os autores verificaram que, para vigas sujeitas à 
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carregamentos uniformes, a rotação nos apoios influencia de forma significativa o 

deslocamento final e nas solicitações do elemento estrutural. 

Diante de diversos relatos em literatura pôde-se constatar boa correlação da 

análise numérica em elementos finitos, considerando o regime elástico, com os 

resultados experimentais realizados. Acerca dos elementos finitos de casca, utilizados 

na análise de estruturas de laje, Silva e Horowitz (2022) apresentaram o 

desenvolvimento de uma metodologia de análise não linear com elementos de casca 

submetidos a carregamento monotônico. 

Os autores observaram boa correlação dos resultados obtidos na análise 

numérica com ensaios disponibilizados em literatura, verificando, assim, que os 

elementos finitos de casca trazem resultados confiáveis na análise de estruturas de 

placa.  

Silva e Silva (2019) apresentaram um modelo numérico para o cálculo de lajes 

do tipo steel deck. O modelo foi desenvolvido em elementos finitos, utilizando-se 

elementos de barra e de casca. As análises apresentaram boa concordância com 

ensaios disponibilizados no meio técnico.   

Importante salientar que a rigidez das vigas de apoio e suas características 

influenciam no comportamento estrutural da laje. Bernardo (2019) analisou os 

modelos analíticos de cálculo de torção em vigas de seção T e L realizando ensaios 

experimentais. Foi verificada boa relação entre os resultados obtidos analiticamente 

com os ensaios.  

Bernardo (2019) verificou que, a depender do tipo de seção, o fluxo de 

cisalhamento devido à torção pode vir a modificar consideravelmente a resistência à 

torção do elemento estrutural devido à fissuração. A não consideração do momento 

de torção em lajes, conforme destacado por Shin et al (2009), pode fornecer 

resultados contrários à segurança. 

Em um estudo conduzido por Wang et al. (2022), foi analisada a influência da 

rigidez à flexão e à torção das vigas de borda na determinação do carregamento último 

em sistemas estruturais compostos por laje e viga após uma situação de incêndio. O 

modelo proposto pelos autores, baseado na teoria das linhas de ruptura, trouxe 

resultados compatíveis com ensaios realizados. 

Uma das causas que podem alterar o comportamento dos elementos 

estruturais é a não linearidade física dos materiais, que influenciam as propriedades 

da rigidez em estruturas de concreto armado.  
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Acerca dos efeitos da rigidez de lajes nos edifícios, Darekar et al (2023) 

analisou numericamente o efeito de fissuração de laje em edifícios. A redução da 

rigidez à flexão da placa apresentou influência na redistribuição dos momentos nas 

vigas da estrutura, assim, no caso de edificações sujeitas às ações sísmicas, onde 

pode haver a formação de fissuras nos elementos estruturais, há a necessidade de se 

considerar a não linearidade do material. 

Na análise de estruturas de concreto armado é importante determinar de forma 

precisa a rigidez após a fissuração. Bruun et al (2020) estudou o efeito do 

comportamento pós fissuratório de estruturas de concreto armado. Os autores 

constataram que a rigidez após o estágio de fissuração é influenciada pela taxa de 

armadura da seção. 

Em estudo conduzido por Azizov et al (2019) foi analisada a formação de 

fissuras devido à torção em lajes alveolares. Foi verificado que a redistribuição de 

deformações depende da rigidez à torção e à flexão da laje. Os autores concluíram 

que as fissuras normais ao plano da laje reduzem sua inércia à torção, assim, de forma 

a preservar as propriedades do elemento estrutural é recomendado evitar a formação 

de fissuras, ou limitar sua abertura.  

Utilizando-se análises numéricas Silva et al (2020) verificou que, a depender 

do tipo de laje e configuração da armadura, pode haver alterações na resistência 

última da estrutura. Apesar das diferenças observadas, as prescrições normativas 

apresentaram resultados a favor da segurança. 

Florut et al (2020) realizou ensaios em lajes finas onde foi verificada boa 

precisão da análise numérica em elementos finitos com os resultados obtidos em 

laboratório. Os autores constataram que as prescrições normativas do Eurocode 

forneceram resultados conservadores para a verificação à punção da laje.  

Em um estudo conduzido por Hassan (2022), foi analisada a contribuição de 

lajes rígidas e flexíveis na estabilidade global de edifícios. O trabalho se concentrou 

na análise sísmica de edifícios, indicando influência significativa na redistribuição dos 

momentos nas vigas e pilares, a depender do grau de flexibilidade da laje. 

Acerca de solicitações dinâmicas, Fouad et al (2012) analisou numericamente 

o efeito da consideração da rigidez à flexão de lajes na resposta de ações sísmicas 

em edificações. Foi constatado que os modelos que consideraram a rigidez à flexão 

da laje foram os que geraram resultados mais próximos ao comportamento real da 

estrutura.  
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Os autores constataram que ao se desconsiderar a rigidez à flexão de lajes os 

deslocamentos laterais podem ser superestimados, influenciando os resultados em 

uma análise sísmica.   

A geometria dos apoios em lajes pode vir a alterar de forma significativa a 

distribuição das solicitações no elemento estrutural. Considerando esse problema Al-

gahtani et al (2018) desenvolveu um estudo cujo objeto foi determinar, de forma 

analítica, as solicitações de uma laje com suportes de geometrias variadas. Utilizando-

se um programa em elementos finitos pode-se verificar que o método proposto pelos 

autores forneceu bons resultados. 

Os deslocamentos também podem vir a alterar a distribuição de solicitações na 

estrutura. Nesse sentido, Lihua et al (2019) modelou uma placa flexível engastada e 

livre sujeita a grandes deslocamentos e rotações. As condições de contorno relativas 

à flexibilidade foram inseridas diretamente equações diferenciais que governam o 

problema de placa. Os resultados com carregamento estático foram coerentes com a 

modelagem realizada, incluindo as análises relativas às propriedades dinâmicas da 

placa.  

Darshni et al (2021) realizaram um estudo analítico do comportamento de 

placas finas sujeitas à grandes deslocamentos onde foi constatado, por meio de 

análise em elementos finitos, que a Teoria dos Grandes Deslocamentos, proposta em 

Nishawala e Baruh (2011), trouxe resultados coerentes para lajes simplesmente 

apoiadas nos bordos. Pôde-se observar que ao se considerar grandes deslocamentos 

as tensões de membrana são elevadas em placas finas simplesmente apoiadas. 

Considerando-se que existem diversas variáveis que podem influenciar o 

comportamento de lajes em concreto armado, alguns modelos estruturais podem ser 

mais adequados para descrever determinadas situações. Nesse sentido, Surma et al 

(2019) desenvolveu um método analítico para o cálculo de lajes alveolares 

protendidas considerando as interações entre as tensões de cisalhamento da laje.  

Surma et al (2019) constatou que as tensões de cisalhamento dependem da 

espessura da laje. Em comparação com os ensaios realizados foi verificado que o 

carregamento de ruptura é na ordem de 19% superior em comparação com o 

carregamento de ruptura do modelo proposto em Surma et al (2019). 

Foi desenvolvida por Mamatova et al (2020) uma solução analítica, a partir de 

equações diferenciais, para o cálculo à flexão de placas circulares com curvatura 
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inicial. Nessa solução foi utilizada a teoria não linear de placas circulares flexíveis para 

a análise da perda de estabilidade.  

Um estudo comparativo realizado por Araújo et al (2021) utilizou os resultados 

obtidos em placas finas. Para o cálculo foram adotadas tabelas disponíveis na 

literatura, baseadas na teoria de placas, e o método das diferenças finitas. A análise 

considerou diversas condições de contorno, onde foi constatado que, de uma forma 

geral, os resultados trouxeram uma boa correlação entre o método numérico e o 

método analítico.  

Entretanto, as simplificações adotadas nas tabelas podem vir a gerar 

detalhamento inadequado na estrutura, em especial ao se considerar a distribuição 

de tensões devido aos momentos volventes. 

Diante do apresentado, verifica-se que existem diversas variáveis que podem 

influenciar na distribuição de solicitações na estrutura e na flexibilidade da laje. Pôde-

se constatar que, apesar de haver bastante conhecimento sobre o assunto, ainda 

existe a necessidade do desenvolvimento de modelos analíticos de forma a 

aprofundar os conhecimentos sobre o comportamento na modelagem estrutural.  

Observa-se que, majoritariamente, foram utilizados modelos numéricos para o 

cálculo e análise de lajes. Esses modelos, apesar de possuírem maior precisão, 

devem ser desenvolvidos de forma a retratar de maneira fidedigna as características 

da estrutura.  

Conforme pôde ser observado, diversos pesquisadores constataram boa 

correlação entre os resultados obtidos para prever o comportamento estrutural por 

meio de modelagem numérica em relação aos ensaios realizados. 

O processo de elaboração de um modelo numérico, caso não retrate de forma 

precisa os carregamentos e condições de contorno da estrutura, pode resultar em 

falhas que podem passar despercebidas e gerar patologias futuras na edificação.  

Assim, faz-se necessário o uso de modelos analíticos como ferramenta para, 

além de permitir a análise e dimensionamento, servir como parâmetro para verificação 

estrutural.  

Entretanto, cada modelo apresenta um determinado grau de imprecisão ou 

aplicabilidade em função das simplificações adotadas, sendo necessário um estudo 

de quais das variáveis são predominantes na análise e que possam retratar de forma 

precisa o comportamento da estrutura.  
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Um dos métodos analíticos mais amplamente utilizados no cálculo de lajes é a 

Teoria de Grelha. Conforme abordado em Araújo (2010), a Teoria de Grelha possui 

como hipótese simplificadora a não consideração da rigidez à torção da laje.  

Portanto, pode-se considerar que a Teoria de Grelha representa um limite 

inferior no dimensionamento e verificação de lajes, uma vez que há um aumento nos 

valores dos momentos fletores devido à não consideração da rigidez à torção da laje. 

Existem poucas pesquisas que abordam, de forma prática, a consideração da 

flexibilidade dos apoios nos métodos analíticos para o cálculo de lajes. Nesse sentido 

o estudo proposto nesta tese sobre a contribuição à Teoria de Grelha com apoios 

flexíveis, pretende preencher a lacuna no meio técnico de métodos de cálculo 

analíticos de lajes com apoios flexíveis. 
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

Este capítulo tem como propósito apresentar os diversos estudos relativos à 

análise e dimensionamento de lajes, contemplando os principais temas de interesse, 

assim como as teorias que fundamentam a análise do comportamento de lajes. 

2.1 Teoria de Placas 

A teoria de placas, embora de difícil aplicação prática, é a base para os modelos 

de cálculo de lajes. Lajes podem ser analisadas como estruturas bidimensionais as 

quais são consideradas estruturas de estado plano, ou seja, uma dimensão 

(espessura) é muito menor que as outras dimensões (comprimento e largura). 

As equações de compatibilidade de uma estrutura em estado plano são dadas 

em função dos campos de deslocamentos 𝑢(𝑥, 𝑦) e 𝑣(𝑥, 𝑦). As deformações 

específicas associadas aos campos de deslocamentos são expressas por 

 𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
  (2.1) 

 𝜀𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
  (2.2) 

 𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
  (2.3) 

Para se obter as equações constitutivas do elemento deve-se determinar o tipo 

de estrutura que está sendo analisada. As placas podem estar sujeitas ao estado 

plano de tensão ou estado plano de deformação, sendo o usual para lajes o estado 

plano de tensão. 

2.1.1 Estado plano de tensão 

Os elementos em estado plano de tensão possuem a característica de 

apresentar tensão normal nula, ou seja, 𝜎𝑧 = 0. Assim, as deformações específicas 

correspondentes à direção do eixo 𝑍 são 𝜀𝑧 ≠ 0. 

Com as componentes de tensão (𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧), e admitindo-se que o material 

segue a lei de Hook, obtém-se as seguintes relações 
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 𝜀𝑥 =
𝜎𝑥

𝐸
  (2.4) 

 𝜀𝑦 = −𝜈𝑝𝜀𝑥 = −𝜈𝑝

𝜎𝑥

𝐸
  (2.5) 

Admitindo-se que o elemento esteja sujeito a um estado biaxial de tensões 

pode-se somar os efeitos da deformação resultando em  

 𝜀𝑥 =
𝜎𝑥

𝐸
− 𝜈𝑝

𝜎𝑥

𝐸
  (2.6) 

 𝜀𝑦 =
𝜎𝑦

𝐸
− 𝜈𝑝

𝜎𝑦

𝐸
  (2.7) 

Lembrando-se que a distorção por cisalhamento é dada por 

 𝛾𝑥𝑦 =
2(1 + 𝜈𝑝)

𝐸
𝜏𝑥𝑦  (2.7) 

Escrevendo-se matricialmente as equações 2.6, 2.7 e 2.8 obtém-se  

 |

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

| =
1

𝐸
|

1 −𝜈𝑝 0

−𝜈𝑝 1 0

0 0 2(1 + 𝜈𝑝)

| |

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

|  (2.8) 

A equação 3.8 pode ser escrita de forma simples como  

 𝜀 = 𝐿𝜎  (2.9) 

Invertendo-se a matriz 𝐿 da equação 2.9 pode-se relacionar o vetor das tensões 

com o vetor das deformações, assim  

 𝜎 = 𝐶𝜀  (2.10) 

onde 𝐶 é a matriz constitutiva para o estado plano de tensão 

 𝐶 =
𝐸

1 − 𝜈𝑝
2 ||

1 𝜈𝑝 0

𝜈𝑝 1 0

0 0
1 − 𝜈𝑝

2

||  (2.11) 

2.1.2 Estado plano de deformação 

As estruturas em estado plano de deformação possuem a característica de 

apresentar deformação específica normal nula, ou seja, 𝜀𝑧 = 0 e tensões normais à 

superfície 𝜎𝑧 ≠ 0. De forma análoga ao item anterior são apresentadas as 

deformações específicas para esse estado plano de deformação 

 𝜀𝑥 =
𝜎𝑥

𝐸
− 𝜈𝑝

𝜎𝑦

𝐸
− 𝜈𝑝

𝜎𝑧

𝐸
  (2.12) 

 𝜀𝑦 =
𝜎𝑦

𝐸
− 𝜈𝑝

𝜎𝑥

𝐸
− 𝜈𝑝

𝜎𝑧

𝐸
  (2.13) 
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 𝜀𝑧 =
𝜎𝑧

𝐸
− 𝜈𝑝

𝜎𝑥

𝐸
− 𝜈𝑝

𝜎𝑦

𝐸
  (2.14) 

Substituindo-se 𝜎𝑧 da equação 2.14 nas equações 2.12 e 2.13 obtém-se a 

expressão matricial  

 |

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

| =
1 + 𝜈𝑝

𝐸
|

1 − 𝜈𝑝 −𝜈𝑝 0

−𝜈𝑝 1 − 𝜈𝑝 0

0 0 2

| |

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

|  (2.15) 

A equação 2.15 pode ser escrita de forma análoga à equação 2.9. Procedendo 

com os cálculos obtém-se a matriz constitutiva para o estado plano de deformação  

 𝐶 =
𝐸

(1 + 𝜈𝑝)(1 − 𝜈𝑝)
||

1 − 𝜈𝑝 𝜈𝑝 0

𝜈𝑝 1 − 𝜈𝑝 0

0 0
(1 − 2𝜈𝑝)

2

||  (2.16) 

2.1.3 Teoria de Kirchhoff 

Dentre as hipóteses adotadas na Teoria de Kirchhoff a principal é que a seção 

transversal da placa se mantém plana e perpendicular à linha neutra, de forma 

análoga à Teoria de Euler Bernoulli para vigas. Essa teoria é a mais indicada para a 

análise de placas delgadas. 

As hipóteses de compatibilidade de deformações e cinemáticas adotas são: 

 existem apenas deslocamentos verticais; 

 a deformação vertical é nula em qualquer ponto da placa (𝜀𝑧 = 0); 

 uma linha reta e normal à superfície média da placa e que intercepta o plano 

médio no ponto P(x,y) mantém-se reta e ortogonal ao plano tangente à 

superfície média no referido ponto. 

Como consequência da 3ª hipótese as deformações por cisalhamento nos 

eixos YZ e XZ são nulas, ou seja, 𝛾𝑦𝑧 = 𝛾𝑥𝑧 = 0. 

O campo de deslocamentos é dado em função do deslocamento vertical 𝜔(𝑥, 𝑦) 

e expresso pelas equações  

 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧
𝜕𝜔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
  (2.17) 

 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
  (2.18) 

As deformações específicas do elemento infinitesimal são obtidas derivando-

se as equações 2.17 e 2.18, conforme expresso nas equações  
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 𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −𝑧

𝜕2𝜔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
  (2.19) 

 𝜀𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −𝑧

𝜕2𝜔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
  (2.20) 

 𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −2𝑧

𝜕2𝜔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
  (2.21) 

Para o cálculo das tensões no elemento deve-se considerar que a placa está 

sujeita a um estado plano de tensões. Assim, o vetor de tensões é expresso 

matricialmente por 

 |

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

| =
𝐸

1 − 𝜈𝑝
2 ||

1 𝜈𝑝 0

𝜈𝑝 1 0

0 0
1 − 𝜈𝑝

2

|| |

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

|  (2.22) 

Substituindo-se os valores das deformações no vetor de deformações da 

equação 2.22 resulta em  

 |

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

| == −𝑧
𝐸

1 − 𝜈𝑝
2 ||

1 𝜈𝑝 0

𝑣𝑝 1 0

0 0
1 − 𝜈𝑝

2

|| |

𝜔𝑥𝑥

𝜔𝑦𝑦

2𝜔𝑥𝑦

|  (2.23) 

Os momentos resultantes são obtidos por meio de integração das tensões ao 

longo da espessura da placa, conforme expresso na equação 2.23 

 |

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

| = ∫ |

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

| 𝑧𝑑𝑧
𝑡/2

−𝑡/2

  (2.24) 

Integrando a equação 2.24, admitindo-se curvatura constante ao longo da 

espessura, tem-se 

 |

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

| = −(
𝑡3

12
)

𝐸

1 − 𝑣𝑝
2 ||

1 𝑣𝑝 0

𝑣𝑝 1 0

0 0
1 − 𝑣𝑝

2

|| |

𝜔𝑥𝑥

𝜔𝑦𝑦

2𝜔𝑥𝑦

|  (2.25) 

que pode ser reescrita da seguinte forma 

 𝑀 = 𝐷𝐾  (2.26) 

onde 𝐷 é expresso pela equação abaixo e denominado rigidez à flexão da placa de 

Kirchhoff, e o vetor 𝐾 é o vetor de curvaturas  
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 𝐷 =
𝑡3

12
𝐶𝑘 =

𝑡3𝐸

12(1 − 𝑣𝑝
2)

||

1 𝑣𝑝 0

𝑣𝑝 1 0

0 0
1 − 𝑣𝑝

2

||  (2.27) 

 𝐾 = |

𝜔𝑥𝑥

𝜔𝑦𝑦

2𝜔𝑥𝑦

|  (2.28) 

Vale ressaltar a semelhança da expressão 2.26 em relação à equação da 

curvatura para vigas expressa por 𝑀 = 𝐸𝐼𝑣′′. 

2.1.4 Teoria de Mindlin 

Dentre as hipóteses adotadas na Teoria de Mindlin a principal é que a seção 

transversal da placa se mantém plana, mas não necessariamente perpendicular à 

linha neutra, ou seja, é considerada a distorção devido ao cisalhamento, de forma 

análoga à Teoria de Timoshenko para vigas. Essa teoria é a mais indicada para a 

análise de placas delgadas e espessas. 

As hipóteses de compatibilidade de deformações e cinemáticas adotas são: 

 existem apenas deslocamentos verticais; 

 a deformação vertical é nula em qualquer ponto da placa (𝜀𝑧 = 0); 

 uma linha reta e normal à superfície média da placa e que intercepta o plano 

médio no ponto P(x,y) mantém sua linearidade após a aplicação do 

carregamento, sem estar ortogonal à seção. 

A 3ª hipótese, diferentemente da Teoria de Kirchoff, permite a distorção por 

cisalhamento na seção para os demais eixos.  

Os deslocamentos são dados por 

 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧
𝜕𝜔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
  (2.29) 

 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧
𝜕𝜔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
  (2.30) 

As deformações específicas são dadas por 

 𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑧

𝜕2𝜔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
  (2.31) 

 𝜀𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −𝑧

𝜕2𝜔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
  (2.32) 
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 𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 𝑧 (

𝜕2𝜔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
−

𝜕2𝜔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
)  (2.33) 

 𝛾𝑦𝑧 =
𝜕𝜔

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= (

𝜕𝜔

𝜕𝑦
−

𝜕𝜔

𝜕𝑥
)  (2.34) 

 𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝜔

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= (

𝜕𝜔

𝜕𝑥
−

𝜕𝜔

𝜕𝑦
)  (2.35) 

Seguindo a mesma sistemática do item 2.1.3 pode-se desenvolver o vetor de 

momentos pela teoria de Mindlin, obtendo-se 

 |
𝑀
𝑄

| = |
−𝐷𝑏 0
0 𝐷𝑠

| |
𝐾𝑏

𝐾𝑠
|  (2.36) 

 𝐷𝑏 =
𝑡3

12
𝐶𝑘 =

𝑡3𝐸

12(1 − 𝑣𝑝
2)

||

1 𝑣𝑝 0

𝑣𝑝 1 0

0 0
1 − 𝑣𝑝

2

||  (2.37) 

 𝐷𝑠 = 𝑡 |
|

𝐸

2(1 + 𝑣𝑝)
0

0
𝐸

2(1 + 𝑣𝑝)

|
|  (2.38) 

 𝐾𝑏 = |

𝜃𝑦,𝑥

𝜃𝑥,𝑦

𝜃𝑦,𝑦 − 𝜃𝑥,𝑥

|  (2.39) 

 𝐾𝑠 = |
𝜔,𝑦−𝜃𝑥

𝜔,𝑥 − 𝜃𝑦
|  (2.40) 

Observa-se que em comparação à teoria de Kirchhoff, a teoria de Mindlin 

considera as solicitações devido à força cortante em todos os planos do elemento, 

podendo ser considerada uma metodologia de cálculo mais completa do ponto de 

vista teórico.    

2.2 Método dos elementos finitos 

O cálculo de lajes pelo método dos elementos finitos pode ser realizado com 

elementos bidimensionais ou tridimensionais. Devido à complexidade e elevado 

esforço computacional utiliza-se, normalmente, elementos bidimensionais para a 

análise de placas. 

Para se determinar a matriz de rigidez de um elemento bidimensional é 

necessário estabelecer as funções de interpolação do elemento, que são dadas em 

função do número de nós do elemento.  
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Embora de uma forma geral existem diferenças entre os diversos elementos 

finitos bidimensionais (elementos CST, isoparamétricos, etc) a sistemática para o 

desenvolvimento da matriz de rigidez é semelhante, sendo abordada na sequência. 

  As funções de interpolação (matriz 𝑁) fornecem os campos de deslocamentos 

no interior dos elementos em função dos deslocamentos nodais 

 𝑢 = 𝑁𝑑𝑙  (2.41) 

O vetor de deformações no interior do elemento é obtido derivando-se essa 

expressão, resultando em  

 𝜀 = 𝐵𝑑𝑙  (2.42) 

Para o cálculo das tensões no elemento é necessário utilizar o vetor de 

deformações específicas dado pela equação 2.42, onde a matriz 𝐵 é a derivada da 

matriz 𝑁. Admitindo-se que o material é homogêneo, e tem comportamento linear 

elástico, utiliza-se a matriz constitutiva 𝐶, que depende do tipo de estado plano 

adotado para o comportamento do elemento, assim 

 𝜎 = 𝐶𝜀  (2.43) 

A matriz de rigidez do elemento é obtida por meio do princípio dos 

deslocamentos virtuais, resultando em  

 𝐾𝑙 = ∫𝐵𝑇𝐶𝐵𝑑𝑉  (2.44) 

A matriz de rigidez global 𝐾𝑔 da estrutura é obtida associando as matrizes de 

rigidez locais 𝐾𝑙 de cada elemento. Os deslocamentos globais são calculados a partir 

da equação de equilíbrio  

 𝐾𝑔𝑑𝑔 = 𝑓𝑔  (2.45) 

onde 𝑓𝑔 é o vetor de cargas globais da estrutura.  

2.3 Teoria de Grelha 

Tendo em vista que os métodos de cálculo pela Teoria das placas são de difícil 

aplicação, alguns métodos práticos foram elaborados de forma a tornar a análise e 

dimensionamento de fácil aplicação prática. 

A teoria de grelha consiste em dividir a laje em duas vigas fictícias de largura 

unitária cada uma em um eixo da laje. Calcula-se, em função das condições de 

contorno adotadas em cada viga, o deslocamento máximo para um dado 

carregamento. Com o deslocamento máximo calculado em cada faixa iguala-se o 
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valor obtido da faixa 𝑋 com o da faixa 𝑌, de forma a se compatibilizar os 

deslocamentos. 

Com a compatibilidade de deslocamentos assegurada prossegue-se com os 

cálculos determinando as solicitações atuantes na laje em função das condições de 

contorno. Para aplicação do método existem diversos textos técnicos, entre os quais 

citam-se os livros de Souza e Cunha (1998) e Araújo (2010). 

O carregamento atuante na laje é decomposto em duas parcelas de carga, 

onde cada parcela é atribuída a uma faixa, assim 

 𝑞 = 𝑞𝑥 + 𝑞𝑦  (2.46) 

Os deslocamentos devem ser iguais na interseção 

 Δ𝑥 = Δ𝑦  (2.47) 

Admitindo-se que os deslocamentos são dados pela forma 

 Δ =
𝛼

384

𝑞𝑙4

𝐸𝐼
  (2.48) 

onde o coeficiente 𝛼 é dado em função da condição de contorno da faixa em estudo. 

Prosseguindo com os cálculos obtém-se 

 𝛼𝑥𝑞𝑥𝑙𝑥
4 = 𝛼𝑦𝑞𝑦𝑙𝑦

4
  (2.49) 

Utilizando a equação 2.46 na equação 2.49 tem-se 

 𝛼𝑥𝑞𝑥𝑙𝑥
4 = 𝛼𝑦(𝑞 − 𝑞𝑥)𝑙𝑦

4
  (2.50) 

Isolando-se 𝑞𝑥 obtém-se 

 𝑞𝑥 = 𝑞
𝛼𝑦𝑙𝑦

4

𝛼𝑥𝑙𝑥
4 + 𝛼𝑦𝑙𝑦

4  (2.51) 

onde utilizam-se as variáveis auxiliares  

 𝐾𝑥 =
𝛼𝑦𝑙𝑦

4

𝛼𝑥𝑙𝑥
4 + 𝛼𝑦𝑙𝑦

4  (2.52) 

 𝐾𝑦 = 1 − 𝐾𝑥  (2.53) 

Com os coeficientes 𝐾𝑥 e 𝐾𝑦 pode-se obter os momentos e reações das lajes a 

partir de expressões amplamente divulgadas em literatura técnica.  

2.4 Processo de Marcus 

O processo de Marcus, de acordo com Souza e Cunha (1994) tem como base 

a equação diferencial de placas, sendo obtido suas equações pelo método das 
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diferenças finitas. Esse método considera o efeito da torção na laje, influenciando, 

assim, os resultados para os momentos positivos. 

Para o cálculo dos momentos positivos é aplicado um fator 𝑣 < 1 nas equações 

de cálculo dos momentos positivos. Esses coeficientes são baseados em relações 

semiempíricas e são obtidos em função da geometria da laje e da condição de 

contorno dos bordos. Os coeficientes redutores são dados pelas equações  

 𝑣𝑥 = 1 −
20

3

𝐾𝑥

𝛼𝑥𝜀2
  (2.54) 

 𝑣𝑦 = 1 −
20

3

𝐾𝑦𝜀2

𝛼𝑦
  (2.55) 

 𝜀 =
𝑙𝑦

𝑙𝑥
  (2.56) 

os coeficientes 𝛼𝑥 e 𝛼𝑦 são dados em função das condições de contorno da laje, 𝐾𝑥 e 

𝐾𝑦 são os coeficientes de distribuição de carga das faixas. O valor dessas variáveis é 

igual às obtidas pela Teoria de Grelha. Os momentos positivos pela teoria de Marcus 

são dados pelas equações abaixo 

 𝑀𝑥,𝑚 = 𝑣𝑥𝑀𝑥  (2.57) 

 𝑀𝑦,𝑚 = 𝑣𝑦𝑀𝑦  (2.58) 

Onde 𝑀𝑥,𝑚 e 𝑀𝑦,𝑚 correspondem aos momentos fletores positivos atuantes na 

laje pela teoria de Marcus e 𝑀𝑥 e 𝑀𝑦 são os momentos fletores positivos obtidos pela 

teoria de grelha. 

Contudo, vale destacar que, de acordo com Araújo (2010), o cálculo das 

reações de apoio da laje, para esse método, não deve ser considerado como um 

carregamento uniformemente distribuído nas vigas, devendo ser considerado um 

carregamento triangular. 

Por considerar a torção é necessário dimensionar armaduras nos cantos com 

condição de contorno de apoio simples. 

2.5 Método das faixas finitas 

O cálculo pelo método das faixas finitas utiliza funções de forma polinomiais na 

direção transversal e funções e forma trigonométricas na direção longitudinal. O 

método das faixas finitas (MFF) difere do método dos elementos finitos (MEF) no 



46 

 

sentido de que a discretização do meio contínuo é feita com faixas longitudinais, 

enquanto no MEF é feito com elementos bidimensionais. 

De acordo com Lazzari e Batista (2021) o campo de deslocamentos de cada 

faixa pode ser aproximado pela expressão 3.59 

    (
𝑢
𝑣
𝑤

) = ∑[𝑁][𝑑] =∑(
𝑁𝑢𝑣 0
0 𝑁𝑤

) {𝑢1 𝑣1 𝑢2 𝑣2 𝑤1 𝜃1 𝑤2 𝜃2}𝑇   (2.59) 

A matriz das funções de forma é obtida através de funções polinomiais. A 

formulação do método é realizada pelo princípio da mínima energia  

     
𝜕Π

𝜕𝑑
= 0  (2.60) 

O procedimento para o cálculo das reações e deslocamentos segue a mesma 

sistemática do método dos elementos finitos. 

2.6 Analogia de grelha 

O cálculo pela analogia de grelha é realizado subdividindo-se a laje em grelhas 

planas formadas por barras igualmente espaçadas. Assim, de acordo com Araújo 

(2010), a rigidez à torção e flexão da laje é dada pelos elementos de grelha 

constituintes.  

A rigidez à flexão das barras de grelha é dada por 

     𝐾 =
𝐸𝑐𝑠𝑏ℎ3

12(1 − 𝑣2)
  (2.61) 

A rigidez à torção das barras de grelha é dada por 

     𝐾𝑡 = 𝜒(1 − 𝑣)𝐾  (2.62) 

Onde o coeficiente 𝜒 é o coeficiente de redução da rigidez à torção da barra e 

possui valor menor ou igual a 1. 

As barras de grelha são carregadas por 

     𝑞 =
𝑔𝐴

𝑙𝑡𝑜𝑡
  (2.63) 

Onde 𝑔 é o carregamento total da laje,  𝐴 é a área da laje e 𝑙𝑡𝑜𝑡 é a soma dos 

comprimentos das barras de grelha. 

Utilizando-se o método de rigidez para resolver a grelha obtém-se os 

deslocamentos nodais, momentos fletores e momentos de torção. Os momentos por 

unidade de comprimento são dados por 
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      𝑀𝑥 =
𝑀𝑥0

Δ𝑌
  (2.64) 

     𝑀𝑦 =
𝑀𝑦0

ΔX
  (2.65) 

Onde 𝑀𝑥 e 𝑀𝑦 são os momentos fletores na barra de grelha nas direções X e 

Y e Δ𝑌 e Δ𝑋 é o espaçamento entre as barras. 
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3 DIRETRIZES NORMATIVAS NA ANÁLISE À FLEXÃO DE LAJES 

As normas, nacionais e internacionais, trazem alguns requisitos mínimos que 

devem ser atendidos para a análise e dimensionamento de lajes. Majoritariamente as 

condições que devem ser atendidas dizem respeito à armadura mínima a ser adotada, 

à ductilidade da seção e a espessura mínima. 

Neste capitulo serão avaliados os principais requisitos em relação à análise de 

lajes à flexão, principalmente em relação à análise de lajes com apoios flexíveis.  

Assim, de forma a apresentar quais as prescrições normativas são usualmente 

adotas os itens que seguem apresentam as recomendações dos principais códigos 

utilizados. 

3.1 NBR 6118/2023 

Seguindo as diretrizes da NBR 6118/2023 elementos de placa podem ser 

analisados admitindo-se as seguintes hipóteses: 

a) manutenção da seção plana após a deformação, em faixas suficientemente 

estreitas; 

b) representação dos elementos por seu plano médio. 

A norma destaca que deve ser estudada a necessidade de se avaliar a 

alternância de cargas na análise. Para estruturas com carga variável de até 5 kN/m², 

e que seja no máximo de 50% da carga total, a análise pode ser efetuada sem a 

consideração da alternância de cargas.  

Em relação à análise estrutural recomenda-se que em elementos de placa 

devam ser aplicados os métodos baseados na teoria da elasticidade adotando-se o 

coeficiente de Poisson 𝑣 = 0,2.  

Para caracterizar o comportamento dúctil da seção a posição da linha neutra, 

no Estado Limite Ultimo, deve estar compreendida dentro dos limites abaixo descritos: 

 𝑥/𝑑 ≤ 0,45 para concretos com 𝑓𝑐𝑘 ≤ 50 𝑀𝑃𝑎; 

 𝑥/𝑑 ≤ 0,35 para concretos com 50 𝑀𝑃𝑎 < 𝑓𝑐𝑘 ≤ 90 𝑀𝑃𝑎. 
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Quando a redistribuição dos momentos na laje é admitida, reduzindo o 

momento fletor de 𝑀 para 𝛿𝑀 em determinada seção, a profundidade da linha neutra 

deve ser limitada aos seguintes valores: 

 𝑥/𝑑 ≤ (𝛿 − 0,44)/1,25 para concretos com 𝑓𝑐𝑘 ≤ 50 𝑀𝑃𝑎; 

 𝑥/𝑑 ≤ (𝛿 − 0,56)/1,25 para concretos com 50 𝑀𝑃𝑎 < 𝑓𝑐𝑘 ≤ 90 𝑀𝑃𝑎. 

onde o coeficiente de redistribuição 𝛿 deve obedecer ao limite 𝛿 ≥ 0,75. 

Na análise plástica é permitido utilizar, no cálculo no estado limite último, a 

teoria das charneiras plásticas. Para se garantir as condições apropriadas de 

ductilidade, sem a necessidade de verificação explicita da capacidade de rotação da 

seção, a linha neutra deve estar compreendida entre os limites: 

 𝑥/𝑑 ≤ 0,25 para concretos com 𝑓𝑐𝑘 ≤ 50 𝑀𝑃𝑎; 

 𝑥/𝑑 ≤ 0,15 para concretos com 𝑓𝑐𝑘 > 50 𝑀𝑃𝑎. 

O cálculo da armadura mínima em uma seção pode ser obtido em função do 

momento mínimo para o cálculo de armadura longitudinal de vigas, dado pela equação 

3.1. 

 𝑀𝑑,𝑚𝑖𝑛 = 0,8𝑊0𝑓𝑐𝑡𝑘,𝑠𝑢𝑝  (3.1) 

A armadura mínima também pode ser adotada em função das taxas mínimas 

de armadura, que são dadas em função do 𝑓𝑐𝑘 do concreto, conforme ilustra a Figura 

3.1.  

 

Figura 3.1 – Valores mínimos de taxa de armadura, NBR 6118/2023. 

Para lajes armadas em uma direção, cuja relação entre os vãos é superior a 2, 

a norma preconiza que na direção da armadura secundária seja respeitado os limites 

estabelecidos abaixo 

 
𝐴𝑠

𝑠
≥ 20% 𝑑𝑎 𝑎𝑟𝑚𝑎𝑑𝑢𝑟𝑎 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙  (3.2) 

 
𝐴𝑠

𝑠
≥ 0,9

𝑐𝑚2

𝑚
  (3.3) 
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 𝜌𝑠 ≥ 0,5𝜌𝑚𝑖𝑛  (3.4) 

De forma geral as armaduras mínimas para as lajes devem seguir as 

prescrições apresentadas na Figura 3.2. 

 

Figura 3.2 – Valores mínimos de taxa de armadura em lajes, NBR 6118/2023. 

Assim, verifica-se que não há necessidade de se dimensionar armadura 

mínima quando se trata do detalhamento da armadura disposta na direção do maior 

vão para lajes armadas em uma direção, haja vista que os valores a serem adotados 

são dados em função de quantidades pré-estabelecidas em função de outros 

parâmetros. 
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3.2 FIB Model Code 2010 

O FIB Model Code recomenda que a análise estrutural deva levar em 

consideração aspectos relativos à geometria, condições de contorno e transmissão 

das reações de apoios dos elementos.   

A interação solo-estrutura também deve ser considerada de forma apropriada 

na modelagem, ou seja, os deslocamentos devido ao comportamento do solo devem 

ser previstos na análise do comportamento da estrutura.  

Portanto, embora não exista uma indicação expressa da consideração 

flexibilidade dos apoios em lajes, pode-se interpretar que o código sugere que na 

análise esteja contemplada todas as possíveis causas de deslocamentos na estrutura 

e a forma como elas afetam na transmissão das reações de apoio nos elementos 

estruturais. 

É permitida a redistribuição de momentos, sem a verificação da capacidade de 

rotação da seção plastificada, para lajes sujeitas preponderantemente à flexão e que 

tenham uma razão entre vãos variando de 0,5 a 2. 

Para se adotar a redistribuição de momentos fletores sem a verificação explicita 

da capacidade de rotação da seção a profundidade da linha neutra deve estar 

compreendida dentro dos limites estabelecidos abaixo: 

 𝛿 ≥ 𝑘1 + 𝑘2𝑥𝑢/𝑑 para 𝑓𝑐𝑘 ≤ 50 𝑀𝑃𝑎; 

 𝛿 ≥ 𝑘3 + 𝑘4𝑥𝑢/𝑑 para 𝑓𝑐𝑘 > 50 𝑀𝑃𝑎. 

Onde 𝛿 é o coeficiente de redistribuição, 𝑥𝑢 é a linha neutra no estado limite de 

serviço após a redistribuição, 𝑑 é a altura útil, 𝑘1 = 0,44, 𝑘2 = 1,25(0,6 + 0,0014/𝜀𝑐𝑢2), 

𝑘3 = 0,7 e 𝑘4 = 0,8. 

A norma sugere que nos locais onde há a possibilidade de formação de rótulas 

plásticas a linha neutra deve estar compreendida nos limites abaixo estipulados: 

 𝑥/𝑑 ≤ 0,45 para concretos de classe ≤ C50/60; 

 𝑥/𝑑 ≤ 0,35 para concretos de classe ≥ C55/67. 

A resistência à compressão, deformação máxima, resistência à tração e demais 

parâmetros associados às classes do concreto são apresentados na Figura 3.3. 
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Figura 3.3 – Resistência à compressão do concreto em função das classes, FIB 

Model Code 2010. 

Para o cálculo da resistência à flexão, no estado limite último, é recomendado 

que sejam admitidas as seguintes hipóteses: 

 as seções são planas; 

 a resistência à tração do concreto é ignorada. 

Acerca da análise estrutural a norma faz referências a regiões B (forças e 

momentos variam gradualmente) e D (força e momentos variam de forma 

descontínua), que devem ser levadas em consideração na análise.  

Nas regiões B a hipótese de Bernoulli é válida, enquanto na região D essa 

hipótese não é válida. As regiões de descontinuidade podem ser dadas em função de 

alteração brusca de geometria do elemento estrutural ou carregamento concentrado. 

A Figura 3.4 ilustra características dessas regiões. 
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Figura 3.4 – Regiões de continuidade (B) e descontinuidade (D), adaptado de Tjen e 

Kuchma (2002). 

A área de aço mínima em lajes deve ser adotada de modo a estar em 

conformidade com os critérios de serviço (tensão limite, abertura de fissuras, vibração 

e deformação excessiva).  

A armadura longitudinal mínima em lajes pode ser calculada de forma análoga 

à armadura mínima de vigas dado pela equação 3.5. 

 𝐴𝑠,𝑚𝑖𝑛 = 0,26
𝑓𝑐𝑡𝑚
𝑓𝑦𝑘

𝑏𝑤𝑑  (3.5) 

Em relação à armadura transversal (cisalhamento), quando há necessidade, o 

valor mínimo a ser adotado não deve ser menor que 20% do valor calculado da 

armadura mínima longitudinal. 

Quando existe torção na laje devido à compatibilidade, e a estrutura não 

depende da torção para a estabilidade, não é necessário considerar a torção no 

estado limite último. Entretanto, nesses casos, armadura mínima de torção deve ser 

prevista para evitar fissuração excessiva.  

3.3 American Concrete Institute – ACI 318 

O ACI 318 (2019) permite o uso de qualquer método de cálculo para a análise 

de lajes, desde que sejam obedecidas as condições de equilíbrio, compatibilidade e 

as condições em serviço sejam atendidas.  

Para lajes não protendidas deve haver controle da tensão atuante no concreto, 

que deve obedecer aos limites estabelecidos na Figura 3.5.  
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Figura 3.5 – Deformação limite, ACI 318, 2019. 

A espessura mínima da laje, sem vigas em seu interior, é dada em função do 

comprimento de vão, da tensão de escoamento do aço e se existe capitel, conforme 

ilustra a Figura 3.6. 

 

Figura 3.6 – Espessura mínima de laje armada em duas direções, adaptado de ACI 

318, 2019. 

A armadura mínima em lajes é dada pela equação 4.6 e deve estar localizada 

na região de tração da seção. A armadura mínima deve ser prevista em função do vão 

em análise. 

 𝐴𝑠,𝑚𝑖𝑛 = 0,0018 𝐴𝑔  (3.6) 

Onde 𝐴𝑔 é a área bruta da seção. 

Para a análise dos deslocamentos de lajes armadas em uma direção o ACI 318 

(2019) prevê que o cálculo deve ser realizado de forma análoga ao cálculo do 

deslocamento de vigas. 

Apesar de não existir uma indicação explicita da consideração de apoios 

flexíveis na modelagem, o código recomenda que a rigidez dos elementos estruturais 

deve considerar os efeitos das deformações devido à flexão, cisalhamento, 

deformação axial e escorregamento de armadura.  
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Existe ainda a necessidade de se considerar o efeito da fissuração na 

determinação da rigidez dos elementos estruturais, caso seja verificada na 

combinação dos carregamentos que existe a possibilidade de formação de fissuras. 

O ACI 318 (2019) faz uma ressalva em relação ao tipo de carregamento que 

pode alterar o comportamento de lajes armadas em uma direção. Cargas 

concentradas ou aberturas criam momentos locais e força cortante que podem fazer 

com que a laje armada em uma direção se comporte como laje armada em duas 

direções.  

3.4 Eurocode 2004 

Em relação à análise estrutural de lajes, o Eurocode permite que o 

dimensionamento considere que os apoios não gerem restrição à torção, ou seja, 

podem ser admitidos bordos simplesmente apoiados.  

Quando se considera que a laje seja monolítica com os apoios, o momento 

crítico deve ser considerado na face do apoio. Assim, o código preconiza que o 

momento e a reação de dimensionamento deva ser o maior valor entre o obtido na 

análise elástica e o considerando a redistribuição. 

Para se realizar a análise plástica de lajes alguns parâmetros devem ser 

respeitados, os quais seguem listados abaixo: 

 os métodos de cálculo devem ser utilizados apenas para checagem do 

estado limite último; 

 a ductilidade da seção deve ser suficiente para se garantir o mecanismo de 

rótulas plásticas; 

 a análise plástica deve ser baseada no limite inferior (estático) ou no limite 

superior (cinemática). 

Para se garantir a condição de ductilidade da seção, sem a necessidade de 

verificação explicita, a linha neutra deve estar compreendida entre os limites 

estabelecidos abaixo  

 𝑥/𝑑 ≤ 0,25 para concretos de classe ≤ 𝐶50/60; 

 𝑥/𝑑 ≤ 0,15 para concretos de classe ≥ 𝐶55/67; 

 A razão entre os momentos nos suportes e no vão intermediário deve estar 

entre 0,5 e 2. 



56 

 

A resistência à compressão do concreto e suas respectivas classes são dadas 

pela Figura 3.7. 

 

Figura 3.7 – Classes do concreto de acordo com o Eurocode, 2004. 

O código determina que a armadura mínima das lajes deve seguir os mesmos 

requisitos para vigas, assim, a armadura mínima longitudinal é dada pela equação 

abaixo 

 𝐴𝑠,𝑚𝑖𝑛 = 0,26
𝑓𝑐𝑡𝑚
𝑓𝑦𝑘

𝑏𝑤𝑑 ≥ 0,0013𝑏𝑤𝑑  (3.6) 

Para o caso de lajes armadas em uma direção o código prevê que deve ser 

disposta, no mínimo, 20% da área de aço principal na direção do maior vão da laje. 

3.5 Canadian Standards Association – CSA (2004) 

Acerca da análise estrutural o código recomenda que a laje seja dimensionada 

garantindo o equilíbrio e compatibilidade com os apoios. Os limites relacionados aos 

deslocamentos máximos devem ser atendidos. 
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É permitido o uso da teoria de placa com aproximação clássica ou numérica. 

Para análise mais precisa deve-se levar em consideração a espessura da placa e o 

efeito de redistribuição dos momentos devido à fissuração, retração, fluência e 

carregamento. 

Recomenda-se que, para qualquer tipo de laje a ser dimensionada, deve haver 

a previsão de uma armadura mínima a ser disposta em cada direção do vão. A 

armadura deve obedecer ao mínimo indicado na equação 4.7. 

 𝐴𝑠,𝑚𝑖𝑛 = 0,002 𝐴𝑔  (3.7) 

Onde 𝐴𝑔 é a área bruta da seção. 

O CSA (2004) determina que a espessura mínima de uma laje seja dada em 

função dos critérios de estado limite de serviço e que não seja inferior a 12cm. 

Entretanto, espessura menor que o mínimo pode ser adotado, desde que os 

deslocamentos sejam inferiores aos limites estabelecidos. 

Para o caso de existir vigas entre os suportes da laje a condição de espessura 

mínima da laje a ser calculada é dada em função da inércia da viga de bordo e outros 

parâmetros.  

Em relação ao cálculo do deslocamento da laje é necessário considerar a 

geometria da placa, as condições de suporte e o tipo de vinculação dos elementos 

estruturais. 

No cálculo de lajes armadas em duas direções os momentos resultantes devem 

ser ajustados de forma a considerar os efeitos da torção da laje. Assim, o momento 

final de dimensionamento deve ser a soma do momento de cálculo com o momento 

de torção, conforme apresentado abaixo. 

 Momento positivo 

 𝑀𝑥,𝑑 = 𝑚𝑥 + |𝑚𝑥𝑦|  (3.8) 

 𝑀𝑦,𝑑 = 𝑚𝑦 + |𝑚𝑥𝑦|  (3.9) 

 Momento negativo 

 𝑀𝑥,𝑑 = 𝑚𝑥 − |𝑚𝑥𝑦|  (3.10) 

 𝑀𝑦,𝑑 = 𝑚𝑦 − |𝑚𝑥𝑦|  (3.11) 

O código permite que a análise plástica de lajes possa ser baseada no limite 

inferior ou limite superior, entretanto, para análise mais precisa os efeitos de fluência 

e retração devem ser considerados.  
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Além dos requisitos especificados anteriormente é necessário que na análise 

plástica o tamanho e a rigidez dos elementos de suporte sejam considerados. 

3.6 Resumo dos códigos 

Apesar de não existirem recomendações acerca das análises estruturais a 

serem realizadas nos casos de apoios flexíveis em lajes, verifica-se que algumas 

normas indicam a necessidade de se considerar os deslocamentos dos apoios. 

O ACI 318 (2019) e o FIB Model Code (2010) indicam a necessidade de se 

considerar na modelagem da estrutura os efeitos que possam causar deslocamentos 

nas vigas de apoio. 

As normas regulamentadoras analisadas recomendam a necessidade de se 

adotar uma armadura mínima nos elementos estruturais, de forma a suprir eventuais 

aproximações de cálculo.  

Entretanto, alguns os códigos como a NBR 6118 (2023) e o Eurocode (2004) 

adotam armaduras mínimas diferentes nos casos em que as lajes são armadas em 

uma direção, podendo obter valores inferiores aos mínimos pré-estabelecidos. 

De uma forma geral as normas permitem a plastificação dos apoios em lajes, 

desde que certos limites relacionados à posição da linha neutra sejam respeitados. 

Esses limites buscam permitir que a seção tenha capacidade de rotação suficiente. 

Ressalta-se que apenas o código CSA (2004) apresenta uma recomendação 

acerca dos momentos de torção de lajes os quais devem ser somados aos momentos 

positivos e negativos das lajes. 
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4 CONSIDERAÇÕES SOBRE A FLEXIBILIDADE EM SISTEMAS ESTRUTURAIS 

Na análise e dimensionamento de estruturas é comum adotar aproximações 

nos modelos estruturais de forma a facilitar sua modelagem. Dentre as aproximações 

usualmente empregadas constam a utilização de nós rígidos e apoios que transmitem 

os esforços na sua totalidade. 

Embora esse tipo de aproximação seja utilizado rotineiramente sabe-se que a 

transmissão total e esforços pelos apoios é uma arbitração matemática que não se 

configura na prática em sua totalidade, assim, deslocamentos relativos podem ocorrer 

na estrutura alterando o diagrama de esforços dos elementos estruturais. 

Alguns fatores podem influenciar na capacidade de transmissão dos esforços 

nos nós e apoios da estrutura, dentre os quais pode-se citar: 

 fissuração; 

 comprimento de ancoragem insuficiente; 

 escorregamento da armadura por falta de aderência; 

 nichos de concretagem e baixa resistência do concreto na seção. 

Embora a NBR 6118/2023 e diversas outras normas indiquem o uso de 

armadura mínima de modo a suprir as aproximações de cálculo, a depender do grau 

de rotação ocorrida no elemento estrutural, a armadura mínima prevista pode não ser 

suficiente para resistir ao carregamento aplicado. 

Assim, uma forma de considerar esses fatores é utilizar apoios elásticos no 

modelo estrutural. Os itens que seguem apresentam formas de como pode ser 

considerado apoios elásticos na concepção da estrutura. 

4.1 Análise da rigidez dos pilares em vigas de pórticos 

No dimensionamento de pórticos é costume considerar a simplificação de que 

todos os apoios e ligações transmitem os esforços de forma perfeita, ou seja, as 

considerações de que engastes, apoios simples e nós transmitem integralmente as 

solicitações. 

Em estruturas idealizadas como pórticos a dimensão dos pilares pode alterar o 

modelo estrutural a ser utilizado para o dimensionamento das vigas. A Figura 4.1 
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ilustra o caso de uma viga em que a rigidez do pilar altera o modelo estrutural a ser 

adotado em seu dimensionamento. 

 

Figura 4.1 – Influência da rigidez dos pilares no modelo estrutural de viga. a) Modelo 

de viga simplesmente apoiada; b) Modelo de viga apoiada e engastada 

O caso idealizado na Figura 4.1 ilustra o modelo estrutural comumente utilizado 

para o dimensionamento de vigas em pórticos. Entretanto, o modelo de apoios simples 

pode não se concretizar na prática (Figura 4.1a). 

Por menor que seja a rigidez dos pilares eles oferecem certa restrição à rotação 

da viga, assim, o modelo que apresenta maior precisão dos resultados é o que 

considera apoios semirrígidos. 

Devido à restrição parcial à rotação dos apoios da viga, em função da rigidez 

dos pilares, o dimensionamento como vigas simples ou contínuas pode resultar em 

patologias devido à ausência de armadura superior nos apoios. A Figura 4.2 ilustra 

esse tipo de problema. 
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Figura 4.2 – Possível formação de fissura em devido a modelo estrutural 

inadequado. 

Acerca da possibilidade de formação de fissuras no encontro de viga com pilar, 

conforme as ilustradas na Figura 4.2, as normas Eurocode (2004) e FIB model code 

(2010) recomendam dispor armadura para controle da fissuração quando esses 

membros são considerados rotulados nos pilares. 

Além da rigidez dos pilares influenciar no modelo estrutural da viga, a não 

linearidade do material devido à possível abertura de fissuras também contribui para 

alterar o diagrama de esforços do elemento.  

A NBR 6118/2023 permite admitir que as vigas de edifícios sejam contínuas 

sem ligações rígidas com os pilares, contudo devem ser respeitados os seguintes 

critérios: 

 nos vãos intermediários das vigas contínuas não podem ser considerados 

momentos positivos inferiores aos obtidos quando se considera as 

extremidades da viga deste vão engastado; 

 nos vãos extremos das vigas contínuas os momentos positivos não podem 

ser menores que os obtidos engastando-se o apoio interno; 

 quando a viga for solidária com o pilar intermediário e a largura do apoio for 

superior a 25% da altura do pilar não poderá ser considerado momento 
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negativo de valor absoluto menor que o do engastamento perfeito nesse 

apoio. 

A NBR 6118/2023 recomenda que em vigas contínuas apoiadas sobre pilares 

deva ser considerado um momento fletor negativo dado por 

 𝑀 = 𝑀𝑒𝑛𝑔 (
𝑟𝑖𝑛𝑓 + 𝑟𝑠𝑢𝑝

𝑟𝑣𝑖𝑔𝑎 + 𝑟𝑖𝑛𝑓 + 𝑟𝑠𝑢𝑝
)  (4.1) 

Onde 𝑀𝑒𝑛𝑔 é o momento de engastamento perfeito do vão em questão e 𝑟 é o 

coeficiente de rigidez dado por 

 𝑟 =
𝐼

𝐿
  (4.2) 

Onde 𝐼 é a inércia da seção transversal do elemento e 𝑙 o comprimento do vão. 

Os subíndices 𝑖𝑛𝑓, 𝑠𝑢𝑝 e 𝑣𝑖𝑔𝑎 são referentes ao pilar inferior, pilar superior e a viga 

do nó em análise. 

Os coeficientes de rigidez da viga são obtidos com o modelo apresentado na 

Figura 4.3.  

 

Figura 4.3 – Modelo para cálculo momento fletor negativo para viga de pórtico. 

Quando a viga possuir um único vão o engaste perfeito deve ser substituído 

por um apoio simples. Neste caso o coeficiente é dado por 

 𝑟𝑣𝑖𝑔𝑎 = 3
𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎

𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎
  (4.3) 

Para os demais casos deve-se adotar as expressões abaixo 

 𝑟𝑣𝑖𝑔𝑎 = 4
𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎

𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎
  (4.4) 
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 𝑟𝑠𝑢𝑝 = 6
𝐼𝑠𝑢𝑝

𝐿𝑠𝑢𝑝
  (4.5) 

 𝑟𝑖𝑛𝑓 = 6
𝐼𝑖𝑛𝑓

𝐿𝑖𝑛𝑓
  (4.6) 

Caso o dimensionamento da viga tenha como base o sistema de pórtico pode-

se desconsiderar as premissas adotadas para o cálculo de viga continua e utilizar os 

resultados obtidos diretamente da análise estrutural do pórtico. 

A modelagem do elemento pode ser melhorada considerando a solidariedade 

dos pilares com a viga, adotando-se o modelo estrutural com molas, conforme ilustra 

a Figura 4.4.  

 

Figura 4.4 – Modelo de viga contínua utilizando apoios elásticos considerando a 

rigidez dos pilares. 

De acordo com Araújo (2014), a rigidez rotacional dos apoios das molas é dada 

pela equação 4.7. 

 𝐺 = 𝐸𝑐𝑠 (6
𝐼𝑠𝑢𝑝

𝐿𝑠𝑢𝑝
+ 6

𝐼𝑖𝑛𝑓

𝐿𝑖𝑛𝑓
)  (4.7) 

onde 𝐸𝑐𝑠 é o modulo de elasticidade secante do concreto. 

A variável G deve ser substituída na matriz de rigidez global da viga no lugar 

do grau de liberdade correspondente à rotação do nó no apoio. Assim, deve-se 

prosseguir com os cálculos para se obter as solicitações de deslocamentos. 

Os modelos apresentados buscam aproximar o dimensionamento de uma viga 

contínua considerando a influência da rigidez dos pilares no modelo estrutural. 

Portanto, verifica-se que as condições de contorno são essenciais para o 

dimensionamento mais preciso e a análise do comportamento da edificação. 
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Ressalta-se que existem outras formas de se obter as reações de elementos 

estruturais com apoios elásticos, conforme apresentado em Jaroszewicz et al (2014) 

onde foi utilizada uma função de influência capaz de calcular as reações de uma viga 

com apoios elásticos. 

Além das questões relativas à rigidez dos apoios deve-se levar em 

consideração a formação de fissuras nos elementos estruturais. Zhang et al (2017) 

analisou, utilizando-se o método dos elementos finitos, o efeito da abertura de fissuras 

em viga engastada e livre com apoios elásticos, onde foi verificado que, além do 

aumento dos deslocamentos, há também uma redução da frequência natural da 

estrutura. 

Assim, observa-se que para uma análise mais completa e precisa, além das 

considerações acerca da rigidez dos apoios, deve ser levado em consideração 

aspectos relativos à não linearidade do material como, por exemplo, a formação de 

fissuras. 

4.2 Considerações sobre apoios elásticos na interação solo-estrutura 

A consideração da flexibilidade nos apoios é usualmente adotada na interação 

solo-estrutura, onde os deslocamentos oriundos do comportamento do solo costumam 

ter influência significativa na redistribuição dos esforços no sistema estrutural. O 

modelo mais amplamente utilizado para considerar a flexibilidade dos apoios é o 

modelo de Winkler. 

O modelo de Winkler consiste em substituir os apoios por um coeficiente de 

mola que caracterize o grau de flexibilidade esperado na interação solo-estrutura. A 

modelagem considerando apoios elástico apresenta resultados mais precisos, pois 

consideram os deslocamentos previstos no apoio e fornecem diagramas de esforços 

mais próximos da realidade. 

Contudo, uma das dificuldades em se utilizar o Modelo de Winkler é obter, de 

forma precisa, o coeficiente de mola nos apoios. Para o uso em solos a determinação 

do coeficiente de mola torna-se mais trabalhosa e apresenta um grau de imprecisão 

elevado, devido às características de heterogeneidade do solo. 

O módulo de reação (coeficiente de mola) na análise de vigas sobre base 

elástica pode não ter a precisão adequada devido às propriedades do solo, conforme 

estudos de Baker et al (1989). Devido às dificuldades em se determinar esse valor 
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pode-se obter resultados que não correspondem à real distribuição dos esforços no 

elemento. 

Uma das aplicações do modelo de Winkler é em estacas carregadas 

transversalmente. Froio e Rizzi (2017) analisaram esse tipo de modelagem admitindo-

se a variação do coeficiente de mola horizontal ao longo da estaca, devido às 

características de heterogeneidade do solo. Os autores observaram que a solução 

analítica exata (equação diferencial ordinária) pode servir como referência para validar 

a precisão do modelo de Winkler, onde foi verificada precisão satisfatória dos 

resultados. 

Sato et al (2008) verificou que ao se comparar a modelagem de uma viga 

utilizando-se apoios elásticos ou admitindo-se a interação solo-estrutura os resultados 

obtidos são bastante próximos. 

Assim, verifica-se que a utilização de apoios elásticos busca trazer uma 

resposta mais precisa na estrutura, entretanto, a dificuldade maior na interação solo-

estrutura consta na determinação do coeficiente de mola. 

4.3 Determinação do coeficiente de mola em apoios elásticos 

Embora a utilização mais comum do coeficiente de mola na caracterização dos 

apoios em elementos estruturais seja na modelagem da interação solo-estrutura, 

pode-se utilizar a mesma sistemática para se analisar estruturas em geral. 

Diferentemente do que ocorre na caracterização do coeficiente de mola na 

interação solo-estrutura onde é necessário determinar os parâmetros do solo, em 

estruturas de concreto ou metálicas pode-se determinar o coeficiente de mola de 

forma mais fácil a partir do cálculo dos deslocamentos do elemento estrutural.  

Fazendo uso das equações 4.8, 4.9 e 4.10 pode-se determinar o coeficiente de 

mola (𝑘𝑣, 𝑘ℎ e 𝑘𝜃) do apoio em função do deslocamento ou rotação e das solicitações 

associadas ao nó objeto de análise. 

 𝑃 = 𝑘𝑣𝑦  (4.8) 

 𝐹 = 𝑘ℎ𝑥  (4.9) 

 𝑀 = 𝑘𝜃𝜃  (4.10) 

A Figura 4.5 ilustra a representação dos coeficientes de mola associados a um 

determinado nó do elemento estrutural. 
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Figura 4.5 – Representação de apoios elásticos lineares. 

Ressalta-se que, de acordo com Martha (2010), a relação utilizada para se 

determinar os coeficientes de mola abrangem apenas apoios elásticos com 

comportamento linear, ou seja, quando a estrutura apresenta deslocamentos e 

rotações do apoio de pequeno valor.  

A distribuição dos apoios elásticos pode ser otimizada, conforme estudos 

realizados por Aydin (2020) onde foi analisada a otimização da distribuição de apoios 

elásticos em uma viga engastada e livre considerando as hipóteses de Timoshenko. 

Comparando-se os resultados obtidos pelo modelo com molas e sem mola pôde-se 

constatar boa correlação dos resultados.  

Aydin (2020) observou que as condições dos suportes alteram de forma 

significativa o comportamento da força externa na viga. Alterar a rigidez do coeficiente 

de mola influencia os diferentes modos de vibração do elemento estrutural. A 

utilização de apoios elásticos altera a distribuição do carregamento na viga e as 

características dinâmicas, podendo causar escoamento do material devido ao 

aumento das solicitações internas. 

A adoção de apoios elásticos também pode ser utilizada na alteração do 

modelo de estruturas existentes. A modificação na concepção visa melhorar o 

desempenho estrutural de forma a adequar novos carregamentos ou alterações 

arquitetônicas.  

Cabe destacar que apoios elásticos também mudam as propriedades 

dinâmicas da estrutura. Jalali e Noohi (2017) verificaram que ao se considerar uma 
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viga engastada com apoios elásticos houve alteração nos resultados para a 

frequência natural da estrutura e seus modos de vibração. 

Estudo conduzido por Park et al. (1997) teve como objetivo investigar o efeito 

da modificação da concepção estrutural das vigas em pontes, a partir da 

transformação de vigas simplesmente apoiadas em vigas contínuas. Para tal, foram 

realizados ensaios experimentais para estudar o comportamento das lajes em 

diferentes condições de suporte, especificamente em relação à alteração das 

condições de suporte de rígido para flexível em tabuleiros de pontes. Os resultados 

obtidos pelos pesquisadores indicaram um aumento significativo de 10 a 20% nas 

deformações quando foram utilizados suportes elásticos. 

4.4 Avaliação da flexibilidade dos apoios para o cálculo de lajes 

Quando se considera a flexibilidade dos apoios para o cálculo das lajes pode-

se determinar reações significativamente diferentes das que seriam obtidas 

considerando a condição de contorno de apoios rígidos.  

Ressalta-se que não necessariamente a flexibilidade dos apoios deva estar 

associada à geometria das vigas de borda, mas sim ao deslocamento final do 

elemento de apoio, o qual pode haver um aumento devido ao carregamento na 

estrutura ou patologias. 

A patologia associada à baixa resistência do concreto, ou à existência de nichos 

de concretagem (falha construtiva), pode aumentar a fissuração do elemento 

estrutural, reduzindo a sua rigidez à flexão e, consequentemente, aumentando os 

deslocamentos finais.  

Em situações de incêndio também pode ocorrer aumento do deslocamento final 

da estrutura de apoio, assim como modificação das propriedades do concreto. Nguyen 

et al (2015) estudou os efeitos de lajes submetidas a condições de fogo extremas. 

Quando as lajes são submetidas a temperaturas elevadas pode haver a formação de 

rótulas plásticas nas vigas de borda, caracterizando um certo grau de flexibilidade dos 

apoios. 

Os autores verificaram que a depender do grau de flexibilidade ocorrida nas 

vigas de borda o comportamento da laje pode alterar, havendo uma redistribuição das 

solicitações. Em situações de incêndio a laje pode experimentar, inclusive, grandes 

deformações inelásticas. 
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A configuração de apoios rígidos para o cálculo de lajes pode fornecer 

resultados imprecisos. Araújo (2008) destaca que em função da condição de contorno 

usualmente empregada (apoios rígidos) sempre irá ocorrer um maior momento fletor 

segundo a direção do menor vão da laje.  

Entretanto, a depender do grau de flexibilidade das vigas de bordo essa pode 

não ser a direção da maior solicitação. Dedução semelhante também pode ser 

verificada em Silva e Horowitz (2008), onde foi verificado que ao se considerar a 

flexibilidade das vigas de apoio resulta no aumento dos momentos fletores das lajes 

e redução dos momentos fletores das vigas.  

De acordo com Araújo (2008) quando se engasta as lajes onde existe 

continuidade com a laje adjacente, utilizando-se a teoria de placas para se determinar 

as solicitações, não se obtém valores confiáveis para as solicitações das lajes 

apoiadas em vigas flexíveis.  

Arman (2014) verificou que o deslocamento das lajes de concreto armado 

depende da rigidez dos apoios, observando que o deslocamento no meio da laje reduz 

com o aumento da rigidez das vigas de apoio. Estudos realizados por Abdel-Karim 

(2006) e Galyautdinov (2017) apresentaram conclusões similares.  

Tangwongchai et al (2011) ressalta a importância de se considerar a 

flexibilidade das vigas de apoio das lajes para a correta análise estrutural dos 

momentos fletores na laje. 

Além das propriedades estáticas que são influenciadas pela consideração da 

flexibilidade das vigas de apoio Bueno e Loriggio (2016) e Galyautdinov (2017) 

observaram que a rigidez das vigas de apoio também influência nas propriedades 

dinâmicas da estrutura. 

Cabe destacar que a razão entre a rigidez da laje e da viga de apoio influencia 

diretamente nos momentos fletores e no deslocamento final da laje, conforme estudos 

idealizados por Chen (2012). 

Além dos parâmetros relativos à geometria da laje e propriedades do concreto 

também deve ser levado em consideração o tipo de carregamento adotado na análise 

estrutural. Ensaios realizados por Lantsoght et al (2015) analisaram o efeito do 

carregamento concentrado e distribuído em linha em lajes simplesmente apoiadas. 

Algumas das lajes ensaiadas foram colocadas em apoios elásticos sendo 

consideradas apoiadas em suportes flexíveis. 
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Os autores observaram que, nas situações em que os apoios são flexíveis, foi 

constatada que a ruína por cisalhamento apresentou comportamento mais dúctil que 

em apoios rígidos.  

Acerca do efeito do carregamento em lajes Kezmane et al (2016) analisou a 

modelagem em elementos finitos para lajes submetidas a impactos dinâmicos. Foi 

verificado que o tipo de comportamento do material possui grande influência da 

resposta da estrutura. Os modelos de dano do concreto foram os que que 

apresentaram respostas mais precisas. 

Apesar de ser notória a influência que a flexibilidade das vigas de bordo causa 

na laje existem poucos métodos analíticos de cálculo. Dentre os poucos métodos de 

cálculo existentes para o cálculo de lajes com apoios flexíveis pode-se citar o de 

McCutcheon (1984) que desenvolveu um método para cálculo de lajes de madeira 

utilizando como base sistema de molas para o desenvolvimento das equações.  

O método proposto por McCutcheon (1984) apresentou boa correlação com o 

método dos elementos finitos e ensaios realizados. Apesar de boa correlação dos 

resultados alguns parâmetros de difícil determinação foram negligenciados na análise 

(variação do material, piso, conectores, etc).  

Outro método utilizado no cálculo de lajes sobre apoios flexíveis é o 

apresentado em Araújo (2009). Nesse método as lajes do pavimento são calculadas 

como simplesmente apoiadas. Na ligação entre duas lajes adjacentes o valor do 

momento negativo é admitido como o maior valor absoluto do momento positivo na 

direção considerada. 

Ressalta-se ainda que o tipo de modelagem adotada impacta diretamente no 

consumo de aço na estrutura. Estudo analítico realizado por Barrozo et al (2022) 

ilustra as diferenças no consumo de aço ao se utilizar diferentes modelos de 

concepção estrutural de lajes.  

 

 

 

 

 

 



70 

 

5 TEORIA DE GRELHA SOBRE APOIOS FLEXÍVEIS 

Para se obter as solicitações utilizando-se apoios elásticos, considera-se a 

mesma sistemática da Teoria de Grelha. Assim, para se determinar as solicitações a 

laje é decomposta em uma série de faixas ortogonais entre si de largura unitária, 

conforme descrito em Silva e Tavares (2023). A Figura 5.1 apresenta a ilustração de 

uma faixa de laje apoiada sobre vigas. 

 

Figura 5.1 – Faixa de laje apoiada sobre vigas. 

O modelo inicialmente adotado para a contribuição à Teoria de Grelha se 

baseia na premissa de que as vigas de bordo são simplesmente apoiadas nas 

extremidades e sofrem deslocamento devido à carga da faixa de laje, conforme ilustra 

a Figura 5.2. 

 

Figura 5.2 – Deslocamento nas vigas de apoio da laje. 
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O modelo estrutural utilizado para a faixa de laje e a viga de apoio, incluindo 

carregamento distribuído da laje, é o apresentado na Figura 5.3. O modelo estrutural 

de carga concentrada na viga de apoio foi escolhido apenas para simplificação do 

cálculo final do deslocamento. 

 

Figura 5.3 – Modelo estrutural para a faixa de laje e viga de apoio. 

O carregamento atuante na laje é decomposto em duas parcelas de carga, 

onde cada parcela é atribuída a uma faixa, assim 

 𝑞 = 𝑞𝑥 + 𝑞𝑦  (5.1) 

Portanto, a parcela de carga 𝑞𝑥 ou 𝑞𝑦 ao atuar na sua respectiva faixa provoca 

um deslocamento na viga de bordo. De forma a garantir a compatibilidade de 

deformações, na interseção entre as faixas os deslocamentos entre as faixas devem 

ser iguais. 

Admite-se como premissa básica que as vigas que oferecem as condições de 

contorno das lajes são simplesmente apoiadas nos pilares no referido trecho de laje 

(conforme apresentado na Figura 5.3). Assim, o deslocamento máximo em uma viga 

biapoiada devido à carga concentrada no meio do vão é dado pela equação 5.2: 

 𝑦 =
𝑃𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎

3

48𝐸𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎
  (5.2) 

onde a carga 𝑃 é a reação da faixa de laje, 𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎 é o comprimento da viga onde a laje 

está apoiada e 𝐸𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎 é a rigidez da viga de apoio. 

O coeficiente de mola no apoio da faixa da laje é obtido em função do 

deslocamento da viga de borda pela equação abaixo 

 𝑃 = 𝑘. 𝑦  (5.3) 

Substituindo o valor do deslocamento (equação 5.2) na expressão 5.3 obtém-

se o coeficiente de mola do apoio da faixa de laje 
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𝑘 =

𝑃

𝑦
=

𝑃

𝑃𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎
3

48𝐸𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎

=
48𝐸𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎

𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎
3  

 (5.4) 

Ressalta-se que o deslocamento utilizado para obter a rigidez do coeficiente de 

mola considerou apenas o deslocamento devido à carga da laje, modelo mais refinado 

deve considerar todas as cargas que causam deslocamento na viga (carregamento 

permanente e acidental). 

Um modo de contabilizar o deslocamento total das vigas de apoio é multiplicar 

o deslocamento de referência (equação 5.2) por uma constante que resulte no valor 

do deslocamento máximo da viga (incluindo o deslocamento devido à carga da faixa 

de laje) no ponto de estudo, assim 

 
𝑦𝑚𝑎𝑥

𝑦
= 𝜆 → 𝑦𝑚𝑎𝑥 = 𝜆

𝑃𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎
3

48𝐸𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎
  (5.5) 

Cabe destacar que o coeficiente 𝜆 pode ter qualquer valor, haja vista que este 

coeficiente busca apresentar o real deslocamento da viga de apoio em função do 

deslocamento de referência 𝑦 devido à carga concentrada da faixa de laje. 

Assim, considerando-se que as vigas de borda da faixa de laje podem ter 

propriedades distintas, o deslocamento em cada um dos apoios é dado pelas 

equações abaixo 

 𝑦1 = 𝜆1

𝑅1

𝑘1
 (5.6) 

 𝑦2 = 𝜆2

𝑅2

𝑘2
 (5.7) 

onde 𝑅1 e 𝑅2 são as cargas concentradas da faixa de laje, 𝜆1 e 𝜆2 os coeficientes de 

ajuste de deslocamento, e 𝑘1 e 𝑘2 a rigidez da viga de bordo dada pela equação 5.4. 

5.1 Faixa de laje biapoiada com apoios flexíveis 

O deslocamento máximo para uma faixa de laje, considerando as condições de 

contorno biapoiada com apoios elásticos e carregamento uniformemente distribuído, 

é dada pela soma do deslocamento máximo do meio do vão com o encurtamento 

elástico nos apoios. 

A Figura 5.4 mostra a diferença nos deslocamentos para a condição de 

contorno de apoios simples e apoios elásticos, considerando-se a possibilidade de 

haver rigidez 𝑘1 e 𝑘2 diferentes na faixa de laje.  
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Figura 5.4 – Comparação entre o deslocamento de viga biapoiada com apoio rígido 

e flexível. 

Por se tratar de um sistema isostático e simétrico o deslocamento máximo (∆1), 

devido ao carregamento distribuído, em ambos os sistemas é igual e dado pela 

equação 5.8. 

 ∆1= −
5

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
  (5.8) 

Entretanto, o deslocamento máximo para a faixa de laje com apoios elásticos 

vai ser dada pela soma entre o deslocamento devido ao carregamento ∆1 e o 

deslocamento devido ao movimento de corpo rígido ∆2 no ponto de deslocamento 

máximo, assim 

 ∆= ∆1 + ∆2  (5.9) 

onde o deslocamento devido ao movimento de corpo rígido, no local onde o momento 

é máximo, é dado pela média entre o deslocamento ocorrido nos apoios elásticos, 

conforme ilustra a Figura 5.5. 

 

Figura 5.5 – Deslocamento no ponto de momento máximo devido à elasticidade dos 

apoios. 

Assim, com o deslocamento nos apoios dado pelas equações 5.6 e 5.7, o 

deslocamento no meio do vão devido ao movimento de corpo rígido, é dado por 
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  ∆2= −
𝑦1 + 𝑦2

2
= −

𝜆1

2𝑘1
𝑅1 −

𝜆2

2𝑘2
𝑅2  (5.10) 

Assim, o deslocamento total no meio do vão resulta em  

 ∆= −
5

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
−

𝜆1

2𝑘1
𝑅1 −

𝜆2

2𝑘2
𝑅2  (5.11) 

onde 𝑞 é a carga distribuída na faixa de laje, 𝑅1 e 𝑅2 é a reação de apoio da faixa de 

laje devido ao carregamento distribuído 𝑞, 𝑘1 e 𝑘2 são os apoios elásticos da faixa de 

laje, 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 é a rigidez à flexão da laje e 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 é o comprimento da faixa de laje. 

Destaca-se que as reações de apoio, por se tratar de um sistema isostático 

com carregamento uniformemente distribuído e simétrico, são as mesmas para a viga 

isostática. Portanto, a carga concentrada na viga de apoio é dada por 

 𝑅1 = 𝑅2 = 𝑅 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2
  (5.12) 

Deve-se lembrar que o valor de 𝑅 é referente à faixa de laje. Assim, substituindo 

a reação na equação do deslocamento máximo resulta em 

 ∆= −
5

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
− 𝜆1

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

4𝑘1
− 𝜆2

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

4𝑘2
  (5.13) 

que pode ser simplificado da seguinte forma 

 ∆= −
5

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
−

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(𝑘1𝜆2 + 𝑘2𝜆1)

4𝑘1𝑘2
  (5.14) 

Utilizando-se a seguinte variável auxiliar obtém-se 

 𝑘 = 2
𝑘1𝑘2

(𝑘1𝜆2 + 𝑘2𝜆1)
  (5.15) 

 ∆= −
5

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
−

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2𝑘
  (5.16) 

A consideração de que a equação 6.16 é o deslocamento máximo da faixa de 

laje é válida apenas para os casos em que a diferença entre os deslocamentos, 𝑦2 e 

𝑦1, das vigas de apoio seja menor ou igual ao deslocamento ∆1 da laje, conforme pode 

ser observado na Figura 5.4.  

5.2 Faixa de laje biengastada com apoios flexíveis 

Para o modelo de viga biengastada é necessário obter a expressão geral para 

o cálculo das reações de apoio e deslocamento, haja vista que a condição de apoios 

flexíveis com rigidezes diferentes altera o valor das reações de apoio. A Figura 5.6 
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mostra a diferença nos deslocamentos para a condição de contorno de apoios simples 

e apoios elásticos. 

 

Figura 5.6 – Comparação entre o deslocamento de viga biengastada com apoio 

rígido e flexível. 

Utilizando-se as equações de equilíbrio obtém-se as seguintes relações entre 

as reações de apoio 

 ∑𝐹𝑦 = 0 → 𝑅1 + 𝑅2 = 𝑞𝐿  (5.17) 

 ∑𝑀1 = 0 → 𝑀1 − 𝑀2 + 𝑅2𝐿 −
𝑞𝐿2

2
= 0  (5.18) 

A Figura 5.7 apresenta as variáveis a serem determinadas na equação do 

momento em função da distância a partir do 1° engaste. 

 

Figura 5.7 – Seção de viga biengastada, a partir do 1° apoio, para o equacionamento 

do momento. 
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A equação do momento fletor, a partir do 1° engaste, é dada em função da 

distância 𝑥 pela equação 5.19 

 𝑀(𝑥) = −𝑀1 + 𝑅1𝑥 −
𝑞𝑥2

2
  (5.19) 

Usando a relação momento curvatura prossegue-se para a determinação da 

linha elástica 

 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐
′′ = 𝑀(𝑥) = −𝑀1 + 𝑅1𝑥 −

𝑞𝑥2

2
  (5.20) 

Integrando-se a equação 5.20 resulta 

 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐
′ =

𝑅1𝑥
2

2
− 𝑀1𝑥 −

𝑞𝑥3

6
+ 𝐶1  (5.21) 

Utilizando-se a condição de contorno 𝜐′ = 0 em 𝑥 = 0, ou seja, curvatura no 

engaste nula, obtém-se o valor da constante 𝐶1 = 0. Integrando-se novamente a 

expressão 5.21 obtém-se a equação da linha elástica da viga biengastada  

 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐 =
𝑅1𝑥

3

6
−

𝑀1𝑥
2

2
−

𝑞𝑥4

24
+ 𝐶2  (5.22) 

Empregando-se como condição de contorno o deslocamento nos apoios 

elásticos (equação 5.6 e 5.7) determina-se a constante 𝐶2 e as reações de apoio. 

Assim, para  𝑥 = 0 tem-se a seguinte condição de contorno 

 𝜐 = −𝜆1𝑦1  (5.23) 

Substituindo o valor do deslocamento na equação da linha elástica obtém-se a 

constante 𝐶2. 

 𝐶2 = −𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒(𝜆1𝑦1)  (5.24) 

Cabe destacar que a constante 𝐶2, embora seja dada em função de parâmetros 

da estrutura, trata-se de um adimensional. 

Para a condição de contorno em que  𝑥 = 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 tem-se o seguinte deslocamento 

no apoio elástico 

 𝜐 = −𝜆2𝑦2  (5.25) 

Substituindo na equação da linha elástica obtém-se 

 −𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒(𝜆2𝑦2) =
𝑅1𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3

6
−

𝑀1𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2

2
−

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

24
− 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒(𝜆1𝑦1) (5.26) 

Considerando-se que os deslocamentos dos apoios elásticos são dados pela 

equação 5.6 e 5.7, e substituindo-os na equação 5.26, e simplificando, obtém-se  
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4𝑅1𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
3 − 12𝑀1𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2 − 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4 − 24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (𝜆1

𝑅1

𝑘1
)

+ 24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (𝜆2

𝑅2

𝑘2
) = 0 

 (5.27) 

que resulta na seguinte equação 

 
𝑅1 (4𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3 − 24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

𝜆1

𝑘1
) + 𝑅2 (24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

𝜆2

𝑘2
)

− 𝑀1(12𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2) − 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

4 = 0 

 (5.28) 

Utilizando-se a condição de contorno 𝜐′ = 0 em 𝑥 = 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 tem-se 

 
𝑅1𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
− 𝑀1𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 −

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
3

6
= 0  (5.29) 

Colocando-se todas as variáveis da equação 5.29 em função de 𝑅1 tem-se 

 𝑀1 =
𝑅1𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2
−

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2

6
  (5.30) 

Pelo somatório das forças verticais obtém-se a reação 𝑅2 em função de 𝑅1. 

 𝑅2 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 − 𝑅1  (5.31) 

Substituindo-se as duas variáveis (equações 5.30 e 5.31) na expressão da linha 

elástica (equação 5.28) obtém-se a reação 𝑅1. 

 

𝑅1 (4𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
3 − 24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

𝜆1

𝑘1
) + (𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 − 𝑅1) (24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

𝜆2

𝑘2
)

− (
𝑅1𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2
−

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2

6
) (12𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2) − 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4 = 0 

 (5.32) 

Isolando-se 𝑅1 

 

𝑅1 [(4𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
3 − 24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

𝜆1

𝑘1
) − (24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

𝜆2

𝑘2
) − 6𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3]

= 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 [(−24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

𝜆2

𝑘2
) − 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3] 

 (5.33) 

que resulta em 

 𝑅1 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

[(−24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
𝜆2

𝑘2
) − 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3]

[−24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆1

𝑘1
+

𝜆2

𝑘2
) − 2𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3]
  (5.34) 

Utilizando-se a variável auxiliar 

 𝛽 =
[(24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

𝜆2

𝑘2
) + 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3]

[24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆1

𝑘1
+

𝜆2

𝑘2
) + 2𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3]
  (5.35) 
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 𝑅1 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝛽  (5.36) 

Com o valor de 𝑅1 pode-se determinar as demais reações de apoio, assim 

 𝑅2 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 − 𝑅1 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝛽)  (5.37) 

 𝑀1 =
𝑅1𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2
−

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2

6
=

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2

2
(𝛽 −

1

3
)  (5.38) 

Do somatório de momentos em 1 (equação 5.18) tem-se  

 𝑀1 − 𝑀2 + 𝑅2𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 −
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
= 0  (5.39) 

Isolando-se 𝑀2 

 𝑀2 = 𝑀1 + 𝑅2𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 −
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
  (5.40) 

 𝑀2 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
(𝛽 −

1

3
) + 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒² (1 − 𝛽) −

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2

2
  (5.41) 

 𝑀2 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
(
2

3
− 𝛽)  (5.42) 

Portanto, as reações de uma viga biengastada considerando-se apoios 

elásticos são dadas por 

 𝑅1 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝛽  (5.43) 

 𝑅2 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝛽)  (5.44) 

 𝑀1 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
(𝛽 −

1

3
)  (5.45) 

 𝑀2 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
(
2

3
− 𝛽)  (5.46) 

onde a variável 𝛽 é obtida pela equação 5.35. Admitindo-se que o deslocamento 

máximo irá ocorrer no ponto onde o momento positivo é máximo, o local onde o 

deslocamento máximo será o mesmo onde a força cortante é nula. Assim, a equação 

5.47 determina o ponto de força cortante nula, conforme ilustra a Figura 5.8. 

 𝑅1 − 𝑞𝑥 = 0 → 𝑥 = 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝛽  (5.47) 
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Figura 5.8 – Localização do momento máximo, a partir do diagrama de força 

cortante, para o caso de viga biengastada com apoio elástico. 

O momento máximo positivo é dado pela área do diagrama de força cortante 

(Figura 5.8) subtraindo-se o momento fletor no engaste, assim 

 𝑀𝑚𝑎𝑥 =
𝑅1𝑥

2
− 𝑀1 =

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2𝛽2

2
−

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2

2
(𝛽 −

1

3
)  (5.48) 

 𝑀𝑚𝑎𝑥 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
(𝛽2 − 𝛽 +

1

3
)  (5.49) 

Substituindo-se o valor de 𝑥 (equação 5.47) na equação da linha elástica 

obtém-se o deslocamento máximo na faixa de laje biengastada 

 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐 =
𝑅1𝑥

3

6
−

𝑀1𝑥
2

2
−

𝑞𝑥4

24
− 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒(𝜆1𝑦1)  (5.50) 

 
𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐 =

(𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝛽)(𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝛽)
3

6
−

(
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2 (𝛽 −
1
3)) (𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝛽)

2

2

−
𝑞(𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝛽)

4

24
− 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (𝜆1 (

𝑅1

𝑘1
)) 

 (5.51) 

Rearranjando a equação 5.51 tem-se o seguinte desenvolvimento das 

equações para se obter o deslocamento máximo. 

 

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐 =
1

6
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

4𝛽4 −
1

4
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

4𝛽3 +
1

12
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

4𝛽2 −
1

24
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

4𝛽4

− 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (𝜆1 (
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝛽

𝑘1
)) 

 (5.52) 
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 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4 (

3

24
𝛽4 −

1

4
𝛽3 +

1

12
𝛽2) − 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (𝜆1 (

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝛽

𝑘1
))  (5.53) 

 𝜐 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
(

3

24
𝛽4 −

1

4
𝛽3 +

1

12
𝛽2) − (𝜆1 (

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝛽

𝑘1
))  (5.54) 

De forma a facilitar o equacionamento e obter uma expressão semelhante ao 

deslocamento máximo dos outros casos deve-se igualar o deslocamento obtido em 

5.54 com a expressão 5.55 

 ∆=
𝛼

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2𝑘
 (5.55) 

Igualando-se as parcelas da equação 5.54, conforme apresentado nas 

equações 5.56 e 5.57, pode-se obter as variáveis auxiliares 𝛼 e 𝑘 

 
𝛼

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
=

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
(

3

24
𝛽4 −

1

4
𝛽3 +

1

12
𝛽2) (5.56) 

 
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2𝑘
= −(𝜆1 (

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝛽

𝑘1
)) (5.57) 

que resulta nas seguintes variáveis auxiliares 

 𝑘 = −
𝑘1

2𝜆1𝛽
 (5.58) 

 𝛼 = (48𝛽4 − 96𝛽3 + 32𝛽2) (5.59) 

Cabe ressaltar que ao se realizar o limite da rigidez dos apoios tendendo ao 

infinito a variável 𝛽 tende a 𝛽 = 0,5, que substituído nas equações de reações de 

apoios resulta em valores iguais às reações de viga biengastada com apoios rígidos. 

5.3 Faixa de laje engastada e apoiada com apoios flexíveis 

Para o caso de uma faixa de laje de apoios elástico com condição de contorno 

engastado e apoiado ocorre a alteração do diagrama das solicitações na estrutura, 

sendo necessário determinar os esforços por meio da linha elástica, de forma análoga 

ao realizado no item de viga biengastada. A Figura 5.9 apresenta o modelo estrutural 

da faixa de laje para a condição de contorno com engaste e apoio nas extremidades. 
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Figura 5.9 – Viga engastada e apoiada com apoios elásticos. 

Utilizando-se as equações de equilíbrio obtém-se as seguintes relações para a 

determinação das reações de apoio 

 ∑𝐹𝑥 = 0 → 𝑅1 + 𝑅2 = 𝑞𝐿  (5.60) 

 ∑𝑀 = 0 → 𝑀 + 𝑅2𝐿 −
𝑞𝐿2

2
= 0  (5.61) 

A Figura 5.10 apresenta a equação do momento em função da distância a partir 

do engaste. 

 

Figura 5.10 – Equacionamento do momento para viga engastada e apoiada a partir 

do engaste. 

A equação do momento fletor é dada pela equação 5.62. 

 𝑀(𝑥) = −𝑀 + 𝑅1𝑥 −
𝑞𝑥2

2
  (5.62) 

Usando a relação momento curvatura prossegue-se com a determinação da 

linha elástica 
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 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐
′′ = 𝑀(𝑥) = −𝑀 + 𝑅1𝑥 −

𝑞𝑥2

2
  (5.63) 

Integrando-se a equação 5.63 resulta 

 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐
′ =

𝑅1𝑥
2

2
− 𝑀𝑥 −

𝑞𝑥3

6
+ 𝐶1  (5.64) 

Utilizando-se a condição de contorno 𝜐′ = 0 em 𝑥 = 0, ou seja, a curvatura no 

engaste é nula, obtém-se o valor da constante 𝐶1 = 0. 

Integrando-se novamente a expressão 6.64 obtém-se a equação da linha 

elástica da viga engastada e apoiada  

 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐 =
𝑅1𝑥

3

6
−

𝑀𝑥2

2
−

𝑞𝑥4

24
+ 𝐶2  (5.65) 

Adotando como condição de contorno o deslocamento nos apoios elásticos 

(equação 5.6 e 5.7) pode-se determinar a constante 𝐶2 e as reações de apoio. Assim, 

para  𝑥 = 0 tem-se a seguinte condição de contorno 

 𝜐 = −𝜆1 (
𝑅1

𝑘1
)  (5.66) 

Substituindo o valor do deslocamento na equação da linha elástica obtém-se a 

constante 𝐶2 

 𝐶2 = −𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (𝜆1 (
𝑅1

𝑘1
))  (5.67) 

Ressalta-se que, embora a constante 𝐶2 seja dada em função de parâmetros 

da estrutura, trata-se de um adimensional. 

Para a condição de contorno em que  𝑥 = 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 tem-se o seguinte deslocamento 

no apoio elástico 

 𝜐 = −𝜆2 (
𝑅2

𝑘2
)  (5.68) 

Substituindo a expressão 5.68 na equação da linha elástica obtém-se 

 −𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜆2 (
𝑅2

𝑘2
) =

𝑅1𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
3

6
−

𝑀𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2

2
−

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

24
− 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (𝜆1 (

𝑅1

𝑘1
)) (5.69) 

Simplificando essa equação resulta em 

 −24𝑅2𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆2

𝑘2
) = 4𝑅1𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3 − 12𝑀𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2 − 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

4 − 24𝑅1𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆1

𝑘1
) (5.70) 

Utilizando as equações de equilíbrio e colocando os termos 𝑅1 e 𝑀 em 

evidência tem-se 

 𝑅1 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 − 𝑅2  (5.71) 
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 𝑀 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
− 𝑅2𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒  (5.72) 

que substituídos na equação da linha elástica (equação 5.70) resulta 

 

−24𝑅2𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆2

𝑘2
)

= 4𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
3(𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 − 𝑅2) − 12𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2 (
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
− 𝑅2𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒)

− 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4 − 24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (

𝜆1

𝑘1
) (𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 − 𝑅2) 

 

(5.73) 

Isolando-se os termos de 𝑅2 

 

𝑅2 [−24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆2

𝑘2
) + 4𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3 − 12𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
3 − 24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (

𝜆1

𝑘1
)]

= 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 [4𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
3 − 6𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3 − 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
3 − 24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (

𝜆1

𝑘1
)] 

 

(5.74) 

Colocando-se a reação 𝑅2 em evidência obtém-se 

 𝑅2 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

[
 
 
 
 −24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (

𝜆1

𝑘1
) − 3𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3

−(24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 ((
𝜆1

𝑘1
) + (

𝜆2

𝑘2
)) − 8𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3)
]
 
 
 
 

 (5.75) 

Utilizando-se a variável auxiliar 𝜓 simplifica-se a equação 5.75 

 𝜓 =
24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (

𝜆1

𝑘1
) + 3𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3

(24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆1

𝑘1
+

𝜆2

𝑘2
) + 8𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3)
 (5.76) 

que resulta nas seguintes reações de apoio 

 𝑅2 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝜓 (5.77) 

 𝑅1 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 − 𝑅2 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝜓) (5.78) 

 𝑀 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
− 𝑅2𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2 (
1

2
− 𝜓) (5.79) 

Utilizando-se como hipótese que o deslocamento máximo ocorre no local onde 

o momento positivo é máximo, o cálculo do deslocamento vai ser dado no ponto de 

força cortante nula, conforme ilustra a Figura 5.11. 
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Figura 5.11 – Local de força cortante nula em viga engastada e apoiada com apoios 

elásticos. 

Portanto, para um carregamento uniforme a localidade onde a força cortante é 

nula é dada pela equação 5.80. 

 𝑅1 − 𝑞𝑥 = 0 → 𝑥 = 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝜓) (5.80) 

O momento máximo positivo é calculado pela área do diagrama de força 

cortante subtraindo-se o momento no engaste, assim 

 𝑀𝑚𝑎𝑥 =
𝑅1𝑥

2
− 𝑀 =

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2

2
(1 − 𝜓)2 − 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2 (
1

2
− 𝜓) (5.81) 

 𝑀𝑚𝑎𝑥 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
((1 − 𝜓)2 − (1 − 2𝜓)) =

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2

2
𝜓2 (5.82) 

O deslocamento máximo é obtido pela linha elástica substituindo-se o valor de 

𝑥, dado pela equação 5.80, que resulta 

 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐 =
𝑅1𝑥

3

6
−

𝑀𝑥2

2
−

𝑞𝑥4

24
− 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (𝜆1 (

𝑅1

𝑘1
)) (5.83) 

   

 

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐 =
(𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝜓)) (𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝜓))

3

6

−

(𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2 (

1
2 − 𝜓)) (𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝜓))

2

2
−

𝑞 (𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝜓))
4

24

− (𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝜓))𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆1

𝑘1
) 

(5.84) 

Simplificando 
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𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒𝜐 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4 [

(1 − 𝜓)4

6
−

(
1
2 − 𝜓) (1 − 𝜓)2

2
−

(1 − 𝜓)4

24
]

− 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝜓)𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆1

𝑘1
) 

(5.85) 

Assim, o deslocamento máximo da estrutura, considerando que irá ocorrer no 

ponto de momento máximo, é dado pela equação  

 

𝜐 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
[
18

144
(1 − 𝜓)4 −

(1 − 𝜓)2

4
+

𝜓(1 − 𝜓)2

2
]

−
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

(1 − 𝜓)𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆1

𝑘1
) 

(5.86) 

Utilizando-se a variável auxiliar 𝛼′ (equação 5.87) pode-se simplificar a equação 

5.86. 

 𝛼′ = [
18

144
(1 − 𝜓)4 −

(1 − 𝜓)2

4
+

𝜓(1 − 𝜓)2

2
] (5.87) 

Deste modo, o deslocamento máximo fica simplificado  

 𝜐 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
𝛼′ − 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝜓) (

𝜆1

𝑘1
) (5.88) 

De forma a facilitar o equacionamento e obter uma expressão semelhante ao 

deslocamento máximo dos outros casos deve-se seguir a mesma sistemática e igualar 

o deslocamento máximo da estrutura (equação 6.88) ao deslocamento de referência 

dado por 

 ∆=
𝛼

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2𝑘
 (5.89) 

Igualando-se as parcelas, conforme apresentado nas equações 5.90 e 5.91, 

obtém-se as variáveis 𝛼 e 𝑘 

 
𝛼

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
=

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
𝛼′ (5.90) 

 
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2𝑘
= −𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝜓) (

𝜆1

𝑘1
) (5.91) 

que resulta nas seguintes variáveis auxiliares 

 𝑘 = −
𝑘1

2𝜆1(1 − 𝜓)
 (5.92) 

 𝛼 = 48(1 − 𝜓)4 − 96(1 − 𝜓)2 + 192𝜓(1 − 𝜓)2 (5.93) 
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Realizando o limite da rigidez dos apoios tendendo ao infinito a variável 𝜓 tende 

a 𝜓 = 0,375, que substituído nas equações de reações de apoios resulta em valores 

iguais às reações de viga engastada e apoiada com apoios rígidos. 

5.4 Cálculo das reações de laje pela Teoria de Grelha com apoios flexíveis 

As expressões para o deslocamento máximo foram derivadas considerando 

todas as possíveis condições de contorno com apoios elásticos. Dessa forma pode-

se igualar os deslocamentos entre as faixas de laje e obter as relações necessárias 

para se determinar as reações e deslocamentos da laje. 

Na determinação das equações pelo modelo proposto foi admitido que as 

rigidezes à flexão da laje nas direções X e Y são iguais. Assim, caso seja necessário 

atribuir rigidez à flexão diferente em cada direção, é necessário considerar essa 

situação no desenvolvimento das equações. 

Admitindo-se que a laje seja dividida em duas faixas, sendo elas denominadas 

faixa 𝑥 e faixa 𝑦, iguala-se os deslocamentos máximos entre as faixas, assim 

prossegue-se com os cálculos 

 
𝛼𝑥

384

𝑞𝑥𝐿𝑥
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+

𝑞𝑥𝐿𝑥

2𝑘𝑥
=

𝛼𝑦

384

𝑞𝑦𝐿𝑦
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+

𝑞𝑦𝐿𝑦

2𝑘𝑦
 (5.94) 

 𝛼𝑥

𝑞𝑥𝐿𝑥
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝑞𝑥𝐿𝑥

𝑘𝑥
= 𝛼𝑦

𝑞𝑦𝐿𝑦
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝑞𝑦𝐿𝑦

𝑘𝑦
 (5.95) 

 𝑞𝑥 (𝛼𝑥

𝐿𝑥
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑥

𝑘𝑥
) = 𝑞𝑦 (𝛼𝑦

𝐿𝑦
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑦

𝑘𝑦
) (5.96) 

Sabendo-se que o carregamento distribuído é a soma das parcelas referentes 

às faixas 𝑥 e 𝑦, tem-se 

 𝑞 = 𝑞𝑥 + 𝑞𝑦 → 𝑞𝑦 = 𝑞 − 𝑞𝑥 (5.97) 

 𝑞𝑥 (𝛼𝑥

𝐿𝑥
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑥

𝑘𝑥
) = (𝑞 − 𝑞𝑥) (𝛼𝑦

𝐿𝑦
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑦

𝑘𝑦
) (5.98) 

Isolando-se a parcela de carga 𝑞𝑥 obtém-se o quanto do carregamento total é 

atribuído à faixa 𝑥. 

 𝑞𝑥 = 𝑞

(

 
 

(𝛼𝑦

𝐿𝑦
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑦

𝑘𝑦
)

(𝛼𝑥
𝐿𝑥

4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑥

𝑘𝑥
) + (𝛼𝑦

𝐿𝑦
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑦

𝑘𝑦
)
)

 
 

 (5.99) 
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onde os coeficientes 𝛼 e 𝑘 são dados em função do tipo de vinculação na faixa de laje. 

Abaixo seguem os valores a serem adotados nas variáveis em função da condição de 

contorno 

 Apoiado – Apoiado 

 𝛼 = −5 (5.100) 

 𝑘 = −2
𝑘1𝑘2

(𝑘1𝜆2 + 𝑘2𝜆1)
 (5.101) 

 Engastado – Engastado 

 𝛼 = (48𝛽4 − 96𝛽3 + 32𝛽2) (5.102) 

 𝑘 = −
𝑘1

2𝜆1𝛽
 (5.103) 

 𝛽 =
[(24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

𝜆2

𝑘2
) + 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3]

[24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆1

𝑘1
+

𝜆2

𝑘2
) + 2𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3]
 (5.104) 

 Engastado – Apoiado 

 𝛼 = 48(1 − 𝜓)4 − 96(1 − 𝜓)2 + 192𝜓(1 − 𝜓)2 (5.105) 

 𝑘 = −
𝑘1

2𝜆1(1 − 𝜓)
 (5.106) 

 𝜓 =
24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (

𝜆1

𝑘1
) + 3𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3

(24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆1

𝑘1
+

𝜆2

𝑘2
) + 8𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3)
 (5.107) 

Para o cálculo das solicitações máximas na laje utilizam-se as equações 

abaixo, empregando-se a mesma sistemática apresentada em Souza e Cunha (1998), 

onde as variáveis são dadas em função da condição de contorno adotada.  

 𝑞𝑥 = 𝐾𝑥𝑞 (5.108) 

 𝑞𝑦 = 𝐾𝑦𝑞 (5.109) 

 𝑉𝑥1 = 𝛽𝑥1𝑞𝑥𝐿𝑥 (5.110) 

 𝑉𝑥2 = 𝛽𝑥2𝑞𝑥𝐿𝑥 (5.111) 

 𝑉𝑦1 = 𝛽𝑦1𝑞𝑦𝐿𝑦 (5.112) 

 𝑉𝑦2 = 𝛽𝑦2𝑞𝑦𝐿𝑦 (5.113) 

 𝑚𝑥
+ =

𝑞𝑥𝐿𝑥
2

𝑚𝑥
′

 (5.114) 

 𝑚𝑥
− =

𝑞𝑥𝐿𝑥
2

𝑛𝑥
′

 (5.115) 
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 𝑚𝑦
+ =

𝑞𝑦𝐿𝑦
2

𝑚𝑦
′

 (5.116) 

 𝑚𝑦
− =

𝑞𝑦𝐿𝑦
2

𝑛𝑦
′

 (5.117) 

onde as constantes 𝐾𝑥 e 𝐾𝑦 são dadas pelas equações 5.118 e 5.119 

 𝐾𝑥 =

(

 
 

(𝛼𝑦

𝐿𝑦
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑦

𝑘𝑦
)

(𝛼𝑥
𝐿𝑥

4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑥

𝑘𝑥
) + (𝛼𝑦

𝐿𝑦
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑦

𝑘𝑦
)
)

 
 

 (5.118) 

 𝐾𝑦 = 1 − 𝐾𝑥 (5.119) 

Para a condição de contorno apoiado-apoiado as variáveis a serem utilizadas 

na determinação das solicitações são apresentadas abaixo 

 𝛽1 = 𝛽2 = 0,5 (5.120) 

 𝑛1
′ = 𝑛2

′ = ∞ (5.121) 

 𝑚′ = 8 (5.122) 

Onde a variável 𝑛′ corresponde ao valor a ser aplicado referente ao 

engastamento na extremidade, 𝑚′ o valor a ser utilizado no cálculo do momento fletor 

máximo e 𝛽 o valor referente à reação de apoio, conforme ilustra a Figura 5.12. 

 

Figura 5.12 – Variáveis para determinar as solicitações na faixa de laje, condição de 

contorno: Apoiado – Apoiado. 

Para a condição de contorno engastado-engastado as variáveis para o cálculo 

das reações de apoio foram obtidas igualando-se as equações 5.108 a 5.117 às 

solicitações correspondentes considerando os apoios flexíveis, resultando em  

 𝛽1 = 𝛽 (5.123) 

 𝛽2 = 1 − 𝛽 (5.124) 
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 𝑛1
′ =

2

(𝛽 −
1
3)

 (5.125) 

 𝑛2
′ =

2

(
2
3 − 𝛽)

 (5.126) 

 𝑚′ =
2

(𝛽2 − 𝛽 +
1
3)

 (5.127) 

Lembrando-se que a variável 𝛽 é dada pela equação 5.104. A Figura 5.13 

mostra as variáveis adotadas. 

 

Figura 5.13 – Variáveis para determinar as solicitações na faixa de laje, condição de 

contorno: Engastado – Engastado. 

Para a condição de contorno engastado-apoiado as reações são calculadas 

pelas equações abaixo, onde o subíndice indicada se a reação está localizada no 

engaste ou no apoio. 

𝛽1,𝑒𝑛𝑔𝑎𝑠𝑡𝑒 = (1 − 𝜓)  (5.128) 

𝛽2,𝑎𝑝𝑜𝑖𝑜 = 𝜓  (5.129) 

𝑛1,𝑒𝑛𝑔𝑎𝑠𝑡𝑒
′ =

1

(
1
2 − 𝜓)

  (5.130) 

𝑛2,𝑎𝑝𝑜𝑖𝑜
′ = ∞  (5.131) 

𝑚′ =
2

𝜓2
  (5.132) 

A variável 𝜓 é dada pela equação 5.107. A Figura 5.14 mostra as variáveis 

adotadas. 



90 

 

 

Figura 5.14 – Variáveis para determinar as solicitações na faixa de laje, condição de 

contorno: Engastado – Apoiado. 

A Tabela 5.1 ilustra de forma resumida as variáveis a serem adotadas em 

função das condições de contorno, utilizando-se o modelo de contribuição à Teoria de 

grelha. 

Tabela 5.1 – Resumo das variáveis do modelo proposto. 

 

5.5 Relação entre os modelos de Teoria de Grelha com apoios rígidos e flexíveis 

Pode-se analisar a relação entre as solicitações na faixa de laje pela Teoria de 

Grelha considerando apoios rígidos e o modelo proposto neste estudo de forma 

adimensional. A relação entre os deslocamentos é dada pela equação 5.133 
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∆𝑓𝑙𝑒𝑥

∆𝑟𝑖𝑔
=

𝛼𝑓𝑙𝑒𝑥

𝛼𝑟𝑖𝑔
+

192𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

𝛼𝑟𝑖𝑔𝑘(𝑘1, 𝑘2)𝐿3
  (5.133) 

Adotando-se as variáveis auxiliares 5.134 e 5.135 é possível analisar o 

problema de forma adimensional. 

𝑥 = 𝑘1

𝐿3

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
  (5.134) 

𝑦 = 𝑘2

𝐿3

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
  (5.135) 

Utilizando-se as condições de contorno apresentadas nos itens 5.1, 5.2 e 5.3 e 

admitindo-se que o coeficiente ajuste dos deslocamentos seja unitário, ou seja, 𝜆 = 1, 

obtém-se a equação da razão entre os deslocamentos no modelo proposto e da Teoria 

de Grelha para as condições de contorno indicadas 

 Simplesmente apoiada 

∆𝑓𝑙𝑒𝑥

∆𝑟𝑖𝑔
= 1 +

96𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

5𝑘1𝐿3
+

96𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

5𝑘2𝐿3
  (5.136) 

∆𝑓𝑙𝑒𝑥

∆𝑟𝑖𝑔
= 1 +

96

5𝑥
+

96

5𝑦
  (5.137) 

 Biengastada 

𝛽(𝑥, 𝑦) =
[(24

1
𝑦) + 1]

[24 (
1
𝑦 +

1
𝑥) + 2]

  (5.138) 

∆𝑓𝑙𝑒𝑥

∆𝑟𝑖𝑔
= (48𝛽4 − 96𝛽3 + 32𝛽2) +

192

𝑥
𝛽  (5.139) 

 Engastada e apoiada 

𝜓(𝑥, 𝑦) =
[(24

1
𝑦) + 3]

[24 (
1
𝑦 +

1
𝑥) + 8]

  (5.140) 

∆𝑓𝑙𝑒𝑥

∆𝑟𝑖𝑔
=

48(1 − 𝜓)4 − 96(1 − 𝜓)2 + 192𝜓(1 − 𝜓)2

2
+

192

2𝑥
(1 − 𝜓)  (5.141) 

As Figuras a seguir ilustram o comportamento da relação entre os 

deslocamentos. 
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Figura 5.15 – Razão entre os deslocamentos do modelo proposto e da Teoria de 

grelha para a condição de contorno simplesmente apoiado. 

 

 

Figura 5.16 – Razão entre os deslocamentos do modelo proposto e da Teoria de 

grelha para a condição de contorno biengastado. 
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Figura 5.17– Razão entre os deslocamentos do modelo proposto e da Teoria de 

grelha para a condição de contorno engastado e apoiado. 

Seguindo a mesma sistemática da razão entre os deslocamentos, obtém-se a 

razão entre os momentos positivos pelo modelo proposto e pela Teoria de Grelha. 

 Simplesmente apoiada 

𝑀𝑓𝑙𝑒𝑥
+

𝑀𝑟𝑖𝑔
+ = 1  (5.142) 

 Biengastada 

𝑀𝑓𝑙𝑒𝑥
+

𝑀𝑟𝑖𝑔
+ = 12 (𝛽2 − 𝛽 +

1

3
)  (5.143) 

 Engastada e apoiada 

𝑀𝑓𝑙𝑒𝑥
+

𝑀𝑟𝑖𝑔
+ = 7,11𝜓2  (5.144) 

As Figuras 5.18 e 5.19 ilustram a razão entre os momentos positivos 

considerando a flexibilidade dos apoios para faixa de laje. 
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Figura 5.18 – Razão entre os momentos positivos do modelo proposto e da Teoria 

de Grelha para a condição de contorno biengastado. 

 

Figura 5.19 – Razão entre os momentos positivos do modelo proposto e da Teoria 

de Grelha para a condição de contorno engastado e apoiado. 

De forma análoga ao item anterior, obtém-se a razão entre os momentos 

negativos pelo modelo proposto e pela Teoria de Grelha. 

 Biengastada 

𝑀𝑓𝑙𝑒𝑥
−

𝑀𝑟𝑖𝑔
− = 6(𝛽 −

1

3
)  (5.145) 
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 Engastada e apoiada 

𝑀𝑓𝑙𝑒𝑥
−

𝑀𝑟𝑖𝑔
− = 8 (

1

2
− 𝜓)  (5.146) 

As Figuras 5.20 e 5.21 apresentam as razões entre os momentos negativos no 

engaste para as condições de contorno de laje biengastada e engastada e 

simplesmente apoiada. 

Foi apresentada a razão de apenas um dos momentos negativos do apoio para 

a condição de viga biengastada (Figura 5.20), pois o resultado a ser obtido 

considerando-se o apoio oposto é simétrico ao apresentado.  

 

Figura 5.20 – Razão entre os momentos negativos do modelo proposto e da Teoria 

de Grelha para a condição de contorno biengastado. 
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Figura 5.21 – Razão entre os momentos negativos do modelo proposto e da Teoria 

de Grelha para a condição de contorno engastado e apoiado. 
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6 COMPORTAMENTO DA FLEXIBILIDADE DO MODELO PROPOSTO 

De forma a compreender o comportamento em função da flexibilidade dos 

apoios pelo modelo proposto são analisados os efeitos da variação da flexibilidade 

nas faixas de laje e da laje utilizando valores usuais de dimensionamento. 

6.1 Comportamento da flexibilidade dos apoios nas faixas de laje 

Com o intuito de compreender como a flexibilidade dos apoios influencia na 

determinação das reações e no cálculo dos deslocamentos na laje é realizado um 

estudo da variação da flexibilidade na resposta da estrutura.  

Para as análises realizadas foram adotadas as seguintes variáveis 

 Rigidez à flexão da faixa de laje: 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 = 2200 𝑘𝑁.𝑚2 

 Comprimento da faixa de laje: 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒 = 3 𝑚 

 Carregamento distribuído: 𝑞 = 10 𝑘𝑁/𝑚 

 Coeficiente de mola mínimo dos apoios: 𝑘 = 1000 𝑘𝑁/𝑚 

 Coeficiente de mola máximo dos apoios: 𝑘 = 5000 𝑘𝑁/𝑚 

 Coeficientes de ajustes unitários: 𝜆1 = 𝜆2 = 1 

O coeficiente de mola mínimo foi utilizado por não ser possível adotar um 

coeficiente de mola nulo, pois um coeficiente nulo indicaria um deslocamento infinito, 

que é uma incoerência do ponto de vista estrutural. 

O valor do coeficiente de mola máximo foi adotado admitindo-se, na faixa de 

laje, um deslocamento nos apoios máximo de 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒/1000, ou seja, apoios 

praticamente rígidos. O coeficiente de mola mínimo foi admitido como sendo 20% do 

valor adotado no coeficiente de mola máximo.  

Ressalta-se que esse estudo é apenas para o comportamento da faixa de laje, 

não considerando a distribuição de cargas da laje pelo coeficiente 𝐾𝑥. Assim, para o 

cálculo dos deslocamentos e reações utiliza-se de forma direta o carregamento 

distribuído 𝑞. 



98 

 

6.1.1 Condição de contorno: Apoiado – Apoiado 

Por se tratar de um sistema estrutural isostático, independente do grau de 

flexibilidade adotado nos apoios, as reações e o momento máximo na faixa de laje 

são iguais ao obtido para a condição de contorno de apoio rígido.  

Posto isso, como não há alteração nos valores das reações, essas variáveis 

não serão analisadas, sendo objeto de análise apenas os deslocamentos. A Figura 

6.1 apresenta o modelo estrutural estudado. 

 

Figura 6.1 – Modelo estrutural de faixa de laje simplesmente apoiada. 

A flexibilidade dos apoios altera o deslocamento da faixa de laje, pois a segunda 

parcela da equação possui em seu denominador o coeficiente 𝑘, dado em função das 

rigidezes dos apoios 𝑘1 e 𝑘2, conforme expresso nas equações 6.1 e 6.2 

 𝑘 = 2
𝑘1𝑘2

(𝑘1𝜆2 + 𝑘2𝜆1)
  (6.1) 

 ∆= −
5

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
−

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2𝑘
  (6.2) 

Utilizando-se o software Mathcad pode-se analisar o comportamento da faixa 

de laje variando-se os parâmetros de rigidez dos apoios. A Figura 6.2 ilustra o 

comportamento do deslocamento da faixa de laje. 
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Figura 6.2 – Comportamento do deslocamento máximo em uma faixa de laje 

simplesmente apoiada em função da rigidez dos apoios, medidas em kN e m. 

Embora o carregamento e o comprimento tenham influência significativa no 

deslocamento da estrutura, a configuração do deslocamento em função dos 

coeficientes 𝑘1 e 𝑘2 permanece o mesmo, apenas apresentando maior ou menor valor 

dos coeficientes no deslocamento da estrutura. 

Os resultados extremos obtidos para os deslocamentos máximos da faixa de 

laje encontram-se resumidos abaixo 

 ∆(5000,5000) = −0,78 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,1000) = −2 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,5000) = −1,38 𝑐𝑚; 

 ∆(5000,1000) = −1,38 𝑐𝑚. 

Como esperado, quanto mais flexível forem os apoios maior é o deslocamento 

máximo da estrutura. Pôde-se verificar que em uma condição extrema de flexibilidade 

dos apoios a faixa de laje apresentou deslocamento de  ∆= −2𝑐𝑚 e na condição 

oposta, de maior rigidez nos apoios, forneceu um valor de ∆= −0,78𝑐𝑚. Verifica-se 

que a variação do deslocamento máximo entre esses extremos chega a ser superior 

a 100%.  

Para a condição de apoios rígidos (𝑘1 = 𝑘2 ≅ ∞) o deslocamento máximo na 

faixa de laje foi de ∆= −0,48𝑐𝑚. Assim, mesmo adotando-se uma rigidez elevada nos 

apoios (∆= −0,78𝑐𝑚), o deslocamento ainda é bastante superior ao resultado obtido 

com apoios rígidos. 
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6.1.2 Condição de contorno: Engastado – Apoiado 

A Figura 6.3 ilustra o modelo estrutural analisado, assim como a localização 

dos parâmetros de rigidez. 

 

Figura 6.3 – Modelo estrutural de faixa de laje engastada e apoiada. 

Para a condição de contorno de viga engastada e apoiada a flexibilidade dos 

apoios altera de forma considerável as reações e deslocamentos em função do 

coeficiente 𝜓. A Figura 6.4 apresenta o comportamento do coeficiente 𝜓 em função 

da rigidez dos apoios. 

 

Figura 6.4 – Comportamento do coeficiente 𝜓 em função dos parâmetros de rigidez 

𝑘1 e 𝑘2, medidas em kN e m. 

De forma análoga ao item 6.1 são apresentados os resultados de 𝜓 nos 

principais pontos da superfície de resposta 

 𝜓(5000,5000) = 0,386; 

 𝜓(1000,1000) = 0,416; 

 𝜓(1000,5000) = 0,479; 

 𝜓(5000,1000) = 0,328. 
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Verifica-se que esse coeficiente possui pouca variação devido à flexibilidade 

dos apoios. Para a condição de maior flexibilidade, em ambos os apoios, o valor obtido 

foi de 𝜓 = 0,416 e na condição oposta de máxima rigidez, em ambos os apoios, foi 

obtido 𝜓 = 0,386.  

Pôde-se constatar que na condição de valores máximos houve uma variação 

do coeficiente 𝜓 de aproximadamente 8%. Entretanto, maior variação pode ser 

observada quando há alternância entre as rigidezes dos apoios levando a uma 

diferença de aproximadamente 46% entre os valores extremos. 

Para a condição de apoios infinitamente rígidos esse coeficiente é de 𝜓 =

0,375. Portanto, verifica-se que existe uma pequena diferença (3%) quando se tem 

rigidez elevada em ambos os apoios. 

As reações variam de forma linear com o coeficiente adotado. Apenas o cálculo 

do momento máximo possui uma relação não linear com o coeficiente 𝜓, conforme 

expresso nas equações abaixo 

 𝑅1(𝑘1, 𝑘2) = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝜓(𝑘1, 𝑘2))  (6.3) 

 𝑅2(𝑘1, 𝑘2) = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝜓(𝑘1, 𝑘2)  (6.4) 

 𝑀(𝑘1, 𝑘2) = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
2 (

1

2
− 𝜓(𝑘1, 𝑘2))  (6.5) 

 𝑀𝑚𝑎𝑥(𝑘1, 𝑘2) =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
𝜓(𝑘1, 𝑘2)

2  (6.6) 

Lembrando-se que o valor de 𝜓 é dado pela equação 6.7 

 𝜓(𝑘1, 𝑘2) =
24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (

𝜆1

𝑘1
) + 3𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3

(24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆1

𝑘1
+

𝜆2

𝑘2
) + 8𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3)
  (6.7) 

As figuras 6.5, 6.6, 6.7 e 6.8 ilustram o comportamento de cada uma das 

reações de apoio e momento máximo do elemento estrutural. 
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Figura 6.5 – Comportamento da reação 𝑅1. Condição de contorno: engastada e 

apoiada, medidas em kN e m. 

Os valores extremos da superfície de resposta da reação 𝑅1 encontram-se 

resumidos abaixo 

 𝑅1(5000,5000) = 18,4 𝑘𝑁; 

 𝑅1(1000,1000) = 17,5 𝑘𝑁; 

 𝑅1(1000,5000) = 20,2 𝑘𝑁; 

 𝑅1(5000,1000) = 15,6 𝑘𝑁. 

Para a reação 𝑅1 houve uma variação de 𝑅1 = 17,5 𝑘𝑁 para a condição de 

extrema flexibilidade nos apoios e de 𝑅1 = 18,4 𝑘𝑁 para a condição de rigidez máxima 

em ambos os apoios, que corresponde a uma variação de aproximadamente 5%. 

Entretanto, conforme pode ser observado no gráfico da Figura 7.5, a condição 

que gera o maior e menor valor para a reação 𝑅1 é de máxima flexibilidade em um 

dos apoios e máxima rigidez no outro. A variação entre esses extremos corresponde 

a aproximadamente 29%.  

Para a condição de apoios infinitamente rígidos o valor de 𝑅1 é de 18,75kN. 

Para as condições de máxima rigidez ou flexibilidade em ambos os apoios houve 

pouca diferença percentual em relação à reação com apoio rígido (máximo de 7%). 

Contudo, a maior diferença percentual (20% de variação) na reação 𝑅1 foi dada com 

a maior rigidez no engaste e maior flexibilidade no apoio. 

As deduções obtidas para a reação 𝑅1 são semelhantes às da reação 𝑅2, 

conforme pode ser verificado pela simetria entre as figuras 6.5 e 6.6, invertendo-se 

apenas os valores obtidos no uso de apoio rígido e flexível. 
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Figura 6.6 – Comportamento da reação 𝑅2. Condição de contorno: engastada e 

apoiada, medidas em kN e m. 

A superfície de resposta do momento no engaste em função dos parâmetros 

de rigidez dos apoios é apresentado na Figura 6.7. 

 

Figura 6.7 – Comportamento do momento no engaste. Condição de contorno: 

engastada e apoiada, medidas em kN e m. 

Seguindo a mesma sistemática adotada para a análise da variação das reações 

de apoio obtém-se os valores de momento no engaste nos pontos especificados.  

 𝑀(5000,5000) = 10,2 𝑘𝑁.𝑚; 

 𝑀(1000,1000) = 7,6 𝑘𝑁.𝑚; 

 𝑀(1000,5000) = 1,9 𝑘𝑁.𝑚; 

 𝑀(5000,1000) = 15,5 𝑘𝑁.𝑚. 

Para o caso de extrema flexibilidade em ambos os apoios resulta 𝑀 = 7,6 𝑘𝑁.𝑚 

e na condição oposta de máxima rigidez nos apoios 𝑀 = 10,2 𝑘𝑁.𝑚, ou seja, uma 

variação de até 34% no momento fletor positivo. 
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Entretanto, utilizando-se as condições de alternância de flexibilidade dos apoios 

(apoio rígido com apoio flexível) pôde-se observar um aumento excessivo na variação 

do momento fletor no engaste, chegando a um valor de aproximadamente 8 vezes 

entre as condições extremas. Esses dados corroboram com a ideia de que a 

flexibilidade dos apoios não deve ser negligenciada na fase de dimensionamento e 

análise estrutural.  

O momento no engaste, considerando os apoios infinitamente rígidos, é de 𝑀 =

11,25 𝑘𝑁.𝑚. Assim, verifica-se como a rigidez dos apoios alterou consideravelmente 

os valores a serem obtidos para o momento no engaste neste modelo estrutural.  

Cabe ressaltar que o coeficiente de mola no engaste (𝑘1) influenciou de forma 

significativa os valores da reação de momento, mesmo a flexibilidade tendo sido 

considerada apenas por molas verticais (movimento vertical). Modelo mais refinado 

poderia considerar ainda a flexibilidade de rotação no apoio (formação de rótula), que 

pode vir a alterar ainda mais os resultados obtidos na análise. 

O comportamento da superfície de resposta do momento máximo atuante na 

faixa de laje é ilustrado na Figura 6.8. 

 

Figura 6.8 – Comportamento do momento máximo na viga. Condição de contorno: 

engastada e apoiada, medidas em kN e m. 

Conforme observado na Figura 6.8, a variação do momento positivo máximo, 

em função da flexibilidade dos apoios, possui basicamente a mesma configuração das 

reações de apoio. Os valores de momento positivo máximo obtidos nos pontos 

principais do gráfico são apresentados  

 𝑀𝑚𝑎𝑥(5000,5000) = 6,7 𝑘𝑁.𝑚; 

 𝑀𝑚𝑎𝑥(1000,1000) = 7,8 𝑘𝑁.𝑚; 
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 𝑀𝑚𝑎𝑥(1000,5000) = 10,3 𝑘𝑁.𝑚; 

 𝑀𝑚𝑎𝑥(5000,1000) = 4,8 𝑘𝑁.𝑚. 

Verifica-se que para a condição de máxima flexibilidade e rigidez em ambos os 

apoios houve uma variação de aproximadamente 16% no valor do momento máximo. 

O momento máximo para a condição de apoios infinitamente rígidos é de 𝑀𝑚𝑎𝑥 =

6,3 𝑘𝑁.𝑚, valor próximo ao obtido considerando-se a condição de apoios rígidos do 

modelo (𝑀𝑚𝑎𝑥 = 6,7 𝑘𝑁.𝑚). 

Entretanto, conforme observado nas demais reações, os valores extremos a 

serem obtidos devem considerar um dos apoios extremamente flexível e outro de 

elevada rigidez. Pôde-se constatar que para a condição extrema ocorre uma variação 

superior em até 100% no valor do momento fletor máximo na estrutura. 

Para o cálculo e análise do deslocamento máximo na faixa de laje foi utilizada 

a equação 6.8 

 ∆=
𝛼

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2𝑘
  (6.8) 

Onde as variáveis 𝛼 e 𝑘 são dadas pelas equações 6.9 e 6.10. 

 𝑘 = −
𝑘1

2𝜆1(1 − 𝜓)
  (6.9) 

 𝛼 = 48(1 − 𝜓)4 − 96(1 − 𝜓)2 + 192𝜓(1 − 𝜓)2  (6.10) 

A Figura 6.9 ilustra a variação do deslocamento máximo em função da 

flexibilidade dos apoios. 

 

Figura 6.9 – Deslocamento máximo em função da flexibilidade dos apoios, medidas 

em kN e m. Condição de contorno: Engastado-Apoiado. 
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Seguindo a mesma sistemática dos itens anteriores, são obtidos os 

deslocamentos nos principais pontos da superfície de resposta do deslocamento 

máximo. 

 ∆(5000,5000) = −0,5 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,1000) = −1,7 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,5000) = −1,3 𝑐𝑚; 

 ∆(5000,1000) = −0,9 𝑐𝑚. 

O deslocamento máximo considerando apoios infinitamente rígidos (𝑘1 = 𝑘2 =

∞) foi de ∆= −0,2 𝑐𝑚. Verifica-se que o deslocamento máximo, ao se considerar a 

flexibilidade dos apoios, independente do grau de flexibilidade, gerou acréscimos 

superiores a 100% da condição de apoio rígido. Mesmo com rigidez elevada em 

ambos os apoios o valor obtido, em relação à condição de apoio infinitamente rígido, 

foi de aproximadamente 2,5 vezes.  

Ressalta-se que os deslocamentos mais elevados do modelo estrutural foram 

observados quando o coeficiente de mola no engaste apresentou baixa rigidez. 

6.1.3 Condição de contorno: Engastado – Engastado 

A Figura 6.10 ilustra as reações e a rigidez do modelo estrutural analisado para 

a condição de engaste nas extremidades da faixa de laje. 

 

Figura 6.10 – Modelo estrutural de faixa de laje biengastada. 

As reações de apoio, para essa condição de contorno, são alteradas em função 

dos coeficientes de mola 𝑘1 e 𝑘2 nos apoios, de forma semelhante ao apresentado na 

condição de contorno engastado-apoiado.  

O coeficiente 𝛽(𝑘1, 𝑘2) é utilizado para se determinar as reações de apoio, 

momento máximo e deslocamentos. A Figura 6.11 ilustra o comportamento do 

coeficiente 𝛽 
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Figura 6.11 – Comportamento do coeficiente 𝛽 em função dos parâmetros de rigidez 

𝑘1 e 𝑘2, medidas em kN e m. 

De forma análoga aos itens anteriores, são obtidos os valores do coeficiente 

𝛽(𝑘1, 𝑘2)  para os pontos principais da superfície de resposta.  

 𝛽(5000,5000) = 0,50; 

 𝛽(1000,1000) = 0,50; 

 𝛽(1000,5000) = 0,32; 

 𝛽(5000,1000) = 0,68. 

Pode-se constatar que o coeficiente 𝛽, tanto para a condição de flexibilidade 

extrema dos apoios como para a condição de elevada rigidez, possui o mesmo 

resultado 𝛽 = 0,5 que é o valor obtido na condição de apoios infinitamente rígidos. 

Verifica-se que, independente do grau de flexibilidade dos apoios, desde que 𝑘1 = 𝑘2 

o valor de 𝛽 é constante e igual a 0,5. 

Entretanto, quando se tem a condição de um apoio flexível e outro rígido há 

alteração considerável no coeficiente 𝛽, resultando em uma variação superior a 100% 

entre esses extremos. De posse dos valores calculados pode-se verificar que o 

coeficiente de mola mais flexível no apoio tende a reduzir o valor da reação neste 

apoio. 

As reações de apoio variam de forma linear com o coeficiente adotado. Apenas 

o cálculo do momento máximo possui uma relação não linear com o coeficiente 𝛽, 

conforme expresso nas equações abaixo 

 𝑅1 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒𝛽  (6.11) 

 𝑅2 = 𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒(1 − 𝛽)  (6.12) 
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 𝑀1 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
(𝛽 −

1

3
)  (6.13) 

 𝑀2 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
(
2

3
− 𝛽)  (6.14) 

 𝑀𝑚𝑎𝑥 =
𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2

2
(𝛽2 − 𝛽 +

1

3
)  (6.15) 

Lembrando-se que o coeficiente 𝛽 é dado pela expressão 6.16 

 𝛽 =
[(24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

𝜆2

𝑘2
) + 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3]

[24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆1

𝑘1
+

𝜆2

𝑘2
) + 2𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3]
  (6.16) 

As figuras 6.12, 6.13, 6.14, 6.15 e 6.16 ilustram o comportamento de cada uma 

das reações de apoio e momento máximo do elemento estrutural 

 

Figura 6.12 – Comportamento da reação de apoio 𝑅1. Condição de contorno: 

biengastado, medidas em kN e m. 

As reações apresentadas abaixo indicam os valores nos pontos extremos da 

superfície de resposta da Figura 6.12.  

 𝑅1(5000,5000) = 15 𝑘𝑁; 

 𝑅1(1000,1000) = 15 𝑘𝑁; 

 𝑅1(1000,5000) = 9,6 𝑘𝑁; 

 𝑅1(5000,1000) = 20,4 𝑘𝑁. 

Para a reação 𝑅1, quando se tem rigidez iguais nos apoios, ou seja, 𝑘1 = 𝑘2, 

resulta em um valor constante de 𝑅1 = 15 𝑘𝑁. Portanto, mesmo que os apoios sejam 

extremamente flexíveis, desde que a magnitude da rigidez dos apoios seja igual, o 

valor obtido pela reação 𝑅1 é igual à adotada para a condição de apoios infinitamente 

rígidos.  
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Contudo, conforme pode ser observado no gráfico da Figura 6.12 e nos valores 

destacados acima, a condição que gera o maior e menor valor para a reação 𝑅1 é de 

máxima flexibilidade em um dos apoios e máxima rigidez no outro, chegando a uma 

diferença de praticamente 100% entre esses extremos.  

A Figura 6.13 ilustra o comportamento da reação 𝑅2 em função da variação das 

rigidezes dos apoios. 

 

Figura 6.13 – Comportamento da reação de apoio 𝑅2, medidas em kN e m. Condição 

de contorno: biengastado. 

Haja vista que o somatório de 𝑅1 e 𝑅2 deve ser igual à resultante das cargas 

verticais, as conclusões obtidas para a reação de apoio 𝑅1 são semelhantes às de 𝑅2, 

invertendo-se apenas os valores obtidos para a condição de rigidezes diferentes nos 

apoios, conforme pode ser verificado pela simetria das Figuras 6.12 e 6.13. 

A Figura 6.14 apresenta a variação, em função das rigidezes dos apoios, da 

reação de momento no 1° engaste. 

 

Figura 6.14 – Comportamento do momento no engaste 𝑀1, medidas em kN e m. 

Condição de contorno: biengastado. 
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As reações de momento no 1° engaste, para os pontos específicos da 

superfície de resposta, são apresentadas  

 𝑀1(5000,5000) = 7,5 𝑘𝑁.𝑚; 

 𝑀1(1000,1000) = 7,5 𝑘𝑁.𝑚; 

 𝑀1(1000,5000) = −0,6 𝑘𝑁.𝑚; 

 𝑀1(5000,1000) = 15,6 𝑘𝑁.𝑚. 

Para a análise da reação de momento no 1° engaste (𝑀1) foi verificado 

comportamento análogo ao da reação 𝑅1, ou seja, quando as rigidezes dos apoios 

são iguais (𝑘1 = 𝑘2) o momento no engaste tem o mesmo valor da condição de apoios 

rígidos 𝑀1 = 7,5 𝑘𝑁.𝑚. 

Na condição de alternância das flexibilidades dos apoios ocorre alteração 

significativa no valor, e até mesmo no sentido, da reação de momento no 1° engaste. 

Assim, verifica-se que, no caso de haver um apoio muito rígido e outro muito flexível, 

o apoio mais flexível tende a reduzir a sua reação vertical e a reação de momento, 

podendo inclusive alterar o sentido dessa reação. 

A Figura 6.15 apresenta a variação, em função das rigidezes dos apoios, da 

reação de momento no 2° engaste. 

 

 

Figura 6.15 – Comportamento do momento no engaste 𝑀2, medidas em kN e m. 

Condição de contorno: biengastado. 

Pode-se observar um padrão de simetria entre a reação 𝑀2 e a reação 𝑀1. 

Assim, as deduções obtidas para a reação 𝑀1 são as mesmas, apenas invertendo-se 

os valores obtidos para a condição de rigidezes diferentes nos apoios, conforme pode 

ser verificado pela simetria entre os gráficos das Figuras 6.14 e 6.15. 

A partir das comparações entre as figuras 6.14 e 6.15, que em um caso extremo 

de máxima rigidez em um dos apoios e de extrema flexibilidade no outro há uma 
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tendência de inversão no sentido da reação de momento no apoio que apresenta 

maior flexibilidade. 

A Figura 6.16 ilustra a variação do momento máximo no modelo estrutural de 

viga biengastada. 

 

Figura 6.16 – Comportamento do momento máximo da faixa de laje, medidas em kN 

e m. Condição de contorno: biengastado. 

O momento máximo no sistema estrutural apresenta os seguintes valores nos 

principais pontos da superfície de resposta. 

 𝑀𝑚𝑎𝑥(5000,5000) = 3,75 𝑘𝑁.𝑚; 

 𝑀𝑚𝑎𝑥(1000,1000) = 3,75 𝑘𝑁.𝑚; 

 𝑀𝑚𝑎𝑥(1000,5000) = 5,2 𝑘𝑁.𝑚; 

 𝑀𝑚𝑎𝑥(5000,1000) = 5,2 𝑘𝑁.𝑚. 

O comportamento do momento máximo na faixa de laje para a condição de 

apoios de mesma rigidez apresentou um valor constante e igual à condição de apoios 

infinitamente rígidos no valor de 𝑀𝑚𝑎𝑥 = 3,75 𝑘𝑁.𝑚.  

Para a condição de flexibilidade dos apoios alternada foi obtido um momento 

máximo 𝑀𝑚𝑎𝑥 = 5,2 𝑘𝑁.𝑚. Verifica-se que, para o cálculo do momento máximo, nesse 

sistema estrutural o modelo apresentou comportamento simétrico em relação ao grau 

de flexibilidade adotado nos apoios. 

Para o cálculo e análise do deslocamento máximo na faixa de laje foi utilizada 

a equação 6.16 

 ∆=
𝛼

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2𝑘
  (6.16) 
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Onde 

 𝑘 = −
𝑘1

2𝜆1𝛽
  (6.17) 

 𝛼 = (48𝛽4 − 96𝛽3 + 32𝛽2)  (6.18) 

A Figura 6.17 ilustra o comportamento do deslocamento máximo da faixa de 

laje em função da variação das rigidezes dos apoios. 

 

Figura 6.17 – Deslocamento máximo em função da flexibilidade dos apoios, medidas 

em kN e m. Condição de contorno: Engastado-Engastado. 

Os deslocamentos nos pontos principais da superfície de resposta do modelo 

estrutural são dados  

 ∆(5000,5000) = −0,4 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,1000) = −1,6 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,5000) = −0,9 𝑐𝑚; 

 ∆(5000,1000) = −0,9 𝑐𝑚. 

O deslocamento máximo considerando o modelo de apoios infinitamente 

rígidos é de ∆= −0,1 𝑐𝑚. Verifica-se que, ao se considerar a flexibilidade dos apoios 

(independente do grau de flexibilidade), gerou acréscimos superiores a 100% da 

condição de apoio rígido.  

Mesmo considerando-se a rigidez elevada em ambos os apoios o 

deslocamento obtido (∆= −0,4𝑐𝑚), em relação à condição de apoio infinitamente 

rígido (∆= −0,1𝑐𝑚), foi de aproximadamente 4 vezes.  
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6.2 Análise do carregamento e reações em laje com apoios flexíveis 

No capítulo anterior foi estudado o comportamento das reações de apoio e 

deslocamentos da faixa de laje isolada variando-se o grau de rigidez dos apoios. 

Contudo, para estudar como a flexibilidade dos apoios influencia na distribuição das 

cargas nas respectivas faixas de laje é necessário analisar o comportamento do 

coeficiente 𝐾𝑥 (coeficiente de distribuição do carregamento da faixa na direção X). 

A Figura 6.18 ilustra a divisão de uma laje em faixas ortogonais e a 

representação da rigidez dos apoios elásticos na borda das lajes. 

 

Figura 6.18 – Representação de laje com apoios flexíveis. 

A análise do coeficiente 𝐾𝑥 (equação 6.19), obtida no capítulo 6, em função das 

rigidezes dos apoios apresenta algumas dificuldades, haja vista que este coeficiente 

tem 10 variáveis, sendo elas 𝛼𝑥(𝐿𝑥, 𝑘1, 𝑘2, 𝜆1, 𝜆2), 𝛼𝑦(𝐿𝑦, 𝑘3, 𝑘4, 𝜆3, 𝜆4), 𝐿𝑦, 𝐿𝑥, 

𝑘𝑥(𝑘1, 𝑘2), 𝑘𝑦(𝑘3, 𝑘4). 

 𝐾𝑥 =

(

 
 

(𝛼𝑦

𝐿𝑦
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑦

𝑘𝑦(𝑘3, 𝑘4)
)

(𝛼𝑥
𝐿𝑥

4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑥

𝑘𝑥(𝑘1, 𝑘2)
) + (𝛼𝑦

𝐿𝑦
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑦

𝑘𝑦(𝑘3, 𝑘4)
)
)

 
 

 
 

(6.19) 

Além das variáveis mencionadas existem nove combinações das condições de 

contorno no bordo das lajes onde cada fator 𝛼, referente ao tipo de vinculação da 

faixa, é dado em função das rigidezes dos apoios da laje. 
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Assim, de forma a estudar a influência do parâmetro 𝐾𝑥 na distribuição das 

cargas, é necessário realizar algumas simplificações. Para as análises efetuadas 

foram adotados: 

 coeficiente de ajuste unitário em ambas as faixas de laje: 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 =

𝜆4 = 1; 

 variação de rigidez diretamente nas faixas de laje 𝑘𝑥(𝑘1, 𝑘2) e 𝑘𝑦(𝑘3, 𝑘4); 

 carga distribuída na laje: 𝑞 = 10 𝑘𝑁/𝑚². 

Em relação às dimensões da laje dois casos são objeto de estudo, conforme 

apresentado: 

 comprimentos de faixa iguais: 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 = 3𝑚; 

 comprimentos de faixa diferentes: 𝐿𝑥 = 6𝑚 e 𝐿𝑦 = 3𝑚. 

O segundo caso, no qual se adota uma razão entre comprimentos de laje igual 

a 2, foi escolhido pois esse tipo de laje é geralmente armada em apenas uma direção 

(menor vão) e utilizado uma armadura distribuição na direção do maior vão.  

Assim, é válido analisar a influência da flexibilidade dos apoios para o cálculo 

das solicitações nas duas direções e verificar se essa premissa de detalhamento é 

apropriada. 

As simplificações adotadas são necessárias para representar a superfície de 

resposta do coeficiente 𝐾𝑥, pois reduzem o número de variáveis para duas (𝑘𝑥 e 𝑘𝑦), 

sendo possível analisar o comportamento desse coeficiente em função das rigidezes 

das faixas de laje. 

6.2.1 Laje simplesmente apoiada em todos os bordos com 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 

O modelo de laje apoiada em todos os bordos pode ser visto como o limite 

inferior para o dimensionamento, pois se trata da condição de contorno com o menor 

grau de vínculos possíveis em uma laje, que gera os maiores momentos positivos no 

elemento estrutural. A Figura 6.19 ilustra a representação adotada para a laje de 

apoios flexíveis 
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Figura 6.19 – Laje simplesmente apoiada com apoios flexíveis com 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦. 

O coeficiente 𝛼 é igual em ambas as faixas (mesma condição de contorno nas 

faixas) e tem o valor de 𝛼𝑥 = 𝛼𝑦 = −5. Os coeficientes 𝑘𝑥 e 𝑘𝑦 são dados pelas 

equações 

 𝑘𝑥 = −2
𝑘1𝑘2

(𝑘1 + 𝑘2)
 (6.20) 

 𝑘𝑦 = −2
𝑘3𝑘4

(𝑘3 + 𝑘4)
 (6.21) 

Seguindo a mesma sistemática do item anterior e admitindo-se que as rigidezes 

estejam compreendidas entre um mínimo de 𝑘𝑚𝑖𝑛 = 1000 𝑘𝑁/𝑚 e um máximo de 

𝑘𝑚𝑎𝑥 = 5000 𝑘𝑁/𝑚 constata-se que as expressões de 𝑘𝑥 e 𝑘𝑦 têm essa mesma 

variação. 

 

6.2.1.1 Coeficiente 𝐾𝑥 em laje apoiada – Geometria da laje: 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 

 

A Figura 6.20 ilustra o comportamento da variável 𝐾𝑥 em função dos parâmetros 

de rigidez 𝑘𝑥 e 𝑘𝑦 das faixas de laje. 
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Figura 6.20 – Comportamento do coeficiente 𝐾𝑥, medidas em kN e m. Condição de 

contorno: Laje simplesmente apoiada com 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦. 

Os valores de 𝐾𝑥 nos pontos principais da superfície de resposta (Figura 6.20) 

são dados por 

 𝐾𝑥(5000,5000) = 0,5; 

 𝐾𝑥(1000,1000) = 0,5; 

 𝐾𝑥(1000,5000) = 0,28; 

 𝐾𝑥(5000,1000) = 0,72. 

Constata-se que caso as rigidezes sejam iguais, 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦, o valor de 𝐾𝑥 é igual 

ao do caso de apoios infinitamente rígidos, ou seja, 𝐾𝑥 = 0,5. Conclui-se que 

independente do grau de flexibilidade dos apoios, desde que os parâmetros 𝑘𝑥 e 𝑘𝑦 

sejam iguais, não há alteração na distribuição de cargas entre as faixas de laje. 

Entretanto, utilizando-se a condição de mínima rigidez em uma das faixas 

(𝑘𝑥 = 1000 𝑘𝑁/𝑚) e de máxima rigidez na outra faixa (𝑘𝑦 = 5000 𝑘𝑁/𝑚) obtém-se o 

valor de 𝐾𝑥 = 0,28, e consequentemente o valor de 𝐾𝑦 = 0,72, ou seja, 28% do 

carregamento da laje é atribuída à faixa mais flexível e 72% à faixa mais rígida. 

Em comparação à condição de apoios infinitamente rígidos (teoria clássica de 

grelha), na condição extrema ocorre uma redução de aproximadamente 44% da carga 

que iria para a faixa de laje na direção mais flexível e um aumento de 

aproximadamente 44% na faixa de laje com apoios rígidos. Devido à simetria da laje 

(𝐿𝑥 = 𝐿𝑦) dedução semelhante pode ser observada ao se alternar a condição de 

flexibilidade das faixas de laje. 

Como o cálculo das reações e do momento máximo é diretamente proporcional 

aos coeficientes de distribuição de carga 𝐾𝑥 e 𝐾𝑦 o percentual de aumento e redução 
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que ocorrem em função da flexibilidade das faixas de laje é o mesmo observado na 

Figura 6.3.  

6.2.1.2 Deslocamento máximo em laje apoiada – Geometria da laje: 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 

Para a análise do deslocamento máximo da laje utiliza-se a equação 6.22 em 

relação à faixa da direção 𝑋. 

 ∆(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
𝛼𝑥

384

(𝑞𝐾𝑥)𝐿𝑥
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
−

(𝑞𝐾𝑥)𝐿𝑥

2𝑘𝑥
 (6.22) 

A Figura 6.21 apresenta o comportamento do deslocamento máximo da laje ao 

se variar a rigidez das faixas de laje. 

 

Figura 6.21 – Deslocamento máximo da laje, medidas em kN e m. Condição de 

contorno: Simplesmente apoiada nos bordos com 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦. 

Os valores a seguir indicam os deslocamentos, nos pontos extremos, em 

função das rigidezes de faixa 𝑘𝑥 e 𝑘𝑦 

 ∆(5000,5000) = −0,39 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,1000) = −0,99 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,5000) = −0,56 𝑐𝑚; 

 ∆(5000,1000) = −0,56 𝑐𝑚. 

O cálculo do deslocamento considerando a Teoria de Grelha (𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = ∞) 

resultou no valor de ∆= −0,24𝑐𝑚. Portanto, verifica-se que, mesmo considerando uma 

rigidez de faixa elevada (𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 5000 𝑘𝑁/𝑚), há um aumento superior a 50% no 

deslocamento máximo da laje. 
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6.2.2 Laje simplesmente apoiada em todos os bordos com 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦 

De forma análoga ao item 6.2.1, são realizadas as análises das reações e 

deslocamentos da laje considerando a condição geométrica de 𝐿𝑥 = 6𝑚 e 𝐿𝑦 = 3𝑚. 

As demais características estruturais da laje permanecem as mesmas. A Figura 6.22 

ilustra a configuração da laje objeto de estudo. 

 

Figura 6.22 – Laje simplesmente apoiada com apoios flexíveis com 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦. 

6.2.2.1 Coeficiente 𝐾𝑥 em laje apoiada – Geometria da laje: 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦 

A Figura 6.23 ilustra o comportamento da variação do coeficiente 𝐾𝑥 em função 

da rigidez das faixas de laje. 

 

Figura 6.23 – Coeficiente 𝐾𝑥, medidas em kN e m. Condição de contorno: Laje 

simplesmente apoiada com 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦. 
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Seguindo a mesma sistemática do item 6.2.1.1 os valores de 𝐾𝑥 nos pontos 

principais da superfície de resposta são listados  

 𝐾𝑥(5000,5000) = 0,09; 

 𝐾𝑥(1000,1000) = 0,16; 

 𝐾𝑥(1000,5000) = 0,07; 

 𝐾𝑥(5000,1000) = 0,19. 

Na condição de apoios infinitamente rígidos (Teoria de Grelha) foi obtido 𝐾𝑥 =

0,06. Verifica-se que pela Teoria de Grelha apenas 6% da carga é atribuída à faixa de 

maior vão e quase a totalidade da carga (94%) é atribuída à faixa de menor vão. 

Contudo, para a condição em que ambas as faixas apresentam elevada 

flexibilidade ocorreu um aumento considerável no carregamento da faixa de maior 

vão, sendo atribuído a essa faixa 16% do carregamento total da laje. No caso em que 

a maior flexibilidade consta na faixa 𝐿𝑦 = 3𝑚 e elevada rigidez na faixa 𝐿𝑥 = 6𝑚, 

constata-se que 19% do carregamento total da laje é imputado à faixa de maior vão. 

6.2.2.2 Momento máximo 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥 em laje apoiada – Geometria da laje: 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦 

A variação do momento máximo na direção do maior vão (𝐿𝑥 = 6𝑚) é 

apresentada pela superfície de resposta ilustrada na Figura 6.24. 

 

Figura 6.24 – Momento máximo na direção do maior vão, medidas em kN e m. 

Condição de contorno: Laje simplesmente apoiada com 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦. 

O momento máximo na direção do maior vão (direção X) é detalhado abaixo 

em função dos pontos principais das rigidezes das faixas. 

 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥(5000,5000) = 3,88 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥(1000,1000) = 7,04 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥(1000,5000) = 3,06 𝐾𝑁.𝑚/𝑚; 
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 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥(5000,1000) = 8,69 𝑘𝑁.𝑚/𝑚. 

O momento máximo considerando rigidez infinita nos apoios resulta em 

𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥 = 2,65 𝑘𝑁.𝑚/𝑚. Diante dos resultados pode-se observar que o momento 

máximo na direção do maior vão pode aumentar em até três vezes, a depender do 

grau de flexibilidade dos apoios das faixas, em comparação com o resultado obtido 

utilizando apoios infinitamente rígidos. 

Portanto, a indicação prática de utilizar armadura de distribuição em lajes 

armadas em uma direção (relação entre vãos maior ou igual a 2) pode não gerar 

resultados satisfatórios, a depender do grau de flexibilidade das vigas de bordo. 

6.2.2.3 Momento máximo 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥 em laje apoiada – geometria da laje: 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦 

Para a análise do momento máximo na direção do menor vão (direção Y) a 

superfície ilustrada na Figura 6.25 indica o seu comportamento em função das 

rigidezes das faixas. 

 

Figura 6.25 – Momento máximo na direção do menor vão, medidas em kN e m. 

Condição de contorno: Laje simplesmente apoiada nos bordos com 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦. 

O cálculo do momento máximo atuante no menor vão, nos principais pontos da 

superfície de resposta é 

 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥(5000,5000) = 10,28 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥(1000,1000) = 9,49 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥(1000,5000) = 10,48 𝐾𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥(5000,1000) = 9,08 𝑘𝑁.𝑚/𝑚. 

O momento máximo considerando rigidez infinita nos apoios resulta em 

𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥 = 10,59 𝑘𝑁.𝑚/𝑚. Verifica-se que, apesar de haver uma grande variabilidade 
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das rigidezes das faixas, o momento positivo atuante no menor vão (direção Y) tem 

pouca oscilação. 

6.2.2.4 Deslocamento máximo em laje apoiada – Geometria da laje: 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦 

O deslocamento máximo na laje está representado no gráfico da Figura 6.26. 

 

Figura 6.26 – Deslocamento máximo da laje, medidas em kN e m. Condição de 

contorno: Laje simplesmente apoiada com 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦. 

Os valores seguintes indicam os deslocamentos máximos da laje, nos pontos 

extremos, em função das rigidezes de faixa 𝑘𝑥 e 𝑘𝑦 

 ∆(5000,5000) = −0,71 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,1000) = −1,67 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,5000) = −0,73 𝑐𝑚; 

 ∆(5000,1000) = −1,60 𝑐𝑚. 

O cálculo do deslocamento, considerando os apoios infinitamente rígidos 

(𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = ∞), resultou no valor de ∆= −0,45𝑐𝑚. Verifica-se que, mesmo utilizando 

uma rigidez de faixa elevada, há um aumento superior a 50% no deslocamento 

máximo da laje em se comparando com o cálculo considerando os apoios 

infinitamente rígidos (Teoria de Grelha). 

6.2.3 Laje engastada em todos os bordos com 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 

Para a análise da laje engastada em todos os bordos é utilizado o mesmo 

critério do item 6.2.1, onde a variação da rigidez dos apoios foi substituída pela rigidez 

da faixa. A Figura 6.27 ilustra a laje objeto de estudo. 
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Figura 6.27 – Laje com apoios flexíveis engastada nos bordos com 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦. 

Para se determinar as reações e deslocamentos é necessário calcular a 

variável 𝛽 que depende das condições de rigidez dos apoios em cada faixa de laje, 

conforme expresso nas equações  

 𝛽𝑥(𝑘1, 𝑘2) =
[(24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

1
𝑘2

) + 𝐿𝑥
3]

[24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
1
𝑘1

+
1
𝑘2

) + 2𝐿𝑥
3]

 (6.23) 

 𝛽𝑦(𝑘3, 𝑘4) =
[(24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

1
𝑘4

) + 𝐿𝑥
3]

[24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
1
𝑘3

+
1
𝑘4

) + 2𝐿𝑥
3]

 (6.24) 

Os coeficientes 𝑘𝑥 e 𝑘𝑦 são determinados pelas equações  

 𝑘𝑥(𝑘1, 𝑘2) = −
𝑘1

2𝛽𝑥(𝑘1, 𝑘2)
 (6.25) 

 𝑘𝑦(𝑘3, 𝑘4) = −
𝑘3

2𝛽𝑦(𝑘3, 𝑘4)
 (6.26) 

Entretanto, não é possível representar o comportamento das superfícies de 

resposta em função das rigidezes individuais dos apoios, pois o número de variáveis 

é superior ao necessário para representar a superfície, assim, a variação da rigidez é 
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dada diretamente na rigidez de faixa (equações 6.25 e 6.26), admitindo-se que os 

coeficientes 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘𝑥 e 𝑘3 = 𝑘4 = 𝑘𝑦.     

As equações utilizadas para o cálculo das reações e deslocamentos são dadas 

em função dos parâmetros da faixa na direção X, conforme expresso nas equações 

6.27 e 6.28. É possível utilizar apenas uma faixa para a análise dos resultados pois 

foi arbitrado que os comprimentos da laje são iguais, assim  

 𝛼𝑥 = (48𝛽𝑥(𝑘𝑥)
4 − 96𝛽𝑥(𝑘𝑥)

3 + 32𝛽𝑥(𝑘𝑥)
2) (6.27) 

onde 

 𝛽𝑥(𝑘𝑥) =
[(24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

1
𝑘𝑥

) + 𝐿𝑥
3]

[24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
1
𝑘𝑥

+
1
𝑘𝑥

) + 2𝐿𝑥
3]

 (6.28) 

6.2.3.1 Coeficiente 𝐾𝑥 em laje engastada – Geometria da laje: 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 

A Figura 6.28 ilustra o comportamento do coeficiente de distribuição de cargas 

nas faixas de laje 𝐾𝑥. 

 

Figura 6.28 – Coeficiente 𝐾𝑥, medidas em kN e m. Condição de contorno: Laje 

engastada em todos os bordos com 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦. 

De forma análoga aos itens anteriores, são apresentados os valores de 𝐾𝑥 nos 

pontos extremos da superfície de resposta. 

 𝐾𝑥 (5000,5000) = 0,5; 

 𝐾𝑥(1000,1000) = 0,5; 

 𝐾𝑥(1000,5000) = 0,2; 

 𝐾𝑥(5000,1000) = 0,8. 

Verifica-se, de forma semelhante ao observado para a condição de laje 

simplesmente apoiada em todos os bordos, que independente do grau de flexibilidade 
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dos apoios da laje, desde que o coeficiente de mola em cada faixa seja igual, a variável 

𝐾𝑥 é a mesma para o caso de apoios rígidos (𝐾𝑥 = 0,5).  

Portanto, nesses casos não há diferença no cálculo das reações de apoio e 

momento máximo ao se utilizar a Teoria de Grelha, haja vista que essa metodologia 

de cálculo admite que 50% do carregamento total é atribuído para cada faixa de laje 

para essa condição de contorno. 

Porém, quando umas das faixas apresenta grande flexibilidade e a outra 

elevada rigidez ocorre uma redistribuição das cargas nas faixas de laje. Nas condições 

impostas nesse estudo, observou-se que apenas 20% do carregamento é atribuído à 

faixa mais flexível e 80% para a faixa de rigidez mais elevada.  

6.2.3.2 Momento máximo 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥 em laje engastada – Geometria da laje: 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 

Para a análise do momento máximo positivo na laje foi utilizada a equação 6.29 

onde o momento obtido corresponde ao momento atuante na faixa de direção X.  

 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥 =
(𝑞𝐾𝑥(𝑘𝑥, 𝑘𝑦)) 𝐿𝑥

2

2
(𝛽𝑥(𝑘𝑥)

2 − 𝛽𝑥(𝑘𝑥) +
1

3
) (6.29) 

A superfície de resposta do momento máximo, em função da rigidez das faixas, 

está ilustrada na Figura 6.29. 

 

Figura 6.29 – Momento máximo positivo na direção X, medidas em kN e m. 

Condição de contorno: Laje engastada em todos os bordos com 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦. 

Os momentos positivos máximos da laje, na direção X, para os principais 

pontos do gráfico são  

 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥 (5000,5000) = 1,88 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥(1000,1000) = 1,88 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥(1000,5000) = 0,75 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥(5000,1000) = 3 𝑘𝑁.𝑚/𝑚. 
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Verifica-se que no caso em que as faixas de laje possuem a mesma rigidez, 

independente do grau de flexibilidade, o resultado é igual ao obtido pela Teoria de 

Grelha, inclusive para o momento na direção Y.  

No caso em que há alternância de flexibilidade das faixas o momento na direção 

Y é o que corresponde à inversão das faixas, ou seja, se  𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥(1000,5000) =

0,75 𝑘𝑁.𝑚/𝑚 o momento na direção Y é de 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥(1000,5000) = 3 𝑘𝑁.𝑚/𝑚. 

Observa-se que, ao se alternar o grau de flexibilidade das faixas de laje, ocorre 

na direção da faixa mais flexível uma redução considerável no momento atuante, 

sendo o mesmo redistribuído para a faixa da outra direção. 

6.2.3.3 Deslocamento máximo em laje engastada – Geometria da laje: 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 

Para o cálculo dos deslocamentos utilizou-se a equação 6.22 em conjunto com 

as variáveis relativas à condição de contorno em estudo (equação 6.27 e 6.28), cujos 

resultados estão mostrados na Figura 6.30. 

 

Figura 6.30 – Deslocamento máximo, medidas em kN e m. Condição de contorno: 

Laje engastada em todos os bordos com 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦. 

Os seguintes valores indicam os deslocamentos, nos pontos extremos, em 

função das rigidezes 𝑘𝑥 e 𝑘𝑦 das faixas. 

 ∆(5000,5000) = −0,20 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,1000) = −0,80 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,5000) = −0,32 𝑐𝑚; 

 ∆(5000,1000) = −0,32 𝑐𝑚. 

O deslocamento pela Teoria de Grelha resultou em ∆= −0,05𝑐𝑚. Assim, 

constata-se que mesmo sendo adotada uma rigidez elevada nas faixas de laje, o 
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deslocamento obtido é quatro vezes superior ao calculado pela Teoria de Grelha e de 

16 vezes superior ao se considerar máxima flexibilidade nas faixas de laje. 

6.2.4 Laje engastada em todos os bordos com 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦 

Seguindo a mesma sistemática dos itens anteriores é analisado o caso de uma 

laje engastada em todos os bordos com apoios flexíveis, conforme ilustra a Figura 

6.31. 

 

Figura 6.31 – Laje com apoios flexíveis engastada nos bordos com 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦. 

6.2.4.1 Coeficiente 𝐾𝑥 em laje engastada – Geometria da laje: 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦 

A Figura 6.32 ilustra o comportamento do coeficiente 𝐾𝑥 relativas à laje 

apresentada na Figura 6.31. 
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Figura 6.32 – Coeficiente 𝐾𝑥, medidas em kN e m. Condição de contorno: Laje 

engastada nos bordos com 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦. 

Os valores da superfície de resposta da função 𝐾𝑥 para os principais pontos 

são apresentados abaixo 

 𝐾𝑥(5000,5000) = 0,16; 

 𝐾𝑥(1000,1000) = 0,26; 

 𝐾𝑥(1000,5000) = 0,08; 

 𝐾𝑥(5000,1000) = 0,43. 

O valor do coeficiente 𝐾𝑥 admitindo-se a hipótese de rigidez infinita nos apoios 

é dado por 𝐾𝑥 = 0,06. Pode-se observar que mesmo ao se considerar uma rigidez 

elevada nas faixas de laje (𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 5000 𝑘𝑁/𝑚) ocorre um aumento do percentual 

de carga atribuído à faixa de maior vão, aumento esse de aproximadamente 2,7 vezes 

o valor dado pela Teoria de Grelha. 

Pode-se observar que ao se considerar uma elevada rigidez na faixa de maior 

vão (𝑘𝑥 = 5000 𝑘𝑁/𝑚) e uma maior flexibilidade na faixa de menor vão 

(𝑘𝑦 = 1000 𝑘𝑁/𝑚) ocorre uma redistribuição significativa no percentual de carga a ser 

atribuída às faixas de laje. Foi verificado que neste caso extremo 43% do 

carregamento total é atribuído à faixa de mão vão e 57% à faixa de menor vão.  

6.2.4.2 Momento máximo 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥 em laje engastada – Geometria da laje: 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦 

O momento máximo na direção de X é dado pela equação 6.29 e apresentado 

em função da rigidez das faixas de laje na Figura 6.33. 
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Figura 6.33 – Momento máximo positivo na direção X, medidas em kN e m. 

Condição de contorno: Laje engastada em todos os bordos com 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦. 

De forma análoga aos itens anteriores os valores nos pontos extremos do 

gráfico são discretizados  

 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥(5000,5000) = 2,35 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥(1000,1000) = 3,91 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥(1000,5000) = 1,21 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥(5000,1000) = 6,42 𝑘𝑁.𝑚/𝑚. 

O momento máximo considerando apoios infinitamente rígidos é de 𝑀𝑥,𝑚𝑎𝑥 =

0,88 𝑘𝑁.𝑚/𝑚. Pode-se verificar que existe uma diferença considerável ao se 

comparar o valor do momento máximo com apoios infinitamente rígidos em relação 

ao momento máximo com apoios de rigidez elevada, sendo essa diferença de 

aproximadamente 2,7 vezes. 

Conforme constatado em estudo, ocorre um aumento significativo na 

magnitude do momento positivo atuante na laje na direção do maior vão.  Assim, a 

hipótese usualmente adotada para o dimensionamento de lajes armadas em uma 

direção, no qual no menor vão é dimensionado e o maior vão é utilizada armadura de 

distribuição pode gerar patologias estruturais a depender do grau de flexibilidade das 

vigas de bordo.  

6.2.4.3 Momento máximo 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥 em laje engastada – Geometria da laje: 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦 

O momento máximo na direção de Y é dado pela equação 6.30 e sua superfície 

de resposta pela Figura 6.34. 

 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥 =
𝑞 (1 − 𝐾𝑥(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦)) 𝐿𝑦

2

2
(𝛽𝑦(𝑘𝑦)

2
− 𝛽𝑦(𝑘𝑦) +

1

3
) (6.30) 
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Figura 6.34 – Momento máximo positivo na direção Y, medidas em kN e m. 

Condição de contorno: Laje engastada em todos os bordos com 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦. 

Os principais valores obtidos para o momento máximo na direção Y (maior vão) 

são listados  

 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥(5000,5000) = 3,16 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥(1000,1000) = 2,77 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥(1000,5000) = 3,45 𝑘𝑁.𝑚/𝑚; 

 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥(5000,1000) = 2,15 𝑘𝑁.𝑚/𝑚. 

O momento máximo considerando apoios infinitamente rígidos é de 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥 =

3,53 𝑘𝑁.𝑚/𝑚. Verifica-se que a hipótese de apoios infinitamente rígidos apresentou 

valor superior a todos os casos analisados. Assim, existe uma tendência, ao se utilizar 

a hipótese de apoios infinitamente rígidos, de superdimensionar a armadura da laje 

na direção do menor vão. 

Pôde-se observar que caso os apoios na direção Y sejam flexíveis ocorre uma 

redução significativa no valor de 𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥, podendo chegar a ocorrer uma redução de 

até 40% em uma situação extrema.  

6.2.4.4 Deslocamento máximo em laje engastada – Geometria da laje: 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦 

Para o cálculo dos deslocamentos utilizou-se a equação 6.22 em conjunto com 

as variáveis relativas à condição de contorno em estudo (equação 6.23 e 6.24) 

resultando na Figura 6.35. 
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Figura 6.35 – Deslocamento máximo, medidas em kN e m. Condição de contorno: 

Laje engastada em todos os bordos com 𝐿𝑥 = 2𝐿𝑦. 

Os deslocamentos máximos dados em função da rigidez das faixas de laje são 

apresentados  

 ∆(5000,5000) = −0,33 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,1000) = −1,18 𝑐𝑚; 

 ∆(1000,5000) = −0,36 𝑐𝑚; 

 ∆(5000,1000) = −0,91 𝑐𝑚. 

O deslocamento máximo considerando apoios infinitamente rígidos é de ∆=

−0,09𝑐𝑚. Verifica-se que há um aumento da ordem de 3,7 vezes no deslocamento 

máximo da laje ao se considerar faixa de laje de elevada rigidez.  

De uma forma geral há um aumento significativo em todos os casos, 

independente do grau de flexibilidade da faixa de laje adotada, podendo chegar a um 

valor 13 vezes superior ao modelo de cálculo de apoios infinitamente rígidos. 
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7 VERIFICAÇÃO DO MODELO  

Para verificar os resultados obtidos com o modelo proposto é realizado um 

estudo comparativo utilizando o software SAP2000 (CSI, 2016). Nesse estudo são 

utilizadas lajes com apoios rígidos e flexíveis, além de geometria quadrada e 

retangular. São analisados os resultados para as espessuras de laje de 15, 10 e 8 

centímetros. Os resultados apresentados também podem ser encontrados em Silva et 

al (2023). 

7.1 Verificação do modelo – Laje simplesmente apoiada 

Para a condição de contorno de laje simplesmente apoiada foram utilizados 

dois modelos no SAP2000, denominados Modelo 1 e Modelo 2, onde a diferença 

consiste apenas no tipo de apoio adotado. As características dos modelos adotados 

são descritas abaixo: 

 Modelo 1: A laje é apoiada em vigas e os apoios das vigas são idealizados 

como apoios simples nos vértices da laje; 

 Modelo 2: A laje é apoiada em vigas e os apoios das vigas são idealizados 

como barras de pilares (seção 30x30 e altura de 3 m) com as mesmas 

propriedades do concreto utilizado nos demais elementos estruturais. 

Ressalta-se que em todos os casos analisados foi atribuído o carregamento 

uniforme de 2,5 kN/m², sendo excluída a influência do peso próprio da estrutura. A 

exclusão do peso próprio foi adotada de forma a uniformizar os resultados em todos 

os casos, haja vista que a alteração da geometria das vigas e da espessura da laje 

aumenta o carregamento de peso próprio da estrutura. 

7.1.1 Laje quadrada e simplesmente apoiada 

A laje objeto de estudo possui lados de 3 metros. O concreto utilizado tem a 

resistência de 𝑓𝑐𝑘 = 30 𝑀𝑃𝑎. O cálculo do módulo de elasticidade foi obtido conforme 

diretrizes da NBR 6118/2023 por meio da expressão abaixo. 

 𝐸 = 𝛼𝑒5600√𝑓𝑐𝑘 (7.1) 

Para fins de estudo numérico foi adotado o valor constante de 𝐸 = 30,672 𝐺𝑃𝑎 

para todos os elementos de concreto. 
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A inércia das vigas de borda foi variada, sendo utilizado neste estudo seções 

de 20x40 (vigas rígidas) e 10x20 (vigas flexíveis). Foram modificadas também as 

rigidezes à torção das vigas de bordo, sendo objeto de análise os seguintes 

percentuais da rigidez elástica à torção da viga de apoio: 100%, 15%, 1% e 0%. 

A redução da rigidez à torção das vigas de bordo é baseada no item 14.6.6.2 

da NBR 6118/2023, em que existe a previsão de se considerar um certo grau de 

redução da inércia à torção das vigas de bordo devido à fissuração. 

Além do estudo comparativo descrito acima também foi realizada uma análise 

considerando a redução da rigidez à torção da laje a 15% do valor original na análise 

numérica, denominado modelo RIT. Para esse estudo as mesmas hipóteses de 

análise (redução da rigidez à torção da viga de bordo e espessura da laje) foram 

utilizadas. Essa análise foi adotada em função da possibilidade de formação de 

fissuras devido aos momentos volventes. 

A redução da inércia à torção da laje foi aplicada diretamente no programa 

alterando-se as propriedades dos elementos de área utilizados na discretização da 

laje. 

7.1.2 Modelo 1 – Laje quadrada e simplesmente apoiada – 15 cm de espessura 

A Figura 7.1 ilustra o modelo analisado no software SAP2000. As vigas foram 

analisadas como elementos de pórtico e a laje foi subdividida em elementos de área 

sendo utilizado o elemento SHELL-THIN para caracterizar esses elementos. 

A ligação entre os elementos de laje e os elementos de viga foi feita pelo 

centroide da viga com a laje compartilhando o mesmo nó. 
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Figura 7.1 – Modelo 1 em laje quadrada e simplesmente apoiada. 

Das análises efetuadas no Modelo 1 constata-se que, ao se considerar a 

redução da inércia à torção da viga de apoio, ocorre o aumento do momento fletor 

positivo da laje no modelo numérico e uma redução do momento negativo nas bordas. 

Esse fato é atribuído ao grau de engastamento na ligação entre a laje e a viga devido 

à tendencia da viga de borda restringir a rotação da laje.  

Considerando-se que a análise foi realizada sendo idealizado uma laje 

simplesmente apoiada foram apresentadas na Tabela 7.1 apenas os momentos 

positivos referentes à análise numérica. 

Assim, quando se considera em sua totalidade a inércia à torção da viga de 

apoio a laje possui a tendência de se comportar como uma laje parcialmente 

engastada nas bordas. Ao se desconsiderar a inércia à torção das vigas de borda o 

comportamento da laje de aproxima de uma laje simplesmente apoiada em viga 

flexível.  

Posto isso, os resultados obtidos com a redução da inércia à torção da viga são 

os que mais se aproximam da condição de contorno de laje simplesmente apoiada. 

Nos resultados apresentados a sigla RIT faz referência à análise com redução da 

inércia à torção da laje a 15% do valor total. 

Ao se considerar a perda de rigidez à torção da laje (Modelo 1 – RIT) os 

resultados se aproximam do modelo analítico. A proximidade do resultado obtido no 

modelo numérico, com a redução da inércia à torção da laje, com o modelo analítico 

era esperada, pois o modelo analítico é desenvolvido desconsiderando-se a inércia à 

torção na laje. 
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Os deslocamentos, de forma análoga, tendem a aumentar com a redução da 

inércia à torção das vigas de borda, pelos motivos explicados. Verifica-se que os 

resultados do modelo numérico, ao se reduzir a inércia à torção da laje, ficaram mais 

próximos do modelo proposto.  

Tabela 7.1 – Modelo 1 (15 cm espessura): Momento positivo e deslocamento máximo. 

 

Ao se considerar que as vigas de apoio são flexíveis, pôde-se constatar que os 

momentos fletores possuem variação significativa entre o centro da laje e sua 

extremidade, conforme ilustra a Figura 7.2. 
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Figura 7.2 – Variação do momento positivo na direção X do Modelo 1 em laje 

quadrada e simplesmente apoiada com vigas flexíveis. 

Assim, os resultados apresentados na análise numérica da Tabela 7.1, em 

relação ao caso de vigas de borda flexíveis (10 × 20), trazem a média entre os valores 

de momento fletor positivo mínimos e máximo na faixa central da laje.  

Verifica-se que a diferença, em relação aos momentos positivos, entre o 

Modelo 1 e Modelo 1 – RIT é mínima e os valores foram superiores em 

aproximadamente 82% em comparação com o modelo proposto e a Teoria de Grelha 

nesses casos. 

7.1.3 Modelo 2 – Laje quadrada e simplesmente apoiada – 15cm de espessura 

A Figura 7.3 ilustra o Modelo 2 utilizado na análise numérica. A geometria e as 

propriedades da estrutura são as mesmas do Modelo 1. Os elementos utilizados para 

caracterizar os pilares foram elementos de pórtico (mesmo elemento utilizado nas 

vigas).  
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Figura 7.3 – Modelo 2 em laje quadrada simplesmente apoiada. 

Ao se considerar que as vigas de apoio são flexíveis o mesmo comportamento 

observado na Figura 7.2 foi verificado no Modelo 2, assim, foi adotada a mesma 

sistemática de cálculo do momento positivo máximo, ou seja, foi utilizada a média dos 

valores no cálculo do momento positivo. 

Os deslocamentos do Modelo 2 (Tabela 7.2), com e sem redução da inércia à 

torção da laje, foram bastante próximos. Contudo, o modelo proposto apresentou 

deslocamentos maiores que os obtidos na análise numérica. Apesar dessa diferença 

verifica-se que o modelo proposto configurou resposta mais coerente que a Teoria de 

Grelha. 
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Tabela 7.2 – Modelo 2 (15 cm espessura): Momento positivo e deslocamento 

máximo. 

 

7.1.4 Modelo 1 – Laje quadrada e simplesmente apoiada – 10 cm de espessura 

A Tabela 7.3 indica os valores obtidos na análise da laje de 10 cm de 

espessura. Verifica-se que os momentos positivos foram majoritariamente inferiores à 

laje de espessura de 15 cm, em especial para o caso do Modelo 1 e nos casos em 

que há rigidez à torção nas vigas de bordo.   

Os deslocamentos seguem o mesmo comportamento da laje de 15 cm de 

espessura, ou seja, com a redução da inércia à torção das vigas de apoio há um 

aumento nos deslocamentos. 
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Configuração semelhante à Figura 8.2 também foi observada ao se adotar 

vigas de apoio extremamente flexíveis. Nesses casos o critério de cálculo do momento 

máximo foi o mesmo utilizado para a laje de 15 cm de espessura. 

Observa-se que o modelo analítico se aproximou dos resultados do Modelo 1 

– RIT, em especial ao se considerar a redução da rigidez à torção da laje. Os valores 

obtidos no modelo numérico para a laje de espessura de 10 cm foram praticamente 

constantes e próximos aos do modelo analítico proposto. 

Tabela 7.3 – Modelo 1 (10 cm espessura): Momento positivo e deslocamento máximo. 

 

7.1.5 Modelo 2 – Laje quadrada e simplesmente apoiada – 10 cm de espessura  

A Tabela 7.4 apresenta os resultados obtidos considerando o Modelo 2 na 

análise numérica. Verifica-se que os valores no modelo com redução da inércia à 

torção da laje são os que mais se aproximam do modelo analítico. 
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Com relação aos deslocamentos, para o caso de vigas de borda rígida, o 

modelo com a redução da inércia à torção da laje foi o que mais se aproximou do 

modelo analítico, de forma similar aos valores obtidos no cálculo do momento máximo.  

Os momentos fletores positivos no Modelo 2 foram próximos aos resultados do 

modelo analítico, sendo o Modelo 2 – RIT o modelo em que houve maior concordância 

dos resultados. 

De forma análoga à laje de 15 cm de espessura os deslocamentos do Modelo 

2, com e sem redução da inércia à torção da laje, foram próximos, a proposta de 

contribuição à Teoria de Grelha apresentou deslocamentos superiores aos da análise 

numérica.  

Tabela 7.4 – Modelo 2 (10 cm espessura): Momento positivo e deslocamento máximo. 
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7.1.6 Modelo 1 – Laje quadrada e simplesmente apoiada – 8 cm de espessura 

As solicitações para a laje de 8 cm de espessura, apresentados na Tabela 7.5, 

foram praticamente os mesmos da laje de 10 cm de espessura, conforme pode ser 

verificado comparando-se a Tabela 7.4 com a Tabela 7.5. Assim, as conclusões são 

idênticas.  

Apesar da diferença de valores, os resultados da Tabela 7.5 foram, 

proporcionalmente, os mesmos da laje de 10cm de espessura. Assim, as conclusões 

são semelhantes.  

Para a situação de apoios flexíveis, verifica-se que quase não há alteração nos 

deslocamentos máximos no Modelo 1 (considerando ou não a inércia à torção da laje). 

Nesses casos a Teoria de Grelha apresentou valores bastante inferiores aos obtidos 

nos modelos numéricos.  
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Tabela 7.5 – Modelo 1 (8 cm espessura): Momento positivo e deslocamento máximo. 

 

7.1.7 Modelo 2 – Laje quadrada e simplesmente apoiada – 8 cm de espessura 

Verifica-se, a partir dos dados da Tabela 7.6, que neste modelo numérico os 

resultados referentes ao momento positivo máximo no Modelo 2 – RIT foram 

semelhantes aos obtidos no Modelo 1 da laje com 8cm (Tabela 7.5) de espessura. 

Assim, as conclusões são as mesmas. 

Os deslocamentos calculados no Modelo 2 foram inferiores aos obtidos 

analiticamente pelo modelo proposto. Esse resultado pode ser atribuído ao grau de 

engastamento proporcionado pelos apoios dos pilares. 

Os valores de momento fletor positivo em laje com 8 cm de espessura foram 

mais próximos aos resultados do modelo analítico, sendo o Modelo 2 - RIT o modelo 

em que houve maior concordância dos resultados. 
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Tabela 7.6 – Modelo 2 (8 cm espessura): Momento máximo e deslocamento máximo. 

 

7.1.8 Calibragem do modelo proposto  

O cálculo do coeficiente de rigidez pelo modelo proposto é baseado nas 

condições de contorno das vigas de apoio. Assim, a depender do grau de 

engastamento e do tipo de distribuição de carga da viga de borda há alteração dos 

resultados.  

A Figura 7.4 ilustra as situações que serão utilizadas como padrão para o 

cálculo do coeficiente de rigidez. 
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Figura 7.4 – Calibragens para o cálculo do coeficiente de rigidez sugeridas para o 

modelo proposto. 

Devido à condição de laje simplesmente apoiada com geometria simétrica, 

mudanças no coeficiente de rigidez dos apoios no modelo proposto não alteram as 

solicitações.  

Assim, nos itens que se seguem são apresentados apenas os resultados 

relativos aos deslocamentos. 

7.1.9 Calibragem do modelo proposto – Laje de 15 cm de espessura 

Utilizando-se os valores de deslocamento indicados nos modelos estruturais da 

Figura 7.4 para o cálculo do coeficiente de apoio elástico do modelo proposto obtém-

se os deslocamentos da Figura 7.5.  
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Verifica-se que, para a situação de viga de borda rígida, os resultados da 

Calibragem 1 foram os mais próximos do Modelo 1, Modelo 1 – RIT e Modelo 2 – RIT, 

enquanto a Calibragem 2 se aproximou mais do Modelo 2.  

 

Figura 7.5 – Viga de borda rígida (20x40): Deslocamento máximo considerando a 

calibragem do modelo proposto. Laje de 15cm de espessura. 

A Figura 7.6 ilustra os valores obtidos no cálculo dos deslocamentos ao se 

considerar vigas de borda flexíveis. A Calibragem inicial do modelo proposto se 

aproximou dos resultados do Modelo 1– RIT, enquanto a Calibragem 2 se aproximou 

dos resultados obtidos no Modelo 2 e Modelo 2 – RIT. 
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Figura 7.6 – Viga de borda flexível (10x20): Deslocamento máximo considerando a 

calibragem do modelo proposto. Laje de 15cm de espessura. 

7.1.10 Calibragem do modelo proposto – Laje de 10 cm de espessura 

A Figura 7.7 apresenta o resumo dos deslocamentos máximos considerando a 

calibragem do modelo proposto. Verifica-se que os valores obtidos nas calibragens 

tiveram pouca variação e foram próximos aos valores obtidos nos modelos com 

redução da inércia à torção da laje. 
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Figura 7.7 – Viga de borda rígida (20x40): Deslocamento máximo considerando a 

calibragem do modelo proposto. Laje de 10 cm de espessura. 

A Figura 7.8 apresenta os valores dos deslocamentos com vigas de borda 

flexíveis. Verifica-se que a calibragem inicial se aproximou do Modelo 1 e Modelo 1 – 

RIT enquanto a calibragem 2 se aproximou do Modelo 2 e Modelo 2 – RIT. 

Pôde-se constatar que a calibragem 2 (viga de borda biengastada) gera 

resultados mais próximos do Modelo 2. Isso se deve ao fato da condição de viga de 

borda biengastada conseguir representar de forma mais precisa o efeito da rigidez dos 

pilares nos deslocamentos das vigas de borda.   

De uma forma geral a contribuição à Teoria de Grelha desenvolvida nesta tese 

apresenta precisão nos resultados para os casos em que a inércia das vigas de bordo 

é baixa. 
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Figura 7.8 – Viga de borda flexível (10x20): Deslocamento máximo considerando a 

calibragem do modelo proposto. Laje de 10cm de espessura. 

7.1.11 Calibragem do modelo proposto – Laje de 8 cm de espessura 

A Figura 7.9 ilustra os valores obtidos na análise com o modelo proposto 

calibrado. Verifica-se que quase não há diferença na resposta em função das 

calibragens utilizadas. Os valores obtidos se aproximam dos modelos com redução 

da inércia à torção da laje. 
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Figura 7.9 – Viga de borda rígida (20x40): Deslocamento máximo considerando a 

calibragem do modelo proposto. Laje de 8 cm de espessura. 

Para a situação de borda flexível (Figura 7.10) pode-se constatar que a 

calibragem 2 (viga de borda biengastada) gera resultados mais próximos do Modelo 

2 (com e sem redução da inércia à torção da laje), o Modelo 1 (com e sem redução 

da inércia à torção da laje) forneceu resultados mais próximos da calibragem 1.  

Assim, verifica-se que o tipo de deslocamento adotado para o cálculo do 

coeficiente de rigidez influência significativamente o resultado.  
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Figura 7.10 – Viga de borda flexível (10x20): Deslocamento máximo considerando a 

calibragem do modelo proposto. Laje de 8 cm de espessura. 

7.2 Verificação do modelo: Laje retangular e simplesmente apoiada 

Para a análise da laje retangular foram utilizadas as mesmas premissas do item 

7.1.1 alterando-se apenas a geometria e a inércia das vigas de maior vão. Foi utilizado 

neste estudo seções de 20x80 para a viga de maior vão e de 20x40 para o menor vão, 

consideradas vigas rígidas.  

Na redução da inércia das vigas foi utilizada a seção de 10x40 para a viga de 

maior vão e 10x20 para a viga de menor vão, consideradas vigas flexíveis. A laje 

possui lados de 3 e 6 metros.  

7.2.1 Modelo 1 – Laje retangular e simplesmente apoiada – 15 cm de espessura 

A Figura 7.11 ilustra o Modelo 1 utilizado na análise numérica. Os elementos 

utilizados na análise numérica foram os mesmos do item 7.1.2. 
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Figura 7.11 – Modelo 1 em laje retangular. 

A Tabela 7.7 apresenta os resultados obtidos para o momento positivo máximo 

nas direções X (menor vão) e Y (maior vão), além do deslocamento máximo. Verifica-

se que, com a calibragem inicial, apenas o momento na direção X apresentou valores 

próximos do modelo analítico. 

Em relação à condição de contorno de vigas de apoio flexíveis, foi verificada a 

mesma configuração de variação do momento positivo da Figura 7.2, assim, foi 

adotado para o cálculo do momento positivo o mesmo critério dos itens anteriores.  

Com a consideração de apoios flexíveis, o modelo proposto indicou um 

aumento expressivo na direção do maior vão (eixo Y) de forma semelhante ao modelo 

numérico, mas em uma magnitude inferior ao obtido numericamente.  

Verifica-se que os resultados da análise numérica foram praticamente 

constantes em relação à condição de inércia à torção das vigas de apoio, em especial 

para as condições de vigas flexíveis.  
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Tabela 7.7 – Modelo 1 em laje retangular (15cm espessura): Momento positivo e 

deslocamento máximo. 

 

7.2.2 Modelo 1 – Laje retangular e simplesmente apoiada – 10 cm de espessura 

A Tabela 7.8 ilustra os resultados obtidos para a laje de 10cm de espessura. 

Verifica-se que nos modelos numéricos há pouca variação no momento positivo na 

maior direção no caso de vigas de apoio rígidas. 
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O Modelo 1 – RIT apresentou aumento significativo no momento fletor positivo 

para o caso de baixa inércia à torção das vigas de apoio, ou seja, no caso idealizado 

de laje simplesmente apoiada. 

Pôde-se constatar que quase não há alteração nas solicitações dos modelos 

numéricos, em função da redução da inércia à torção das vigas de apoio, ao se 

considerar a baixa rigidez das vigas de apoio.  

Tabela 7.8 – Modelo 1 (10cm espessura) em laje retangular: Momento positivo e 

deslocamento máximo. 
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7.2.3 Modelo 1 – Laje retangular e simplesmente apoiada – 8 cm de espessura 

A Tabela 7.9 ilustra os resultados obtidos para a laje de 8cm de espessura. 

Verifica-se que o Modelo 1 – RIT foi o que apresentou maior magnitude de momento 

fletor positivo e deslocamento para a condição de baixa inércia à torção das vigas de 

apoio. Verifica-se que com a redução da rigidez das vigas de apoio os resultados 

foram praticamente constantes. 

Tabela 7.9 – Modelo 1 (8cm espessura) em laje retangular: Momento positivo e 

deslocamento máximo. 
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7.2.4 Modelo 2 – Laje retangular e simplesmente apoiada – 15 cm de espessura 

Seguindo a mesma sistemática das análises anteriores a Figura 7.12 ilustra o 

modelo adotado como base na análise numérica. Os elementos utilizados foram os 

mesmos do Modelo 2 da laje quadrada, alterando-se apenas a geometria da laje. 

 

 

Figura 7.12 – Modelo 2 em laje retangular. 

A Tabela 7.10 expressa os resultados das solicitações e deslocamentos da 

análise numérica. Verifica-se que os resultados da análise numérica referentes aos 

deslocamentos com vigas de apoio flexíveis apresentaram maior proximidade com 

modelo proposto. 
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Tabela 7.10 – Modelo 2 (15cm espessura) em laje retangular: Momento positivo e 

deslocamento máximo. 

 

7.2.5 Modelo 2 – Laje retangular e simplesmente apoiada – 10 cm de espessura 

Seguindo a mesma sistemática do item anterior a Tabela 7.11 apresenta os 

resultados da laje de 10cm de espessura. Observa-se também neste caso que os 

deslocamentos do modelo proposto foram mais próximos da análise numérica. 
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Tabela 7.11 – Modelo 2 (10cm espessura) em laje retangular: Momento positivo e 

deslocamento máximo. 

 

7.2.6 Modelo 2 – Laje retangular e simplesmente apoiada – 8 cm de espessura 

De forma análoga aos itens anteriores a Tabela 7.12 ilustra os resultados 

obtidos na análise para a laje de 8cm de espessura. Verifica-se que, além da 
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proximidade com os deslocamentos, o momento na direção do menor vão (eixo X) do 

modelo proposto foi próximo ao resultado da análise numérica. 

Tabela 7.12 – Modelo 2 (8cm espessura) em laje retangular: Momento positivo e 

deslocamento máximo. 
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7.2.7 Calibragem do modelo proposto – Laje retangular de 15 cm de espessura 

Utilizando-se para o cálculo da rigidez do apoio elástico os deslocamentos 

previstos nos casos apresentados na Figura 7.3, obtém-se os valores para os casos 

analisados, conforme ilustra a Figura 7.13. 

 

Figura 7.13 – Resultados do Modelo proposto calibrado: Momento positivo e 

deslocamento máximo em laje de 15 cm de espessura. 

A Tabela 7.13 apresenta os valores, associados aos gráficos da Figura 7.13, 

das solicitações e deslocamentos. Pôde-se constatar que os momentos positivos, do 

modelo numérico, na direção do maior vão (eixo Y) forneceram resultados bastante 

diferentes em relação ao cálculo analítico.  

Em relação aos deslocamentos, o modelo proposto com a calibragem inicial 

forneceu resultados próximos aos do Modelo 2. 
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Tabela 7.13 – Laje retangular (15cm espessura): Modelo proposto calibrado – 

Momento positivo e deslocamento máximo. 

 

7.2.8 Calibragem do modelo proposto – Laje retangular de 10cm de espessura 

De forma análoga ao item anterior a Figura 7.14 apresenta, graficamente, o 

comportamento das solicitações e deslocamentos obtidos na análise numérica e 

analítica considerando as calibragens propostas. 
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Figura 7.14 – Resultados do Modelo proposto calibrado: Momento positivo e 

deslocamento máximo em laje de 10 cm de espessura. 

A Tabela 7.14 ilustra os valores associados à Figura 7.14. Verifica-se que no 

momento positivo na direção do menor vão (eixo X) as calibragens forneceram valores 

próximos aos obtidos na análise numérica, nos casos de baixa rigidez à torção nas 

vigas de apoio. 

A calibragem 2 foi a que forneceu valores mais próximos do Modelo 2 para o 

momento na direção do menor vão (eixo X). Os deslocamentos, em relação à condição 

de apoios flexíveis, obtidos na calibragem 1 se aproximaram aos do Modelo 1 e a 

calibragem inicial se aproximou aos valores do Modelo 2. 
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Tabela 7.14 – Laje retangular (10 cm espessura): Modelo proposto calibrado – 

Momento positivo e deslocamento máximo. 

 

7.2.9 Calibragem do modelo proposto – Laje retangular de 8 cm de espessura 

Seguindo a mesma sistemática dos itens anteriores, a Figura 7.15 apresenta 

os gráficos associados solicitações e deslocamentos obtidos na análise numérica e 

analítica considerando as calibragens propostas. 
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Figura 7.15 – Resultados do Modelo proposto calibrado: Momento positivo e 

deslocamento máximo em laje de 8 cm de espessura. 

Na Tabela 7.15 são apresentados os valores correspondentes à Figura 7.15. 

Em relação ao momento positivo segundo o menor vão (eixo X) as calibragens 

forneceram valores próximos da análise numérica. Apenas a calibragem 1 apresentou 

valores para momento positivo nas duas direções próximos ao Modelo 1 para a 

condição de baixa rigidez das vigas de apoio. 

Os deslocamentos da calibragem 1 ficaram próximos ao Modelo 1 enquanto a 

calibragem 2 e a calibragem inicial se aproximaram do Modelo 2. Assim, verifica-se 

que o modelo proposto pode vir a fornecer respostas mais precisas, caso o coeficiente 

de mola retrate de forma mais precisa o deslocamento previsto na viga de borda. 
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Tabela 7.15 – Laje retangular (8 cm espessura): Modelo proposto calibrado – 

Momento positivo e deslocamento máximo. 

 

7.3 Verificação do modelo: Laje totalmente engastada 

O estudo comparativo realizado neste capítulo é análogo ao apresentado no 

item 7.1, sendo utilizados os mesmos parâmetros de geometria, espessura, 

resistência, carregamento e rigidez da viga de apoio, alterando-se apenas a condição 

de contorno dos bordos da laje.  

Como neste capítulo são analisadas lajes engastadas, não é necessário alterar 

a inércia à torção das vigas de bordo, portanto, não será objeto de estudo a influência 

da rigidez à torção das vigas de borda.  
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De forma a explorar as diversas possibilidades de modelo estrutural que 

possam vir a configurar um engaste nas bordas foram elaborados para análise 5 

modelos distintos.  

As condições de contorno adotadas em cada modelo são apresentadas nos 

itens seguintes. Para todos os casos analisados também foi realizada uma análise 

considerando a redução da rigidez à torção da laje para 15% de seu valor original. 

7.3.1 Laje quadrada e totalmente engastada 

A laje objeto de estudo possui as mesmas propriedades mecânicas e 

geométricas da laje apresentada no item 7.1.1. De forma análoga ao capítulo 7 foram 

utilizados elementos de pórtico para caracterização de vigas de pilares e o elemento 

de área SHELL-THIN para os elementos de área da laje.  

7.3.2 Modelo 1 – Laje quadrada e totalmente engastada – 15cm de espessura  

A Figura 7.16 ilustra o Modelo 1 objeto de análise. As condições de contorno 

deste modelo são de engastamento de todos os nós do bordo da laje.  

 

Figura 7.16 – Modelo 1 em laje quadrada e engastada. 
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A Figura 7.17 apresenta os momentos fletores na direção X. Devido à simetria 

o mesmo resultado é observado na direção Y. Nesta análise todas as vigas possuem 

seção de 20x40 e são consideradas rígidas. 

 

Figura 7.17 – Momento fletores na direção X do Modelo 1: Vigas rígidas em laje 

quadrada e engastada de 15cm de espessura. 

Os valores calculados para os deslocamentos e solicitações nessa 

configuração são apresentados abaixo: 

 momento positivo máximo: 0,48 kN.m/m; 

 momento negativo máximo: 1,15 kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,029 mm. 

Nesse modelo, independente da variação de inércia da viga, não ocorre 

alterações em seus deslocamentos devido à consideração de engaste em cada nó da 

borda da laje. Assim, os resultados acima são iguais aos obtidos para a condição de 

vigas de apoio flexíveis. 
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7.3.3 Modelo 2 – Laje quadrada e totalmente engastada – 15cm de espessura 

A Figura 7.18 ilustra o 2° modelo utilizado. São adotadas basicamente as 

mesmas hipóteses do Modelo 1. A diferença consta nos nós das vigas de borda, onde 

foi estabelecido para esses nós a restrição apenas à rotação em todos os sentidos e 

nos vértices apoios simples do 2° gênero. 

 

Figura 7.18 – Modelo 2 em laje quadrada e engastada. 

A Figura 7.19 apresenta a distribuição dos momentos fletores na direção X, 

devido à simetria o mesmo resultado é observado na direção Y. Os resultados obtidos 

nesta análise consideraram vigas de borda de 20x40 (vigas rígidas).  
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Figura 7.19 – Momentos fletores ao longo do eixo X nas lajes do Modelo 2 – Vigas 

rígidas em laje quadrada de 15 cm de espessura. 

Os resultados para essa configuração são apresentados abaixo: 

 momento positivo máximo: 0,486 kN.m/m; 

 momento negativo máximo: 1,13 kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,032 mm. 

Alterando-se a inércia das vigas que fazem o contorno da laje para vigas de 

baixa rigidez (seção de 10x20), obtém-se a seguinte distribuição de momentos fletores 

da laje (Figura 8.20). 
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Figura 7.20 – Momentos fletores ao longo do eixo X nas lajes do Modelo 2 – Vigas 

flexíveis em laje quadrada de 15cm de espessura. 

Os resultados máximos para o Modelo 2, considerando a flexibilidade dos 

apoios, é apresentado abaixo: 

 momento positivo máximo: 0,5 kN.m/m; 

 momento negativo máximo: 1,09 kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,037 mm. 

7.3.4 Modelo 3 – Laje quadrada e totalmente engastada – 15cm de espessura  

A Figura 7.21 ilustra o Modelo 3. Neste modelo os vértices da laje possuem 

como apoios pilares de seção de 30x30 com comprimento de 3 metros e os nós 

extremos da laje possuem restrição à rotação.  
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Figura 7.21 – Modelo 3 em laje quadrada engastada. 

A Figura 7.22 apresenta os momentos fletores na direção X do modelo 

numérico. Os resultados apresentados são para o caso em que todas as vigas são 

rígidas. 
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Figura 7.22 – Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 5: Vigas rígidas em 

laje quadrada de 15cm de espessura. 

As solicitações e deslocamentos para a configuração de vigas com borda rígida 

do Modelo 5 são descritas abaixo: 

 momento positivo máximo: 0,50 kN.m/m; 

 momento negativo máximo: 1,11 kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,039 mm. 

A Figura 7.23 ilustra os momentos fletores na direção X do modelo. Os 

resultados apresentados são para o caso em que todas as vigas são de baixa rigidez 

(viga de 10x20). 
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Figura 7.23 – Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 5: Vigas flexíveis em 

laje quadrada de 15cm de espessura. 

Os momentos fletores e o deslocamentos máximo da análise numérica é 

descrita abaixo: 

 momento positivo máximo: 0,52 kN.m/m; 

 momento negativo máximo: 1 kN.m/m. Entretanto foi observado momento 

negativo de 1,74 kN.m próximo ao pilar. Como o momento negativo foi 

concentrado no pilar foi adotado o valor do centro da viga de bordo; 

 deslocamento máximo: 0,05 mm. 

7.3.5 Modelo 4 – Laje quadrada e totalmente engastada – 15cm de espessura 

A Figura 7.24 mostra o Modelo 4. Nesse modelo existem 9 lajes quadradas de 

3 metros de lado. Em cada vértice da laje existe um apoio do 2° gênero. Todas as 

vigas possuem seção de 20x40. O objeto de estudo será a laje central, onde, 

teoricamente, seu comportamento é de laje engastada em todos os bordos. 

 O carregamento é considerado uniformemente distribuído e aplicado apenas 

na laje central no valor de 2,5 kN/m², sendo excluída a influência do peso próprio de 

todas as lajes.  
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Figura 7.24 – Modelo 3 para laje quadrada e engastada. 

A Figura 7.25 ilustra os momentos fletores, na direção X, do Modelo 3. 

Conforme pode ser verificado a laje central, objeto de estudo, possui momentos 

negativos nas bordas indicando um certo grau de engastamento das lajes. Os 

resultados da Figura 7.25 são referentes às vigas rígidas (viga de seção 20x40). 

 

Figura 7.25 – Momentos fletores ao longo do eixo X nas lajes do Modelo 4: Viga 

rígida em laje quadrada de 15cm de espessura. 



173 

 

Os principais resultados da laje central obtidos na análise numérica são 

apresentados abaixo: 

 momento positivo máximo: 0,84 kN.m/m; 

 momento negativo máximo: aumentando gradativamente de 0,37 kN.m/m 

(meio do vão da viga de bordo) até 0,5 kN.m/m (próximo ao apoio). Média 

de 0,435 kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,097 mm. 

Alterando-se a inércia das vigas que fazem o contorno da laje central para vigas 

de baixa rigidez (viga de 10x20) e mantendo as demais vigas com 20x40, obtém-se a 

seguinte distribuição de momentos fletores da laje (Figura 8.26). 

 

Figura 7.26 – Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 4: Viga flexível em 

laje quadrada de 15cm de espessura. 

Os valores obtidos na laje central para a configuração com vigas de apoio 

flexíveis são: 

 momento positivo máximo: 1,04 kN.m/m; 

 momento negativo: aumentando gradativamente de 0,1 kN.m/m (meio do 

vão da viga de bordo) até 1,5 kN.m/m (próximo ao apoio). Média de 0,8 

kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,144 mm. 
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7.3.6 Modelo 4A – Laje quadrada e totalmente engastada – 15cm de espessura 

O Modelo 4A utiliza as mesmas premissas do Modelo 4, entretanto, todas as 

lajes possuem o mesmo carregamento de 2,5 kN/m², excluindo a influência do peso 

próprio. A Figura 7.27 ilustra a distribuição dos momentos fletores na direção X do 

Modelo 4A.   

 

Figura 7.27 – Momentos fletores ao longo do eixo X nas lajes do Modelo 4A: Vigas 

rígidas em laje quadrada de 15cm de espessura. 

Os resultados principais relativos à laje central do Modelo 4A são apresentados 

abaixo: 

 momento positivo máximo: 0,38 kN.m/m; 

 momento negativo máximo: 1 kN.m/m. Entretanto, foi observado momento 

negativo de 2,33 kN.m próximo ao pilar. Como não houve um aumento 

gradativo desse valor foi adotado para o momento negativo máximo o 

obtido no meio da viga de apoio, haja vista que esse valor se manteve 

praticamente constante ao longo da borda;  

 deslocamento máximo: 0,021 mm. 

A Figura 7.28 apresenta os resultados ao se alterar a inércia das vigas de bordo 

da laje central para vigas flexíveis e mantendo-se as demais vigas rígidas, seguindo 

a mesma sistemática adotada no item 7.3.5. 



175 

 

 

Figura 7.28 – Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 4A:Vigas flexíveis em 

laje quadrada de 15cm de espessura. 

Os resultados da laje central para a configuração com vigas flexíveis são 

descritos abaixo: 

 momento positivo máximo: Reduzindo gradativamente de 0,91 kN.m/m 

próximo à viga de borda a 0,625 kN.m/m no centro da laje. Média 0,768 

kN.m/m; 

 momento negativo máximo: aumentando de 0,46 kN.m/m (meio do vão da 

viga de bordo) até 4,33 kN.m/m (próximo ao apoio). Entretanto, o aumento 

gradativo é dado a partir do valor de 1,38 kN.m/m, assim adotando-se a 

média até o valor gradativo obtém-se 0,92 kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,086 mm. 

7.3.7 Modelo 5 – Laje quadrada e totalmente engastada – 15cm de espessura 

A Figura 7.26 ilustra o 5° modelo objeto de análise. As mesmas hipóteses 

adotadas no Modelo 4 foram utilizadas nessa análise, substituindo-se apenas o tipo 

de apoio adotado. Foi utilizado como apoio pilares de 30x30, com comprimento de 3 

metros, engastados na base e com as mesmas propriedades mecânicas do concreto 

da laje.  
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Figura 7.29 – Modelo 5 para análise de laje quadrada e engastada. 

A Figura 7.30 ilustra os momentos fletores na direção X da análise numérica. 

Os resultados apresentados são para o caso em que todas as vigas são de 20x40. 

 

Figura 7.30 – Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 5: Vigas rígidas em 

laje quadrada de 15cm de espessura. 
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Os resultados das solicitações e deslocamentos desta análise são descritos 

abaixo: 

 momento positivo máximo: 0,82 kN.m/m; 

 momento negativo máximo: 0,38 kN.m/m. Entretanto, foi observado 

momento negativo de 0,55 kN.m próximo ao pilar. Como não houve um 

aumento gradativo desse valor, foi adotado o momento do centro da borda;  

 deslocamento máximo: 0,099 mm. 

Alterando-se a inércia das vigas que fazem o contorno da laje central para vigas 

de baixa rigidez (viga de 10x20) e mantendo as demais vigas com 20x40, obtém-se a 

seguinte distribuição de momentos da laje (Figura 7.31). 

 

Figura 7.31 – Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 5: Vigas flexíveis em 

laje quadrada de 15cm de espessura. 

As solicitações e deslocamentos da laje central do Modelo 5 são descritos 

abaixo: 

 momento positivo máximo: 1,03 kN.m/m; 

 momento negativo: aumentando gradativamente de 0,1 kN.m/m (meio do 

vão da viga de bordo) até 1,54 kN.m/m (próximo ao apoio). Média 0,82 

kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,147 mm. 
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7.3.8 Modelo 5A – Laje quadrada e totalmente engastada – 15cm de espessura  

O Modelo 5A utiliza as mesmas premissas do Modelo 5, entretanto, todas as 

lajes possuem o mesmo carregamento de 2,5 kN/m², sendo desconsiderado o peso 

próprio. A Figura 7.32 apresenta os momentos fletores, na direção X, do Modelo 5A.   

 

Figura 7.32 – Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 4A: Vigas rígidas em 

laje quadrada de 15cm de espessura. 

Os resultados das solicitações e deslocamentos máximos são apresentados 

abaixo: 

 momento positivo máximo: 0,48 kN.m/m; 

 momento negativo máximo: 0,93 kN.m/m. Entretanto foi observado 

momento negativo de 2,18 kN.m próximo ao pilar. Como não houve um 

aumento gradativo desse valor foi adotado para o momento negativo 

máximo o obtido no meio da viga de apoio, haja vista que esse valor se 

manteve praticamente constante ao longo da borda; 

 deslocamento máximo: 0,069 mm. 

Alterando-se a inércia das vigas de bordo, seguindo a mesma sistemática 

adotada no item 7.3.6, obtém-se 
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Figura 7.33 – Momentos fletores ao longo do eixo X no Modelo 5A: Vigas flexíveis 

em laje quadrada de 15cm de espessura. 

As solicitações e deslocamentos máximos da laje central da Figura 7.33 são 

apresentados abaixo: 

 momento positivo máximo: 0,75 kN.m/m; 

 momento negativo: aumentando de 0,37 kN.m/m (meio do vão da viga de 

bordo) até 4,05 kN.m/m (próximo ao apoio). Seguindo o mesmo critério do 

item 9.1.3.1 o aumento gradativo é dado até o valor de 1,76 kN.m/m, assim, 

a média é dada por 1,065 kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,14 mm. 

7.3.9 Resumo dos resultados da análise numérica para laje quadrada e engastada 

As figuras abaixo mostram, de forma concatenada, os resultados obtidos nas 

análises acima, incluindo os obtidos para as lajes de 10 e 8cm de espessura. Os 

critérios de cálculo dos momentos foram iguais para todas as espessuras de laje 

analisadas. 

Os modelos que possuem “T” após a numeração fazem referência ao caso em 

que a laje foi analisada com redução da inércia à torção a 15% do valor original. Foram 

introduzidos também os valores referentes às solicitações e deslocamentos do modelo 
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proposto utilizando-se as calibragens apresentadas na Figura 7.4. As tabelas 7.16, 

7.17 e 7.18 mostram os resultados.  

Tabela 7.16 – Resumo dos valores obtidos nos modelos em laje quadrada de 15cm. 

 

Tabela 7.17 – Resumo dos valores obtidos nos modelos em laje quadrada de 10cm. 
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Tabela 7.18 – Resumo dos valores obtidos nos modelos em laje quadrada de 8cm. 

 

7.3.10 Considerações dos modelos numéricos em laje quadrada engastada 

Os modelos 1, 2 e 3 forneceram, na maioria das análises, respostas bastante 

próximas. A redução da inércia à torção da laje nesses modelos gerou um aumento 

nos momentos positivos e negativos, além do deslocamento em cada caso. Pôde-se 

constatar também que a redução da inércia das vigas de borda trouxe pouca variação 

nos resultados. 

Os modelos 4 e 5 apresentaram respostas de solicitações próximas, inclusive 

com a redução da inércia à torção da laje. Pôde-se constatar, para o caso de vigas de 

borda rígidas, que há uma tendência de aumento do momento fletor positivo e uma 

redução do momento fletor negativo com o aumento da espessura da laje para ambas 

as direções.  

Ao se utilizar vigas de borda flexíveis nos modelos 4 e 5 é verificado, para 

ambas as direções, um aumento expressivo no momento positivo, enquanto no 

momento negativo quase não há alteração, exceto para a direção Y.  

Os modelos 4A e 5A indicaram valores de momento fletor próximos, incluindo 

os casos de redução da inércia à torção da laje, entretanto, os deslocamentos foram 

mais acentuados no Modelo 5A.  

Com o uso de vigas flexíveis nos modelos 4A e 5A há um aumento significativo 

do momento fletor positivo e uma redução no momento fletor negativo em ambas as 

direções, exceto para o momento negativo da direção Y, onde foi verificado um 

aumento considerável. 
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Em relação aos deslocamentos, de uma forma geral, os modelos 4, 4A, 5 e 5A, 

incluindo as variações com redução da inércia à torção da laje, apresentaram 

resultados relativamente próximos para os casos de vigas de borda flexível. Análise 

semelhante pode ser observada nos modelos 1, 2 e 3 e suas variações. 

7.3.11 Análise dos resultados do modelo proposto em laje de 8cm de espessura  

Considerando os momentos positivos em ambas as direções para os modelos 

com vigas de borda rígida houve uma boa aproximação dos resultados dos modelos 

1, 2, 3, 4A, 4AT e 5A com o modelo proposto.  

Em relação aos momentos negativos, os modelos 1, 2, 3, 4A e 5A (incluindo os 

casos onde há redução da inércia à torção da laje) foram os que mais se aproximaram 

do modelo proposto para a direção X. 

Ao se considerar que as vigas de borda são flexíveis os modelos 1, 2 e 3 foram 

os que forneceram valores mais próximos para os momentos positivos e os modelos 

1, 2, 3, 4A, 4AT, 5A e 5AT para o momento negativo.  

O modelo proposto apresentou um aumento nos deslocamentos de 6,7% 

(calibragem 2) até 31,6% (calibragem 1), em relação à Teoria de Grelha, para o caso 

de vigas de borda rígida.  

Em comparação com os modelos analisados no SAP2000 verifica-se que os 

deslocamentos ficaram próximos aos da calibragem 2, exceto para o os modelos 4, 

4T, 5 e 5T que apresentaram um aumento dos deslocamentos superiores às 

calibragens do modelo proposto. 

O modelo proposto apresentou aumento nos deslocamentos superior em até 

seis vezes (calibragem 1), em relação à Teoria de Grelha, para o caso de vigas de 

borda flexível.  

Em comparação com os modelos numéricos verifica-se que, nos casos de viga 

de bordo de baixa rigidez, os modelos 4, 4T, 5, 5T, 5A e 5AT foram os que mais se 

aproximaram da calibragem inicial do modelo proposto. 

7.3.12 Análise dos resultados do modelo proposto em laje de 10cm de espessura 

Para a situação de vigas de borda rígida os momentos positivos das análises 

numéricas que mais se aproximaram dos resultados do modelo proposto foram os 

modelos 1, 2, 3, 4A, 4AT, 5A e 5AT para ambas as direções. Nessas mesmas 
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condições os momentos negativos mais próximos foram os modelos 1, 2, 3, 4A, 5A e 

5AT para a direção X, enquanto na direção Y foram os modelos 4, 4T, 5 e 5T. 

Ao se considerar que as vigas de borda são flexíveis os modelos que foram 

considerados próximos para a laje de 8cm de espessura são os mesmos para a laje 

de 10cm de espessura. 

Foi constatado um aumento nos deslocamentos de 12,1% (calibragem 2) até 

60,6% (calibragem 1), em relação à teoria de grelha, para o caso de vigas de borda 

rígida em laje de 10cm de espessura.  

Observa-se que os deslocamentos, considerando as vigas de borda rígida, 

ficaram de uma forma geral dentro dos obtidos nas calibragens, exceto para o os 

modelos 4, 4T, 5 e 5T que apresentaram um aumento dos deslocamentos superiores 

às calibragens do modelo proposto e os modelos 4A e 4AT que apresentaram valores 

inferiores aos da Teoria de Grelha. 

O modelo proposto apresentou aumento nos deslocamentos superior em até 

10,8 vezes (calibragem 1), em relação à Teoria de Grelha, para o caso de vigas de 

borda flexível.  

Pôde-se constatar que, nos casos de viga de bordo de baixa rigidez, os 

modelos 4, 4A, 4AT, 5, 5A e 5AT foram os que mais se aproximaram da calibragem 2 

do modelo proposto. 

7.3.13 Análise dos resultados do modelo proposto em laje de 15cm de espessura  

Os resultados, para os momentos positivos e negativos, das análises 

numéricas que mais se aproximaram do modelo proposto no caso de vigas de borda 

rígidas foram os modelos 1, 2, 3, 4A, 4AT, 5A e 5AT, exceto para a direção Y onde os 

modelos 4AT, 5A, 5AT forneceram valores superiores aos obtidos no modelo 

proposto.  

Ao se considerar que as vigas de borda são flexíveis os modelos 1, 2 e 3 foram 

os que apresentaram resultados mais próximos para os momentos positivos na 

direção X. Entretanto, para o momento negativo na direção X, houve um maior número 

de modelos que forneceram resultados próximos, sendo eles os modelos 1, 2, 3, 4, 

4A, 4AT, 5, 5A e 5AT. 



184 

 

Para o caso de vigas de borda rígidas pôde-se observar um aumento nos 

deslocamentos do modelo proposto de 41,3% (calibragem 2) até 210% (calibragem 

1), em relação à Teoria de Grelha.  

Foi observado que os deslocamentos para vigas de borda rígida ficaram, de 

uma forma geral, dentro dos valores obtidos nas calibragens, exceto para os modelos 

1, 1T, 2, 2T, 4A e 4AT que apresentaram resultados inferiores aos do modelo 

proposto. 

O modelo proposto gerou resultados de deslocamentos superiores em até 

34,48 vezes (calibragem 1), em relação à Teoria de Grelha, para o caso de vigas de 

borda flexível.  

Pôde-se constatar que, nos casos de viga de bordo de baixa rigidez, o modelo 

proposto gerou resultados bastante superiores aos modelos numéricos, sendo a 

calibragem 2 a que forneceu resultados mais próximos de uma forma geral.  

7.3.14 Considerações do modelo proposto em laje quadrada e engastada 

De uma forma geral a proposta de alteração da Teoria de Grelha desenvolvida 

nesta tese apresentou coerência nos valores dos deslocamentos para o caso de vigas 

de baixa rigidez, trazendo uma alternativa mais precisa para à Teoria de Grelha. 

Pôde-se constatar que ao se utilizar apoios flexíveis a contribuição proposta 

apresentou deslocamentos próximos aos resultados da análise numérica, a depender 

do deslocamento adotado como base para o cálculo do coeficiente de rigidez do 

modelo. 

Cabe destacar que foi analisado uma condição extrema de flexibilidade das 

vigas de bordo, que dificilmente se materializará na prática, pois o deslocamento 

excessivo levaria a necessidade de uma análise não linear física e geométrica. 

Contudo, para condições usuais de flexibilidade dos apoios que podem vir a 

ocorrer a contribuição proposta fornece valores mais precisos para a distribuição de 

momentos na laje. 

7.4 Laje retangular e totalmente engastada 

Para a análise da laje retangular foram utilizadas as mesmas premissas do item 

7.3.1 alterando-se apenas a geometria e a inércia das vigas de maior vão. Foi utilizado 
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neste estudo seções de 20x80 para a viga de maior vão e de 20x40 para o menor vão, 

consideradas vigas rígidas. Na redução da inércia das vigas foi utilizado a seção de 

10x40 para a viga de maior vão e 10x20 para a viga de menor vão, consideradas vigas 

flexíveis. A laje possui lados de 3 e 6 metros.  

7.4.1 Modelo 1 – Laje retangular e totalmente engastada – 15cm de espessura  

A Figura 7.34 ilustra o Modelo 1 em laje retangular. As condições de contorno 

deste modelo são de engastamento de todos os nós das vigas de bordo.  

 

Figura 7.34 – Modelo 1 em laje retangular engastada. 

A Figura 7.35 ilustra a distribuição dos momentos fletores nas direções X e Y. 

Nesta análise são apresentados os resultados para a condição de vigas de bordo 

rígidas. 
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Figura 7.35 – Momento fletores na direção X (1° imagem) e Y (2° imagem) do 

Modelo 1: Vigas rígidas em laje retangular de 15cm de espessura. 

As solicitações e deslocamentos máximos do Modelo 1 em laje retangular são 

apresentados abaixo: 

 momento positivo máximo em X: 0,92 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em X: 1,86 kN.m/m; 

 momento positivo máximo em Y: 0,33 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em Y: 1,28 kN.m/m;  

 deslocamento máximo: 0,057 mm. 

Nesse modelo, independente da variação de inércia da viga, não ocorre 

alterações em seus deslocamentos devido a condição de contorno adotada nos 

bordos. Portanto, os resultados são iguais aos obtidos para a condição de vigas 

flexíveis. 
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7.4.2 Modelo 2 – Laje retangular e totalmente engastada – 15cm de espessura 

A Figura 7.36 mostra o 2° modelo utilizado em estudo. São adotadas 

basicamente as mesmas hipóteses do Modelo 1. A diferença consta nos nós das vigas 

de borda, onde foi estabelecido para esses nós a restrição apenas à rotação em todos 

os sentidos e nos vértices apoios simples do 2° gênero. 

 

Figura 7.36 – Modelo 2 em laje retangular engastada. 

A Figura 7.37 ilustra a distribuição dos momentos fletores nas direções X e Y 

para a condição de vigas de apoio rígidas.  
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Figura 7.37 – Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) do 

Modelo 2: Vigas rígidas em laje retangular de 15cm de espessura. 

Os resultados dos momentos e deslocamentos máximos para essa 

configuração são apresentados abaixo: 

 momento positivo máximo em X: 0,92 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em X: 1,845 kN.m/m;  

 momento positivo máximo em Y: 0,32 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em Y: 1,27 kN.m/m;  

 deslocamento máximo: 0,065 mm. 

Alterando-se a inércia das vigas que fazem a delimitação da laje para vigas de 

baixa rigidez, obtém-se a distribuição de momentos fletores da laje, conforme ilustra 

a Figura 7.38. 
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Figura 7.38 – Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no 

Modelo 2: Vigas flexíveis em laje retangular de 15cm de espessura. 

As solicitações e deslocamentos máximos obtidos nessa configuração são 

apresentadas abaixo: 

 momento positivo máximo em X: 0,925 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em X: 1,81 kN.m/m; 

 momento positivo máximo em Y: 0,345 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em Y: 1,32 kN.m/m;  

 deslocamento máximo: 0,082 mm. 

7.4.3 Modelo 3 – Laje retangular e totalmente engastada – 15cm de espessura 

A Figura 7.39 ilustra o Modelo 3. Neste modelo os vértices da laje possuem 

como apoios pilares de seção de 30x30 com comprimento de 3 metros e os nós das 

vigas de bordo possuem restrição à rotação em todas as direções. A laje possui lados 

de 3 e 6 metros. 
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Figura 7.39 – Modelo 3 em laje retangular engastada. 

A Figura 7.40 apresenta a distribuição dos momentos fletores do Modelo 3. Os 

resultados ilustrados são para o caso em que todas as vigas são rígidas. 

 

Figura 7.40 – Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no 

Modelo 3: Vigas rígidas em laje retangular de 15cm de espessura. 
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Os momentos fletores (positivos e negativos) e deslocamentos do Modelo 3, 

para a condição de vigas rígidas, são descritos abaixo: 

 momento positivo máximo em X: 0,94 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em X: 1,83 kN.m/m;  

 momento positivo máximo em Y: 0,32 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em Y: 1,23 kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,079 mm. 

A Figura 7.41 mostra os resultados obtidos Modelo 3 ao se utilizar vigas de 

borda de baixa rigidez. 

 

Figura 7.41 – Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no 

Modelo 3: Vigas flexíveis em laje retangular de 15cm de espessura. 

As solicitações e deslocamentos relativos ao uso de vigas de bordo flexíveis no 

Modelo 3 são apresentados abaixo: 

 momento positivo máximo em X: 0,94 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em X: 1,79 kN.m/m;  

 momento positivo máximo em Y: 0,36 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em Y: 1,26 kN.m/m. Entretanto, foi observado 

próximo ao pilar um momento de 2,42 kN.m/m;   

 deslocamento máximo: 0,104 mm. 
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7.4.4 Modelo 4 – Laje retangular e totalmente engastada – 15cm de espessura 

A Figura 7.42 ilustra o Modelo 4. Nesse modelo existem 9 lajes retangulares 

com dimensões de 3 metros (eixo X) e 6 metros (eixo Y). Em cada vértice da laje 

existe um apoio do 2° gênero. As vigas de maior comprimento têm seção de 20x80 e 

as de menor comprimento 20x40.  

O objeto de estudo será a laje central, onde o comportamento preponderante é 

de laje engastada em todos os bordos. Nesta análise inicial apenas a laje central é 

carregada.  

 

Figura 7.42 – Modelo 4 em laje retangular engastada. 

A Figura 7.43 mostra a distribuição dos momentos fletores do Modelo 4. 

Conforme pode ser verificado a laje central possui momentos negativos nas bordas 

indicando um certo grau de engastamento das lajes. Os resultados da Figura 7.43 

foram obtidos considerando-se todas as vigas rígidas. 
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Figura 7.43 – Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no 

Modelo 4: Viga rígida em laje retangular de 15cm de espessura. 

As solicitações e deslocamentos calculados na laje central são apresentados 

abaixo: 

 momento positivo máximo em X: 1,53 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em X: 0,69 kN.m/m;  

 momento positivo máximo em Y: 0,78 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em Y: 0,56 kN.m/m. Entretanto, foi observado, 

de forma isolada, momento negativo de 0,73 kN.m/m próximo aos pilares. 

Como não houve aumento gradativo foi adotado o valor obtido no meio da 

viga de borda;  

 deslocamento máximo: 0,463 mm. 

Alterando-se a inércia das vigas que fazem o contorno da laje central para vigas 

de baixa rigidez, vigas de 10x40 (maior vão) e 10x20 (menor vão), e mantendo as 

demais vigas rígidas, obtém-se a seguinte distribuição de momentos fletores da laje 

(Figura 7.44). 
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Figura 7.44 – Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no 

Modelo 4: Viga flexível em laje retangular de 15cm de espessura. 

Para essa condição de contorno os valores dos deslocamentos e momentos da 

laje central são descritos abaixo: 

 momento positivo máximo em X: 1,92 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em X: Foi observado um momento positivo no 

meio da viga de borda no valor de 0,31 kN.m/m. Assim, admitiu-se o valor 

calculado próximo ao apoio de 2,28 kN.m/m distribuído ao longo do vão, 

resultando em 0,76 kN./m; 

 momento positivo máximo em Y: 1,81 kN.m/m; 

 momento negativo em Y: aumentando gradativamente de 0,81 kN.m/m 

(meio do vão da viga de bordo) até 2,7 kN.m/m (próximo ao apoio). Média 

1,755 kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,557 mm. 

Em relação ao momento positivo verificado na borda do eixo X da laje central 

observa-se, por meio da Figura 7.45, que a deformada da estrutura indica que a laje 

central se comporta como se parte do vigamento, na direção do maior vão, fizesse 
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parte da estrutura da laje, conforme pode ser verificado pela curvatura da laje na 

região do vigamento.  

 

Figura 7.45 – Deformada do Modelo 4 em laje retangular de 15cm de espessura. 

Ressalta-se ainda que, embora a seção da viga tenha sido considerada 

retangular, o software calcula a estrutura como um todo, assim, os deslocamentos das 

vigas de borda podem ser diferentes dos estimados pelo modelo proposto na direção 

do maior e menor vão. 

Considerando-se que as vigas de borda flexíveis, na direção do maior vão, são 

mais suscetíveis aos deslocamentos e que a laje por ser espessa tenha 

deslocamentos relativamente inferiores, há uma tendência de que as vigas se 

comportem como parte da estrutura da laje, de forma análoga à análise de lajes 

unidirecionais. 

7.4.5 Modelo 4A – Laje retangular e totalmente engastada – 15cm de espessura 

O Modelo 4A utiliza as mesmas premissas do Modelo 4, entretanto, todas as 

lajes possuem o mesmo carregamento de 2,5 kN/m². A Figura 7.46 apresenta os 

momentos fletores, nas direções X e Y, do Modelo 4A.   
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Figura 7.46 – Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no 

Modelo 4A: Vigas rígidas em laje retangular de 15 cm de espessura. 

Os resultados relativos aos momentos fletores e deslocamentos da análise do 

Modelo 4A são apresentados abaixo: 

 Momento positivo máximo em X: 0,68 kN.m/m; 

 Momento negativo máximo em X: 1,8 kN.m/m;  

 Momento positivo máximo em Y: 0,435 kN.m/m; 

 Momento negativo máximo em Y: aumentando gradativamente de 1,46 

kN.m/m (meio do vão da viga de bordo) até 3 kN.m/m (próximo ao apoio). 

Média 2,23 kN.m/m; 

 Deslocamento máximo: 0,066 mm. 

Alterando-se a inércia das vigas de bordo, seguindo a mesma sistemática 

adotada nos itens anteriores, obtém-se a distribuição de momentos apresentada na 

Figura 7.47. 
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Figura 7.47 – Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no 

Modelo 4A: Vigas flexíveis em laje retangular de 15cm de espessura. 

Os valores obtidos para configuração de apoios flexíveis no Modelo 4A são 

apresentados abaixo: 

 Momento positivo máximo em X: 1,11 kN.m/m; 

 Momento negativo máximo em X: Foi observado um momento positivo no 

meio da viga de apoio no valor de 0,2 kN.m/m. Para o cálculo do momento 

negativo admitiu-se o valor calculado próximo ao pilar de 5,45 kN.m/m 

distribuído ao longo do vão, resultando em 2,725 kN.m/m; 

 Momento positivo máximo em Y: 2,28 kN.m/m; 

 Momento negativo máximo em Y: aumentando gradativamente de 1,96 

kN.m/m (meio do vão da viga de bordo) até 3,37 kN.m/m (próximo ao 

apoio). Média 2,67 kN.m/m. Ressalta-se que foi observado um valor de 6,79 

kN.m/m próximo ao pilar; 

 Deslocamento máximo: 0.583 mm. 

Em relação ao momento positivo constatado na borda da laje no eixo X, de 

forma análoga ao Modelo 4 com vigas flexíveis, a laje central se comporta como se o 
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maior vão fizesse parte da estrutura da laje conferindo, assim, a continuidade da 

curvatura da laje, conforme pode ver verificado na Figura 7.48. 

 

Figura 7.48 – Deformada do Modelo 4A em laje retangular de 15cm de espessura. 

7.4.6 Modelo 5 – Laje retangular e totalmente engastada – 15cm de espessura 

A Figura 7.49 ilustra o Modelo 5 idealizado na análise numérica. As mesmas 

hipóteses do Modelo 4 foram adotadas nessa análise, substituindo-se apenas o tipo 

de apoio utilizado. Foi admitido como apoio pilares de 30x30, com comprimento de 3 

metros e engastados na base.  
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Figura 7.49 – Modelo 5 em laje retangular engastada. 

A Figura 7.50 apresenta a distribuição dos momentos fletores do Modelo 5. Os 

resultados fornecidos na análise numérica são para o caso em que todas as vigas são 

rígidas. 
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Figura 7.50 – Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no 

Modelo 5: Vigas rígidas em laje retangular de 15cm de espessura. 

Os resultados do momento fletor máximo (positivo e negativo) e deslocamento 

da Figura 7.50 é descrito abaixo: 

 momento positivo máximo em X: 1,52 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em X: 0,69 kN.m/m;  

 momento positivo máximo em Y: 0,77 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em Y: 0,58 kN.m/m no meio da viga de apoio. 

Entretanto, foi observado, de forma isolada, momento negativo de 0,74 

kN.m/m próximo aos pilares. Como o momento de 0,58 kN.m/m reduz ao 

chegar nos vértices e o momento de 0,74 kN.m/m aparece de forma isolada 

foi adotado o valor do meio da viga de borda; 

 deslocamento máximo: 0,254 mm. 

Alterando-se a inércia das vigas que fazem o contorno da laje central para vigas 

de baixa rigidez (vigas de 10x40 e 10x20) e mantendo as demais vigas com seção 

constante, obtém-se a seguinte distribuição de momentos fletores da laje (Figura 

7.51). 
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Figura 7.51 – Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no 

Modelo 5: Vigas flexíveis em laje retangular de 15cm de espessura. 

As solicitações e deslocamentos do Modelo 5, considerando-se vigas de bordo 

flexíveis, são apresentados abaixo: 

 momento positivo máximo em X: 1,92 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em X: Foi observado um momento positivo no 

meio da viga de apoio no valor de 0,31 kN.m/m. Para o cálculo do momento 

negativo admitiu-se o valor calculado próximo ao pilar de 2,27 kN.m/m 

distribuído ao longo do vão, resultando em 0,76 kN.m/m; 

 momento positivo máximo em Y: 1,8 kN.m/m;  

 momento negativo máximo em Y: aumentando gradativamente de 0,82 

kN.m/m (meio do vão da viga de bordo) até 2,61 kN.m/m (próximo ao 

apoio). Média 1,715 kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,564 mm. 

O comportamento estrutural observado na Figura 7.45 foi verificado na análise 

dos momentos na direção X do Modelo 5. 
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7.4.7 Modelo 5A – Laje retangular e totalmente engastada – 15cm de espessura 

O Modelo 5A utiliza as mesmas premissas do Modelo 5. A mudança ocorre 

apenas no carregamento onde é aplicado em todas as lajes a carga de 2,5 kN/m², 

sendo desconsiderado o peso próprio. A Figura 7.52 apresenta a distribuição dos 

momentos fletores da análise numérica.   

 

Figura 7.52 – Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no 

Modelo 5A: Vigas rígidas em laje retangular de 15cm de espessura. 

Os valores obtidos na laje central do Modelo 5A com vigas rígidas são descritos 

abaixo: 

 momento positivo máximo em X: 0,79 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em X: 1,73 kN.m/m; 

 momento positivo máximo em Y: 0,49 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em Y: aumentando gradativamente de 1.375 

kN.m/m (meio do vão da viga de bordo) até 2,93 kN.m/m (próximo ao 

apoio). Média 2.153 kN.m/m; 

 deslocamento máximo: 0,154 mm. 
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Alterando-se a inércia das vigas de bordo para vigas flexíveis, obtém-se a 

distribuição dos momentos fletores da laje (Figura 7.53). 

 

Figura 7.53 – Momentos fletores ao longo do eixo X (1° imagem) e Y (2° imagem) no 

Modelo 5A: Vigas flexíveis em laje retangular de 15cm de espessura. 

Os deslocamentos e solicitações, considerando-se vigas de bordo flexíveis, na 

análise numérica do Modelo 5A são apresentados: 

 momento positivo máximo em X: 1,25 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em X: Foi observado um momento positivo no 

meio da viga de apoio no valor de 0,28 kN.m/m. Para o cálculo do momento 

negativo admitiu-se o valor calculado próximo ao pilar de 5,56 kN.m/m 

distribuído ao longo do vão, resultando em 1,853 kN.m/m; 

 momento positivo máximo em Y: 2,33 kN.m/m; 

 momento negativo máximo em Y: aumentando gradativamente de 1,85 

kN.m/m (meio do vão da viga de bordo) até 2,89 kN.m/m (próximo ao 

apoio). Média 2,37 kN.m/m. Ressalta-se que foi observado um valor de 6,86 

kN.m/m próximo ao pilar; 

 deslocamento máximo: 0.678 mm. 
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De forma similar ao Modelo 4A o vigamento na direção do maior vão tende a 

se comportar como parte integrante da laje. Configuração similar da Figura 7.48 foi 

verificada nessa análise. 

7.4.8 Resumo dos resultados da análise numérica para laje retangular e engastada 

As tabelas 7.19, 7.20 e 7.21 apresentam os resultados obtidos nas análises, 

incluindo os resultados obtidos para as lajes de 10 e 8cm de espessura e as 

calibragens propostas na Figura 7.4.  

A calibragem 1 está associada aos resultados do Modelo Proposto C1 e a 

calibragem 2 aos resultados do Modelo Proposto C2. 

Tabela 7.19 – Resumo dos resultados em laje retangular de 15cm de espessura. 
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Tabela 7.20 – Resumo dos resultados em laje retangular de 10cm de espessura. 
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Tabela 7.21 – Resumo dos resultados em laje retangular de 8cm de espessura. 

 

7.4.9 Considerações dos modelos numéricos em laje retangular engastada 

Pôde-se constatar que os modelos 1, 2 e 3, incluindo a análise com redução da 

inércia à torção da laje, possuem comportamento similar das solicitações e 

deslocamentos para todas as espessuras de laje. Ao se reduzir a inércia à flexão das 

vigas de borda nesses modelos quase não há alteração nas solicitações, apenas um 

aumento nos deslocamentos. 

Os modelos 4 e 5 apresentaram, de uma forma geral, resultados semelhantes 

de solicitações e deslocamentos, inclusive nos casos onde houve redução da inércia 

à torção da laje. De forma análoga, os modelos 4A e 5A demonstraram resultados 

semelhantes, porém diferentes em magnitude dos modelos 4 e 5.  
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Nos modelos 4 e 5, ao se reduzir a inércia à flexão das vigas de bordo, foi 

constatado aumento significativo dos momentos (positivo e negativo) no sentido do 

maior vão (eixo Y) e de momento positivo na direção do menor vão (eixo X), além do 

aumento no deslocamento total da laje. Esse comportamento também foi observado 

ao se reduzir a inércia à torção da laje nessas análises. 

Ao se utilizar vigas de bordo flexíveis os modelos 4A e 5A apresentaram 

aumento relevante no momento positivo na direção do maior vão e uma redução 

significativa no momento negativo na direção do menor vão, além do aumento no 

deslocamento total da laje. Os modelos 4AT e 5AT apresentaram resultados similares. 

O momento positivo na borda da laje engastada dos modelos 4A e 5A na 

direção do eixo X (Figuras 7.45 e 7.48) foi observado apenas na laje de 15cm de 

espessura, nos demais casos analisados foi verificado momento negativo, conforme 

esperado. 

Esse fato indica que, a depender do grau de flexibilidade das vigas de apoio e 

da espessura da laje, pode haver uma tendência de que as vigas de apoio se 

comportem como parte integrante do sistema estrutural da laje. 

7.4.10 Análise dos resultados do modelo proposto em laje retangular de 8cm de 

espessura 

Para as análises de lajes com vigas de apoio rígidas o modelo proposto, 

incluindo os valores com as calibragens adotadas, trouxe resultados próximos aos dos 

modelos numéricos para os momentos positivos e negativos na direção X (menor vão), 

momentos positivos da direção Y (maior vão) e deslocamentos, exceto para os 

modelos 4, 4T, 5 e 5T. Entretanto, os momentos negativos na direção Y geraram 

resultados diferentes dos demais, se aproximando apenas dos modelos 4, 4T, 5 e 5T.  

Ao se considerar vigas de borda flexíveis o modelo proposto apresentou grande 

variação de resultados nos momentos positivos e negativos na direção do maior vão 

(eixo Y) e nos deslocamentos, a depender do tipo de calibragem utilizada. 

Em relação aos momentos na direção X, considerando-se vigas de apoio 

flexíveis, há boa concordância com os modelos numéricos nos resultados para os 

momentos positivos e negativos, exceto nos modelos 4, 4T, 5 e 5T que apresentaram 

valores superiores aos do modelo proposto para o momento positivo e inferiores para 

o momento negativo. 
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Acerca dos momentos positivos na direção Y, no caso de vigas de apoio 

flexíveis, a calibragem 1 se aproximou dos resultados dos modelos 4, 4T, 4A, 4AT, 5, 

5T, 5A, 5AT, enquanto as demais calibragens ficaram ligeiramente superiores aos 

demais modelos numéricos.  

Em relação aos momentos negativos a calibragem 2 e a inicial forneceram 

resultados próximos à análise numérica, exceto nos modelos 4, 4T, 5 e 5T que foram 

inferiores aos do modelo proposto.     

Verifica-se que os deslocamentos, na condição de vigas de apoio flexíveis, dos 

modelos 1, 2 e 3, incluindo suas variações, são mais próximos da Teoria de Grelha e 

são inferiores às obtidas no modelo proposto. Entretanto, o modelo proposto 

apresentou resultados que compreendem os valores obtidos nas demais análises, 

sendo a calibragem 1 a que forneceu valores mais elevados e a calibragem inicial que 

forneceu valores inferiores, mas, mais próximos que a calibragem 2. 

7.4.11 Análise dos resultados do modelo proposto em laje retangular de 10cm de 

espessura 

Os resultados obtidos para a laje de 10cm de espessura são semelhantes aos 

da laje de 8cm de espessura, assim, as mesmas deduções obtidas no item 8.4.10 são 

válidas para a laje de 10cm de espessura. 

7.4.12 Análise dos resultados do modelo proposto em laje retangular de 15cm de 

espessura 

Foi constatado que, na condição de apoios rígidos e flexíveis, os momentos 

positivos e negativos na direção X possuem o mesmo comportamento observado para 

a laje de 8 e 10cm de espessura, assim, as conclusões são similares.  

Em relação aos momentos positivos na direção Y, para a condição de vigas de 

apoio rígidas, a calibragem 1 forneceu resultados próximos aos modelos 4, 4T, 5 e 

5T, enquanto a calibragem 2 e a inicial geraram resultados próximos aos demais 

modelos e suas variações. Ao se considerar a flexibilidade dos apoios os modelos 4, 

4T, 5 e 5T apresentaram resultados ligeiramente superiores aos da calibragem 1, os 

demais resultados da análise numérica ficaram mais próximos da Teoria de Grelha.   

Para a condição de vigas de borda rígidas os momentos negativos na direção 

Y dos modelos numéricos se aproximaram da calibragem 1, exceto para os modelos 
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4, 4T, 5 e 5T que se aproximaram da calibragem 2 e dos modelos 4A, 4AT, 5A e 5AT 

que forneceram valores bastante superiores.  

O modelo proposto forneceu, para os momentos negativos na direção Y na 

condição de apoios flexíveis, valores próximos aos modelos 4, 4A, 5 e 5A e suas 

variações, os demais modelos numéricos apresentaram valores inferiores aos do 

modelo proposto. 

Em relação aos deslocamentos comportamento semelhante ao da laje de 8cm 

de espessura foi verificado para as condições de apoios rígidos e flexíveis, entretanto 

foi observada maior concordância de resultados com a calibragem 2 nos 

deslocamentos com apoios flexíveis para os modelos 4, 4A, 5 e 5A e suas variações. 

7.4.13 Considerações do modelo proposto em laje retangular e engastada 

Verifica-se que ao se reduzir a inércia das vigas de borda todos os modelos 

analisados no SAP2000 apresentaram aumento em seus deslocamentos. Esse fato 

mostra que o modelo proposto apresenta coerência em seus resultados. 

Ao se utilizar vigas de baixa rigidez o modelo proposto apresentou um aumento 

considerável nos valores dos momentos (positivo e negativo) na direção do maior vão 

(eixo Y) e uma pequena redução dos momentos (positivo e negativo) na direção do 

menor vão (eixo X), além do aumento nos deslocamentos.  

A estimativa do deslocamento das vigas de bordo é um fator determinante para 

a boa precisão nos resultados. Como pôde ser observado, as calibragens analisadas 

apresentaram resultados bastante distintos, assim, maior precisão no cálculo dos 

deslocamentos das vigas de borda tende a fornecer resultados mais satisfatórios. 

De uma forma geral a proposta de alteração da teoria de grelha desenvolvida 

nesta tese apresenta boa precisão nos resultados, em especial para os casos em que 

os apoios são flexíveis, onde a Teoria de Grelha fornece resultados imprecisos. 
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8 VERIFICAÇÃO DO MODELO – ENSAIO EXPERIMENTAL 

Apesar de existirem ensaios experimentais acerca da capacidade resistente em 

lajes, são praticamente inexistentes dados relativos à análise do comportamento de 

lajes com apoios flexíveis. 

Assim, utilizou-se os ensaios realizados por Dat e Hai (2013) para a verificação 

do modelo proposto de contribuição à Teoria de Grelha. Os ensaios foram adotados 

por fornecerem subsídios mínimos para a verificação analítica e, de certa forma, 

utilizar vigas com certo grau de flexibilidade. 

Portanto, considerando que foi fornecido o comportamento dos deslocamentos 

da laje em função do carregamento, são utilizados esses dados, em conjunto com a 

estimativa da rigidez à flexão das vigas de bordo, para o cálculo do deslocamento da 

laje pelo modelo proposto.   

8.1 Características dos ensaios 

Os ensaios realizados por Dat e Hai (2013) tem por objetivo analisar o 

comportamento da laje após a remoção do apoio central. Os autores utilizaram a 

configuração apresentada na Figura 8.1 para a realização dos ensaios. 
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Figura 8.1 – Configuração das armaduras e dimensões da laje ensaiada (medidas em mm), 

adaptado de Dat e Hai (2013). 

De acordo com os dados fornecidos em Dat e Hai (2013) a laje é maciça e tem 

espessura de 4cm, as vigas possuem seção constante de 7,5x12,5 cm e a resistência 

à compressão do concreto é 𝑓𝑐𝑘 = 29,6 𝑀𝑃𝑎 e o aço utilizado possui tensão de 

escoamento de 424 MPa.  

8.2 Ensaio da Laje P1-1 

A laje P1-1 ensaiada possui lados iguais de 3m de comprimento e taxa de 

armadura inferior da laje de 𝜌𝑖𝑛𝑓 = 0,22% na direção X e 𝜌𝑖𝑛𝑓 = 0,44% na direção Y e 

superior de 𝜌𝑠𝑢𝑝 = 0,22%. Os estágios de fissuração em função dos deslocamentos 

são apresentados na Figura 8.2. 
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Figura 8.2 – Características das fissuras em função dos deslocamentos na laje P1-1, 

adaptado de Dat e Hai (2013). 

A Figura 8.3 ilustra os resultados obtidos dos deslocamentos em função da 

carga distribuída na laje. 

 

Figura 8.3 – Gráfico de Carregamento × Deslocamento da laje P1-1, adaptado de Dat e Hai 

(2013).  

Os pontos marcados na Figura 8.3 são objeto de análise e aplicação do modelo 

proposto no item seguinte. 
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8.2.1 Modelo proposto aplicado ao ensaio da laje P1-1 

São analisados dois estágios de carregamento da laje e os deslocamentos 

correspondentes são comparados com os deslocamentos obtidos pelo modelo 

analítico. A escolha dos estágios a serem analisados levou em consideração a não 

linearidade do gráfico da Figura 9.3. Os carregamentos objeto de análise são: 

 Estágio 1: 𝑞 = 14 𝑘𝑁/𝑚² 

 Estágio 2: 𝑞 = 18 𝑘𝑁/𝑚² 

Foi utilizado o limite para a análise do carregamento de 18 kN/m² pois acima 

desse valor a estrutura passou a apresentar comportamento bastante não linear 

próximo da ruptura e não foram fornecidos dados acerca das propriedades dos 

elementos estruturais que possibilitassem uma análise mais precisa. 

Para se utilizar o modelo proposto é necessário estimar o módulo de 

elasticidade do concreto e os deslocamentos das vigas de extremidade. O cálculo do 

módulo de elasticidade é adotado seguindo as diretrizes da NBR 6118/2023, assim 

 𝐸 = 5600√𝑓𝑐𝑘 = 30,467 𝐺𝑃𝑎  (8.1) 

Devido à ausência de informações acerca do tipo de agregado utilizado foi 

adotado o valor de 𝛼 = 1. 

Considerando-se que foram observadas fissuras no início dos ensaios, 

conforme pode ser verificado no desenho esquemático da Figura 8.2, o cálculo da 

rigidez à flexão da laje deve considerar a não linearidade física dos elementos 

estruturais. 

Para o estágio 1 foi adotado o módulo de elasticidade secante nas vigas e lajes. 

No estágio 2, devido às características de não linearidade mais acentuada e 

fissuração elevada, foi adotado que nesse estágio a resistência à flexão é de apenas 

30% da rigidez à flexão secante da laje. 

 𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 = 0,3𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒  (8.2) 

8.2.2 Laje P1-1 – Modelo proposto – Estágio de carregamento 1 

Nessa análise é utilizado o carregamento uniformemente distribuído de 14 

kN/m² que gerou um deslocamento aproximado na laje de 1,8 cm, conforme ilustra a 

Figura 8.3. 
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Para a aplicação da carga distribuída no modelo analítico foi adotado, além do 

valor 𝑞 = 14 𝑘𝑁/𝑚², os valores referentes ao peso próprio da laje e das vigas internas, 

que resulta em aproximadamente 𝑞 = 16 𝑘𝑁/𝑚². 

Considerando-se que nesse estágio de carregamento há pouca fissuração na 

laje e o gráfico Carga × deslocamento (Figura 8.3) é praticamente linear utiliza-se o 

módulo de elasticidade secante, conforme prescrições da NBR 6118/2023 

 𝐸𝑐𝑠 = 0,85𝑥5600√𝑓𝑐𝑘 = 25,9 𝐺𝑃𝑎  (8.3) 

Devido a pouca fissuração nesse primeiro estágio é adotado para o cálculo da 

rigidez à flexão da laje o mesmo módulo de elasticidade utilizado nas vigas. 

O cálculo do deslocamento das vigas de borda varia em função do estágio de 

carregamento. Em função disso, foi estimado, devido à simetria da laje, que 0,25 do 

carregamento total, mais o peso próprio da viga, seja atribuído às vigas de borda.  

Das hipóteses adotadas obtém-se o deslocamento máximo para a viga de 

borda, utilizando como modelo estrutural a viga da Figura 8.4. 

 

Figura 8.4 – Modelo estrutural para o cálculo dos deslocamentos das vigas de apoio. 

O carregamento atribuído às vigas de borda no estágio 1 é de 4,23 kN/m que 

gerou um deslocamento de ∆𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜1= 0,37 𝑚𝑚. 

Para o cálculo do deslocamento de referência deve-se utilizar como base uma 

viga que tenha o mesmo comprimento da laje, assim, admite-se uma viga 

simplesmente apoiada com vão de 3m submetida ao carregamento uniformemente 

distribuído igual ao do estágio correspondente, que resulta no deslocamento de 

referência 

 ∆𝑟𝑒𝑓,𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜1=
5

384

𝑞𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎
4

𝐸𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎
= 0,014𝑚 = 14𝑚𝑚  (8.4) 

Para se utilizar o modelo proposto deve-se ajustar o deslocamento de 

referência por meio do coeficiente 𝜆 que é a razão entre o deslocamento estimado na 

viga de apoio e o deslocamento de referência, assim 
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 𝜆𝑒𝑠𝑡𝑎𝑔𝑖𝑜1 =
∆𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜1

∆𝑟𝑒𝑓,𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜1
= 0,026  (8.5) 

O coeficiente de rigidez dos apoios elásticos da faixa de laje, considerando o 

coeficiente de ajuste 𝜆, é dado pela expressão abaixo 

 
𝑦

𝑦𝑟𝑒𝑓
= 𝜆  (8.6) 

 𝑃 = 𝑘. 𝑦 = 𝑘. (𝜆𝑦𝑟𝑒𝑓)  (8.7) 

 
𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 𝑘4 =

𝑘𝑟𝑒𝑓

𝜆𝑒𝑠𝑡𝑎𝑔𝑖𝑜1
=

384
5

𝐸𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎

𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎
4

𝜆𝑒𝑠𝑡𝑎𝑔𝑖𝑜1
= 1,153𝑥104

𝑘𝑁

𝑚
 

 (8.8) 

O cálculo da rigidez à flexão da laje considera o coeficiente de Poisson 𝑣 = 0,2 

e é dado pela equação 8.9. 

 𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 =
𝐸𝑐𝑠𝐼

1 − 𝑣²
= 143,873𝑥102 𝑘𝑁.𝑚2  (8.9) 

Por se tratar de uma laje simétrica pode-se calcular as variáveis apenas para 

uma das direções. Os coeficientes para o cálculo pelo modelo proposto são obtidos 

utilizando-se os parâmetros estimados, assim 

 𝛽𝑥 = 𝛽𝑦 =
[(24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒

𝜆2

𝑘2
) + 𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3]

[24𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒 (
𝜆1

𝑘1
+

𝜆2

𝑘2
) + 2𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

3]
= 0,5  (8.10) 

 𝛼𝑥 = 𝛼𝑦 = (48𝛽4 − 96𝛽3 + 32𝛽2) = −1  (8.11) 

 𝐾𝑥 =

(𝛼𝑦

𝐿𝑦
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑦

𝑘𝑦
)

(𝛼𝑥
𝐿𝑥

4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑥

𝑘𝑥
) + (𝛼𝑦

𝐿𝑦
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+ 192

𝐿𝑦

𝑘𝑦
)

= 0,5  (8.12) 

 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 𝑘 = −
𝑘1

2𝛽
= −1,153𝑥104 𝑘𝑁/𝑚  (8.13) 

Prosseguindo com o cálculo do deslocamento máximo da laje obtém-se   

 ∆=
𝛼𝑥

384

𝑞𝑥𝐿𝑥
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+

𝑞𝑥𝐿𝑥

2𝑘𝑥
= 1,28𝑐𝑚  (8.14) 

O cálculo pela Teoria de Grelha, utilizando-se os mesmos parâmetros adotados 

na análise, resulta em um deslocamento de 1,17 cm. 
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8.2.3 Laje P1-1 – Modelo proposto – Estágio de carregamento 2 

Nesse estágio foi utilizado o carregamento uniformemente distribuído de 18 

kN/m² que gerou um deslocamento na laje de aproximadamente 4,2 cm. 

De forma análoga ao item anterior foi considerado na análise a contribuição do 

peso próprio da laje e das vigas internas, resultando em 𝑞 = 20 𝑘𝑁/𝑚². 

Devido à maior fissuração da laje, conforme pode ser verificado pela não 

linearidade mais acentuada no gráfico da Figura 8.3, foi adotada a rigidez à flexão 

secante da laje. 

 𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 = 0,3𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒  (8.15) 

Seguindo a mesma sistemática para o cálculo dos deslocamentos das vigas de 

apoio adota-se o carregamento na viga de 𝑞 = 5,23 𝑘𝑁/𝑚 que resulta em um 

deslocamento ∆𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜2= 0,454 𝑚𝑚. O cálculo do deslocamento de referência é dado 

pela equação 8.16 

 ∆𝑟𝑒𝑓,𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜2=
5

384

𝑞𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎
4

𝐸𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎
= 0,017𝑚 = 17𝑚𝑚  (8.16) 

A razão entre o deslocamento das vigas no estágio 2 e o deslocamento de 

referência fornece o coeficiente de ajuste de deslocamento, assim 

 𝜆𝑒𝑠𝑡𝑎𝑔𝑖𝑜2 =
∆𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜2

∆𝑟𝑒𝑓,𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜2
= 0,027  (8.17) 

Utilizando os parâmetros calculados e prosseguindo com a análise obtém-se o 

deslocamento na laje de 4,29cm.  

Seguindo a mesma sistemática, mas utilizando-se apenas a Teoria de Grelha, 

foi obtido um deslocamento de 4,15cm. 

8.3 Análise dos resultados do modelo proposto aplicado à Laje P1-1  

Os deslocamentos no estágio 1 foram inferiores aos obtidos 

experimentalmente, entretanto, possuem a mesma ordem de grandeza. Ressalta-se 

que a dificuldade de se mensurar com exatidão as propriedades mecânicas do 

concreto, em especial em relação à fissuração, que influenciou de forma significativa 

os resultados. 

Em relação aos deslocamentos calculados considerando o carregamento de 20 

kN/m² foi superior em 2% ao obtido experimentalmente. Cabe destacar que nessa 
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análise foi utilizada a aproximação da NBR 6118/2023 para o cálculo da rigidez 

secante da laje e que forneceu resultados próximos, em acordo com o verificado em 

Agleílson et al (2009). 

Alguns fatores relativos ao ensaio são difíceis de mensurar e podem ter 

contribuído para a menor precisão na utilização do modelo analítico, entre os quais 

cita-se: 

 Ausência de dados específicos do módulo de elasticidade; 

 Fissuração dos elementos de concreto armado; 

 Contribuição das armaduras na rigidez da laje; 

 Rigidez das vigas internas e seu carregamento associado; 

 Rigidez à torção da laje. 

Ressalta-se que a análise considerou condição de engastamento perfeito dos 

bordos da laje. Embora os autores não tenham observado escoamento do aço para 

os estágios de carregamento analisados o fato de ter sido verificada abertura de 

fissuras indica que as ligações nos bordos são semirrígidas. 

8.4 Ensaio da Laje P1-2  

A laje P1-2 possui lados de 𝑙𝑥 = 3𝑚 e 𝑙𝑦 = 4,2𝑚 e taxa de armadura inferior da 

laje de 𝜌𝑖𝑛𝑓 = 0,44%  e superior de 𝜌𝑠𝑢𝑝 = 0,22%. O comportamento da fissuração em 

função dos deslocamentos é apresentado na Figura 8.5. 

 

Figura 8.5 – Características das fissuras em função dos deslocamentos na laje P1-2. 
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Os deslocamentos associados às etapas de carregamento da Laje P1-2 são 

apresentados na Figura 8.6. 

 

Figura 8.6 – Gráfico de Carregamento × Deslocamento da laje P1-2, adaptado de Dat e Hai 

(2013). 

De forma análoga ao item 8.2 os estágios marcados na Figura 8.6 são aplicados 

ao modelo proposto. 

8.4.1 Modelo proposto aplicado ao ensaio da laje P1-2 

Seguindo a mesma sistemática do item 8.2 são analisados dois estágios de 

carregamentos e comparado com os deslocamentos obtidos no modelo analítico. Os 

carregamentos objeto de análise são 

 Estágio 1: 𝑞 = 10 𝑘𝑁/𝑚² 

 Estágio 2: 𝑞 = 12 𝑘𝑁/𝑚² 

As propriedades do concreto, o módulo de elasticidade secante e a rigidez 

secante da laje, foram as mesmas adotadas no item 8.2. 

8.4.2 Laje P1-2 – Modelo proposto – Estágio de carregamento 1 

Utiliza-se o carregamento uniformemente distribuído de 10 kN/m² que resultou 

em um deslocamento aproximado de 2,2 cm na laje, conforme ilustra a Figura 8.6. O 

carregamento, considerando o peso próprio da laje e das vigas, é 𝑞 = 12,15 𝑘𝑁/𝑚². 
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Para o cálculo do deslocamento das vigas de bordo, utiliza-se o carregamento 

distribuído adotando como cálculo inicial os valores obtidos na Teoria de Grelha, 

assim, obtém-se os carregamentos que devem ser somados ao peso próprio da viga 

 Carregamento distribuído nas vigas de menor vão: 𝑞𝑥 = 5,50 𝑘𝑁/𝑚  

 Carregamento distribuído nas vigas de maior vão: 𝑞𝑦 = 14,69 𝑘𝑁/𝑚 

Utilizando-se a mesma sistemática de cálculo dos itens anteriores obtém-se os 

deslocamentos máximos associados aos vãos da laje para o estágio de carregamento 

1: 

 Deslocamento máximo nas vigas de menor vão: ∆𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜1,𝑥= 0,48 𝑚𝑚  

 Deslocamento máximo nas vigas de maior vão: ∆𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜1,𝑦= 4,94𝑚𝑚  

O cálculo do deslocamento de referência segue os mesmos princípios adotados 

no item 8.2, porém havendo diferenciação em função do vão adotado, conforme 

apresentado abaixo 

 Deslocamento máximo nas vigas de menor vão 

 ∆𝑟𝑒𝑓𝑥,𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜1=
5

384

𝑞𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎
4

𝐸𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎
= 0,018𝑚 = 18𝑚𝑚  (8.18) 

 Deslocamento máximo nas vigas de maior vão 

 ∆𝑟𝑒𝑓𝑦,𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜1=
5

384

𝑞𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎
4

𝐸𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎
= 0,188𝑚 = 188 𝑚𝑚  (8.19) 

Seguindo a mesma sistemática de cálculo verifica-se que o valor do coeficiente 

de ajuste é praticamente o mesmo, assim, adota-se para cada viga o valor de 𝜆 =

0,026. 

Prosseguindo com os cálculos obtém-se os valores necessários para o cálculo 

dos deslocamentos pelo modelo proposto. 

 𝛽𝑥 = 𝛽𝑦 = 0,5  (8.20) 

 𝛼𝑥 = 𝛼𝑦 = −1  (8.21) 

 𝐾𝑥 = 0,747  (8.22) 

 𝑘𝑥 = −3𝑥103 𝑘𝑁/𝑚  (8.23) 

 𝑘𝑦 = −1,15𝑥104 𝑘𝑁/𝑚  (8.24) 

Substituindo-se as variáveis na equação do deslocamento, utilizando como 

base a direção X, obtém-se o deslocamento da laje 

 ∆=
𝛼𝑥

384

𝑞𝑥𝐿𝑥
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+

𝑞𝑥𝐿𝑥

2𝑘𝑥
= 1,79𝑐𝑚  (8.25) 
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Seguindo o mesmo procedimento e admitindo as mesmas hipóteses obtém-se 

o valor de 1,33cm para o deslocamento ao se considerar a Teoria de Grelha. 

8.4.3 Laje P1-2 – Modelo proposto – Estágio de carregamento 2 

Para o estágio 2 foi utilizado o carregamento uniformemente distribuído de 12 

kN/m² que provocou um deslocamento aproximado de 5,7 cm na laje, conforme ilustra 

a Figura 8.6. 

De forma análoga ao item anterior foi considerado na análise a contribuição do 

peso próprio da laje e das vigas internas, resultando em um carregamento distribuído 

de 𝑞 = 14,15 𝑘𝑁/𝑚². 

Utilizando-se a Teoria de Grelha para o cálculo do carregamento distribuído 

nas vigas de borda obtém-se 

 Carregamento distribuído nas vigas de menor vão: 𝑞𝑥 = 6,37 𝑘𝑁/𝑚  

 Carregamento distribuído nas vigas de maior vão: 𝑞𝑦 = 17,07 𝑘𝑁/𝑚  

Utilizando-se a mesma sistemática de cálculo dos itens anteriores determina-

se os deslocamentos máximos associados aos vãos da viga para o estágio de 

carregamento 2: 

 Deslocamento máximo nas vigas de menor vão: ∆𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜2,𝑥= 0,55 𝑚𝑚  

 Deslocamento máximo nas vigas de maior vão: ∆𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜2,𝑦= 5,64𝑚𝑚  

O cálculo do deslocamento de referência segue as premissas adotadas no item 

8.2, assim 

 Deslocamento máximo nas vigas de menor vão 

 ∆𝑟𝑒𝑓𝑥,𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜2=
5

384

𝑞𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎
4

𝐸𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎
= 0,021𝑚 = 21𝑚𝑚  (8.26) 

 Deslocamento máximo nas vigas de maior vão 

 ∆𝑟𝑒𝑓𝑦,𝑒𝑠𝑡á𝑔𝑖𝑜2=
5

384

𝑞𝐿𝑣𝑖𝑔𝑎
4

𝐸𝐼𝑣𝑖𝑔𝑎
= 0,219𝑚 = 219 𝑚𝑚  (8.27) 

Prosseguindo com os cálculos verifica-se que o coeficiente de ajuste de 

deslocamento tem o valor de 𝜆 = 0,026 em ambos os vãos. 

Considerando a maior fissuração da laje, conforme pode ser verificado pela não 

linearidade mais acentuada no gráfico da Figura 8.6, foi adotada a rigidez à flexão 

secante da laje. Substituindo as variáveis nas equações do modelo proposto obtém-

se 
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 𝛽𝑥 = 𝛽𝑦 = 0,5  (8.28) 

 𝛼𝑥 = 𝛼𝑦 = −1  (8.29) 

 𝐾𝑥 = 0,776  (8.30) 

 𝑘𝑥 = −3𝑥103 𝑘𝑁/𝑚  (8.31) 

 𝑘𝑦 = −1,15𝑥104 𝑘𝑁/𝑚  (8.32) 

O cálculo do deslocamento máximo da laje é dado por  

 ∆=
𝛼

384

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒
4

𝐸𝐼𝑙𝑎𝑗𝑒
+

𝑞𝐿𝑙𝑎𝑗𝑒

2𝑘
= 5,1𝑐𝑚  (8.33) 

O cálculo do deslocamento pela Teoria de Grelha, utilizando-se os mesmos 

parâmetros adotados na análise, resulta em um deslocamento de 4,5 cm. 

8.5 Análise dos resultados do modelo proposto aplicado à Laje P1-2 

Verifica-se que o modelo proposto apresentou boa correlação com os 

deslocamentos obtidos experimentalmente na Laje P1-2. Os resultados obtidos com 

o modelo proposto foram superiores em relação aos ensaios em 23% para o estágio 

de carregamento 1 e 12% para o estágio de carregamento 2. 

Ressalta-se que a calibragem adotada na análise pelo modelo proposto foi a 

de viga com carregamento uniformemente distribuído, entretanto, como foi utilizado o 

coeficiente de ajuste de deslocamento, qualquer calibragem adotada forneceria o 

mesmo valor. 

 Em comparação com os resultados da Laje P1-1 verifica-se que o maior vão 

da viga trouxe influência significativa nos resultados, conforme pode ser observado ao 

se comparar os gráficos de Carga × Deslocamento das Figuras 8.3 e 8.6. 

Apesar das aproximações adotadas no modelo analítico e da falta de dados 

que caracterizassem as propriedades mecânicas do concreto e do efeito da fissuração 

na rigidez à flexão dos elementos estruturais, ficou demonstrado que o Modelo 

proposto de contribuição à Teoria de Grelha forneceu resultados próximos aos obtidos 

experimentalmente.  

Portanto, fica verificado que o modelo proposto de contribuição à Teoria de 

Grelha trouxe resultados mais precisos para o cálculo dos deslocamentos que a Teoria 

de Grelha. 
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9 CONCLUSÕES 

Diversos estudos indicam que a flexibilidade dos apoios pode vir a alterar 

consideravelmente o resultado das solicitações, deslocamentos e as propriedades 

dinâmicas da laje. As análises numéricas demonstraram que existem alterações 

significativas nas solicitações de lajes em função do grau de flexibilidade dos apoios, 

sendo de forma mais relevante em lajes retangulares e engastadas. 

Os métodos de cálculo usualmente empregados utilizam como padrão a 

condição de contorno de apoios rígidos que podem não ser ideais em determinados 

casos. A contribuição à Teoria de Grelha desenvolvida nessa tese, considerando a 

flexibilidade dos apoios, busca apresentar resultados mais precisos para a 

determinação das solicitações e deslocamentos da laje. 

Verifica-se que os deslocamentos da laje, ao se considerar a flexibilidade das 

vigas de borda, são sempre maiores em comparação às lajes com apoios rígidos. 

Pôde-se observar que para as condições de faixas de laje hiperestáticas há alteração 

das reações em função do grau de flexibilidade dos apoios. 

O artificio adotado de se multiplicar o deslocamento de referência por um 

coeficiente 𝜆 tem o intuito de obter maior precisão para o cálculo dos deslocamentos, 

evitando a necessidade de estabelecer expressões analíticas complexas.  

Verifica-se que quanto maior o coeficiente 𝜆 menor é a rigidez dos apoios e 

maior é o deslocamento na faixa de laje. Ressalta-se que o coeficiente 𝜆 não 

necessariamente deve ser superior a 1, podendo obter valores inferiores a 1 caso seja 

considerado condições de contorno diferentes na viga de apoio. Esse fator busca 

apenas igualar o deslocamento teórico utilizado como referência ao deslocamento real 

da estrutura. 

Em comparação à Teoria de Grelha verifica-se que os fatores que levam em 

consideração a rigidez dos apoios podem modificar de forma significativa as 

solicitações e deslocamentos da laje.  

A consideração de apoios rígidos em local cuja condição de contorno não 

forneça rigidez suficiente pode vir a ocasionar problemas de vibração ou fissuração 

excessiva na laje.  
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Foi demonstrado que o modelo de apoios flexíveis é o que mais se aproxima 

do comportamento real da estrutura, sendo o mais recomendado para o cálculo e 

detalhamento de estruturas de placa.  

O modelo proposto apresentou resultados bastante satisfatórios em relação à 

análise numérica para a condição de laje simplesmente apoiada, sendo a condição de 

lajes de lados iguais a que forneceu resultados mais precisos.  

Verifica-se que, ao se reduzir a inércia à torção da laje, os resultados ficaram 

próximos aos do modelo analítico, conforme esperado, haja vista que na Teoria de 

Grelha não é considerada a inércia à torção da laje nos cálculos.  

Assim, considerando-se que pode vir a surgir fissuras devido à ausência de 

armadura de torção da laje, recomenda-se, portanto, a disposição de armadura 

mínima para resistir aos momentos volventes de forma a evitar a formação desse tipo 

de patologia.  

Pôde-se constatar que o coeficiente de rigidez utilizado no modelo analítico 

influencia de forma significativa nas solicitações e deslocamentos, a depender do tipo 

de deslocamento adotado como referência nas vigas de apoio. 

Existe a tendência de que, ao se utilizar deslocamentos considerando as vigas 

de apoio com um certo grau de engastamento (calibragem 2), os resultados se 

aproximem dos modelos em que foram idealizados pilares como apoio nas lajes. Esse 

fato é atribuído ao grau de engastamento da viga no pilar. 

Para a condição de vigas de borda rígida, com redução da inércia à torção da 

laje e baixa inércia à torção da viga de apoio, o modelo proposto em lajes 

simplesmente apoiadas com lados iguais forneceu resultados próximos à análise 

numérica. Entretanto, ao se considerar a flexibilidade dos apoios na laje de espessura 

de 15cm, o momento fletor positivo foi superior ao do modelo proposto, enquanto as 

demais espessuras forneceram resultados próximos ao do modelo proposto. 

Pode-se atribuir a baixa precisão nos resultados para a laje de 15 cm de 

espessura, na condição de vigas flexíveis, devido à inércia adotada para as vigas 

flexíveis que foram bastante próximas da própria espessura da laje. Assim, 

possivelmente, devido aos métodos numéricos de análise, que consideram a análise 

do conjunto, houve influência no deslocamento final das vigas de borda, diferenciando 

dos utilizados como base de cálculo do modelo analítico. 

Em relação aos deslocamentos, para as lajes com redução da inércia à torção 

da laje e baixa inércia à torção da viga de apoio houve boa concordância do modelo 
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proposto com os resultados obtidos no cálculo analítico, onde os resultados para a 

calibragem 2 ficaram próximos aos do Modelo 2 (apoio com pilar) e a calibragem inicial 

e a calibragem 1 ficaram próximas aos do Modelo 1 (apoio simples). 

Nas lajes simplesmente apoiadas de geometria retangular com apoios rígidos 

o modelo proposto forneceu resultados próximos aos da análise numérica para as 

solicitações em ambas as direções e deslocamentos. Ao se considerar apoios flexíveis 

a laje de espessura de 15cm apresentou solicitações no Modelo 2 mais próximas à 

calibragem 1, enquanto as demais espessuras forneceram resultados próximos aos 

do Modelo 1 para esse mesmo tipo de calibragem.  

De uma forma geral os deslocamentos em laje retangular simplesmente 

apoiada com apoios flexíveis apresentaram resultados compreendidos nas 

calibragens adotadas no modelo proposto. 

Na análise numérica em lajes quadradas e engastadas, com vigas de borda 

rígidas, houve boa aproximação das solicitações e deslocamentos com a maior parte 

dos modelos analisados. Ao se considerar a flexibilidade dos apoios alguns modelos 

apresentaram resposta mais próxima aos momentos positivos e outros modelos ao 

momento negativo do modelo proposto.  

Os deslocamentos dos modelos numéricos para a condição de laje quadrada e 

engastada em todos os bordos ficaram, de uma forma geral, compreendidos nas 

calibragens adotadas no modelo proposto. 

Ao se considerar lajes engastadas e retangulares com vigas de borda rígidas 

as análises numéricas forneceram resultados próximos para grande parte dos 

modelos numéricos, exceto para os momentos negativos na direção do maior vão, 

onde alguns modelos apresentaram valores superiores aos obtidos no modelo 

proposto.  

Nas análises numéricas considerando a flexibilidade dos apoios em laje 

engastada e retangular forneceram resultados diferentes dos obtidos pelo modelo 

proposto, onde pôde ser verificada uma tendência das solicitações na direção Y (maior 

vão) serem maiores que as obtidas no modelo numérico e as da direção X (menor 

vão) serem menores que as do modelo numérico. 

Em relação aos deslocamentos, os valores obtidos para a condição de vigas 

rígidas e flexíveis, ficaram compreendidos dentro dos valores obtidos nos modelos 

numéricos, exceto para os deslocamentos com vigas de borda flexíveis nos Modelos 

1, 2 e 3 que ficaram próximos aos deslocamentos da Teoria de Grelha. 
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Estima-se que a falta de precisão de alguns resultados pode ter como principal 

motivo a falta de exatidão na determinação do coeficiente de rigidez no modelo 

proposto, em conjunto com o grau de engastamento da análise numérica, onde não é 

possível garantir a condição de engaste perfeito das bordas. 

Apesar de terem sido examinadas duas condições de contorno (laje 

simplesmente apoiada e engastada em todos os bordos) foram realizadas 360 

análises numéricas, onde foi possível comprovar boa precisão na maioria das 

respostas. Assim, as análises demonstraram que o modelo proposto fornece 

resultados satisfatórios para a maior parte dos casos objeto de estudo. 

Cabe ressaltar que os modelos numéricos também são influenciados pelo 

carregamento de lajes adjacentes. Assim, o cálculo do coeficiente de rigidez pelo 

modelo proposto pode vir a ser diferente dos deslocamentos pré-estabelecidos. Para 

maior precisão, é necessário que seja estabelecido de forma precisa os 

deslocamentos finais da viga de apoio. 

A aplicação do modelo proposto em ensaios experimentais demonstrou boa 

precisão no cálculo dos deslocamentos e facilidade de aplicação, fornecendo 

respostas mais coerentes e próximas aos obtidos experimentalmente, corroborando 

com os resultados das análises numéricas. 

Posto isso, verifica-se que a contribuição à Teoria de Grelha proposta nessa 

tese apresenta boa concordância nos resultados com os modelos numéricos 

analisados e com os ensaios experimentais. Entretanto, para se obter resultados mais 

precisos em aplicações práticas é necessário determinar o deslocamento das vigas 

de borda de forma mais exata. 

 

Propostas e sugestões para pesquisas futuras 

 

 Considerar a rotação do engaste no desenvolvimento das equações do 

modelo proposto; 

 Considerar a flexibilidade dos apoios no desenvolvimento das equações 

para o cálculo da frequência natural de lajes; 

 Considerar a excentricidade na ligação entre a laje e as vigas de apoio nos 

modelos numéricos; 

 Desenvolver ensaios em lajes considerando apoios flexíveis. 
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