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A persistência é o menor caminho do êxito.
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RESUMO

TORRES, Maicon de Paiva. Determinação da administração ótima de medicamentos de
imunoterapia e quimioterapia no tratamento de câncer. 2023. 162 f. Tese (Doutorado
em Modelagem Computacional) – Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio
de Janeiro, Nova Friburgo, 2023.

Este estudo aborda a combinação de imunoterapia e quimioterapia no tratamento
oncológico, reconhecendo sua promissora eficácia, mas destacando os desafios das comple-
xas interações entre essas modalidades terapêuticas. A proposta central é a utilização de
modelos computacionais para simular respostas terapêuticas, visando um planejamento
sistemático de estratégias individualizadas. O objetivo principal é determinar diretrizes
para a administração ótima de medicamentos, utilizando um modelo de controle ótimo
que considera as interações na dinâmica tumoral, incluindo células canceŕıgenas, sistema
imunológico e agentes terapêuticos. O modelo de controle ótimo é transformado em um
problema de otimização multi-objetivo com restrições de tratamento. Isso é realizado
através da introdução de trade-offs ajustáveis, permitindo adaptações personalizadas na
administração de medicamentos para alcançar um equiĺıbrio ideal entre os objetivos es-
tabelecidos. Vários problemas de otimização são abordados, considerando dois e três ob-
jetivos simultâneos, como minimizar a quantidade de células canceŕıgenas e a densidade
de células efetoras no tempo final do tratamento. As diversas combinações apresentadas
refletem a flexibilidade do modelo diante da otimização multi-objetivo, proporcionando
uma gama de abordagens para atender às necessidades médicas espećıficas. A análise das
frentes ótimas de Pareto em cenários in silico oferece um recurso adicional para os toma-
dores de decisão, possibilitando assistir a uma determinação mais eficaz da administração
ideal dos agentes citotóxico e imunoterápico.

Palavras-chave: modelagem biológica do câncer; administração ótima de medicamentos;

imunoterapia; quimioterapia; otimização multi-objetivo.



ABSTRACT

TORRES, Maicon de Paiva. Determining the optimal drug administration of
immunotherapy and chemotherapy in cancer treatment. 2023. 162 f. Tese (Doutorado
em Modelagem Computacional) – Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio
de Janeiro, Nova Friburgo, 2023.

This study addresses the combination of immunotherapy and chemotherapy in
cancer treatment, recognizing its promising effectiveness but highlighting the challenges
of complex interactions between these therapeutic modalities. The central proposal is
the use of computational models to simulate therapeutic responses, aiming for a system-
atic planning of individualized strategies. The main objective is to determine guidelines
for the optimal administration of drugs, using an optimal control model that considers
interactions in tumor dynamics, including cancer cells, the immune system, and therapeu-
tic agents. The optimal control model is transformed into a multi-objective optimization
problem with treatment constraints. This is achieved by introducing adjustable trade-offs,
allowing personalized adaptations in drug administration to achieve an optimal balance
between established objectives. Various optimization problems are addressed, considering
two and three simultaneous objectives, such as minimizing the number of cancer cells
and the density of effector cells at the final treatment time. The diverse combinations
presented reflect the model’s flexibility in the face of multi-objective optimization, pro-
viding a range of approaches to meet specific medical needs. The analysis of Pareto
optimal fronts in in-silico investigation offers an additional resource for decision-makers,
enabling a more effective determination of the optimal administration of cytotoxic and
immunotherapeutic agents.

Keywords: cancer biological modeling; optimal drug administration; immunotherapy;

chemotherapy; multi-objective optimization.
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Figura 5 - Representação da dinâmica que ocorre nas interações entre as células
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Figura 19 - Frente de Pareto e perfis dinâmicos para o primeiro conjunto de dados
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INTRODUÇÃO

O processo de envelhecimento, juntamente com as alterações comportamentais e

ambientais, envolvem diversos aspectos, como mobilidade, atividades recreativas, padrões

alimentares e exposição a poluentes. De acordo com Wild, Weiderpass e Stewart (2020),

estes pontos têm sido reconhecidos como fatores determinantes para o aumento da in-

cidência e da mortalidade relacionadas ao câncer.

Segundo Chaplain e Matzavinos (2006), o câncer, também conhecido como tumor

maligno, é uma condição caracterizada pela invasão de tecidos circundantes por um tumor.

Esse tumor tem a capacidade de atravessar a membrana basal, crescer no mesênquima na

região primária e, ainda, apresentar a habilidade de se desenvolver em um mesênquima

distante, formando cânceres secundários ou metástases.

No trabalho de Warburg (1956), foi definido que as células canceŕıgenas surgem

a partir de células normais do corpo em duas fases distintas. A primeira fase envolve a

ocorrência de uma lesão irreverśıvel no processo de respiração celular, que é reconhecida

como a causa primária no desenvolvimento de todas as formas de câncer. Essa lesão

irreverśıvel da respiração é seguida pela segunda fase, caracterizada por uma batalha

prolongada das células afetadas para manter sua estrutura e funcionalidade.

Nessa fase, ocorre a morte de uma parte das células devido à escassez de ener-

gia, enquanto outra parte consegue compensar a perda de energia respiratória por meio

do processo de fermentação. No entanto, devido às limitações morfológicas da ener-

gia proveniente da fermentação, as células altamente diferenciadas do corpo sofrem uma

transformação e se tornam células indiferenciadas, as quais apresentam crescimento de-

sordenado e passam a ser conhecidas como células canceŕıgenas (Warburg, 1956).

Estat́ısticas do câncer no Brasil e no mundo

O câncer representa uma preocupação significativa em termos de saúde pública

global, destacando-se como uma das principais causas de óbito e, consequentemente, como

uma das principais barreiras para o avanço da expectativa de vida. Em muitos páıses, o

câncer ocupa o primeiro ou o segundo lugar como causa de mortalidade prematura antes

dos 70 anos de idade (Bray et al., 2018). No trabalho elaborado por Sung et al. (2021)

observou-se que, na última década, houve um aumento de 20% na incidência dessa doença

e estima-se que até 2030 ocorrerão mais de 25 milhões de novos casos ao redor do mundo.

O impacto global do câncer em 2020, com base nas estimativas do Global Can-

cer Observatory (Globocan) e desenvolvidas pela International Agency for Research on

Cancer (IARC), revela que houve um total de 19,3 milhões de novos casos desta doença
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(18,1 milhões, excluindo os casos de câncer de pele não melanoma). Estima-se que uma

em cada cinco pessoas desenvolverá câncer em algum ponto ao longo de sua vida (Ferlay

et al., 2021; Sung et al., 2021).

Os dez tipos de câncer mais prevalentes são responsáveis por mais de 60% de todos

os casos novos diagnosticados. O câncer de mama feminina é a forma mais incidente

globalmente, com um registro de 2,3 milhões (11,7%) de novos casos, seguido pelo câncer

de pulmão com 2,2 milhões (11,4%), câncer de cólon e reto com 1,9 milhão (10,0%), câncer

de próstata com 1,4 milhão (7,3%), e câncer de pele não melanoma com 1,2 milhão (6,2%)

de novos casos (IACR, 2020; Sung et al., 2021).

O câncer de pulmão apresenta a maior incidência entre os homens, com um total

de 1,4 milhão (14,3%) de novos casos, seguido pelos cânceres de próstata, com 1,4 milhão

(14,1%); cólon e reto, com 1 milhão (10,6%); pele não melanoma, com 722 mil (7,2%); e

estômago, com 719 mil (7,1%) novos casos em escala global. Já nas mulheres, o câncer de

mama é o mais prevalente, com 2,3 milhões (24,5%) de casos novos, seguido pelos cânceres

de cólon e reto, com 865 mil (9,4%); pulmão, com 771 mil (8,4%); colo do útero, com 604

mil (6,5%); e pele não melanoma, com 475 mil (5,2%) casos novos ao redor do mundo

(IACR, 2020; Sung et al., 2021).

No Brasil, o Instituto Nacional de Câncer (INCA) conduziu um estudo recente com

o objetivo de estimar a magnitude e a distribuição dos principais tipos de câncer que serão

diagnosticados no peŕıodo de 2023 a 2025. De acordo com as projeções, é previsto um

total de 704 mil casos novos de câncer. O câncer de pele não melanoma é estimado como

o mais incidente, com 220 mil casos novos (31,3%), seguido pelos cânceres de mama, com

74 mil (10,5%); próstata, com 72 mil (10,2%); cólon e reto, com 46 mil (6,5%); pulmão,

com 32 mil (4,6%); e estômago, com 21 mil (3,1%) casos novos.

Estima-se que, nos homens, os tipos de câncer mais frequentes serão o câncer de

pele não melanoma, com 102 mil (29,9%) casos novos; câncer de próstata, com 72 mil

(21,0%); câncer de cólon e reto, com 22 mil (6,4%); câncer de pulmão, com 18 mil (5,3%);

câncer de estômago, com 13 mil (3,9%); e câncer de cavidade oral, com 11 mil (3,2%). No

caso das mulheres, os tipos de câncer mais comuns serão o câncer de pele não melanoma,

com 118 mil (32,7%); câncer de mama, com 74 mil (20,3%); câncer de cólon e reto, com

24 mil (6,5%); câncer de colo do útero, com 17 mil (4,7%); câncer de pulmão, com 15 mil

(4,0%); e câncer de tireoide, com 14 mil (3,9%) casos novos (INCA, 2023).

A necessidade da busca por novos tratamentos

Os custos associados ao tratamento do câncer têm apresentado um crescimento

acima da taxa de inflação, impulsionado tanto pelo aumento do número de novos paci-

entes diagnosticados quanto pelos custos dos materiais e medicamentos envolvidos, além
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da ineficiência do cuidado, que está se tornando cada vez mais complexo e descoorde-

nado. A indústria farmacêutica tem lançado anualmente dezenas de novos medicamentos,

com destaque para as terapias com alvos moleculares (terapias-alvo ou imunoterapias),

caracterizadas por tecnologia avançada e precisão, e apresentando menor toxicidade em

comparação às quimioterapias convencionais, embora com custos significativamente mais

elevados. Surge, portanto, o dilema de como adotar tantas novas tecnologias sem os

recursos necessários para atender a todos (Andrade, 2023).

No trabalho desenvolvido por Chen et al. (2023) é feita uma estimativa do custo

do câncer entre os anos de 2020 e 2050, bem como sua distribuição em 204 páıses. Para

essa análise, utilizou-se o valor constante internacional do dólar de 2017. Os resultados

revelaram um investimento estimado em torno de 25 trilhões de dólares, correspondendo

a 0,55% do produto interno bruto dos 204 páıses analisados nesse peŕıodo. Além disso,

constatou-se que nos páıses mais ricos, essa porcentagem alcançou 0,72%, enquanto nos

páıses mais pobres atingiu 0,26%.

É importante ressaltar que os páıses mais pobres abrangem 86% da população,

75% dos anos de vida perdidos, 61% do produto interno bruto e 49% dos custos totais

do câncer no grupo estudado, evidenciando uma disparidade significativa no controle

da mortalidade e morbidade dessa doença. No que se refere aos custos espećıficos dos

diferentes tipos de câncer (soma dos custos diretos e indiretos), verificou-se que o câncer

de pulmão apresentou o maior custo (15%), seguido pelo câncer colorretal (11%), câncer

de mama (8%), câncer de f́ıgado (6%) e leucemia (6%) (Chen et al., 2023).

De acordo com Santos et al. (2023), as estimativas do número de novos casos

de câncer desempenham um papel significativo no embasamento de poĺıticas públicas

e na alocação racional de recursos para o enfrentamento dessa doença, enquanto que a

vigilância assume um elemento crucial no planejamento, no monitoramento e na avaliação

das medidas de controle.

Nos páıses caracterizados por um alto Índice de Desenvolvimento Humano (IDH),

pode-se observar um impacto significativo na redução das taxas de incidência e morta-

lidade relacionadas ao câncer devido à implementação de intervenções eficazes em pre-

venção, detecção precoce e tratamento. Em contrapartida, nos páıses em processo de

transição, essas taxas continuam a aumentar ou permanecem estáveis. Dessa forma, um

desafio enfrentado por esses páıses reside na necessidade de uma melhor alocação de re-

cursos e esforços para tornar o controle do câncer mais efetivo (Sung et al., 2021).

Na última década, o Brasil experimentou avanços significativos na disponibilidade

e na qualidade das informações relacionadas à incidência e mortalidade por câncer. A

vigilância do câncer, inserida no âmbito das medidas de controle de doenças não trans-

misśıveis, utiliza-se das informações mais confiáveis provenientes de registros populacio-

nais e hospitalares, bem como do Sistema de Informação sobre Mortalidade (SIM). Essa

vigilância desempenha um papel crucial ao fornecer subśıdios para que os gestores possam
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monitorar e organizar as ações de controle, além de direcionar pesquisas relacionadas à

doença (INCA, 2023).

O cont́ınuo avanço dos métodos de tratamento do câncer desempenha um papel

fundamental na redução dos impactos prejudiciais causados por essa doença. As pesqui-

sas contribuem para aprimorar os tratamentos existentes, descobrir tratamentos novos e

mais eficazes e fornecer uma compreensão mais profunda sobre a natureza do câncer e

os mecanismos para interrompê-lo. Essas investigações têm o potencial de impulsionar

avanços significativos no combate ao câncer, melhorando a qualidade de vida dos pacientes

e aumentando suas chances de recuperação (Dehingia; Sarmah; Jeelani, 2021).

O avanço dos métodos de prevenção do câncer, incluindo a detecção precoce, bem

como no desenvolvimento de tratamentos personalizados para cada indiv́ıduo e seu tipo

espećıfico de câncer, são essenciais para reduzir o sofrimento causado pela doença, apri-

morar os resultados dos pacientes e diminuir a taxa de mortalidade associada ao câncer

(Dehingia; Sarmah; Jeelani, 2021).

Os desafios da combinação da imunoterapia e quimioterapia

A sinergia obtida pela combinação entre a imunoterapia e a quimioterapia assume

um papel importante no âmbito do tratamento oncológico. A imunoterapia opera medi-

ante o est́ımulo do sistema imunológico, incitando-o a reconhecer e eliminar as células

canceŕıgenas, enquanto a quimioterapia emprega agentes citotóxicos para atacar direta-

mente as células tumorais. Ao integrar essas abordagens terapêuticas, o organismo do

paciente apresenta uma maior probabilidade de combater o câncer, simultaneamente re-

duzindo os efeitos adversos da quimioterapia e amplificando a eficácia do tratamento.

Além disso, a terapia combinada de imunoterapia e quimioterapia pode contribuir para a

diminuição do risco de recorrência do câncer (Tan; Li; Zhu, 2020).

De modo geral, a confluência desses tratamentos pode resultar em melhorias sig-

nificativas nas taxas de resposta e desfechos cĺınicos mais favoráveis. Há uma suposição

fundamentada de que a imunoterapia possa desempenhar um papel relevante na mitigação

dos efeitos colaterais relacionados à quimioterapia, viabilizando, assim, a implementação

de terapias mais agressivas para o paciente (Emens; Middleton, 2015).

Entretanto, a combinação de imunoterapia e quimioterapia no contexto do trata-

mento do câncer pode apresentar desafios decorrentes das interações complexas entre essas

duas modalidades terapêuticas. Ao serem utilizadas de forma concomitante, as proprieda-

des imunoestimulantes da imunoterapia podem interferir na eficácia da quimioterapia, ao

passo que os efeitos imunossupressores induzidos pela quimioterapia podem comprometer

a eficácia da imunoterapia (Lake; Robinson, 2005).
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Conforme destacado por Pillis et al. (2008), a imunoterapia pode desencadear uma

ampla gama de efeitos adversos, incluindo tempestades de citocinas, cuja gravidade pode

ser acentuada quando combinada com a quimioterapia. Portanto, é imprescind́ıvel realizar

uma avaliação cuidadosa e monitoramento cont́ınuo do estado do paciente e da resposta

ao tratamento, a fim de assegurar uma combinação bem-sucedida de imunoterapia e qui-

mioterapia.

Evolução dos métodos de otimização na combinação de terapias

Algoritmos evolutivos foram aplicados para estabelecer diretrizes para a admi-

nistração de drogas quimioterápicas para o tratamento do câncer. Petrovskib, Sudha e

McCall (2004) usaram um algoritmo bio-inspirado, denominado otimização de enxame de

part́ıculas, para estabelecer diretrizes para a aplicação de drogas quimioterápicas usando

a minimização de células canceŕıgenas como objetivo, e utilizando a dosagem de medica-

mentos de quimioterapia como restrição do problema de otimização.

No trabalho de McCall, Petrovski e Shakya (2007), os autores estudaram a aplicação

de drogas quimioterápicas usando algoritmos genéticos, tendo a erradicação do tumor

como função-objetivo a ser minimizada. Neste trabalho, outros parâmetros de trata-

mento importantes, como doses máximas de medicamentos, doses cumulativas máximas

de medicamentos, tamanho máximo permitido do tumor e efeitos colaterais tóxicos, fo-

ram usados como restrições no processo de otimização. Posteriormente, no trabalho de

Kiran, Jayachandran e Lakshminarayanan (2009), uma estratégia de otimização multi-

objetivo foi usada para definir um plano de imunoquimioterapia para tratar o câncer com

intervenção terapêutica mı́nima.

Algoul et al. (2011) conduziram uma investigação sobre o desenvolvimento de um

modelo de administração ótima de quimioterapia via otimização multi-objetivo para con-

trolar o crescimento tumoral. Tal modelo foi projetado e desenvolvido com base nas

funções das células que são usadas para prever e controlar o crescimento do tumor e ou-

tros efeitos do tratamento. Vários objetivos de projeto e restrições foram usados para

alcançar as soluções ótimas, que incluem a maximização da morte de células tumorais, a

minimização da toxicidade e a avaliação da concentração tolerável de droga.

Em seu trabalho, Kiran e Lakshminarayanan (2013) desenvolveram um modelo far-

macocinético/farmacodinâmico in silico que descreve a interação entre células tumorais,

células imunes e a medicação de doxorrubicina para formular um problema de otimização

multi-objetivo, considerando objetivos e restrições clinicamente relevantes. Neste traba-

lho, o foco está na otimização da quimioterapia com doxorrubicina e sua combinação com

a terapia de transferência de células adotivas, que é um dos esquemas de imunoterapia.

Para tanto, o algoritmo genético NSGA-II é utilizado.



22

No trabalho de Lobato, Machado e Steffen Jr. (2016), o algoritmo de Evolução

Diferencial de Otimização Multi-objetivo (MODE) e o Algoritmo Genético de Ordena-

mento Não Dominado (NSGA-II) foram usados para resolver um problema de otimização

multi-objetivo que visa encontrar a estratégia de controle ideal para a administração de

medicamentos para o tratamento do câncer.

Shindi et al. (2020) resolveu um Problema de Otimização Multi-objetivo Res-

trito (CMOOP) aplicado em quimioterapia, onde um cronograma ideal de medicamentos

através da minimização do tamanho do tumor e da concentração do medicamento foi

obtido, garantindo o ńıvel de saúde do paciente durante a dosagem dentro de um ńıvel

aceitável. Foram desenvolvidas duas metodologias h́ıbridas que combinam teoria de con-

trole ótimo com enxame multi-objetivo e algoritmos evolutivos, e o desempenho dessas

metodologias foram comparados com algoritmos de inteligência de enxame multi-objetivo

como MOEAD, MODE, MOPSO e M-MOPSO abordando o CMOOP.

Samy, Kanesan e Tiu (2023) abordaram o problema de controle ótimo multi-

objetivo, no qual foi desenvolvido um projeto para que a administração de drogas no

tratamento quimioterápico seja realizada com uma compensação entre o uso de drogas e

a redução de células tumorais. A saúde do paciente, avaliada em termos da densidade de

células efetoras, foi adicionada como uma restrição ao problema de otimização.

Motivação

O objetivo da determinação da administração ótima de agentes terapêuticos no

tratamento do câncer consiste em reduzir a carga tumoral, ao mesmo tempo em que se

monitora a densidade de células imunocompetentes. Contudo, devido aos potenciais efeitos

colaterais adversos associados tanto à quimioterapia citotóxica quanto à imunoterapia, é

inviável administrar esses agentes de forma cont́ınua e indeterminada (Sharifi; Ozgoli;

Ramezani, 2017).

A utilização de modelos computacionais com o propósito de simular a resposta

a tratamentos que envolvam a combinação de imunoterapia e quimioterapia possibilita

um planejamento sistemático de estratégias terapêuticas individualizadas, além de forne-

cer informações abrangentes sobre as interações multifatoriais complexas entre as células

tumorais, o sistema imunológico e os agentes quimioterápicos (Laleh et al., 2022).

Esses modelos têm a capacidade de simular diversas combinações de agentes de

imunoterapia e drogas quimioterápicas, bem como suas interações com as células tumo-

rais. Por meio da simulação dessas interações, é posśıvel adquirir informações valiosas

para otimizar a utilização desses tratamentos, visando maximizar sua eficácia e reduzir a

toxicidade associada (Perelson; Weisbuch, 1997).
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Recentemente, intensivos esforços de pesquisa conduziram à descoberta de diversas

abordagens terapêuticas contra o câncer. Entretanto, uma terapia espećıfica e definitiva

para essa enfermidade ainda não existe. Como resultado, profissionais da área médica

e pesquisadores estão propondo estratégias inovadoras, combinando terapias de forma

sinérgica para tratar o câncer. O maior desafio na terapia combinada é determinar a

sequência, o momento e a dosagem dos medicamentos para cada paciente (Kiran; Laksh-

minarayanan, 2013), o que continua sendo um problema relevante tanto em termos de

pesquisa quanto de aplicação cĺınica (Kiran; Jayachandran; Lakshminarayanan, 2009).

A formulação dos objetivos dentro desta área de pesquisa pode resultar em de-

safios relacionados à otimização de objetivos individuais ou de natureza multi-objetiva.

Contudo, à medida que os paradigmas terapêuticos para o câncer continuam a progredir,

observa-se inevitavelmente um aumento no número de restrições e objetivos envolvidos.

Esta evolução se estende da otimização de um único objetivo, que se concentra exclusiva-

mente na minimização do tamanho do tumor, para a otimização multi-objetivo, que busca

simultaneamente a redução das dimensões tumorais e a mitigação dos efeitos colaterais

associados ao tratamento (Shindi et al., 2020).

Nas abordagens clássicas, os diferentes objetivos relacionados às células tumorais

e à terapia são combinados em um único objetivo. Nesta estratégia, a atribuição de pesos

aos diferentes objetivos é uma questão intŕınseca, onde o problema é resolvido iterativa-

mente pela variação do vetor peso dos objetivos para permitir encontrar a melhor solução.

Nesta abordagem, o método convencional de administração de drogas quimioterápicas ra-

ramente encontra doses ótimas que possam minimizar as células canceŕıgenas e os efeitos

tóxicos simultaneamente, já que esses objetivos estão normalmente em conflito, além de

ser uma estratégia demorada (Kiran; Lakshminarayanan, 2013).

Apesar das conhecidas limitações dos métodos clássicos de otimização, poucos tra-

balhos foram desenvolvidos usando estratégias de otimização multi-objetivo até o mo-

mento. O conjunto ótimo de Pareto é capaz de informar sobre a sensibilidade de um

objetivo em relação a outros objetivos e permite quantificar o trade-off entre eles. As-

sim, a otimização multi-objetivo possibilita um melhor entendimento das consequências

terapêuticas em diferentes objetivos na terapia do câncer, viabilizando, por exemplo, ali-

viar o sofrimento do paciente enquanto reduz o custo do tratamento. No entanto, deve-se

notar que, embora a maioria dos problemas práticos tenha um conjunto de soluções, ape-

nas uma solução é escolhida para a implementação em tempo real. Tal seleção pode nem

sempre ser direta e pode depender do conhecimento prévio do tomador de decisão (Kiran;

Lakshminarayanan, 2009).
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Objetivos gerais e espećıficos

O conceito de conflito entre objetivos na otimização multi-objetivo pode ser apli-

cado na administração de drogas terapêuticas no tratamento do câncer, visando equilibrar

efetivamente as interações entre células tumorais, o sistema imunológico e os agentes qui-

mioterápicos. Essa abordagem envolve a introdução de um trade-off entre os objetivos,

tais como a minimização das células tumorais e a toxicidade da administração medicamen-

tosa, juntamente com a maximização das células imunocompetentes, permitindo, assim,

a otimização dos respectivos ńıveis envolvidos.

Por meio da introdução de um trade-off ajustável, a administração de medicamen-

tos terapêuticos no tratamento do câncer pode ser adaptada de acordo com a condição

individual de cada paciente, visando alcançar um equiĺıbrio ideal entre os objetivos es-

tabelecidos, com base em suas necessidades espećıficas. Adicionalmente, a aplicação da

otimização multi-objetivo pode ser empregada para abordar potenciais efeitos colaterais

associados à administração de drogas terapêuticas contra o câncer.

O objetivo geral desta tese consiste na determinação da administração ótima dos

medicamentos de imunoterapia e quimioterapia no tratamento de câncer, de modo a obter

a melhor combinação entre sequência, momento e dosagem dos medicamentos para cada

paciente. Desta forma, espera-se minimizar tanto o volume tumoral quanto os efeitos

adversos resultantes da administração conjunta de medicamentos.

Para tanto, o objetivo espećıfico desta tese é converter o modelo de controle

ótimo proposto por D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012), que rege as interações

da dinâmica tumoral entre as células canceŕıgenas, o sistema imunológico e o agente

citotóxico, numa formulação de otimização multi-objetivo. Diversos problemas de oti-

mização multi-objetivo com dois e três objetivos são propostos, considerando ainda res-

trições de tratamento. A introdução de um trade-off ajustável visa permitir a adaptação

da administração de medicamentos terapêuticos de acordo com a condição individual de

cada paciente, visando alcançar um equiĺıbrio ideal entre os objetivos estabelecidos.

Estrutura da tese

O objetivo do Caṕıtulo 1 é proporcionar uma introdução aos conceitos biológicos

subjacentes à modelagem da dinâmica do crescimento das células canceŕıgenas, conside-

rando as interações entre o tumor e o sistema imunológico. Inicialmente, é dado enfoque

na origem das células canceŕıgenas, que podem surgir de maneiras diversas e permanece-

rem em um estado latente até que est́ımulos favoráveis promovam seu desenvolvimento.

Em seguida, é abordada a complexidade inerente à modelagem de sistemas biológicos,

devido às múltiplas possibilidades de interação entre o câncer e o sistema imunológico.
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Na sequência, são apresentados os modelos clássicos que governam o crescimento tumoral.

Iniciando com os modelos de crescimento exponencial, é discutido o modelo de Mendel-

sohn, para posteriormente abordar os modelos mais comumente utilizados, caracterizados

pelo formato sigmoide. Nessa categoria, destaca-se o renomado modelo de Gompertz, bem

como os modelos Loǵıstico e de Bertalanffy. Continuando, o modelo clássico de Stepa-

nova (1979) é abordado para descrever a interação entre o tumor e o sistema imunológico.

Então é feita uma contextualização do uso do controle ótimo aplicado nas interações entre

o tumor e o sistema imunológico, de modo a obter uma função objetivo que leva em consi-

deração os efeitos colaterais cumulativos do agente quimioterápico e do reforço do sistema

imunológico, tomados como uma medida indireta dos efeitos colaterais do tratamento.

Fechando o caṕıtulo, é apresentado o modelo de controle ótimo baseado no modelo de

Stepanova modificado, desenvolvido por D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012). Este

é o modelo chave que será utilizado nas simulações da otimização multi-objetivo, com a

intenção de se obter a administração ótima de medicamentos de imunoterapia e quimio-

terapia no tratamento do câncer.

O Caṕıtulo 2 tem como objetivo apresentar os principais conceitos de otimização

que serão aplicados nesta tese. O caṕıtulo se inicia com a definição de conceitos funda-

mentais, como a notação empregada para identificar vetores e seus elementos, seguido

pela definição de um vetor e das operações binárias correspondentes. Após a explanação

dos conceitos básicos de vetores e operações binárias, é abordado o tema da otimização

mono-objetivo. Nessa seção, é discutida a importância das variáveis de decisão e da estru-

tura das funções objetivo no contexto da otimização, exemplificando diferentes estruturas

existentes. Os termos mı́nimo global e mı́nimo local são apresentados, ressaltando seu

uso na otimização e ilustrando como problemas de minimização podem ser transformados

em problemas de maximização. Adicionalmente, são introduzidos os conceitos fundamen-

tais da otimização multi-objetivo, destacando a importância dos objetivos conflitantes na

otimização multi-objetivo, visando alcançar um trade-off adequado na resolução do pro-

blema. Em seguida, é feita uma exploração da tomada de decisão em um contexto com

múltiplos critérios para, por fim, apresentar os conceitos de preferência, essenciais para a

definição de dominância e otimalidade de Pareto.

Os conceitos e definições relativos às metaheuŕısticas são tratados no Caṕıtulo 3.

Este caṕıtulo tem como objetivo apresentar um panorama sobre os métodos clássicos de

otimização multi-objetivo e destacar a importância do papel da evolução dos algoritmos

evolucionários para as metaheuŕısticas. O caṕıtulo começa com uma introdução sobre os

métodos clássicos de otimização multi-objetivo, citando como é posśıvel converter este

problema em um único ou em uma famı́lia de problemas de otimização mono-objetivo por

meio da escalarização. É apresentada a classificação dos métodos clássicos na perspectiva

inicial de Cohon (1985), e então seu posterior refinamento no trabalho de Miettinen (1999).

Na sequência, também são pontuadas as limitações dos métodos clássicos. A seção sobre
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métodos baseados em metaheuŕısticas começa com a distinção entre as subclasses dos

métodos de otimização aproximados. Este se divide em algoritmos de aproximação e al-

goritmos heuŕısticos. Por sua vez, os algoritmos heuŕısticos se subdividem em heuŕısticas

espećıficas e metaheuŕısticas. Prosseguindo na seção, são apresentados os critérios ne-

cessários em metaheuŕısticas, suas diversas classificações e as estratégias online e offline

para iniciação de parâmetros de controle. Também é apresentada uma visão geral de al-

goritmos multi-objetivo, incluindo seus avanços, além de uma breve motivação para se

encontrar múltiplas soluções ótimas de Pareto. O caṕıtulo é encerrado com uma seção

com a descrição do algoritmo genético de ordenamento não dominado (NSGA-II), que

será utilizado na solução do problema de otimização multi-objetivo deste trabalho.

O Caṕıtulo 4 trata dos assuntos inerentes ao controle ótimo. Este caṕıtulo tem

inicio com uma introdução sobre os conceitos fundamentais no projeto de um sistema,

informando que este pode ser iniciado pela declaração de uma tarefa que, em essência,

possui dois elementos. O primeiro elemento constitui o conjunto de metas ou objetivos

que serve como métrica para avaliar o desempenho do processo f́ısico inerente; enquanto

o segundo elemento é representado pelo conjunto de restrições que limitam este processo

f́ısico. Após a descrição do problema de projeto do sistema em termos matemáticos, é

enfatizada a necessidade de implementar a busca por um outro projeto que seja capaz de

representar a solução deste sistema. Deste modo, a simulação das relações matemáticas

em um computador permite obter informações valiosas sobre a operação do sistema, por

meio da realização de testes do comportamento do modelo em condições controladas. A

primeira seção deste caṕıtulo enfatiza que o problema de controle é um tipo espećıfico de

problema de projeto de sistema, e destaca os elementos fundamentais que um problema de

controle precisa possuir. Na sequência, é explicitado que o modelo que descreve o sistema

f́ısico é dependente das entradas, que estão diretamente relacionadas na resposta deste

sistema, e que os sinais de controle impõem importantes restrições às entradas do sistema,

devido à capacidade limitada dos dispositivos à disposição. Finalmente, em outra seção, o

caṕıtulo aborda como um problema de controle ótimo pode ser formulado. É apresentada

a formalização de um modelo matemático de controle, discutindo as restrições f́ısicas por

trás das variáveis de estado e de controle e as métricas de desempenho.

Os resultados gerados nesta tese são apresentados no Caṕıtulo 5. As simulações

realizadas consideram dois tipos espećıficos de tumor, sendo esta variabilidade de grande

importância para permitir a verificação in silico da capacidade da determinação da ad-

ministração ótima dos medicamentos de imunoterapia e quimioterapia em distintos casos

cĺınicos de câncer. Este caṕıtulo se inicia com a exposição destes dados e as motivações

para seu uso. O primeiro conjunto de dados é mais usado na literatura, e é considerado

no trabalho de D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012). O segundo conjunto de dados

exige uma abordagem mais severa do ponto de vista cĺınico, uma vez que seu domı́nio

de atração para a região benigna do sistema não controlado é significativamente menor,
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de acordo com o apresentado por Moussa, Fiacchini e Alamir (2021). Para resolução dos

métodos de Stepanova (1979) e de D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012) neste trabalho,

é considerado o método Runge–Kutta-Fehlberg (RKF). Uma motivação para seu uso é

que este método tem mostrado resultados confiáveis no caso de modelos não lineares e,

portanto, sua aplicação é encontrada em uma ampla gama de problemas determińısticos

e estocásticos, lineares e não lineares.

Na primeira seção de resultados são apresentados os perfis dinâmicos e os retratos

de fase do modelo de Stepanova (sistema não controlado, i.e., u = 0 e v = 0). Estes

resultados são de grande aux́ılio no projeto do problema de otimização multi-objetivo,

pois permitem averiguar a existência de objetivos conflitantes e ainda serve de guia para

conhecermos as regiões de atração benigna (microscópico), maligna (macroscópico) e a

variedade estável de um ponto de sela intermediário que separa essas regiões. A seção

seguinte trata da análise dos coeficientes de sensibilidade dos parâmetros do modelo de

Stepanova e também dos parâmetros de controle do modelo de D’Onofrio, Ledzewicz e

Schättler (2012). Para tanto, os coeficientes são calculados pelo método de sensibilidade

local conhecido como um por vez (do inglês, On at a Time - OAT). Apesar dos coefi-

cientes de sensibilidade dos parâmetros do modelo de Stepanova apresentarem menores

magnitudes para o primeiro conjunto de dados, os maiores valores de sensibilidade para

os parâmetros de controle são obtidos para o segundo conjunto de dados. Desta forma,

é posśıvel verificar a sensibilidade de cada parâmetro na análise dos dois tipos de câncer,

e a conjecturar hipóteses sobre a performance dos posśıveis casos de tratamento com a

aplicação de agentes citotóxicos e imunoestimulantes, da quimioterapia e da imunotera-

pia, respectivamente. Todos estes resultados são utilizados na análise da próxima seção,

pela qual se inicia o estudo da aplicação da otimização multi-objetivo na determinação

da administração ótima de medicamentos.

Nos problemas de otimização tratados neste caṕıtulo é utilizado o método NSGA-II

aplicado no modelo de D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012), utilizando a minimização

da quantidade de células canceŕıgenas x e a densidade de células efetoras y como objeti-

vos. Para tanto, é mostrado que a minimização destes objetivos preserva a condição de

conflito entre ambos. Neste trabalho, é a primeira vez que o método de controle ótimo

estabelecido por D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012) é formulado como um problema

de otimização multi-objetivo. Com base nisto, pode-se concluir que as análises feitas neste

caṕıtulo são originais e de relevância para a comunidade cient́ıfica. Uma grande varie-

dade de problemas de otimização multi-objetivo é desenvolvida. Devido a esta variedade

de problemas e soluções, a escolha do problema que descreva melhor a administração de

medicamentos para tratar um determinado paciente e seu tipo espećıfico de câncer se

torna um desafio. Saber qual problema deve ser resolvido para que se tenha uma boa

perspectiva do tratamento a ser realizado é algo relevante, mas isto somente não é uma

condição suficiente. Neste trabalho, diversos problemas de otimização com dois e três
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objetivos são resolvidos, considerando funções objetivo que envolvam a quantidade de

células canceŕıgenas, a densidade de células efetoras e os perfis imunoterápico e citotóxico

no tempo final t = tf . Os problemas de otimização tratados aqui também contemplam

a minimização dos acumulados destes perfis, por meio de sua integração no intervalo

[0, tf ]. Todas estas combinações mostraram a diversidade de maneiras que um dado mo-

delo pode ver avaliado do ponto de vista da otimização multi-objetivo. Contudo, saber

interpretar qual é o melhor problema está diretamente ligado à necessidade médica, e em

como traduzir esta necessidade para um modelo matemático.
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1 MODELAGEM BIOLÓGICA APLICADA AO CÂNCER

As células canceŕıgenas surgem a partir de células normais do corpo em duas fases

distintas. A primeira fase envolve a ocorrência de uma lesão irreverśıvel no processo de

respiração celular, que é reconhecida como a causa primária no desenvolvimento de todas

as formas de câncer. Essa lesão irreverśıvel da respiração é seguida pela segunda fase,

caracterizada por uma batalha prolongada das células afetadas para manter sua estrutura

e funcionalidade. Nessa fase, ocorre a morte de uma parte das células devido à escassez

de energia, enquanto outra parte consegue compensar a perda de energia respiratória

por meio do processo de fermentação. No entanto, devido às limitações morfológicas da

energia proveniente da fermentação, as células altamente diferenciadas do corpo sofrem

uma transformação e se tornam células indiferenciadas, as quais apresentam crescimento

desordenado e passam a ser conhecidas como células canceŕıgenas (Warburg, 1956).

1.1 Células canceŕıgenas e a resposta do sistema imunológico

Um extenso conjunto de interações celulares ocorre durante as respostas imu-

nológicas relacionadas a tumores, envolvendo a participação de diversas células. A forma-

ção de um tumor se origina a partir do crescimento anormal de uma única célula em

qualquer região do corpo, podendo apresentar propensão à disseminação. Com base em

sua capacidade de se espalhar, um tumor pode ser classificado em três tipos distintos. O

primeiro tipo compreende os tumores que apresentam um padrão de crescimento lento e

não demonstram tendência de expansão, que são conhecidos como benignos e não possuem

propriedades canceŕıgenas. Em contrapartida, existem tumores benignos que possuem o

potencial de se tornarem canceŕıgenos devido ao crescimento descontrolado das células,

que são classificados como pré-malignos e constituem o segundo tipo. Por fim, os tumores

do tipo três são malignos, consistindo de células canceŕıgenas que crescem rapidamente e

apresentam alta capacidade de disseminação (Byrne et al., 2006).

A Figura 1 esquematiza as etapas de formação de um tumor do tipo três, ou seja,

um câncer. Nesta figura, é posśıvel observar a ocorrência de uma lesão em uma célula

saudável que, caso não consiga ser reparada pela atividade do sistema imunológico, esta

lesão se torna irreverśıvel e a célula não retorna para sua forma original, sadia. Se o sistema

imunológico não for capaz de suprimir o avanço do câncer, a célula afetada progride para

para um estado pré-maligno (pré-câncer) e, por fim, atinge o estado maligno (câncer).

Neste estágio, somente a administração de medicamentos se torna eficaz na supressão da

doença, como será visto em maiores detalhes nesta tese.
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Diversos tipos de células T (ou linfócitos T) do sistema imunológico desempenham

um papel crucial na eliminação do câncer durante suas distintas fases de desenvolvimento.

De acordo com estudos conduzidos por Tsukumo e Yasutomo (2018), Kimpo, Oh e Lee

(2019), as células canceŕıgenas atravessam quatro estágios principais em seu processo de

formação: iniciação, promoção, progressão e conversão maligna. No estágio inicial do de-

senvolvimento do câncer, as células T assassinas naturais (natural killer - NK) e as células

T CD8+ desempenham um papel significativo na eliminação de células canceŕıgenas imu-

nogênicas. Entretanto, sua eficácia na eliminação destas células diminui consideravelmente

no estágio subsequente de promoção do câncer. Por outro lado, os macrófagos, células

imunes que se infiltram nos tumores, têm a capacidade de eliminar células tumorais du-

rante o estágio de promoção. À medida que o câncer progride e ocorre a conversão para

o estado maligno, a eliminação do tumor requer a participação de citocinas, quimiocinas,

células T citotóxicas e células dendŕıticas, dentre outras.

Como exemplo, é posśıvel ilustrar a participação de células dendŕıticas para auxi-

liar a ativação de células T na tentativa de erradicação de um tumor no estado maligno.

Conforme pode ser observado na Figura 2, os ant́ıgenos intracelulares relacionados ao

tumor podem ser apresentados como pept́ıdeos no complexo principal de histocompatibi-

lidade (MHC) na superf́ıcie celular, que interagem com os receptores de células T (TCR)

nas células T espećıficas do ant́ıgeno para estimular uma resposta antitumoral (He et al.,

2019). Em relação aos genes CD80 e CD86, estes são expressos em células apresenta-

doras de ant́ıgenos e são necessários para envolver seu receptor compartilhado, CD28,

para a co-estimulação de células T CD4 (Halliday et al., 2020). Já a perforina (PFN)

desencadeia uma resposta de reparo da membrana plasmática que facilita a indução de

apoptose (morte da célula canceŕıgena) por células T citotóxicas (Keefe et al., 2005). Ou-

tra interação notada nesta figura, mas não menos importante que as citadas acima, é a

sinergia entre TNFα e IFNγ que desencadeia a morte celular inflamatória, dano tecidual

e mortalidade na infecção por SARS-CoV-2 e śındromes de choque de citocinas (Karki et

al., 2021).

As células T CD4+, também pertencentes à linhagem das células T, desempe-

nham um papel fundamental na resposta imune durante a malignidade, especialmente na

produção de anticorpos. Além disso, essas células auxiliam na ativação e na expansão das

células T CD8+, conferindo-lhes a designação de células auxiliares T. Além de sua função

auxiliar, as células T CD4+ também exercem efeitos inibitórios no crescimento tumoral,

exibindo atividade citotóxica, mediando moléculas MHC-II e produzindo quimiocinas com

propriedades antiangiogênicas (Lai; Jeng; Chen, 2011).





33

Nesta fase inicial avascular e nos estágios subsequentes do crescimento tumoral,

ocorre uma infiltração inflamatória crônica caracterizada pela presença de neutrófilos,

eosinófilos, basófilos, monócitos/macrófagos, linfócitos T, linfócitos B e células assassinas

naturais (NK) (Lord; Nardella; Sutherland, 1980; Sordat; MacDonald; Lees, 1980; Wilson;

Lord, 1987). Essas células imunológicas penetram e se acumulam no interior do tumor em

virtude da ação de substâncias secretadas pelo tecido tumoral, além da alta motilidade

exibida pelas células imunológicas ativadas (Chaplain; Matzavinos, 2006).

Neste estágio, a infiltração de linfócitos citotóxicos no tumor (do inglês, tumor-

infiltrating cytotoxic lymphocytes - TICLs) desempenha um papel crucial na supressão do

desenvolvimento tumoral, de maneira semelhante às células assassinas naturais (NK) e às

células linfocinas assassinas ativadas (Lord; Nardella; Sutherland, 1980; Lord; Burkhardt,

1984; Forni et al., 1994). Embora em menor frequência, a atividade citostática/citotóxica

também pode ser observada nos monócitos/macrófagos e nos granulócitos presentes no

tumor (Suzuki et al., 1987; Weger et al., 1987; Forni et al., 1994).

1.2 Complexidade da modelagem biológica no estudo do câncer

Os sistemas biológicos são caracterizados por sua natureza dinâmica, não linear e

altamente complexa, sendo compostos por múltiplas variáveis de interação. Nesse con-

texto, a modelagem matemática desempenha um papel significativo na compreensão das

diversas caracteŕısticas do comportamento dinâmico desses sistemas, ao mesmo tempo

em que permite o controle e a previsão de sua evolução. Consequentemente, a criação

de modelos é cada vez mais valorizada tanto por pesquisadores experimentais quanto por

profissionais cĺınicos (Chaplain; Matzavinos, 2006). Através da aplicação de modelos ma-

temáticos no contexto do tratamento do câncer, é viável descrever e analisar a resposta

imunológica frente a essa doença, permitindo a concepção de estratégias de imunotera-

pia otimizadas. Contudo, a correta formulação desses modelos matemáticos requer uma

compreensão aprofundada do funcionamento do sistema imunológico e de suas interações

com os tumores no organismo (Pacheco, 2016).

1.2.1 Estado de dormência do câncer e os fatores que interrompem este equiĺıbrio

A interação competitiva entre o sistema imunológico e as células tumorais é um

fenômeno altamente complexo, envolvendo uma ampla gama de eventos e moléculas, com

uma cinética fortemente não linear, conforme pode ser observado na Figura 3. O resultado

dessa interação não se limita a uma supressão completa do tumor ou a um surto descon-

trolado, mas abrange uma variedade de cenários intermediários (D’Onofrio; Ledzewicz;
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hospedeiro, podem desencadear o surgimento de um crescimento desregulado dessas células

e, consequentemente, o desenvolvimento de ondas subsequentes de metástases (Holmberg;

Baum, 1996; Uhr; Marches, 2001).

Além dos fatores associados à imunossupressão, existe uma classe significativa de

causas que interrompem o equiĺıbrio dinâmico mencionado acima. Essas causas estão di-

retamente relacionadas ao fenômeno conhecido como imunoedição do processo adaptativo

(Dunn; Old; Schreiber, 2004). À medida que o tempo avança, a neoplasia, ou seja, o

crescimento desordenado de células no organismo, pode adotar diversas estratégias para

superar a resposta do sistema imunológico (Pardoll, 2003). Consequentemente, o tumor

readquire a capacidade de se expandir, alcançando dimensões clinicamente percept́ıveis

(Koebel et al., 2007).

1.2.2 Dificuldades com testes in vivo

A dinâmica imuno-oncológica é influenciada por diversos fenômenos espaciais. A

interação entre o tumor e o sistema imunológico é fortemente influenciada pela mobilidade

das células tumorais e das células imunocompetentes (Matzavinos; Chaplain; Kuznetsov,

2004). De fato, a distribuição espacial dos TICLs parece desempenhar um papel crucial

no resultado das interações entre essas células e as células tumorais em um tumor sólido

(Chaplain; Matzavinos, 2006).

Em geral, observa-se a formação de uma camada espessa de infiltração linfoide

ao redor do tumor (Berezhnaya et al., 1986) e em proximidade à zona central hipóxica

(Loeffler; Heppner; Lord, 1988). Essa configuração estabelece uma estrutura interna ca-

racterizada por regiões alternadas de proliferação e morte celular (Matzavinos; Chaplain;

Kuznetsov, 2004; Nesvetov; Zhdanov, 1981).

Os TICLs são predominantemente encontrados em proximidade da região de morte

das células tumorais (Nesvetov; Zhdanov, 1981). No entanto, ainda existem lacunas de

conhecimento em relação à dinâmica espaço-temporal dos TICLs em tumores avasculares

e micrometástases in vivo. Além disso, as citoquinas e outros componentes do sistema

imunológico desempenham um papel essencial na modulação da resposta celular local e

dinâmica do sistema imunológico (Chaplain; Matzavinos, 2006).

As culturas de tecidos tridimensionais têm sido utilizadas como uma abordagem

para modelar a heterogeneidade das alterações ambientais e populacionais em tumores

sólidos. No entanto, essa abordagem apresenta certas limitações. Por exemplo, é de-

safiador controlar experimentalmente todos os elementos que interagem em um tumor

(Chaplain; Matzavinos, 2006). Além disso, o sistema imunológico é um sistema biológico

complexo e o comportamento do câncer in vivo nem sempre corresponde ao observado em

investigações experimentais in vitro (Prehn, 1994).
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Nesse contexto, os modelos matemáticos das interações imune-tumorais e as si-

mulações computacionais desempenham um papel fundamental nessa área de estudo

(Chaplain; Matzavinos, 2006; Pillis; Radunskaya, 2014). Essas abordagens são valio-

sas para compreender caracteŕısticas importantes desses sistemas (Prehn, 1994; Nowak;

May, 2000) e investigar questões espećıficas relacionadas à dinâmica imunológica tumoral

e opções de tratamento do câncer (Pillis; Radunskaya, 2014).

Por estes motivos, a simulação de diferentes abordagens de tratamento, envolvendo

variações de medicamentos, dosagens e intervalos de administração, através de simulações

in silico, continua sendo um desafio autêntico (Barbolosi et al., 2016).

1.2.3 Modelos biológicos de multiescala

Considerando a predominância dos modelos computacionais atuais aplicados à on-

cologia que se concentram em estudar o câncer em uma única escala biológica, como a

angiogênese ou disseminação metastática, é relevante destacar a existência de modelos

multiescala. Estes abrangem pelo menos duas escalas espaciais e/ou incorporam proces-

sos f́ısicos ou biológicos que ocorrem em duas ou mais escalas temporais (Barbolosi et al.,

2016).

Esses modelos consideram uma ampla gama de estruturas moleculares, subcelu-

lares, celulares, teciduais e processos que ocorrem em todo o corpo, resultando em um

modelo global mais realista do crescimento tumoral. Essa abordagem permite a tradução

da complexidade da biologia dos sistemas do câncer em aplicações cĺınicas. Em essência,

os processos em ńıveis mais baixos (como os ńıveis moleculares e subcelulares) são aco-

plados a escalas espaciais pequenas e dinâmicas rápidas. Por sua vez, os processos em

ńıveis mais altos (como os ńıveis celulares e teciduais), que geralmente ocorrem em escalas

espaciais maiores, são acoplados a dinâmicas mais lentas (Barbolosi et al., 2016).

No entanto, a construção de modelos multiescala de câncer é uma tarefa signifi-

cativamente mais complexa do que modelos de escala única, pois exige a quantificação

de numerosos parâmetros com base em informações da literatura dispońıvel, dados pré-

cĺınicos e/ou cĺınicos, bem como a definição das interações entre vários processos biológicos

(Stamatakos et al., 2014).

1.3 Modelos de crescimento tumoral

Um modelo de crescimento tumoral deve ser fundamentado em bases fisiológicas,

apresentar a capacidade de incorporar um conjunto mı́nimo de constantes arbitrárias e

incluir variáveis mensuráveis que permitam a coleta de dados experimentais (Martin; Teo,
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1994). Além disso, o modelo deve ser capaz de se ajustar adequadamente aos dados expe-

rimentais, oferecer previsões precisas em relação ao crescimento do tumor e ser aplicável a

diferentes pacientes ou animais com o mesmo tipo de tumor. Para isso, o modelo deve ser

uma função cont́ınua, monotonicamente crescente e de valor positivo (Vaidya; Alexandro,

1982).

1.3.1 Modelos fenomenológicos versus mecanicistas

Existem dois tipos de modelos utilizados na modelagem do crescimento tumoral:

os fenomenológicos e os mecanicistas. Os modelos fenomenológicos são caracterizados por

serem descritivos, ou seja, não se baseiam em processos ou parâmetros mecanicistas ou

biológicos. Eles fornecem uma representação simplificada do comportamento do tumor,

sem incorporar detalhes espećıficos dos processos biológicos subjacentes. Por outro lado,

os modelos mecanicistas são explicativos e buscam incorporar a influência dos comple-

xos fatores biológicos e processos no crescimento tumoral. Esses modelos consideram,

por exemplo, a angiogênese (formação de novos vasos sangúıneos), os efeitos do sistema

imunológico sobre o câncer, a influência das células-tronco canceŕıgenas no padrão de

crescimento celular, a resistência à terapia e a heterogeneidade tumoral.

Ao incorporar esses mecanismos biológicos, os modelos mecanicistas permitem uma

compreensão mais detalhada e realista do crescimento tumoral, possibilitando a análise

de diferentes cenários e a previsão de respostas a terapias espećıficas (Edelman; Eddy;

Price, 2010). Essa abordagem é especialmente relevante para o desenvolvimento de es-

tratégias de tratamento mais eficazes e personalizadas no combate ao câncer (Jain, 2005).

No entanto, é importante ressaltar que, embora os modelos fenomenológicos sejam mais

simples em comparação aos modelos mecanicistas, eles têm demonstrado capacidade de

prever e descrever dados experimentais ou cĺınicos (Byrne et al., 2006).

Os modelos mecanicistas ainda possuem limitações em termos de aplicação cĺınica e

são predominantemente utilizados em estágios pré-cĺınicos. Até o momento, esses modelos

sofisticados baseiam-se principalmente em simulações computacionais (testes in silico) e

não possuem correlação direta com observações cĺınicas experimentais. Como resultado,

surgem várias questões em relação à sua confiabilidade e aplicabilidade no contexto do

desenvolvimento de tratamentos farmacológicos para os pacientes (Valentinuzzi; Jeraj,

2020).

Embora os modelos mecanicistas ofereçam uma representação mais detalhada dos

processos biológicos subjacentes ao crescimento tumoral, sua transição para a aplicação

cĺınica requer uma validação rigorosa por meio de estudos experimentais e cĺınicos. A

falta de correlação com observações cĺınicas atuais e a necessidade de dados emṕıricos

adicionais são fatores que podem limitar a sua utilidade imediata na prática médica.
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Portanto, é necessário continuar a pesquisa e aprimorar esses modelos, a fim de estabelecer

sua confiabilidade e utilidade na previsão de resultados cĺınicos e no desenvolvimento de

estratégias terapêuticas eficazes (Barbolosi et al., 2016).

1.3.2 Modelos de crescimento exponencial

É estabelecido que, se as células canceŕıgenas se dividirem de maneira irrestrita

seguindo um processo cont́ınuo de divisão celular, em que cada célula dá origem a duas

células filhas em intervalos regulares, então o número de células canceŕıgenas e, conse-

quentemente, o volume do tumor, aumentariam de forma exponencial ao longo do tempo.

Essa compreensão fundamental do crescimento tumoral é baseada no pressuposto de um

crescimento celular cont́ınuo e ilimitado, sem restrições impostas por fatores regulatórios.

De acordo com esse modelo, a taxa de crescimento das células canceŕıgenas seria constante

e proporcional ao tamanho atual do tumor, resultando em um aumento exponencial tanto

no número de células quanto no volume tumoral.

No entanto, é importante ressaltar que esse modelo simplificado representa apenas

uma visão inicial do crescimento tumoral e não leva em consideração fatores biológicos

mais complexos, como o microambiente tumoral, a resposta imunológica ou a heterogenei-

dade celular. Modelos mais sofisticados e mecanicistas foram desenvolvidos para abordar

essas questões e fornecer uma compreensão mais completa e realista do crescimento tu-

moral.

O aumento geométrico do crescimento exponencial implicaria que o tempo ne-

cessário para o tumor dobrar de tamanho é constante ao longo do tempo. Foi mostrado

que este modelo de crescimento exponencial representa bem os estágios iniciais do cres-

cimento do tumor, mas, em todos os casos conhecidos, o tempo de duplicação aumenta

eventualmente e continua a fazê-lo para o restante da doença. Isso pode ocorrer se o

tempo médio do ciclo celular aumentar ou se houver perda de células em divisão devido

a quiescência ou morte celular (Gerlee, 2013).

1.3.2.1 Modelo clássico

O paradigma do crescimento exponencial é, portanto, incapaz de explicar a dinâmi-

ca de crescimento dos tumores a longo prazo, e é preciso olhar além da simples ideia de

divisão irrestrita da célula para explicar os dados observados. Isso foi realmente feito na

primeira metade do século 20 através dos trabalhos pioneiros de Mayneord (1932) e Schrek

(1936), que consideram modelos em que a taxa de crescimento é retardada. No entanto,

para apreciar plenamente este avanço, é necessário recorrer à notação matemática. O
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crescimento exponencial clássico é descrito pela seguinte equação diferencial

ẋ(t) = rx(t), (1)

que iguala a taxa de aumento do volume tumoral ẋ ao volume atual x, vezes a taxa de

crescimento r, assumida como constante. Isso significa que, dentro de um intervalo de

tempo infinitesimal dt, o aumento do volume x é proporcional ao tamanho atual do tumor.

A solução desta equação é x(t) = x0e
rt, onde x0 é o volume do tumor no instante

t = 0, quando as medições são iniciadas, e e é a base do logaritmo natural.

1.3.2.2 Modelo de Mendelsohn

O modelo de crescimento exponencial clássico descrito pela Eq. (1) pode, no en-

tanto, ser visto como um caso especial da equação mais geral formulada no modelo de

Mendelsohn, conforme abaixo

ẋ(t) = rx(t)b.

Esta versão para o modelo de crescimento exponencial foi introduzida por Mendel-

sohn (1963), onde a taxa de aumento é proporcional ao volume elevado à potência b, que

pode assumir qualquer valor. Se b = 1, a solução é a curva de crescimento exponencial

acima. Para b ̸= 1 a solução é dada por

x(t) = [(1− b)(rt+ C))]
1

1−b , (2)

onde C é uma constante relacionada com a condição inicial.

Ao ajustar curvas de crescimento de tumores mamários de camundongos a esta

equação, Dethlefsen, Prewitt e Mendelsohn (1968) foram capazes de mostrar que muitos

tumores crescem de acordo com a Eq. (2) com b ≈ 2/3. Esse valor para b já havia, de fato,

ser sugerido por Mayneord (1932) e pode ser derivado de simples considerações f́ısicas.

Ao assumir que o tumor é de forma esférica e com volume x, sua área de superf́ıcie escala

como x2/3. Se ainda for assumido que o crescimento do tumor é limitado por nutrientes

e/ou oxigênio que entram pela superf́ıcie, então a taxa de crescimento do tumor deveria

ser proporcional à sua área superficial, ou seja, x2/3. Neste caso para (b = 2/3), a solução

é dada por x(t) ≈ t3.

Em outras palavras, o raio do tumor cresce linearmente ao longo do tempo, e esse

comportamento também pode ser explicado ao assumir que apenas uma fina camada de

células na superf́ıcie do tumor está se dividindo, de fato. Contudo, essa sugestão foi

bastante contestada em sua época (Patt; Blackford, 1954; Baserga; Kisieleski; Halvorsen,
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1960; Mendelsohn, 1962) e resultados de modelos de animais sugeriram que todo o tumor

era mitoticamente ativo.

De fato, para que o crescimento subexponencial ocorra, este não seria sustentável

para uma fração constante de células tumorais quiescentes, mas uma fração cada vez maior

de células deve se tornar mitoticamente inativa à medida que o crescimento progride.

Este parecia um cenário improvável, dado que os tumores realmente crescem a uma taxa

considerável, mas agora é conhecido que este é o modo geral de crescimento de tumores

sólidos, pelo menos sob vascularização. Os tumores contêm uma região proliferante de

largura aproximadamente constante e, portanto, uma diminuição cada vez maior da fração

de células ativas (Gerlee, 2013).

1.3.3 Modelos de crescimento sigmoide

Existe uma classe adicional de modelos de crescimento tumoral que exibem uma

forma sigmoide (em formato de “S”). Esses modelos são identificados pela presença de

uma curva crescente com um ponto de inflexão e uma convergência assintótica para um

valor máximo conhecido como capacidade de carga ou população de platô (x∞). Acima

desse valor máximo, o tamanho da população não pode mais aumentar (Hartung et al.,

2014). Essa população de platô, conforme identificada por Martin e Teo (1994), encontra-

se acima do limiar letal para o hospedeiro. Como consequência, em todos esses modelos

de crescimento sigmoide, é observada uma diminuição na taxa de crescimento do tumor à

medida que o seu volume aumenta. Portanto, esses modelos são coerentes com os padrões

gerais de crescimento de órgãos e organismos, uma vez que reproduzem a desaceleração

do crescimento observada experimentalmente (Hartung et al., 2014).

1.3.3.1 Modelo de Gompertz

Embora o modelo de crescimento tumoral proposto por Mendelsohn (1963) tenha

melhorado a descrição das curvas de crescimento, ele não aborda a redução a longo prazo

na taxa de crescimento frequentemente observada em estágios avançados da doença. Para

abordar essa questão, Laird (1964) apresentou um modelo fundamentalmente diferente

para explicar o crescimento tumoral, conhecido como modelo de Gompertz.

O modelo de Gompertz foi inicialmente proposto por Gompertz (1825) como uma

forma de explicar curvas de mortalidade. A principal motivação para o modelo foi atuarial,

como meios práticos de determinação do valor dos seguros de vida, e só mais tarde foi

proposto como modelo de crescimento biológico, no trabalho de Wright (1926). Neste, foi

observado que o poder médio de crescimento, medido pela taxa percentual de aumento,
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tende a cair mais ou menos em uma taxa percentual uniforme. Em outras palavras, a taxa

de crescimento de um organismo ou órgão tende a diminuir a uma taxa constante. Mais

tarde, o modelo de Gompertz foi aplicado no trabalho de Davidson (1928) para descrever

o crescimento do gado, o que ajudou a formalizar matematicamente o modelo que Wright

tinha publicado de modo textual.

Deste modo, o processo de crescimento tumoral descrito pelo modelo de Gompertz

pode ser escrito da seguinte forma

ẋ(t) = r(t)x(t),

onde x(t) é o volume tumoral. Esta equação é semelhante à equação de crescimento

exponencial, Eq. (1), mas com a taxa de crescimento r = r(t) dependente do tempo.

Agora, assume-se que r(t) diminui proporcionalmente ao seu valor atual a uma taxa

constante ρ, ou seja,

ṙ(t) = −ρr(t). (3)

A solução dessas duas equações acopladas permite obter a curva de Gompertz em sua

forma mais familiar

x(t) = x0e
r0
ρ
(1−e−ρt), (4)

onde r0 é a taxa de crescimento no tempo t = 0 e x0 é o volume inicial do tumor.

Em contraste com os modelos exponencial e de Mendehlson, a curva de crescimento

gerada pelo modelo de Gompertz (Eq. 4) é de forma sigmoidal e atinge um valor constante,

ou asśıntota, conforme t → ∞ com x∞ = x0e
r0/ρ. Esta equação foi ajustada com sucesso

para descrever o crescimento biológico em uma ampla variedade de contextos, desde o

crescimento de órgãos internos (Laird, 1965), organismos inteiros (Laird; Tyler; Barton,

1965) e populações (Spickett; Ark, 1990).

O sucesso anterior em descrever o crescimento biológico é provavelmente o que

motivou a aplicação da equação de Gompertz ao crescimento do tumor, mas Laird (1965),

Laird, Tyler e Barton (1965) também dão uma justificativa em termos de biologia tumoral.

Ao argumentar em favor do modelo de Gompertz, Laird observa que se apenas uma fração

constante das células do tumor estavam num ciclo, então isso ainda poderia dar origem

ao crescimento exponencial, embora com uma taxa de crescimento menor. A hipótese de

que a diminuição exponencial da taxa de crescimento global, verificada juntamente com

observações experimentais que sugerem que quase todas as células canceŕıgenas em um

tumor estão passando pelo ciclo celular, foi prontamente explicada por um modelo no

qual todas as células realizaram o ciclo, mas com uma velocidade cada vez menor (Laird,

1964).
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Um mecanismo de ação sugerido é baseado nos fatores de retardo do crescimento,

cujos efeitos aumentam durante o crescimento de acordo com uma função exponencial

(Laird, 1964). Agora, sabe-se que o oposto é verdadeiro; grandes partes de tumores

sólidos são quiescentes, e as células que estão realmente se dividindo fazem isso em uma

taxa comparativa para aquela dos estágios iniciais de progressão (Kloppel; Otto; Baisch,

1987). Isso significa que não pode ser atribúıdo qualquer significado biológico natural

à taxa de crescimento decrescente na Eq. 3, porque representa, não apenas um único

processo, mas o efeito conjunto de muitos fatores confusos, cuja soma total é negativa.

Além disso, os tempos de duplicação necessários para correspondência às fases iniciais do

crescimento do tumor, às vezes, assumem valores irrealisticamente pequenos (menos de

dez horas, de acordo com Steel e Lamerton (1966)), sugerindo problemas fundamentais

com o modelo proposto.

Apesar destas desvantagens, o modelo de Gompertz provou ser uma ferramenta útil

ao descrever curvas de crescimento do volume de células tumorais. Este modelo tem sido

aplicado e variado de distintas formas, por exemplo, para capturar os efeitos da radiação

(O’Donoghue, 1997) e da terapia antiangiogênica (Hahnfeldt et al., 1999).

Uma variação mais recente deste modelo é interessante, pois faz uso da noção de

um volume máximo variável ou capacidade de carga x∞, imposta por alguma limitação

ambiental, como de nutrientes, por exemplo. Para entender este conceito, é preciso ver

a equação de Gompertz de uma forma diferente, mas completamente equivalente, como

segue

ẋ(t) = −ρx(t) ln
x(t)

x∞

, (5)

onde x∞ é a capacidade de carga do tumor.

Quando x(t) = x∞, tem-se ln x(t)/x∞ = ln(1) = 0, e a taxa de crescimento é igual

a zero. Hahnfeldt et al. (1999) acoplou a capacidade de carga à resposta angiogênica por

meio da formulação de uma equação diferencial separada para x∞, que leva em consi-

deração a influência da massa do tumor na dinâmica da vascularização. Foi posśıvel mos-

trar que este modelo descreve com precisão a dinâmica de crescimento tanto em tumores

não tratados quanto aqueles expostos a fatores antiangiogênicos, como angiostatina.

1.3.3.2 Modelo Loǵıstico (ou de Pearl-Verhulst)

O modelo de Gompertz não se destaca como a única abordagem capaz de repre-

sentar a diminuição na taxa de crescimento tumoral ao longo do tempo e a convergência

para um volume assintótico. Diversos outros modelos podem ser considerados como al-

ternativas plauśıveis para esse propósito.
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Nesse sentido, equação loǵıstica (ou de Pearl-Verhulst) dada por

ẋ(t) = rx(t)

(

1−
x(t)

x∞

)

,

foi formulada por Verhulst (1838) como um meio de descrever a dinâmica de uma po-

pulação com uma taxa de crescimento intŕınseca r, cujo tamanho total também é limi-

tado por uma capacidade de carregamento x∞. Desde então, esta equação tornou-se um

dos pilares da biomatemática e tem sido aplicada com sucesso em um grande número

de fenômenos biológicos, variando desde populações bacterianas até algas e mamı́feros

(Murray, 2002).

A equação loǵıstica possui solução

x(t) =
x0x∞

x0 + (x∞ − x0)e−rt

e, diferente do modelo de Gompertz, que assume uma taxa de crescimento exponencial

decrescente, considera que a taxa de crescimento decresce linearmente com o tamanho,

até que se torne igual a zero, quando atinge a capacidade de carga x(t) = x∞.

Em termos de correspondência com as curvas de crescimento reais, os modelos

Loǵıstico e de Gompertz apresentam semelhanças significativas (Winsor, 1932). A prin-

cipal diferença entre eles reside na assimetria da curva de crescimento. No modelo de

Gompertz, o ponto de inflexão, que representa o momento em que a taxa de crescimento

é máxima, ocorre após 37% do tamanho final ter sido alcançado. Por outro lado, no

modelo Loǵıstico, esse ponto de inflexão ocorre quando metade do crescimento total foi

alcançado. Essas caracteŕısticas distintas têm implicações na dinâmica do crescimento

tumoral. A assimetria da curva de Gompertz indica que o crescimento inicial é relati-

vamente lento, acelerando à medida que o tumor se aproxima de seu tamanho máximo.

Por outro lado, o modelo Loǵıstico sugere um crescimento mais rápido no ińıcio, que

posteriormente desacelera à medida que o tumor se aproxima de seu tamanho máximo.

Embora ambos os modelos sejam úteis na descrição de curvas de crescimento, a

escolha entre eles dependerá da adequação ao conjunto de dados em estudo e da inter-

pretação biológica desejada. É importante considerar as caracteŕısticas intŕınsecas de cada

modelo ao aplicá-lo para representar o crescimento tumoral em contextos espećıficos.

O modelo Loǵıstico pode ser derivado considerando uma população em que a re-

produção é limitada pela disponibilidade de espaço. No entanto, essa derivação simpli-

ficada não leva em conta outros fatores cruciais, como a limitação de nutrientes, que

também desempenham um papel significativo no crescimento tumoral. Como resultado,

o modelo Loǵıstico permanece em um domı́nio fenomenológico abstrato, compartilhando

esse aspecto com o modelo de Gompertz. No entanto, o modelo de Gompertz possui uma

vantagem potencial ao apresentar uma derivação mecanicista, incorporando aspectos mais
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detalhados dos processos biológicos subjacentes ao crescimento tumoral (Winsor, 1932).

1.3.3.3 Modelo de Bertalanffy

Um terceiro modelo que representa uma curva de crescimento sigmoide, equiparável

aos modelos de Gompertz e Loǵıstico, é baseado na equação de Bertalanffy

ẋ(t) = ax(t)γ − bx(t), (6)

onde, em geral, γ = 2/3. Seu instigador foi o fundador da teoria geral dos sistemas

Ludwig von Bertalanffy, que apresentou este método como um modelo para descrever

o crescimento de organismos (Bertalanffy, 1949), tendo uma derivação semelhante ao

modelo de Mendelsohn (1963).

Neste modelo, o crescimento tumoral é descrito como sendo proporcional à área de

superf́ıcie do tumor. Além disso, assume-se que a perda de massa tumoral devido à morte

celular ocorre de forma proporcional ao volume do tumor, com uma constante denominada

b, que está relacionada ao fator de perda celular comumente utilizado. A solução dessa

equação, que também segue uma forma sigmoidal e converge para um volume x∞ no qual

os termos de crescimento e perda se equilibram, é expressa por

x(t) =
[a

b
+
(

x0
1−γ −

a

b

)

e−b(1−γ)t
]

1

1−γ

. (7)

Um aspecto notável relacionado à equação de Bertalanffy é que, além de apresentar

uma correspondência adequada com as curvas experimentais de crescimento tumoral,

também possui uma derivação que envolve parâmetros biologicamente significativos.

1.3.3.4 Justificativas para a hegemonia do modelo de Gompertz

Em uma revisão de diferentes modelos de crescimento tumoral, foi de fato de-

monstrado que o modelo de Bertalanffy permitiu um melhor ajuste do que os modelos de

Gompertz e Loǵıstico em 7 de 10 casos de estudo (Vaidya; Alexandro, 1982). Apesar deste

fato, o modelo de Gompertz permaneceu como o modelo mais aplicado quando se trata

de descrever as curvas de crescimento tumoral (Norton, 1988). De acordo com Gerlee

(2013), isso pode ter duas motivações, sendo uma teórica e uma prática.

A motivação teórica está relacionada com a natureza e a finalidade da modela-

gem. É posśıvel aplicar um modelo objetivando o entendimento de um sistema, ou então

prever seu comportamento. Se o objetivo for relativo à previsão, então a aplicação de
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um modelo que está desconectado da realidade em termos de mecanismos e dinâmicas é

aceitável, desde que cumpra o trabalho de prever. Por outro lado, se o objetivo for a com-

preensão do sistema que se tem em mãos, então o modelo tem que ser derivado e baseado

em mecanismos e entidades reais deste sistema. Uma vez que o objetivo das curvas de

crescimento é, muitas vezes, prever o tamanho futuro do tumor, não é surpreendente que

o modelo fenomenológico de Gompertz seja dominante (Gerlee, 2013).

A segunda motivação é de natureza mais prática, e está relacionada ao método

com o qual os dados experimentais são ajustados para o modelo de Gompertz. Para

encontrar os parâmetros do modelo, pode-se levar em consideração a quantidade W (t) =

ln x(t) − ln x(t − 1), que decai exponencialmente com o tempo de acordo com W (t) =

Ae−ρt, onde A = r0/ρ(e
ρ − 1). Assim, para encontrar os parâmetros do modelo, pode-

se plotar a quantidade lnW (t) = lnA − ρt como uma função do tempo, para então

aplicar algum método de regressão, como mı́nimos quadrados, para encontrar ρ como a

inclinação (negativa) e lnA como o interceptor. Nesse processo, em essência, o logaritmo

do volume do tumor x(t) é tomado duas vezes, suprimindo quaisquer desvios do modelo

de Gompertz e, assim, torna-se mais fácil ajustar o modelo aos dados que seguem uma

lei de crescimento completamente diferente. É evidente que, mesmo que as curvas de

crescimento x(t) pareçam diferentes, os gráficos de lnW (t), pelo menos para peŕıodos de

tempo mais longos, estão muito próximos de serem linhas retas, o que é consistente com

o modelo de Gompertz. No caso de dados reais de tumores, com os erros experimentais

inerentes, e em alguns casos de detecção tardia, essa distinção é ainda mais dif́ıcil de ser

feita e, em certo sentido, o modelo de Gompertz consegue um melhor ajuste que os outros

modelos (Gerlee, 2013).

De acordo com Gerlee (2013), as duas razões apresentadas acima representam as

principais motivações pelas quais o modelo de Gompertz vem ocupando uma posição

dominante frente a outros modelos. Por estes motivos, a função de crescimento de Gom-

pertz (1825) é considerada no modelo biológico que descreve a dinâmica entre o tumor e

o sistema imunológico neste trabalho.

No entanto, a facilidade com que um modelo de crescimento pode ser ajustado aos

dados não deve ser um fator decisivo para determinar seu uso sobre outros que sejam

mais acurados. Um modelo fundamentado na biologia real (que o modelo de Gompertz

não é) pode não apenas fornecer previsões, mas também informações sobre o processo

dinâmico por trás do crescimento do tumor. Comparando os valores dos parâmetros

obtidos de diferentes pacientes ou linhagens celulares, pode-se tirar conclusões sobre a base

do crescimento e sua dinâmica. O modelo de Bertalanffy também representa um candidato

adequado, pois produz curvas de crescimento quase indistingúıveis das produzidas pelo

bem conhecido modelo de Gompertz, além de possuir a vantagem de ser motivada do

ponto de vista biológico (Gerlee, 2013).
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1.4 Modelos de interação entre o tumor e o sistema imunológico

1.4.1 Modelo clássico de Stepanova

O clássico modelo matemático de Stepanova (1979) descreve a dinâmica das in-

terações entre o crescimento da quantidade de células canceŕıgenas (i.e., o volume tumoral)

e a atividade da resposta do sistema imunológico. Esse modelo consiste de duas equações

diferenciais ordinárias acopladas e, através de seus parâmetros, é posśıvel obter carac-

teŕısticas clinicamente observáveis (Ledzewicz; Naghnaeian; Schättler, 2011b). Com o

passar do tempo, esse modelo tornou-se a base para inúmeras extensões e generalizações,

dando origem a vários outros modelos para descrever a dinâmica tumoral (Ledzewicz;

Schättler, 2020).

Sob certas condições, o sistema imunológico pode controlar eficazmente pequenos

volumes de câncer. Por sua vez, grandes volumes podem suprimir a dinâmica imunológica

e, deste modo, os dois sistemas tornam-se separados. Existe um caso intermediário em

que há tanto um equiĺıbrio benigno estável (microscópico ou macroscópico), quanto um

crescimento descontrolado (Ledzewicz; Naghnaeian; Schättler, 2011b).

De fato, existe um ponto de equiĺıbrio instável cuja variedade estável separa a região

benigna da maligna no crescimento descontrolado do câncer. Deste modo, o objetivo é,

por meio da terapia, deslocar a condição inicial do sistema da região de crescimento

descontrolado, região de atração do ponto de equiĺıbrio maligno (a região maligna), para

a região de atração do equiĺıbrio benigno (a região benigna) (Ledzewicz; Naghnaeian;

Schättler, 2011b; Ledzewicz; Mosalman; Schättler, 2013).

Para obter a formulação geral do modelo de Stepanova, é preciso levar em consi-

deração um modelo de crescimento tumoral geral F (x), onde x é o volume do tumor e

F é uma função positiva e duplamente diferenciável definida no intervalo (0, x∞), com

x∞ representando uma capacidade de carga fixa para o câncer. Neste trabalho, é con-

siderada a versão mais atual do modelo de Gompertz (1825) para representar a função

de crescimento F (x), que é dado pela Equação 5. Prosseguindo com a formulação do

modelo de Stepanova, temos que y representa a densidade de células imunocompetentes

(ou efetoras) e, sendo uma quantidade adimensional de ordem de grandeza relacionada a

vários tipos de células T ativadas durante a reação imune, o modelo assume a seguinte

forma (Stepanova, 1979)







ẋ = µCxF (x)− γxy

ẏ = µI(x− βx2)y − δy + α.
(8)
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O parâmetro µC é um coeficiente de crescimento do tumor, fatorado da função

F (x), γ denota a taxa de eliminação de células canceŕıgenas através da ação de células

T, e então o termo γxy modela o efeito benéfico da reação imune no volume do câncer.

A primeira equação do modelo acima, portanto, representa o crescimento do tumor.

Na segunda equação, o primeiro termo modela a proliferação de linfócitos, que

é proporcional ao volume tumoral x e é estimulada pelo ant́ıgeno tumoral. Stepanova

(1979) sugere que grandes tumores suprimem a atividade do sistema imunológico devido

à estimulação inadequada das forças imunes e supressão geral de linfócitos imunes pelo

tumor. Isso é expresso no modelo através da inclusão do termo βx2. Os coeficientes µI e

β são usados para calibrar essas interações e, no produto com y, descrevem coletivamente

uma influência dependente do estado das células canceŕıgenas na estimulação do sistema

imunológico. Por sua vez, o coeficiente α capta o influxo constante de células T geradas

por órgãos primários, enquanto δ é a taxa de morte natural de células T (Ledzewicz;

Naghnaeian; Schättler, 2012).

1.4.2 Controle ótimo das interações entre o tumor e o sistema imunológico

Tendo em vista os efeitos colaterais nocivos, tanto das drogas citotóxicas quanto das

drogas que impulsionam o sistema imunológico, não é viável considerar a administração

indefinida destes agentes. Na Figura 4 é apresentado um esquema no qual são mostrados

os distintos efeitos das terapias tradicional e adaptativa na sensibilidade e na resistência

das células canceŕıgenas ao longo do tratamento. Este tema é de grande relevância,

pois todas as terapias contra o câncer, inclusive as bem-sucedidas, são limitadas pelo

desenvolvimento de resistência aos medicamentos (Garraway; Jänne, 2012).

Segundo Aktipis et al. (2011), a evolução da resistência à medicação é uma causa

comum para a progressão do tumor e consequente falha do tratamento. De fato, a es-

tratégia convencional de terapia, que administra drogas citotóxicas na dose máxima tole-

rada até a progressão, pode ser evolutivamente imprudente porque seleciona fortemente

fenótipos resistentes e elimina potenciais concorrentes, o que pode levar à rápida proli-

feração das populações de células canceŕıgenas (Enriquez-Navas; Wojtkowiak; Gatenby,

2015).

Por outro lado, a opção pela terapia adaptativa permite manter as médias das

densidades de células senśıveis e resistentes em ńıveis constantes ao longo do tratamento.

Isso permite reduzir as doses na administração de medicamentos e, por consequência,

os efeitos colaterais, enquanto contribui para a diminuição do volume tumoral. Deste

modo, indo além dos modelos de perfis sangúıneos constantes, o ponto de interesse torna-

se, em resumo, em como determinar a melhor administração dos medicamentos para o

tratamento.
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Conforme observado na seção anterior, o objetivo do tratamento é transferir uma

condição inicial (x0, y0) que se encontra na região de crescimento do câncer maligno do

sistema sem controle, para a região de atração do ponto de equiĺıbrio estável e benigno

(microscópico), de modo a controlar o volume do câncer. Em uma formulação de controle

ótimo, procura-se atingir esse objetivo de forma eficiente e eficaz (D’Onofrio; Ledzewicz;

Schättler, 2012).

Intuitivamente, tal transferência requer a minimização da quantidade de células

canceŕıgenas x enquanto se evita o esgotamento da densidade de células efetoras y. A

fronteira entre as regiões benigna e maligna consiste em variedades estáveis de equiĺıbrios

instáveis. Para a maioria dos modelos, como a versão clássica do modelo de Stepanova

(1979) ou sua extensão elaborada por Vladar e González (2004), existe uma ponto de sela

cuja variedade estável define esse limite, a chamada separatriz.

Em geral, é bastante dif́ıcil dar descrições anaĺıticas dessas variedades, mas seus

espaços tangentes são facilmente calculados e fornecem uma primeira aproximação para

a separatriz. Isso motiva a adaptar um termo no objetivo matemático a ser minimizado

que induz o sistema a mover-se através desta fronteira.

O sistema subjacente é bidimensional e, portanto, a sela tem um único autovetor

estável vs = (B,A)⊤. Segue do fundamento da geometria que esses coeficientes são

normalmente positivos. Assim, ao incluir um termo de penalidade Ax(T ) − By(T ) no

tempo final, isso não apenas está de acordo com a noção heuŕıstica de minimização da

quantidade de células canceŕıgenas, mas de uma forma matemática muito precisa justifica

os pesos escolhidos fornecendo um incentivo para o sistema se mover através da separatriz

para a região benigna.

Além disso, os efeitos colaterais do tratamento devem ser levados em consideração.

O modelo de Stepanova (1979), em uma primeira aproximação, não incorpora células

saudáveis e tecido e, portanto, os efeitos colaterais são apenas modelados indiretamente.

É assumido que a quimioterapia e a imunoterapia têm um efeito proporcional no tecido

saudável e assim no desenvolvimento do modelo são adicionados os termos integrais pon-

derados
∫ T

0
u(t)dt e

∫ T

0
v(t)dt, que medem as quantidades totais fornecidas de um agente

citotóxico u e de um agente imunoestimulador v, respectivamente.

Os efeitos colaterais dos reforços imunológicos são menos severos mas, geralmente,

não podem ser ignorados. Assim, ambas as integrais são inclúıdas no objetivo com pesos

adequados. Alternativamente, com base na expertise médica, essas quantidades podem

ser limitadas e então um problema de minimização sujeito as restrições isoperimétricas

∫ T

0

u(t)dt ≤ Umax
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e

∫ T

0

v(t)dt ≤ Vmax

precisa ser considerado.

Finalmente, o tempo terminal T na formulação do problema é mantido livre. No

entanto, devido à existência de um equiĺıbrio benigno microscópico ou livre de tumor, é

posśıvel que as trajetórias usem os controles zerados em horizontes de tempo muito longos

(Ledzewicz; Naghnaeian; Schättler, 2011a; Ledzewicz; Naghnaeian; Schättler, 2012).

Essas trajetórias, que melhoram o valor do objetivo matemático sem incorrer em

qualquer custo, fornecem um passe livre, mas levam a uma formulação matemática mal

condicionada, como se não existisse ponto de mı́nimo. De fato, o ı́nfimo surge quando

o controle muda para seguir u = 0 e v = 0 quando a trajetória controlada intercepta a

separatrix, e então segue esta separatrix por um tempo infinito até a sela e, em seguida,

novamente deixa este ponto de sela ao longo de uma variedade instável, mais uma vez

levando um tempo infinito.

Na verdade, esta deveria ser a solução ótima para a formulação deste problema,

mas esta trajetória não é admisśıvel no sistema em questão. Para evitar esse cenário,

também inclui-se um termo de penalidade no tempo final. Do ponto de vista biológico, a

adição deste termo induz a soluções ótimas para possibilitar o aumento da administração

de medicamentos e, assim, atingir o ponto de equiĺıbrio benigno mais rápido.

Claramente, não é desejável que o sistema evolua ao longo da fronteira entre o

comportamento tumoral benigno e maligno e é esse termo que força o sistema a entrar

na região benigna mais rapidamente. Tendo em vista dinâmicas imprecisas e matema-

ticamente não modeladas e outras perturbações, de uma perspectiva teórica do sistema,

a adição deste termo fornece propriedades de robustez e estabilidade desejadas para o

sistema em questão.

Em resumo, o objetivo matemático consiste em uma média ponderada do termo

de penalidade Ax(T ) − By(T ) que induz o sistema a se mover através da separatriz da

região maligna para a região benigna do espaço de estados. Além disso, este objetivo ma-

temático leva em consideração os efeitos colaterais cumulativos do agente quimioterápico

e do reforço do sistema imunológico, tomados como uma medida indireta dos efeitos cola-

terais do tratamento. Por fim, é considerado um pequeno termo de penalidade no tempo

terminal T que torna o problema matemático bem posto. Então, a expressão geral para

o objetivo matemático assume a forma

J(u, v) = Ax(T )− By(T ) + C

∫ T

0

u(t)dt+D

∫ T

0

v(t)dt+ ST. (9)
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Conforme explicado anteriormente, A e B são coeficientes positivos determinados

pelo autovetor estável vs = (B,A)⊤ da sela e C, D e S são pesos positivos. É importante

destacar que estes últimos coeficientes são variáveis de escolha e podem ser escolhidos para

calibrar a resposta do sistema. A escolha dos pesos visa encontrar um equiĺıbrio entre o

benef́ıcio no momento terminal T , Ax(T )− By(T ), e os efeitos colaterais gerais medidos

pela quantidade total de medicamentos administrados, enquanto garante a existência de

uma solução ótima ao também penalizar o tempo terminal livre T .

As integrais das taxas de dose modelam os efeitos colaterais das terapias no tecido

saudável e se houver dados quanto à severidade das drogas, então isso será refletido nas

escolhas para C e D. Naturalmente, o tipo espećıfico de tumor e até mesmo o estágio de

câncer que o paciente tem, também entrará na calibração desses coeficientes. Para o caso

de um estágio mais avançado, efeitos colaterais mais elevados precisam ser tolerados e,

assim, valores menores de C e D serão tomados. No geral, os coeficientes C, D e S são

variáveis de escolha que podem ser ajustadas para calibrar a resposta ótima do sistema

(D’Onofrio; Ledzewicz; Schättler, 2012).

1.4.3 Controle ótimo baseado no modelo de Stepanova modificado

Como visto nas seções anteriores, a modelagem matemática de todo o sistema

imunológico é uma tarefa muito complexa; portanto, os pesquisadores tentam encontrar

modelos que descrevam as respostas do sistema imunológico com foco em elementos com

efeitos mais importantes no controle do crescimento deste tumor (Perelson; Weisbuch,

1997).

Evidências cĺınicas, indicando o potencial do sistema imunológico para eliminar o

câncer, veem impulsionando várias pesquisas em imunoterapia nos últimos anos. Com

isso, muitos estudos têm sido conduzidos para utilizar as estratégias de controle mais

adequadas para atingir diferentes objetivos de desempenho. No entanto, a maneira ideal

de combinar várias terapias contra o câncer permanece uma questão em aberto (D’Onofrio;

Ledzewicz; Schättler, 2012).

Como exemplo, há um modelo matemático que se concentra na interação tumor-

imune (Kirschner; Panetta, 1998), e inclusive um modelo mais detalhado que trata de

tais interações (Pillis; Radunskaya; Wiseman, 2005; Pillis; Gu; Radunskaya, 2006). Além

disso, uma classe geral de modelos com um pequeno número de parâmetros, que captura

as caracteŕısticas mais importantes das interações entre o tumor e o sistema imunológico,

foi formulada por D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012).

Devido aos efeitos colaterais danosos da quimioterapia citotóxica e da imunotera-

pia, não é viável considerar a administração indefinida destes agentes (D’Onofrio; Led-

zewicz; Schättler, 2012). Portanto, o objetivo dos métodos de controle ótimo é determinar
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a combinação ideal de tratamento que minimize o volume do tumor e os efeitos negativos

das drogas combinadas (D’Onofrio; Ledzewicz; Schättler, 2012), sem esgotar a densidade

de células efetoras. O modelo de controle preditivo (do inglês, model predictive control -

MPC), por exemplo, tem como principal vantagem sobre outros esquemas de controle, sua

capacidade de lidar com restrições de forma eficiente e direta (Wang; Wan, 2001; Sharifi;

Ozgoli; Ramezani, 2017).

Pesquisas sobre controle ótimo têm sido realizadas extensivamente para encontrar

a melhor combinação de quimioterapia e imunoterapia, bem como os métodos de injeção

mais eficazes (Pacheco, 2016; Sharifi; Ozgoli; Ramezani, 2017; Sharma et al., 2021). O

modelo largamente utilizado para este fim, proposto por D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler

(2012), é uma variante do modelo de Stepanova (1979) dada por











ẋ = −µCx ln

(

x

x∞

)

− γxy − kxxu

ẏ = µI(x− βx2)y − δy + α + kyyv,

(10)

onde kx é o parâmetro de morte de células tumorais pelo efeito da quimioterapia e ky é a

taxa de proliferação de células imunes quando a imunoterapia é usada. As variáveis u e v

representam os perfis sangúıneos de um agente citotóxico e de um agente imunoestimulante

genérico, respectivamente. A Figura 5 apresenta um esquema para descrever as diferentes

interações entre o tumor e o sistema imunológico, de acordo com este modelo.

Evidências médicas sugerem que muitos tumores seguem ummodelo de crescimento

Gompertziano (Norton; Simon, 1977; Norton, 1988), para o qual, neste caso em particular,

a função F é expressa como F (x) = − ln(x/x∞).

O sistema não controlado (i.e., quando u = 0 e v = 0 são tomados simulta-

neamente), possui dois pontos de equiĺıbrio localmente assintoticamente estáveis; um em

ńıvel microscópico e outro em ńıvel macroscópico, com as regiões de atração separadas por

uma variedade estável de um ponto de sela intermediária. Essas propriedades dinâmicas

permanecem inalteradas sob imunoterapia de dose completa e, portanto, para algumas

condições iniciais, a imunoterapia sozinha pode não ser suficiente para erradicar o câncer

(D’Onofrio; Ledzewicz; Schättler, 2012).

Considerando uma função de crescimento Gompertziana, o retrato de fase deste

sistema possui três equiĺıbrios: um foco assintoticamente estável, um ponto de sela e um

nó assintoticamente estável. Idealmente, o sistema deve se mover em direção ao foco

assintoticamente estável e evitar o nó assintoticamente estável (Ledzewicz; Naghnaeian;

Schättler, 2011b).

Quando u = 1, o sistema tem apenas um equiĺıbrio cujo foco é globalmente assin-

toticamente estável. Portanto, em prinćıpio, sempre seria posśıvel (ignorando os efeitos

colaterais) reduzir o volume do câncer para um estado crônico suficiente pequeno. No
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2 FUNDAMENTOS DE OTIMIZAÇÃO

No geral, o termo otimização é frequentemente empregado de maneira cotidiana

para descrever uma potencial melhoria. Entretanto, sob a perspectiva matemática, esse

termo possui um conceito mais preciso, que consiste em identificar a solução ótima por

meio da manipulação de variáveis controláveis, muitas vezes sujeitas a restrições.

A otimização é um conceito amplamente aplicável em várias áreas do conhecimento,

sendo que o desejo inato do ser humano em aprimorar resultados é intŕınseco à natureza

humana. Independentemente da natureza do problema em que uma decisão precisa ser

tomada, este pode ser formulado e abordado como um problema de otimização. Todavia,

nem todos os problemas de otimização podem ser solucionados de forma anaĺıtica.

A maior parte dos problemas práticos de interesse, incluindo aqueles de natureza

f́ısica, qúımica ou biológica, apresenta uma complexidade que torna a resolução anaĺıtica

inviável. No entanto, graças ao avanço da computação numérica e ao desenvolvimento

de algoritmos de otimização, tornou-se posśıvel resolver problemas com crescente grau de

complexidade (Martins; Ning, 2021).

2.1 Conceitos matemáticos básicos

Para as definições a seguir, vetores serão representados por śımbolos em negrito e

identificados por sobrescrito, por exemplo x1, enquanto que subscritos serão usados para

indicar componentes de vetores, por exemplo x1.

Seja R o conjunto de todos os números reais. Para qualquer n ≥ 1, é posśıvel definir

R
n = {(x1, . . . , xn)

⊤ | xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n} e identificar que R
1 = R. Elementos do

R
n são conhecidos como vetores e podem ser denotados de forma resumida, por exemplo,

como x, y e z, onde x = (x1, . . . , xn)
⊤, y = (y1, . . . , yn)

⊤ e z = (z1, . . . , zn)
⊤. O sobrescrito

⊤ indica a transposição do vetor, pois aqui são considerados vetores coluna.

Considerando a possibilidade de se realizar relações binárias entre dois vetores

quaisquer x ≡ (x1, . . . , xn)
⊤ ∈ R

n e y ≡ (y1, · · · , yn)
⊤ ∈ R

n, é posśıvel escrever que x = y

se xi = yi, que x ≥ y se xi ≥ yi e que x > y se xi > yi, para todo i = 1, 2, . . . , n.

Desta análise é posśıvel inferir que, para n = 1, e para qualquer x, y ∈ R, pode-se obter

x ≥ y ou y ≥ x.

O operador binário “≥” pode ser referido como uma ordem em R. Em adição, é

posśıvel refinar as relações acima de modo que, para qualquer x, y ∈ R, uma e apenas

uma das seguintes relações possa ser verdadeira: x = y, x > y e y > x. Contudo, se

n ≥ 2, existem x,y ∈ R
n para os quais as relações acima não tem validade. Por exemplo,

quando x = (1, 0)⊤ e y = (0, 1)⊤, nenhuma das relações x ≥ y ou y ≥ x é válida. Então,
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para o caso n ≥ 2, a relação “≥” é geralmente referida como uma ordem parcial, uma vez

que ela só dá relações a alguns pares de vetores.

Prosseguindo, também é posśıvel estabelecer as definições Rn
+ = {x ∈ R

n | x ≥ 0}

e R
n
++ = {x ∈ R

n | x > 0}, que são chamadas de não-negativa e estritamente positiva do

R
n, respectivamente. Observa-se que x = y se, e somente se, x ≥ y e y ≥ x. Em adição,

defini-se que x ≤ y se y ≥ x e que x < y se y > x.

Levando em consideração alguns conceitos básicos dos conjuntos no R
n, se A é um

conjunto do R
n que consiste dos vetores x ∈ R

n que satisfazem uma certa propriedade P,

então é posśıvel escrever A = {x ∈ R
n | x satisfaz P}. Por exemplo, A = {x ∈ R

n | x ≥

0}. Se A representa um conjunto do R
n, e se o vetor x é um elemento de A, pode-se

afirmar que x ∈ A. Caso contrário, é preciso afirmar que x /∈ A (Yong, 2018).

2.2 Considerações gerais sobre problemas de otimização

2.2.1 Variáveis de decisão

Uma função escalar é baseada em um mapeamento f : Rn → R. Quando n = 1,

tal função é dita ser de uma variável. Para n ≥ 2, a função é dita ser multi-variável.

Assim, por convenção, para o caso geral em que n ≥ 2, os vetores no R
n são denotados

por x = (x1, . . . , xn)
⊤, y = (y1, . . . , yn)

⊤ e assim por diante. Tradicionalmente, para

n = 1, 2, 3, os vetores do R
n são escritos nas formas x, (x, y)⊤ e (x, y, z)⊤, respectivamente

(Yong, 2018).

Um vetor x ∈ R
n define um determinado projeto e, portanto, diferentes vetores

x ∈ R
n correspondem a projetos distintos. As variáveis que compõem estes vetores (usu-

almente chamadas de variáveis de projeto) ajudam na descrição do sistema e o número de

variáveis n determina a dimensionalidade do problema. Estas variáveis precisam atender

a algumas regras básicas como, por exemplo, não poderem depender umas das outras ou

de qualquer outro parâmetro, e o otimizador deve ser livre para escolher os elementos de

forma independente.

Isso significa que, na análise de um determinado projeto, as variáveis devem ser

parâmetros de entrada que permanecem fixos ao longo do processo de análise. Caso

contrário, o otimizador não tem absoluto controle das variáveis de projeto. Outra posśıvel

armadilha é definir uma variável de projeto que passa a ser uma combinação linear de

outras variáveis, o que resulta em um problema de otimização mal-condicionado com um

número infinito de combinações de valores de variáveis de projeto que correspondem ao

mesmo projeto.

A escolha das variáveis geralmente não é única. Por exemplo, a forma de um

quadrado pode ser parametrizada pelo comprimento de sua aresta ou pela sua área e, com
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isto, diferentes sistemas de unidades podem ser usados. Pode-se concluir que a escolha

das unidades afeta o dimensionamento do problema, mas não a sua forma funcional. Já a

escolha das variáveis de projeto pode afetar diretamente a forma funcional do objetivo e

de suas restrições. Exemplificando, algumas relações não lineares podem ser convertidas

em lineares por meio de uma mudança de variáveis. Pela escolha destas variáveis também

é posśıvel introduzir ou eliminar descontinuidades (Martins; Ning, 2021).

2.2.2 Estrutura de funções objetivo

Permita que G ⊆ R
n e f : G → R. Por definição, um ponto x0 ∈ G é chamado de

mı́nimo global de f(·) sobre G se f(x0) ≤ f(x), ∀x ∈ G. De forma rećıproca, um ponto

x0 ∈ G é chamado de máximo global de f(·) ao longo de G se f(x0) ≥ f(x), ∀x ∈ G.

Quando as desigualdades acima são estritas para qualquer x ∈ G \ {x0}, o ponto x0 é

chamado de mı́nimo global estrito (ou máximo global estrito) de f(·) sobre G.

Por definição, um ponto x0 ∈ G é chamado de mı́nimo local, ou de máximo local

de f(·) se existe um δ > 0 de modo que x0 seja um mı́nimo global (estrito) ou máximo

global (estrito) de f sobre G ∩ Bδ(x0).

Os pontos de mı́nimo global e de máximo global também são conhecidos por pontos

de mı́nimo absoluto e de máximo absoluto, respectivamente. Em adição, ambos os pontos

podem ser chamados de globais ou de extremos absolutos. Da mesma forma, os pontos

de mı́nimo local e de máximo local podem ser chamados de mı́nimo relativo e de máximo

relativo, respectivamente. Também, ambos os pontos de mı́nimo local e de máximo local

são chamados de extremos locais.

É evidente que, se x0 ∈ G for um mı́nimo global (ou máximo global) de f(·)

sobre G, então f(x0) = minf(G) (ou f(x0) = maxf(G)). E, ainda, se x0 ∈ G for

um mı́nimo local (ou máximo local), então para δ > 0, f(x0) = minf(G ∩ Bδ(x0)) (ou

f(x0) = maxf(G ∩ Bδ(x0))).

Para encontrar o melhor projeto, é preciso escolher uma função objetivo, que é

uma quantidade pela qual é posśıvel mensurar se um projeto é melhor que outro. Sejam

F,G ⊆ R
n conjuntos não vazios, com F ⊆ G e f : G → R sendo uma dada função.

Ainda, G = R
n e/ou G = F. A partir destas definições, é posśıvel definir um problema

de otimização como um problema genérico cujo objetivo é encontrar um x̄ ∈ F tal que

f(x̄) = min
x∈F

f(x), (11)

onde f(·) é chamada de função objetivo e F é o conjunto viável (ou conjunto de restrição).

Qualquer x ∈ F é chamado de ponto viável (ou solução viável) do conjunto G, e qualquer
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x̄ ∈ F que satisfaça a Eq. (11) é chamado de solução ótima do conjunto G.

Desde que este problema tenha como objetivo encontrar um mı́nimo da função

f(·) sobre o conjunto F, este também pode ser referido como problema de minimização.

Qualquer x̄ ∈ F que satisfaça a Eq. (11) é chamado de mı́nimo global de f(·) sobre F.

De forma correspondente, pode-se afirmar que x̄ ∈ F é um mı́nimo local de f(·) sobre F

se existe algum δ > 0 de forma que x̄ é um mı́nimo global de f(·) sobre F ∩ Bδ(x̄).

É importante enfatizar que a seleção da função objetivo desempenha um impor-

tante papel no êxito do problema de otimização. Caso a função escolhida não seja capaz de

representar adequadamente a verdadeira intenção do programador, a precisão alcançada

ao calcular a função e seu ponto ótimo serão irrelevantes, uma vez que o ótimo matemático

não corresponderá ao ótimo do ponto de vista da engenharia. Uma inadequada escolha

da função objetivo constitui um eqúıvoco comum na otimização de projetos.

Neste ponto, é interessante definir o problema de otimização sobre um conjunto

G′: encontre um x̄ ∈ F de forma que f(x̄) = max
x∈F

f(x). Este problema é referido como

problema de maximização e, de forma similar ao problema de minimização, os conceitos

de máximo global e máximo local são definidos.

Pode-se observar claramente que o problema G′ é equivalente ao problema G, com

f(·) substitúıdo por −f(·). Deste modo, basta adotar um dos problemas, por exemplo, o

problema que envolve o conjunto G. Por fim, entende-se que o objetivo do problema de

otimização é encontrar soluções ótimas e estudar as propriedades destas soluções.

Alguns casos especiais do problema que envolve o conjuntoG são de interesse parti-

cular. Primeiramente, são consideradas as aplicações f : G → R, g : G → R
m e h : G →

R
l, onde G ⊆ R

n , G(x) = (g1(x), g2(x), . . . , gm(x)), H(x) = (h1(x), h2(x), . . . , hl(x)) e

x ∈ R
n .

No seguinte problema



















min F(x)

sujeito a gi(x) = 0, 1 ≤ i ≤ m,

hj(x) ≤ 0, 1 ≤ j ≤ l

para 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ l, cada gi(x) = 0 é chamado de restrição de igualdade,

enquanto cada hj(x) ≤ 0 é conhecido como restrição de desigualdade. Estão, conforme

acima, existem m restrições de igualdade e l restrições de desigualdade. A equação acima

pode, ainda, ser escrita na forma mais compacta







min F(x)

sujeito a G(x) = 0, h(x) ≤ 0.
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Pode-se observar que a equação acima é um caso especial do problema que envolve

o conjunto G com F = {x ∈ G | G(x) = 0,H(x) ≤ 0} (Yong, 2018).

2.3 Problemas de otimização multi-objetivo

Além da quantidade de objetivos, há uma série de diferenças fundamentais entre as

otimizações mono-objetivo e multi-objetivo. Dentre essas diferenças, destaca-se a presença

de duas metas em vez de apenas uma, bem como a necessidade de lidar com dois espaços

de busca distintos.

Na otimização mono-objetivo há apenas uma única meta, que é a busca por uma

solução ótima. Embora o espaço de busca possa ter várias soluções ótimas locais, a

meta é sempre encontrar a solução ótima global. Contudo, há uma exceção. No caso

da otimização multimodal, o objetivo é encontrar um número de soluções ótimas locais e

globais, em vez de encontrar uma solução ótima. No entanto, a maioria dos algoritmos

de otimização mono-objetivo visa encontrar uma solução ótima, mesmo quando existem

várias soluções ótimas.

Por outro lado, na otimização multi-objetivo há duas metas. Progredir em direção

à frente ótima de Pareto é certamente uma meta importante. No entanto, manter um

conjunto diversificado de soluções na frente não dominada também é essencial. Como

todos os objetivos são importantes em uma otimização multi-objetivo, um conjunto di-

versificado de soluções obtidas perto da frente ótima de Pareto fornece uma variedade de

soluções ideais.

Vale destacar que ambas as metas acima são, de fato, ortogonais entre si. A

conquista de uma meta não garante necessariamente que a outra meta seja atingida. Por

causa dessas tarefas duplas, a otimização multi-objetivo é considerada mais complexa

quando comparada com a otimização mono-objetivo. Em uma otimização mono-objetivo

existe apenas um espaço de busca, que representa o espaço variável de decisão. Um

algoritmo funciona neste espaço aceitando e rejeitando soluções com base em seus valores

de função objetivo.

Já na otimização multi-objetivo, além da decisão no espaço variável, existe também

o espaço objetivo ou critério. Embora esses dois espaços estejam relacionados por um ma-

peamento único entre eles, muitas vezes o mapeamento não é linear e as propriedades dos

dois espaços de busca não são semelhantes. Por exemplo, a proximidade de duas soluções

em um espaço não significa proximidade no outro espaço. Assim, enquanto a segunda

meta de manter a diversidade no conjunto de soluções é obtida, é importante decidir o

espaço em que a diversidade deve ser alcançada. Em qualquer algoritmo de otimização,

a busca é realizada na variável do espaço de decisão. No entanto, o procedimento de um

algoritmo no espaço variável de decisão pode ser traçado no espaço objetivo (Deb, 2001).
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2.3.1 Objetivos na otimização multi-objetivo

Inicialmente, no contexto de problemas com múltiplos objetivos, o espaço de busca

pode ser segregado em duas regiões distintas e não sobrepostas: uma denominada região

ótima e a outra como não ótima. Essa divisão ocorre em cenários com dois ou mais

objetivos. Em situações em que os objetivos são conflitantes, é comum que o conjunto de

soluções ótimas contenha mais de uma solução.

Na presença de múltiplas soluções ótimas de Pareto, torna-se desafiador estabelecer

uma preferência por uma solução em detrimento de outra, a menos que informações mais

detalhadas sobre o problema estejam dispońıveis. Quando informações de alto ńıvel são

prontamente acesśıveis, é posśıvel realizar uma pesquisa mais direcionada e fundamentada.

No entanto, na ausência de tais informações, todas as soluções ótimas de Pareto possuem

igual importância e relevância. Nesse contexto, à luz da abordagem ideal, é de grande

importância identificar o maior número posśıvel de soluções ótimas de Pareto para um

determinado problema. Nessa perspectiva, é posśıvel conjecturar que duas metas são

inerentes a uma otimização multi-objetivo: (i) encontrar um conjunto de soluções que se

aproxime ao máximo da frente ótima de Pareto e (ii) obter um conjunto de soluções que

seja o mais diversificado posśıvel.

A primeira meta é considerada essencial em qualquer tarefa de otimização, uma vez

que convergir para um conjunto de soluções que não esteja próximo do verdadeiro conjunto

ótimo é indesejável. Somente quando as soluções convergem para proximidade das soluções

ótimas reais é posśıvel assegurar suas propriedades de quase otimalidade. Essa meta na

otimização multi-objetivo guarda semelhança com a meta de otimalidade em um problema

de otimização mono-objetivo. Por outro lado, a segunda meta é totalmente espećıfica para

um problema de otimização multi-objetivo. Além de convergirem para a proximidade da

frente ótima de Pareto, as soluções também devem estar esparsamente distribúıdas na

região ótima de Pareto. Somente com um conjunto diversificado de soluções é posśıvel

garantir a presença de um bom conjunto de troca (trade-off ) de soluções entre os objetivos.

Por exemplo, duas soluções podem ser consideradas diversas no espaço das variáveis

de decisão quando sua distância euclidiana nesse espaço é significativa. Da mesma forma,

duas soluções são consideradas diversas no espaço objetivo quando sua distância euclidiana

nesse espaço é considerável. Embora, na maioria dos problemas, a diversidade em um

espaço esteja associada à diversidade no outro espaço, essa relação pode não ocorrer em

todos os problemas. Em contextos mais complexos e não lineares, a tarefa consiste em

identificar um conjunto de soluções com uma adequada diversidade no espaço desejado.

É relevante destacar que a existência de múltiplas soluções ótimas de Pareto em um

problema ocorre apenas quando os objetivos são conflitantes entre si. Caso os objetivos

não apresentem conflitos, a cardinalidade do conjunto ótimo de Pareto é unitária, ou seja,

compreende apenas uma solução (Deb, 2001).
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2.3.2 Tomada de decisão com múltiplos critérios

A tomada de decisão com múltiplos critérios refere-se à tomada de decisão na

presença de múltiplos objetivos que são, geralmente, conflitantes. Problemas de decisão

com múltiplos critérios permeiam tudo o que fazemos e podem incluir tarefas de cunho

coletivo, como tarefas de empresas privadas no desenvolvimento de novos produtos, de-

cisões de preços e seleção de projetos de pesquisa. Já para um indiv́ıduo, a compra de

um automóvel ou de uma casa exemplifica um problema de múltiplos critérios de caráter

individual. No entanto, todas estas tarefas, sejam coletivas ou individuais, têm algo em

comum: múltiplos objetivos conflitantes.

O problema geral de tomada de decisão com múltiplos critérios pode ser formulado

na seguinte forma







min F(x)

sujeito a G(x) = 0, H(x) ≤ 0,

onde x é o vetor de variáveis de decisão e F(x) é o vetor de objetivos a ser minimizado.

As restrições G(x) = 0 e H(x) ≤ 0 são as restrições que definem o espaço de solução

posśıvel.

Na tomada de decisão com múltiplos critérios, deve haver um tomador de decisão,

um conjunto de objetivos que deve ser seguido e um conjunto de alternativas das quais uma

deve ser selecionada. Em uma situação de tomada de decisão há critérios, metas, objetivos,

atributos, variáveis de decisão e restrições. Embora as palavras critério, meta e objetivo

tenham essencialmente as mesmas definições de dicionário, é importante distinguir seus

significados no contexto de tomada de decisão, conforme segue abaixo (Serafini, 1985):

• Critério: representa uma medida da efetividade de desempenho. É a base para a

avaliação. Os critérios ainda podem ser classificados adicionalmente como metas ou

objetivos.

• Meta: algo que é alcançado ou não. Por exemplo, aumentar as vendas de um

produto em pelo menos 10% durante um ano em relação ao anterior é uma meta.

Se uma meta é improvável ou se não pode ser alcançada, ela pode ser convertida

em um objetivo.

• Objetivo: algo a ser perseguido ao seu mais completo. Por exemplo, uma empresa

pode querer maximizar seu ńıvel de lucros ou maximizar a qualidade do serviço

prestado ou minimizar as reclamações dos clientes. Um objetivo geralmente indica

a direção desejada.
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• Atributo: medida que fornece uma base para avaliar se os objetivos foram alcançados

ou não, dada uma determinada decisão. Ele fornece um meio para avaliar os obje-

tivos.

• Variável de decisão: uma das variáveis espećıficas das decisões tomadas por um

tomador de decisão. Por exemplo, a produção planejada de um determinado produto

é uma variável de decisão.

• Restrição: limite de atributos e variáveis de decisões que podem ou não ser expressas

matematicamente. Por exemplo, a imposição de que uma fábrica pode operar no

máximo doze horas por dia é uma restrição.

2.3.3 Gerenciamento da tomada de decisão

A maioria dos problemas têm, além de múltiplos objetivos conflitantes, uma hie-

rarquia de objetivos. Por exemplo, segundo Manheim e Hall (1968), o objetivo de avaliar

as instalações de transporte de passageiros que atendem o Corredor Nordeste dos EUA

em 1980 foi aumentar a qualidade de vida dos passageiros. Este super-objetivo foi subdi-

vidido em quatro objetivos principais: conveniência, segurança, estética e economia. Por

sua vez, estes objetivos foram subdivididos em sub-objetivos, e assim por diante, para

formar uma hierarquia de objetivos.

Alguns dos objetivos, como considerações econômicas, têm atributos que permitem

uma medição precisa do desempenho. Outros, tais como estética, são altamente subje-

tivos. Para representar adequadamente os objetivos, é preciso fazer a escolha adequada

dos atributos.

De acordo com Keeney e Raiffa (1976), os atributos (i) devem cobrir todos os

aspectos de um problema - serem completos, (ii) podem ser significativamente usados

na análise - serem operacionais, (iii) podem ser quebrados em partes para simplificar

o processo - serem decompońıveis, (iv) precisam evitar problemas de dupla contagem -

serem não redundantes e (v) devem manter um número pequeno - serem mı́nimos.

Como as restrições precisam obrigatoriamente serem atendidas, não é recomendado

trabalhar com faixas de restrições muito estreitas. Além disso, pode ser útil verificar

se ainda existem alternativas viáveis após a adição de cada restrição ou então depois

de adicionar um conjunto de restrições. Uma alternativa reside em tratar alguns dos

objetivos como metas. Desta forma, é feita uma tentativa para satisfazer as metas e, caso

não seja posśıvel, estas podem ser tratadas como objetivos.

No gerenciamento de tomada de decisão, geralmente, é posśıvel assumir um cenário

no qual (i) um tomador de decisão toma uma decisão (ii), a escolha feita vem de um

conjunto de posśıveis decisões e (iii) a solução escolhida é ótima.
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Primeiramente, o tomador de decisão, se for um indiv́ıduo, raramente toma uma

decisão por ele mesmo, pois esta é fortemente influenciada pelo grupo. Em segundo

lugar, o conjunto de posśıveis decisões não é um dado, devido ao fato do conjunto de

soluções ter que ser gerado. Por último, é preciso entender claramente o que significa uma

solução ótima, pois, como é imposśıvel maximizar simultaneamente todos os objetivos

na determinação de uma solução, uma definição mais viável é necessário. Contudo, uma

t́ıpica definição para otimização, que não é viável, é particularmente usada: uma decisão

ótima é aquela que maximiza a satisfação do tomador de decisão (Serafini, 1985).

2.3.4 Conceitos sobre preferência

Permita que X seja o conjunto de alternativas, F = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) o

conjunto de critérios e Y = {y = f(x) | x ∈ X} o espaço de sáıda, onde Y ⊆ R
n. Aqui,

sobrescritos são usados para indicar elementos de Y, enquanto que subscritos são usados

para indicar componentes de y. Deste modo, yij é o j-ésimo componente de yi ∈ Y.

O termo“preferência”pode ser descrito da seguinte forma: para quaisquer dois

resultados y1 e y2 é posśıvel escrever y1 ≻ y2 se y1 é preferido ou se for melhor que y2,

y1 ≺ y2 se y1 for pior que y2 e y1 ∼ y2 se y1 for indiferente a y2 ou se a relação de

preferência é indefinida. Quando uma relação de preferência é indefinida, não se sabe

qual relação (≻ ou ≺) deve ser aplicada. Observa-se, ainda, que apenas um desses três

operadores pode ser válido para qualquer par de resultados.

Representando a preferência por um subconjunto do produto cartesiano Y×Y, é

posśıvel definir que uma preferência baseada em ≻ é um subconjunto de Y×Y denotado

por {≻}, então para qualquer (y1,y2) ∈ {≻}, {y1 ≻ y2}. Além disso, também é posśıvel

definir que {≻
∼

} = {≻}∪{∼} e {≺
∼

} = {≺}∪{∼}. É importante relembrar que {≻}, {≺}

e {∼} são conhecidos como relações binárias.

Ao assumir que mais é melhor sem perda de generalidade, é posśıvel definir a

Preferência de Pareto por y1
P
≻ y2 se, e somente se, y1i ≥ y2i para todo i = 1, . . . , n e

y1 ̸= y2, i.e., se, e somente se, y1 ≥ y2. Neste caso, a notação a ≥ b (a,b ∈ R
n) é usada

para informar que a é maior que ou igual a b, elemento a elemento, e que a ≥ b para

ai ≥ bi, onde i ∈ 1, . . . , n, mas nem todos ai = bi. Desta forma, a Preferência de Pareto

pode ser descrita por

{
P
≻} = {(y1,y2) | y1 ≥ y2; y1,y2 ∈ Y} e

{
P
∼} = {(y1,y2) | y1 não é ≥ y2 e y2 não é ≥ y1; y1,y2 ∈ Y}.
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Tendo realizado as definições acima, agora é posśıvel definir os conjuntos melhor,

pior e indefinido/indiferente com respeito a y0 ∈ Y: (i) o conjunto superior (ou melhor)

com respeito a y0 pode ser definido por {y0 ≺} = {y ∈ Y | y0 ≺ y}; (ii) já o conjunto

inferior (ou pior) com respeito a y0, possui uma definição dada por {y0 ≻} = {y ∈ Y |

y0 ≻ y}; (iii) em relação ao conjunto indefinido (ou indiferente) com respeito a y0, este

é definido por {y0 ∼} = {y ∈ Y | y0 ∼ y}; (iv) dado y0 ⊆ Y, pode-se obter as relações

{y0 ≺} =
⋃

y0∈Y0

{y0 ≺}, {y0 ≻} =
⋃

y0∈Y0

{y0 ≻} e {y0 ∼} =
⋃

y0∈Y0

{y0 ∼}.

Se for posśıvel descrever a estrutura de preferência em termos das definições (i -iii)

acima para todo y0 ∈ Y, então é posśıvel obter a preferência revelada. Para aprofundar a

investigação das relações binárias definidas por {≻}, {≺} e {∼}, é preciso definir algumas

propriedades para a relação binária entre B com Y por exemplo. A relação binária entre

B e Y é:

• Simétrica, se (y1,y2) ∈ B implicar que (y2,y1) ∈ B, para cada y1, y2 ∈ Y .

• Transitiva, se (y1,y2) ∈ B e (y2,y3) ∈ B implicar que (y1,y3) ∈ B, para cada y1,

y2, y3 ∈ Y.

• Reflexiva, se (y,y) ∈ B, para cada y ∈ Y.

• Uma equivalência, se as três condições anteriores forem satisfeitas.

Pode-se observar, ainda, que a preferência de Pareto {
P
≻} é transitiva, enquanto

que as preferências {
P
∼} e {

P
≻
∼

} não o são. Prosseguindo com as definições, é posśıvel

definir que (i) {≻} é uma ordem parcial se ela for transitiva e (ii) {≻} é uma ordem fraca

se ela for transitiva e se {≻
∼

} = {≻} ∪ {∼} também for transitiva.

Assumindo que {≻} é uma ordem parcial, então a preferência {≻} é também uma

ordem fraca se, e somente se, (i) {∼} for uma equivalência e (ii) y1 ≻ y2 e y2 ∼ y3, ou

se y1 ∼ y2 e y2 ≻ y3, então y1 ≻ y2.

Dada uma função de valor definida por v : Y → R, esta é chamada de função

de valor para {≻} em Y se para cada y1,y2 ∈ Y, tem-se que y1 ≻ y2 se e somente se

v(y1) > v(y2).

Agora ficou claro que a preferência representada por uma função de valor é uma

ordem fraca, enquanto que a Preferência de Pareto {
P
≻} não o é, apesar desta última ser

uma ordem parcial. Vale a pena destacar que a Preferência de Pareto no R
n, para n ≥ 2,

não é uma ordem fraca, porque {
P
≻} e {

P
≻
∼

} não são transitivos. Portanto, a preferência

de Pareto não pode ser representada por uma função de valor (Serafini, 1985).
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2.3.5 Dominância e otimalidade de Pareto

A maioria dos algoritmos de otimização multi-objetivo usa o conceito de do-

minância em sua busca. A seguir, os conceitos de dominância e de termos relacionados são

definidos e também algumas técnicas para identificar soluções dominadas em um espaço

finito de soluções são apresentadas.

2.3.5.1 Conceitos de dominância

A maioria dos algoritmos de otimização multi-objetivo usa o conceito de do-

minação. Nesses algoritmos, duas ou mais soluções são comparadas com base se uma

domina as outras soluções ou não (Deb, 2001). De acordo com Libotte et al. (2022), ao

todo, há três possibilidades de resultado que podem advir da verificação da dominância

entre duas soluções y1 e y2: (i) a solução y1 domina a solução y2, (ii) a solução y1 é

dominada pela solução y2 e (iii) não há dominância entre as soluções y1 e y2 .

Permita que m1 ≥ 0 e m2 ≥ 0, com m = m1 +m2, e que os objetivos fr sejam or-

denados de modo que os primeiros m1 objetivos, para r = 1, . . . ,m1, sejam minimizados,

enquanto que os próximos m2 objetivos, para r = m1 + 1, . . . ,m1 + m2, sejam maximi-

zados. Devido ao conflito entre as funções objetivo, no geral, não existe um único ponto

capaz de otimizar todas as funções simultaneamente. Isto ocorre por que, tipicamente,

cada objetivo possui um otimizador diferente (seja minimizador, se r = 1, . . . ,m1, ou

maximizador, se r = m1 + 1, ...,m1 +m2) no conjunto viável.

Uma solução viável y1 ∈ Y é dominante sobre outra solução y2 ∈ Y (ou y2 é

dominada por y1 ), representada por y1 ≻ y2, se as seguintes condições forem atendidas:

• A solução y1 não for pior que y2 em todos os objetivos; isto é, fr(x
1) ≤ fr(x

2), para

todo r = 1, . . . ,m1, e fr(x
1) ≥ fr(x

2), para todos r = m1 + 1, . . . ,m.

• A solução y1 é estritamente melhor que y2 em pelo menos um objetivo; i.e., fr(x
1) <

fr(x
2), para algum r ∈ {1, . . . ,m1} ou fr(x

1) > fr(x
2), para algum r ∈ {m1 +

1, . . . ,m}.

Se qualquer uma dessas duas condições for violada, diz-se que a solução y1 não domina a

solução y2.

2.3.5.2 Propriedades da relação de dominância

Agora, é posśıvel definir as diferentes propriedades de relação binária do operador

de dominância, conforme abaixo.
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• Simetria: a relação de dominância não é simétrica, pois y1 ≤ x2 não implica que

y2 ≤ x1. Portanto, a relação de dominância é assimétrica.

• Antissimetria: desde que a relação de dominância não é simétrica, ela também não

pode ser antissimétrica.

• Transitividade: a relação de transição é transitiva. Isto porque se y1 ≤ y2 e y2 ≤ y3,

então y1 ≤ y3.

• Reflexitividade: a relação de dominância não é reflexiva, pois nenhuma solução y1

domina a si mesma, de acordo com a segunda condição da definição de solução

dominante (vide acima).

É importante destacar que, além das três propriedades destacadas acima, existe

ainda uma quarta propriedade interessante que a relação de dominância possui: se a

solução y1 não domina a solução y2, isso não implica que y2 domine y1.

Para que uma relação binária se qualifique como uma relação de ordenação, ela deve

ser ao menos transitiva. Assim, a relação de dominância se qualifica como uma relação

de ordenamento. Como a relação de dominância não é reflexiva, ela é uma ordenadora

parcialmente estrita.

Em geral, se uma relação é reflexiva, antissimétrica e transitiva, ela pode ser cha-

mada de ordenadora parcial e um conjunto no qual uma ordenadora parcial é definida

é chamado de conjunto parcialmente ordenado. No entanto, é importante notar que a

relação de dominância não é reflexiva e nem antissimétrica. Assim, a relação de do-

minância não é uma relação parcial de ordem em seu sentido geral, mas apenas uma

relação de ordem parcial estrita (Deb, 2001).

2.3.5.3 Otimalidade de Pareto

Para um dado conjunto finito de soluções, pode-se realizar todas as comparações

posśıveis entre os pares correspondentes e descobrir qual solução domina qual e quais

soluções não são dominadas com respeito a cada uma outra. No final, é esperado obter

um conjunto de soluções, em que quaisquer duas das quais não dominem uma a outra.

Este conjunto também possui outra propriedade.

Para qualquer solução fora deste conjunto, é sempre posśıvel encontrar uma solução

neste conjunto que irá dominar a solução de fora. Assim, este conjunto particular tem a

propriedade de dominar todas as outras soluções que não pertencem a este conjunto. Em

termos simples, isso significa que as soluções desse conjunto são melhores em comparação

com o restante das soluções. Este conjunto recebe um nome especial. Este é chamado de

conjunto não dominado para um dado conjunto de soluções.
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Ainda, para definir o conjunto de soluções não dominadasY′, tem-se que o conjunto

não dominado, dentre o conjunto de soluções Y, é aquele que não é dominado por nenhum

membro do conjunto Y (Deb, 2001).

2.3.5.4 Problema genérico de otimização multi-objetivo

Para m ≥ 2 funções objetivo, o problema geral de otimização multi-objetivo pode

ser escrito na forma







Otimizar {f1(x), . . . , fm1
(x), fm1+1(x), . . . , fm(x)}

sujeito a x ∈ S,

onde fr : R
n → R e m = m1 + m2. O vetor de funções objetivas pode ser deno-

tado por F = (f1(x), . . . , fm1
(x), fm1+1(x), . . . , f

m(x))⊤. Os vetores de decisão x =

(x1, . . . ,xm1
,xm1+1, . . . ,xm)

⊤ pertencem à região viável (e não vazia) S, que é um sub-

conjunto do espaço de decisão R
n. Aqui, S é formado genericamente por funções de

restrição.

A imagem da região viável é denotada por Z = F(S) e é chamada de região

objetiva viável. Esta representa um subconjunto do espaço objetivo R
m. O elementos de

Z são chamados de vetores objetivo ou vetores de critério e são denotados por F(x) ou Z =

(z1, . . . , zm1
, zm1+1, . . . , zm)

⊤, onde Zr = fr(X) para todo i = 1, . . . ,m1,m1 + 1, . . . ,m,

são valores de objetivo ou valores de critério (Miettinen, 1999).
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3 METAHEURÍSTICAS

A obtenção de soluções ótimas de Pareto desempenha um papel de relevância na

área da otimização multi-objetivo. Do ponto de vista matemático, considera-se o problema

resolvido quando se alcança o conjunto ótimo de Pareto. Ocasionalmente, utiliza-se o

termo otimização vetorial para referenciar o desafio de identificar o conjunto ótimo de

Pareto. Contudo, a mera obtenção dessas soluções nem sempre é satisfatória. O objetivo

almejado é alcançar uma única solução ótima. Nesse sentido, faz-se necessário encontrar

uma maneira para estabelecer uma ordenação completa das soluções ótimas de Pareto.

Isso justifica a indispensável presença de um tomador de decisão e a definição de sua

respectiva estrutura de preferência.

Na maioria dos métodos, o foco recai sobre o espaço objetivo em vez do espaço de

variáveis de decisão. Uma justificativa para tal abordagem é que, nos problemas práticos,

a dimensão do espaço objetivo é significativamente menor do que a dimensão do espaço

de variáveis de decisão. Adicionalmente, outra razão é que os tomadores de decisão, em

geral, demonstram maior interesse nos valores dos objetivos. No entanto, o procedimento

de cálculo permanece no âmbito do espaço de variáveis de decisão, uma vez que a forma

expĺıcita da região objetivo viável não é conhecida. Em śıntese, os tomadores de decisão

lidam, frequentemente, com os valores objetivos, enquanto a programação matemática

ocorre no contexto do espaço de variáveis de decisão (Miettinen, 1999).

3.1 Métodos clássicos de otimização multi-objetivo

Existe uma ampla diversidade de métodos de otimização multi-objetivo, e nenhum

deles pode ser considerado universalmente superior aos demais (Wolpert; Macready, 1997).

Ao optar por um método de solução, é necessário considerar as particularidades espećıficas

do problema em questão, bem como as perspectivas do tomador de decisão, as quais

desempenham um papel crucial na obtenção bem-sucedida da solução para o problema

em pauta.

Os problemas de otimização multi-objetivo podem ser abordados por meio de um

processo denominado escalarização, o qual envolve a conversão do problema em um único

ou em uma famı́lia de problemas de otimização mono-objetivo, com um objetivo de valor

realista. Esse objetivo é referido como função escalarizante e pode depender de parâmetros

espećıficos. Essa abordagem possibilita a aplicação da teoria e dos métodos de otimização

escalar (Miettinen, 1999). O método da soma ponderada pode ser mencionado a t́ıtulo

de ilustração. Conforme o próprio nome sugere, esse método realiza a escalarização de

um conjunto de objetivos em um único objetivo, mediante a pré-multiplicação de cada
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objetivo por um peso arbitrário. Essa abordagem representa a forma mais simples e,

provavelmente, a abordagem clássica mais utilizada até o momento presente.

Embora o conceito subjacente a este método seja simples, ele traz consigo uma

questão não tão trivial, que diz respeito à definição dos valores a serem atribúıdos aos

pesos. Evidentemente, há inúmeras combinações posśıveis para determinar esses pesos.

Ademais, é importante salientar que a abordagem da soma ponderada pode não ser capaz

de encontrar certas soluções ótimas de Pareto quando se trata de um espaço objetivo não

convexo (Deb, 2001).

3.1.1 Categorias de classificação

Os métodos tradicionais de otimização multi-objetivo têm uma trajetória de desen-

volvimento com duração de aproximadamente seis décadas. Durante esse peŕıodo, diversos

algoritmos de otimização foram propostos e pesquisadores têm se esforçado para catego-

rizá-los com base em diferentes critérios. Cohon (1985) realizou uma classificação dos

métodos de otimização multi-objetivo, agrupando-os em dois tipos distintos: (i) métodos

de geração e (ii) métodos baseados em preferência.

Nos métodos de geração, o tomador de decisão é responsável por gerar um conjunto

de soluções não dominadas a partir do qual uma solução é escolhida. Nesse processo, não

é empregado nenhum conhecimento prévio sobre a importância relativa de cada objetivo.

Em contrapartida, nos métodos baseados em preferência, informações sobre as preferências

conhecidas para cada objetivo são utilizadas durante o processo de otimização. Esse tipo

de abordagem incorpora as preferências do tomador de decisão para guiar a busca por

soluções que melhor se adequem aos seus objetivos individuais.

Ching e Masud (1979) e posteriormente Miettinen (1999) aprimoraram a classi-

ficação dos métodos de otimização multi-objetivo, resultando nas seguintes quatro cate-

gorias: (i) métodos sem preferência, (ii) métodos a posteriori, (iii) métodos a priori e

(iv) métodos interativos.

Os métodos sem preferência são caracterizados por não assumirem qualquer in-

formação sobre a importância relativa dos objetivos. Nesses casos, uma heuŕıstica é

empregada para encontrar uma única solução ótima. É importante observar que, embora

nenhuma informação de preferência seja utilizada, esses métodos não se empenham em

encontrar múltiplas soluções ótimas de Pareto. Por outro lado, os métodos a posteri-

ori utilizam informações sobre as preferências relativas de cada objetivo e, por meio de

iterações, geram um conjunto de soluções ótimas de Pareto. Já os métodos a priori em-

pregam informações mais abrangentes sobre as preferências dos objetivos e, geralmente,

conseguem encontrar uma solução ótima de Pareto preferida. Por fim, os métodos inte-

rativos utilizam a informação de preferência de maneira progressiva ao longo do processo
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de otimização (Deb, 2001). Para obter mais detalhes sobre os métodos que se enquadram

nessas categorias, recomenda-se consultar Lobato e Steffen Jr. (2017).

Em adição às classificações anteriores, os métodos clássicos de otimização também

podem ser categorizados em: (i) métodos diretos e (ii) métodos baseados em gradiente

(Deb, 1995). Nos métodos de busca direta, a estratégia de busca é guiada apenas pela

função objetivo e pelos valores das restrições, sem o uso das derivadas. Em contraste,

os métodos baseados em gradiente utilizam as derivadas da função objetivo e/ou das

restrições para direcionar o processo de busca.

3.1.2 Limitações dos métodos clássicos

Muitos dos algoritmos clássicos ponto a ponto empregam um procedimento de-

termińıstico para obter a solução ótima. Esses algoritmos iniciam com uma estimativa

aleatória da solução e, em seguida, com base em uma regra de transição pré-especificada,

sugerem uma direção de busca, que geralmente é baseada em informações locais. Pos-

teriormente, uma busca unidirecional é conduzida ao longo da direção de busca para

encontrar a melhor solução. Essa melhor solução é então adotada como a nova solução, e

o procedimento é repetido várias vezes.

Uma vez que os métodos de busca direta não fazem uso das informações de deriva-

das, eles tendem a ser geralmente lentos, demandando um grande número de avaliações da

função para alcançar a convergência. Devido a essa caracteŕıstica, esses métodos podem

ser aplicados a diversos problemas sem a necessidade de grandes modificações no algo-

ritmo. Por outro lado, os métodos baseados em gradiente apresentam rápida convergência

para uma solução ótima. Contudo, estes não são eficazes em lidar com problemas que

tenham variáveis mistas, que possuam inúmeras restrições, que não sejam diferenciáveis

ou que possuam descontinuidades, e também quando se deseja obter uma solução ótima

global.

Adicionalmente, há algumas dificuldades comuns encontradas na maioria das téc-

nicas clássicas, sejam elas diretas ou baseadas em gradiente, como relatado por (Deb,

2001): a convergência para uma solução ótima é senśıvel à escolha da solução inicial;

muitos algoritmos tendem a ficar presos em soluções subótimas; a eficiência de um algo-

ritmo em resolver um problema de otimização não garante eficiência em resolver outro

problema de otimização distinto; os algoritmos não são eficazes em lidar com problemas

que possuam um espaço de busca discreto.
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3.2 Métodos baseados em metaheuŕısticas

A determinação de soluções ótimas é um desafio intratável para muitos problemas

de otimização de processos de relevância industrial e cient́ıfica. Na prática, algoritmos

heuŕısticos ou metaheuŕısticos têm sido empregados para obter soluções de boa quali-

dade. As metaheuŕısticas compõem uma famı́lia de técnicas de otimização aproximadas

que têm ganhado considerável popularidade ao longo das últimas décadas. Estas têm

sido amplamente adotadas na ciência e na engenharia devido à capacidade de fornecer

soluções suficientemente aproximadas para resolver problemas complexos em um tempo

finito e razoável. Esse fato tem impulsionado significativamente o interesse no campo das

metaheuŕısticas. No entanto, ao contrário dos algoritmos de otimização exatos, as me-

taheuŕısticas não garantem a obtenção de soluções ótimas. Além disso, diferentemente

dos algoritmos de aproximação, as metaheuŕısticas não estabelecem a proximidade das

soluções obtidas em relação às soluções ótimas (Talbi, 2009).

3.2.1 Classificação dos algoritmos heuŕısticos

Na classe de métodos aproximados, é posśıvel distinguir duas subclasses de algorit-

mos: (i) algoritmos de aproximação e (ii) algoritmos heuŕısticos. Enquanto a heuŕıstica

geralmente consegue encontrar soluções razoavelmente boas em um tempo de execução

viável, os algoritmos de aproximação podem oferecer soluções de qualidade, mas em um

tempo de execução que se torna proibitivo.

O conceito heuŕıstico na resolução de problemas de otimização foi inicialmente

proposto por Polya (1945). Heuŕısticas são técnicas que visam encontrar soluções de boa

qualidade para instâncias de problemas de grande porte. Essas abordagens permitem ob-

ter um desempenho aceitável com custos razoáveis em uma ampla gama de problemas. É

importante notar que, em geral, as heuŕısticas não fornecem garantias formais de apro-

ximação das soluções obtidas. Nesse sentido, elas podem ser classificadas em duas famı́lias

distintas: (i) heuŕısticas espećıficas e (ii) metaheuŕısticas.

Heuŕısticas espećıficas são estruturadas e desenvolvidas com o objetivo de abordar

um problema particular ou instância. Em contraste, as metaheuŕısticas constituem-se

como algoritmos de propósito geral, capazes de se aplicarem a praticamente qualquer

problema de otimização. Elas representam metodologias abrangentes de ńıvel superior

que podem ser empregadas como diretrizes orientadoras na concepção de heuŕısticas sub-

jacentes, destinadas a solucionar problemas espećıficos de otimização (Talbi, 2009). A

Tabela 1 apresenta as referências de algumas metaheuŕısticas clássicas, considerando a

sua aplicabilidade em otimização ou problemas de aprendizado de máquina.
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Tabela 1 - Metaheuŕısticas clássicas aplicadas em otimização e em aprendizado de máquina.

Nome do algoritmo Sigla Referência

Evolutionary Programming EP (Fogel, 1962)

Genetic Algorithm GA (Holland, 1962; Holland, 1975)

Evolution Strategies ES (Rechenberg, 1965; Schwefel,
1965)

Scatter Search SS (Glover, 1977)

Simulated Annealing SA (Kirkpatrick; Gelatt; Vecchi,
1983; Cerny, 1985)

Artificial Immune Systems AIS (Farmer; Packard; Perelson,
1986; Bersini; Varela, 1991)

Smoothing Method SM (Glover; McMillan, 1986)

Tabu Search TS (Glover, 1986; Hansen, 1986)

Greedy Adaptive Search Proce-
dure

GRASP (Feo; Resende, 1989)

Coevolutionary Algorithms CEA (Hillis, 1990; Husbands; Mill,
1991)

Threshold Accepting TA (Dueck; Scheuer, 1990)

Iterated Local Search ILS (Martin, 1991)

Ant Colonies Optimization ACO (Dorigo, 1992)

Genetic Programming GP (Koza, 1992)

Great Deluge GDA (Dueck, 1993)

Noisy Method NM (Charon; Hudry, 1993)

Cultural Algorithms CA (Reynolds, 1994)

Differential Evolution DE (PRICE, 1994; Storn; Price,
1995)

Estimation of Distribution Algo-
rithms

EDA (Baluja, 1994)

Bee Colony BC (Seeley, 1995; Yonezawa; Kiku-
chi, 1996)

Particle Swarm Optimization PSO (Kennedy; Eberhart, 1995)

Guided Local Search GLS (Voudouris; Tsang, 1995; Vou-
douris, 1998)

Variable Neighborhood Search VNS (Mladenovic, 1995)

Covariance Matrix Adaptation
Evolution Strategy

CEMA-ES (Hansen; Ostermeier, 1996)

Fonte: O autor, 2023.
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3.2.2 Critérios necessários em metaheuŕısticas

Conforme mencionado por Talbi (2009), ao projetar uma metaheuŕıstica, é ne-

cessário levar em consideração dois critérios contraditórios: (i) a exploração do espaço de

busca, que garante a diversificação; e (ii) a explotação das melhores soluções encontradas,

que representa a intensificação da busca.

Na fase de diversificação, é essencial explorar regiões inexploradas do espaço de

busca, garantindo uma exploração equitativa de todas as regiões e evitando a concentração

da busca em um número limitado de subregiões. Neste contexto, os algoritmos de busca

aleatória representam abordagens extremas em termos de exploração, onde as regiões

promissoras são identificadas com base nas melhores soluções obtidas. Por outro lado, na

fase de intensificação, o foco é dado às regiões promissoras, permitindo uma exploração

mais profunda dessas áreas espećıficas com o intuito de encontrar soluções ainda melhores.

3.2.3 Classificação de metaheuŕısticas

Numerosos critérios de classificação podem ser empregados para as metaheuŕısticas.

Os mais frequentemente citados na literatura são os seguintes: (i) inspiração na natureza,

(ii) uso de memória, (iii) natureza determińıstica ou estocástica e (iv) abordagem de

busca baseada em população ou individual (Talbi, 2009). Abaixo, segue uma breve des-

crição de cada uma dessas classificações.

• Inspiração na natureza: muitas metaheuŕısticas são inspiradas por processos natu-

rais como, por exemplo, algoritmos evolutivos e sistemas imunológicos artificiais da

biologia; formigas, colônias de abelhas, e otimização de enxame de part́ıculas base-

ada na inteligência de enxames de diferentes espécies (ciências sociais); e recozimento

simulado da f́ısica.

• Uso de memória: alguns algoritmos metaheuŕısticos são sem memória; ou seja,

nenhuma informação extráıda dinamicamente é usada durante a busca. Alguns

representantes desta classe são busca local, GRASP e SA. Enquanto outras me-

taheuŕısticas usam uma memória que contém algumas informações extráıdas online

durante a busca. Por exemplo, memórias de curto prazo e de longo prazo na busca

tabu.

• Determińıstico ou estocástico: uma metaheuŕıstica determińıstica resolve um pro-

blema de otimização tomando decisões determińısticas (por exemplo, busca local e

busca tabu), enquanto que, na metaheuŕıstica estocástica, algumas regras aleatórias

são aplicadas durante a busca (em geral, recozimento simulado e algoritmos evoluti-

vos). Em algoritmos determińısticos, a mesma solução inicial levará sempre à mesma
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solução final, enquanto que em metaheuŕısticas estocásticas, diferentes soluções fi-

nais podem ser obtidas da mesma solução inicial. Essa caracteŕıstica deve ser levada

em consideração na avaliação de desempenho de algoritmos metaheuŕısticos.

• Busca baseada em população ou individual: algoritmos baseados em solução única

(e.g., busca local e recozimento simulado) manipulam e transformam uma única

solução durante a busca, enquanto que em algoritmos baseados em população (e.g.,

enxame de part́ıculas e algoritmos evolutivos) toda uma população de soluções

está envolvida. Essas duas famı́lias possuem caracteŕısticas complementares. Me-

taheuŕısticas baseadas em solução única são orientadas para a explotação; elas têm

o poder de intensificar a busca em regiões locais. Já metaheuŕısticas baseadas em

população são orientadas para exploração; elas permitem uma melhor diversificação

em todo o espaço de busca.

3.2.4 Escolha de parâmetros de controle

A principal vantagem do emprego de metaheuŕısticas reside em sua capacidade de

escapar de ótimos locais e na facilidade de se aplicar hipóteses restritivas na formulação do

modelo. Alguns problemas de otimização não podem ser formalizados por meio de uma

notação matemática anaĺıtica ineqúıvoca. De fato, a função objetivo pode ser tratada

como uma caixa preta (Kargupta, 1996). Em uma situação de otimização com caixa preta,

não se dispõe de uma formulação anaĺıtica clara para o objetivo. Exemplos t́ıpicos de

problemas de otimização que envolvem cenários de caixa preta são a otimização de forma,

a calibração de modelos (f́ısicos, qúımicos ou biológicos) e a calibração de parâmetros.

Toda metaheuŕıstica requer a adaptação de parâmetros de controle para o seu

adequado funcionamento. O ajuste desses parâmetros possibilita maior flexibilidade e

robustez, embora demande uma inicialização cuidadosa. É importante ressaltar que tais

parâmetros exercem significativa influência na eficiência e eficácia do processo de busca.

Entretanto, definir antecipadamente a configuração ideal dos parâmetros não é uma tarefa

trivial. Os valores mais adequados dos parâmetros estão intrinsecamente vinculados às

caracteŕısticas do problema em questão, à instância espećıfica a ser tratada e ao tempo

de pesquisa que o usuário está disposto a investir na solução do problema. Não existe um

conjunto universalmente ótimo de valores de parâmetros aplicável a todas as instâncias

de uma determinada metaheuŕıstica (Talbi, 2009).

Além disso, conforme mencionado por Talbi (2009), existem duas estratégias dis-

tintas para o ajuste de parâmetros em metaheuŕısticas: (i) a inicialização offline do

parâmetro (ou meta-otimização) e (ii) a estratégia de ajuste de parâmetro online. Na

abordagem de inicialização offline de parâmetros, os valores de diferentes parâmetros são
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fixados antes do ińıcio da execução da metaheuŕıstica, enquanto que na estratégia on-

line, os parâmetros são controlados e atualizados dinamicamente ou de forma adaptativa

durante a execução da metaheuŕıstica.

3.2.5 Visão geral de algoritmos multi-objetivo

Uma distinção significativa entre um método clássico de busca e otimização e um

algoritmo evolucionário reside no fato de que, neste último, uma população de soluções é

tratada em cada iteração (ou geração). Essa caracteŕıstica, por si só, confere ao algoritmo

evolucionário uma vantagem para sua aplicação na resolução de problemas de otimização

multi-objetivo.

Um dos objetivos fundamentais de um procedimento de otimização multi-objetivo

ideal é a identificação do maior número posśıvel de soluções ótimas de Pareto. Dado que

um algoritmo evolucionário funciona com uma população de soluções, é posśıvel capturar

uma população de soluções ótimas de Pareto em uma única execução desse algoritmo.

Caso isso seja alcançado, o uso repetido de um método de otimização mono-objetivo para

obter soluções ótimas de Pareto distintas em cada execução torna-se desnecessário.

A utilização de algoritmos de otimização multi-objetivo também elimina a ne-

cessidade de empregar quaisquer parâmetros como vetores de peso, como é comum na

estratégia de escalarização mencionada anteriormente. Esses parâmetros são requeridos

em algoritmos clássicos de otimização multi-objetivo para converter o problema em um

problema de otimização mono-objetivo, favorecendo uma única solução ótima de Pareto.

Isso ocorre devido à associação de cada configuração desses vetores a uma solução ótima

de Pareto espećıfica em determinados problemas. Ao empregar métodos clássicos para

encontrar múltiplas soluções ótimas de Pareto, é necessário selecionar diferentes vetores

de peso para possibilitar a resolução novamente do problema de otimização mono-objetivo

resultante.

Por outro lado, a abordagem de população empregada pelo algoritmo evolucionário

pode ser explorada para enfatizar de maneira equitativa todas as soluções não dominadas

presentes em uma população, ao mesmo tempo em que preserva um conjunto diversificado

de múltiplas soluções não dominadas. Dessa forma, diversas soluções de alta qualidade

podem ser identificadas e retidas dentro da população. Com o decorrer das gerações, esse

processo pode levar a população a convergir próxima à fronteira ótima de Pareto, exibindo

uma boa dispersão dos pontos representativos (Deb, 2001).
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3.2.6 Avanço dos algoritmos de otimização multi-objetivo

Desde o ano de 1994, quando o algoritmo NSGA (Non-dominated Sorting Genetic

Algorithm) foi inicialmente proposto para alcançar a frente de Pareto em um problema

de otimização multi-objetivo (Srinivas; Deb, 1994), têm emergido uma série de algoritmos

inteligentes de otimização fundamentados em métodos de dominância de Pareto.

Algoritmos inteligentes têm demonstrado capacidade para resolver problemas de

otimização não convexos sem o acoplamento de objetivos, mantendo as caracteŕısticas in-

dividuais de cada objetivo. Diversas pesquisas foram realizadas em relação aos algoritmos

inteligentes de otimização, com o intuito de buscar soluções baseadas na dominância de

Pareto para problemas de otimização multi-objetivo (Cui et al., 2017). A Tabela 2 apre-

senta um resumo das principais variantes dos Algoritmos Genéticos (GA) adaptados para

lidar com problemas de otimização multi-objetivo, destacando melhorias significativas

alcançadas em suas aplicações.

O conjunto de algoritmos inspirados na biologia pode ser dividido em duas classes

principais: (i) algoritmos baseados em evolução e (ii) algoritmos baseados em enxame.

Os Algoritmos Genéticos pertencem à classe de técnicas baseadas em evolução, e uma

revisão abrangente desses algoritmos pode ser encontrada no estudo de Cui et al. (2017).

Ainda dentro da classe dos algoritmos baseados em evolução, é relevante enfati-

zar as variantes do algoritmo Differential Evolution (DE) que foram desenvolvidas com

o objetivo de possibilitar sua aplicação na otimização multi-objetivo. Nesse contexto,

destacam-se os algoritmos Multiobjective Differential Evolution (MODE), originalmente

proposto por Babu, Chakole e Mubeen (2005), e o Multi-objective SaDE (MOSaDE),

proposto por Huang et al. (2009).

Na classe dos algoritmos baseados em enxame, destaca-se a relevância das variantes

do método Particle Swarm Optimization (PSO), originalmente proposto no trabalho de

Eberhart e Kennedy (1995).Lalwani et al. (2013) conduziu uma extensa investigação sobre

as principais variações deste algoritmo com aplicações na otimização multi-objetivo. A

Tabela 3 apresenta uma lista contendo algumas das suas principais variações.

3.2.7 Motivação para encontrar soluções ótimas de Pareto diversificadas

Do ponto de vista prático, é preciso apenas uma solução a ser implementada,

mesmo obtendo várias soluções ótimas de Pareto. Portanto, a verdadeira questão é qual

dessas múltiplas soluções é a de interesse. Esta pode não ser uma pergunta dif́ıcil de

se responder na presença de um conjunto de posśıveis soluções (trade-off ) obtidas mas,

ainda assim, é dif́ıcil respondê-la na ausência de qualquer conhecimento que forneça as

bases para uma escolha razoável. Esta é precisamente a dificuldade a ser enfrentada ao se
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Tabela 2 - Importantes desenvolvimentos de algoritmos genéticos.

Nome do algoritmo Sigla Referência

Vector-Evaluated Genetic Algo-
rithm

VEGA (Schaffer, 1985)

Multiobjective Genetic Algorithm MOGA (Fonseca; Fleming, 1993)

Non-dominated Sorting Genetic
Algorithm

NSGA (Srinivas; Deb, 1994)

Niched Pareto Genetic Algorithm NPGA (Horn; Nafpliotis; Goldberg,
1994)

Strength Pareto Evolutionary Al-
gorithm

SPEA (Zitzler; Thiele, 1999)

Pareto Archived Evolution Stra-
tegy

PAES (Knowles; Corne, 2000)

Pareto Envelope-based Selection
Algorithm

PESA (Corne; Knowles; Oates, 2000)

Pareto Envelope-based Selection
Algorithm II

PESA-II (Corne et al., 2001)

Niched Pareto Genetic Algorithm
II

NPGA-II (Erickson; Mayer; Horn, 2001)

Micro Genetic Algorithms Micro-GA (Coello; Pulido, 2001)

Strength Pareto Evolutionary Al-
gorithm 2

SPEA2 (Zitzler; Laumanns; Thiele, 2001)

Non-dominated Sorting Genetic
Algorithm II

NSGA-II (Deb et al., 2002)

Fonte: O autor, 2023.

Tabela 3 - Variações do método PSO para aplicações na otimização-multiobjetivo.

Nome do algoritmo Sigla Referência

Multi-objective Particle Swarm
Optimization

MOPSO (Moore; Chapman, 1999)

Accelerated Multi-objective Par-
ticle Swarm Optimization

AMOPSO (Bilil; Ellaia; Maaroufi, 2012)

Bare-bones Multi-objective Par-
ticle Swarm Optimization

BB-MOPSO (Zhang; Gong; Ding, 2012)

Learning Automata based Parti-
cle Swarm Optimization

LAPSO (Yousefi et al., 2015)

Fonte: O autor, 2023.
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utilizar um método clássico. Em geral, é mais apropriado, portanto, encontrar primeiro

um conjunto de soluções ótimas de Pareto e depois escolher uma solução do conjunto

usando algumas outras informações ou considerações de ńıvel superior (Deb, 2001).

A seguir, será apresentada uma metaheuŕıstica populacional, o algoritmo genético

de ordenamento não dominado (NSGA-II), que tem a capacidade de aproximar o conjunto

ótimo de Pareto para os problemas de interesse deste trabalho.

3.3 Algoritmo genético de ordenamento não dominado (NSGA-II)

O algoritmo genético de ordenamento não dominado (NSGA), proposto inicial-

mente por Srinivas e Deb (1994), foi um dos primeiros algoritmos evolucionários desen-

volvidos. Entretanto, o algoritmo NSGA tem sido alvo de principais cŕıticas, incluindo: (i)

alta complexidade computacional associada ao processo de ordenamento não dominado;

(ii) ausência de elitismo; e (iii) a necessidade de especificar um parâmetro de compar-

tilhamento σshare. A fim de abordar essas cŕıticas, Deb et al. (2002) propôs uma versão

aperfeiçoada do algoritmo NSGA, conhecida como NSGA-II. O NSGA-II apresenta me-

lhorias para mitigar os desafios apontados anteriormente e tem como objetivo aprimorar

o desempenho da abordagem original.

No algoritmo NSGA-II, a população filha Qt é obtida por meio da população pai

Pt (descendência). No entanto, em vez de simplesmente encontrar a frente de Pareto não-

dominada Qt, primeiro as duas populações são combinadas para formar a população Rt

com um tamanho de 2N, onde N representa o tamanho da população. Em seguida, um

procedimento de ordenamento não dominado é aplicado para classificar toda a população

Rt. Embora esse procedimento exija mais esforço computacional em comparação com a

execução de um ordenamento não dominado apenas em Qt, ele permite a verificação de

não dominação global entre as soluções descendentes e parentais. Após a conclusão do

ordenamento não dominado, a nova população Qt é preenchida com soluções provenientes

de diferentes frentes não dominadas, uma de cada vez. Esse processo contribui para a

formação de uma população diversificada e eficiente para a próxima geração do algoritmo.

O preenchimento da população inicia-se pela melhor frente não dominada e pros-

segue com a inclusão de soluções da segunda frente não dominada, seguida pela terceira

frente não dominada e assim por diante. Como a população total Rt possui tamanho

de 2N, nem todas as frentes podem ser acomodadas nos N slots dispońıveis na nova

população Qt. Consequentemente, as frentes que não podem ser completamente acomo-

dadas são exclúıdas da nova população. Durante o processo de inclusão, ao considerar

a última frente dispońıvel, é posśıvel que haja mais soluções nessa frente do que slots

restantes na nova população. Nesse caso, somente as melhores soluções da última frente

serão inclúıdas, de forma a preencher a nova população Qt até sua capacidade máxima,
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garantindo assim um conjunto final de soluções diversificadas e não dominadas.

Em vez de descartar arbitrariamente alguns membros da última frente, uma abor-

dagem mais adequada seria utilizar uma estratégia de niching para selecionar os membros

dessa frente que residem na região menos populosa. Essa estratégia de niching não afeta

significativamente os procedimentos do algoritmo, especialmente nos estágios iniciais de

evolução. Isso ocorre porque, desde as fases iniciais, a população combinada geralmente

apresenta várias frentes não dominadas. É provável que soluções de alta qualidade de

várias frentes não dominadas já estejam inclusas na nova população, mesmo antes de

alcançar sua capacidade máxima N.

Posteriormente, a escolha espećıfica das soluções para preencher a população se

torna menos relevante. No entanto, nos estágios finais da simulação, é provável que

a maioria das soluções residam na melhor frente não dominada da população. Além

disso, na população combinada Rt de tamanho 2N, é provável que o número de soluções

na primeira frente não dominada exceda N. Nesse contexto, o algoritmo assegura que

a estratégia de niching selecionará um conjunto diversificado de soluções a partir desse

conjunto. À medida que toda a população converge em direção à frente ótima de Pareto,

a continuação desse algoritmo garantirá uma melhor distribuição entre as soluções.

3.3.1 Descrição do algoritmo NSGA-II

A seguir, será apresentado o algoritmo NSGA-II em formato passo a passo. Inicial-

mente, é criada uma população aleatória P0. Em seguida, essa população é ordenada em

diferentes ńıveis de não dominação, atribuindo a cada solução um fitness correspondente

ao seu ńıvel de não dominação (onde 1 representa o melhor ńıvel). Nessa abordagem,

assume-se a minimização do fitness. Os operadores de seleção binária (juntamente com

um operador de torneio populacional, que será descrito posteriormente), recombinação

e mutação são utilizados para criar uma população descendente Q0 com tamanho N. O

procedimento do algoritmo NSGA-II é detalhado a seguir:

• Passo 1: Combine as populações de pais e filhos e crie Rt = Pt ∪ Qt. Faça um

ordenamento não dominado para Rt e identifique diferentes frentes Fi, i = 1, 2, . . ..

• Passo 2: Defina a nova população Pt+1 = ∅. Defina um contador i = 1. Até

|Pt+1|+ |Fi| < N , faça Pt+1 = Pt+1 ∪ Fi e i = i+ 1.

• Passo 3: Execute o procedimento crowding-sort (Fi <c , descrito na próxima subseção)

e inclua as soluções mais dispersadas N − |Pt+1| pelo uso dos valores de distância

de aglomeração no Fi ordenado para Pt+1.

• Passo 4: Crie a população descendente Qt+1 a partir de Pt+1 pelo uso dos operadores
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da seleção de torneio aglomerado, de cruzamento e de mutação.

No passo 3, procede-se com o ordenamento de aglomeração das soluções perten-

centes à frente i, que é a última frente que não pode ser totalmente acomodada. Esse

ordenamento é realizado por meio da aplicação de uma métrica de distância de aglo-

meração, a qual será elucidada em detalhes a seguir. A população é então organizada em

uma ordem decrescente com base na magnitude dos valores de distância de aglomeração

atribúıdos a cada solução. No passo 4, emprega-se um operador de seleção de torneio de

aglomeração, o qual também utiliza a distância de aglomeração como critério de seleção.

É relevante ressaltar que a ordenação não dominada no passo 1 e o preenchimento

da população Pt+1 podem ser realizados de forma simultânea. Dessa maneira, sempre que

uma frente não dominada for identificada, o tamanho dessa frente poderá ser utilizado para

determinar se ela pode ser totalmente incorporada à nova população. Caso a sua inclusão

não seja viável, não haverá necessidade de realizar qualquer outra ordenação adicional.

Essa abordagem contribui significativamente para a redução do tempo de execução.

3.3.2 Operador de torneio de seleção aglomerado

O operador de comparação lotado <c tem a finalidade de comparar duas soluções e

determinar o vencedor do torneio. Supõe-se que cada solução i possui dois atributos: (i)

uma classificação de não dominação ri na população; e (ii) uma distância de aglomeração

local (di) em relação à população (a qual será explicada na próxima subseção).

A distância de aglomeração di associada a uma solução i corresponde a uma medida

do espaço de busca em torno de i que não está ocupado por nenhuma outra solução

presente na população. A partir desses dois atributos, é posśıvel estabelecer a definição

do operador de torneio de seleção de aglomeração.

Uma solução i é declarada vencedora em um torneio com outra solução j caso al-

guma das seguintes condições seja verdadeira: (i) se a solução i possuir um rank superior,

ou seja, ri < rj; (ii) se ambas as soluções tiverem a mesma classificação, mas a solução i

apresentar uma distância de aglomeração superior à solução j, ou seja, ri = rj e di > dj.

A primeira condição mencionada assegura que a solução selecionada pertença a

uma frente não dominada superior. A segunda condição resolve empates no caso de

ambas as soluções estarem na mesma frente não dominada, ao considerar suas distâncias

de aglomeração. Portanto, a solução com menor aglomeração (apresentando uma distância

de aglomeração di maior) é escolhida como vencedora.
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3.3.3 Cálculo da distância de aglomeração

Para obter uma estimativa da densidade de soluções em torno de uma solução es-

pećıfica i na população, procedemos calculando a distância média entre duas soluções em

ambos os lados da solução i em relação a cada um dos objetivos. Essa quantidade, deno-

tada como di, representa uma estimativa do peŕımetro do cuboide formado pela inclusão

dos vizinhos mais próximos como vértices (esse conceito é referido como distância de aglo-

meração). O algoritmo a seguir é empregado para calcular a distância de aglomeração de

cada ponto presente no conjunto F .

• Passo 1: Chame o número de soluções em F como l = |F|. Para cada i no conjunto,

primeiro atribua di = O.

• Passo 2: Para cada função objetivo m = 1, 2, . . . ,M , ordene o conjunto na pior

ordem de fm ou encontre os ı́ndices ordenados do vetor de Im = sort(fm, >).

• Passo 3: Para m = 1, 2, . . . ,M , atribua uma grande distância às soluções de con-

torno, ou dIm
1

= dIm
l

= ∞, e para todas as outras soluções j = 2 até (l − 1),

atribua:

dImj = dImj +
f
(Imj+1)
m − f

(Imj−1)
m

fmax
m − fmin

m

O ı́ndice Ij refere-se ao ı́ndice da solução do j-ésimo membro da lista ordenada.

Desse modo, para qualquer objetivo, I1 e Il representam os valores mais baixos e mais altos

da função objetivo, respectivamente. O segundo termo do lado direito da equação anterior

é a diferença nos valores da função objetivo entre duas soluções vizinhas, posicionadas

em ambos os lados da solução Ij. Portanto, essa métrica denota a metade do peŕımetro

do cuboide que envolve as soluções vizinhas mais próximas, colocadas nos vértices desse

cuboide.

É relevante observar que, para qualquer solução i, as soluções adjacentes (i+ 1) e

(i − 1) não necessariamente precisam ser vizinhas em todos os objetivos, principalmente

quando o número de objetivos M é maior ou igual a três. Os parâmetros fmax
m e fmin

m

podem ser estabelecidos como os valores máximo e mı́nimo da população da m-ésima

função objetivo.
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4 CONTROLE ÓTIMO

O problema de projeto de um sistema pode ter ińıcio com a apresentação de uma

declaração, por vezes imprecisa, de uma tarefa a ser realizada por um processo f́ısico

existente ou a ser constrúıdo. Essa declaração de tarefa compreende dois elementos es-

senciais: (i) um conjunto de metas ou objetivos que descrevem de forma abrangente o

desempenho desejado do processo f́ısico; e (ii) um conjunto de restrições que representam

as limitações inerentes à f́ısica da situação ou que são impostas artificialmente. Esses

elementos são considerados componentes fundamentais da definição de um problema de

projeto de sistema. A concepção de um sistema que alcance os objetivos desejados e que

esteja em conformidade com as restrições impostas constitui, essencialmente, o cerne do

problema de projeto de sistemas.

Uma vez que o problema de projeto do sistema tenha sido formulado em termos de

um modelo matemático, é posśıvel empreender a busca por um projeto que represente a

solução para a versão matemática do problema em questão. Nesse contexto, a simulação

das relações matemáticas em um computador desempenha, frequentemente, um papel

fundamental na busca por uma solução adequada. O design resultante proporcionará

uma visão sobre o número de interconexões necessárias, os tipos de cálculos a serem

executados e a descrição matemática dos subsistemas requeridos.

Após a derivação das relações matemáticas que especificam o sistema global, é

comum que simulações dessas relações sejam realizadas, visando obter insights valiosos

sobre a operação do sistema e testar o comportamento do modelo em condições ideais.

Essas simulações permitem avaliar se a formulação matemática resultará em uma repre-

sentação adequada do sistema f́ısico, além de permitir a análise da sensibilidade do modelo

diante de variações nos parâmetros e perturbações impreviśıveis. Dessa forma, conclusões

fundamentadas podem ser obtidas, proporcionando uma avaliação prévia do desempenho

do sistema e de suas caracteŕısticas sob diferentes cenários (Athans; Falb, 2007).

4.1 O problema de controle

Um tipo espećıfico de problema de projeto de sistema é o controle. Os elementos

fundamentais do problema de controle são: (i) um modelo matemático que descreva o

sistema a ser controlado; (ii) uma sáıda desejada do sistema; (iii) um conjunto de entradas

admisśıveis ou controles; e (iv) uma função de desempenho ou custo que avalia a eficácia de

uma determinada ação de controle. Esses elementos constituem os principais componentes

do problema de controle e são essenciais para o desenvolvimento de estratégias e algoritmos

de controle eficientes.
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O modelo matemático que representa o sistema f́ısico é composto por um conjunto

de relações que descrevem a resposta do sistema diante de diferentes entradas. Essas

relações incorporam restrições fundamentadas na situação f́ısica em consideração. Ao

realizar a tradução do problema de projeto para um problema de controle, a tarefa de

descrever o comportamento f́ısico desejado utilizando termos matemáticos torna-se um

desafio. Frequentemente, o objetivo do sistema é convertido em um requisito espećıfico

na sáıda deste. Essa abordagem busca estabelecer uma relação clara entre os requisitos

de desempenho desejados e as caracteŕısticas matemáticas do sistema a ser controlado.

Os sinais de controle em sistemas f́ısicos são comumente adquiridos de dispositivos

que possuem uma capacidade limitada de fornecer força ou energia, o que impõe restrições

às entradas do sistema. Essas restrições resultam em um conjunto de entradas admisśıveis,

também conhecidas como sinais de controle. É importante ressaltar que, frequentemente,

há diversas entradas admisśıveis que possam levar à obtenção do objetivo desejado. Nesse

sentido, busca-se determinar uma medida de desempenho ou custo de controle, a fim de

selecionar a melhor entrada dentre as opções dispońıveis. Essa medida de desempenho ou

custo permite avaliar e comparar as diferentes entradas, auxiliando na escolha daquela

que melhor atenda aos critérios de otimização estabelecidos (Athans; Falb, 2007).

4.2 Formulação do problema de controle ótimo

O objetivo da teoria de controle ótimo é determinar os sinais de controle que farão

com que um processo satisfaça as restrições e, ao mesmo tempo, minimizar (ou maximizar)

algum critério de desempenho. Primeiramente, é considerada a questão da formulação

do problema, para então prosseguir com uma declaração matemática mais expĺıcita do

problema de controle ótimo.

4.2.1 O modelo matemático de controle

A modelagem de qualquer problema de controle não é uma tarefa trivial. O objetivo

reside na obtenção da descrição matemática mais simples posśıvel que seja capaz de prever

a resposta do sistema f́ısico frente a todas as entradas. A discussão aqui será restrita a

sistemas descritos por equações diferenciais ordinárias (na forma de variável de estado).

Desta forma, se x1(t), x2(t), . . . , xn(t) são as variáveis de estado (ou simplesmente estados)

do processo no tempo t, e u1(t), u2(t), . . . , un(t) são as entradas de controle no tempo t,

então o sistema pode ser descrito por n equações diferenciais de primeira ordem, como

segue
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ẋ1(t) = a1(x1(t), x2(t), . . . , xn(t), u1(t), u2(t), . . . , um(t), t)

ẋ2(t) = a2(x1(t), x2(t), . . . , xn(t), u1(t), u2(t), . . . , um(t), t)

...

ẋn(t) = an(x1(t), x2(t), . . . , xn(t), u1(t), u2(t), . . . , um(t), t).

Também é posśıvel definir x(t) ≜ (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
⊤ como o vetor de estado

do sistema, enquanto u(t) ≜ (u1(t), u2(t), . . . , un(t))
⊤ é o vetor de controle. Assim, as

equações de estado podem ser escritas na seguinte forma vetorizada

ẋ(t) = a(x(t),u(t), t). (12)

Antes de iniciar a discussão sobre as restrições f́ısicas, são consideradas duas de-

finições que serão úteis nesta análise. Considerando que o sistema possa ser descrito pela

Equação (12) para t ∈ [t0, tf ], temos que: (i) um histórico de valores de entrada de con-

trole durante o intervalo [t0, t1] é denotado por u e é chamado de histórico de controle,

ou simplesmente de controle; e (ii) um histórico de valores de estado no intervalo [t0, tf ]

é chamado de trajetória de estado e é denotado por x. Aqui, os termos história, curva,

função e trajetória são usados de forma intercambiável (Kirk, 2004).

4.2.2 Restrições f́ısicas

Após ter selecionado o modelo matemático, é preciso definir as restrições f́ısicas

por trás dos valores das variáveis de estado e de controle. Complementando as duas

definições da seção anterior, pode-se definir que um histórico de controle que satisfaça

as restrições de controle durante o intervalo de tempo inteiro [t0, tf ] seja chamado de

controle admisśıvel. Ao denotar o conjunto de controles admisśıveis por U, a notação

u ∈ U significa que o histórico de controle u é admisśıvel.

Uma trajetória de estado que satisfaça as restrições de variável de estado durante

todo o intervalo de tempo [t0, tf ] é chamado de trajetória admisśıvel. O conjunto de

trajetórias de estado admisśıveis será denotado por X, e x ∈ X significa que a trajetória

x é admisśıvel. Em geral, o estado final de um sistema deverá estar em uma região

especificada S da dimensão (n+ 1) do espaço de tempo-estado. Pode-se referir a S como

o conjunto alvo. Se o estado final e o tempo final são fixados, então S é um ponto. A

admissibilidade é um conceito importante, porque reduz a faixa de valores que podem

ser assumidos pelos estados e controles. Ao invés de considerar todas os históricos de
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controle e suas trajetórias para ver quais são as melhores (de acordo com algum critério),

investigamos apenas aquelas trajetórias e controles que são admisśıveis (Kirk, 2004).

4.2.3 Medida de desempenho

Para avaliar quantitativamente o desempenho de um sistema, é preciso selecionar

uma medida de desempenho, pois um controle ótimo é definido como uma metodologia

que minimize (ou maximize) esta medida. Em certos casos, a declaração do problema

pode indicar claramente o que deve ser selecionado para uma medida de desempenho,

enquanto que em outros problemas esta seleção é uma questão subjetiva. Por exemplo,

a instrução “transfira o sistema do ponto A para o ponto B o mais rápido posśıvel”,

indica claramente que o tempo decorrido é a medida de desempenho a ser minimizada.

Por outro lado, a declaração “Mantenha a posição e a velocidade do sistema próximas de

zero com o menor gasto de energia posśıvel”, não sugere instantaneamente uma medida

de desempenho única. Em tais problemas, deve-se tentar várias medidas de desempenho

antes de selecionar uma que produza o que seja considero ótimo.

Para as definições que se seguirão, é assumido que o desempenho de um sistema é

avaliado por uma medida da forma

J = h(X(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(X(t),u(t), t)dt, (13)

onde t0 e tf são os tempos inicial e final, e h e g são funções escalares. O tempo final tf

pode ser especificado ou ser livre, dependendo da declaração do problema.

Partindo do estado inicial x(t0) = x0, a aplicação de um sinal de controle u(t),

para t ∈ [t0, tf ], faz com que um sistema siga alguma trajetória de estado, e a medida de

desempenho atribui um único número real para cada trajetória do sistema (Kirk, 2004).

4.2.4 O problema de controle ótimo

A teoria desenvolvida nas seções subsequentes visa resolver o problema de encontrar

um controle admisśıvel u∗ que faça com que o sistema dado pela Equação (12) siga uma

trajetória admisśıvel x∗ que minimize a medida de desempenho dada pela Equação (13).

Aqui, u∗ é chamado de controle ótimo, enquanto x∗ é denominado trajetória ótima.

Infelizmente, não é posśıvel saber com antecedência se um controle ótimo existe.

Isto é, a tarefa de encontrar um controle que seja admisśıvel e que faça com que o sistema

siga uma trajetória é imposśıvel em certos problemas. Como os teoremas de existência
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são escassos, é preciso, na maioria dos casos, tentar encontrar um controle ideal em vez

de tentar provar sua existência. Mesmo que exista um controle ótimo, este pode não

ser único. Controles ótimos não únicos podem complicar procedimentos computacionais,

mas eles permitem a possibilidade de escolher entre várias configurações do controlador.

Isso certamente é útil, pois é posśıvel considerar outros fatores, como custo, tamanho,

confiabilidade, dentre outros, que podem não ter sido inclúıdos na medida de desempenho.

Quando é dito que u∗ faz com que a medida de desempenho seja minimizada, isso

significa que

J∗ ≜ h(X∗(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(X∗(t),u∗(t), t)dt

≥ h(X(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(X(t),u(t), t)dt

para todo u ∈ U, o que faz que x ∈ X. A desigualdade acima afirma que um controle

ótimo e sua trajetória fazem com que a medida de desempenho tenha um valor menor

que (ou talvez igual) a medida de desempenho para qualquer outro controle admisśıvel e

trajetória.

Portanto, é posśıvel afirmar que o objetivo é a obtenção do mı́nimo global ou

mı́nimo absoluto de J, e não apenas seus mı́nimos locais. Todavia, sabe-se que a ma-

neira de encontrar o mı́nimo global é pela determinação de todos os mı́nimos locais, para

então possibilitar a escolha (um ou mais) que produza o menor valor para a medida de

desempenho (Kirk, 2004).
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5 RESULTADOS E DISCUSSÃO

5.1 Definição dos valores numéricos dos parâmetros do modelo de

Stepanova para dois tipos de câncer

Para a realização das simulações neste trabalho, são considerados dois conjuntos de

dados, em que cada um representa uma dinâmica espećıfica para o modelo de Stepanova

(1979), descrito pela Equação 8. Desta forma, será posśıvel realizar as simulações consi-

derando dois tipos espećıficos de câncer, sendo esta variabilidade de grande importância

para podermos verificar in silico a capacidade da determinação da administração ótima

dos medicamentos de imunoterapia e quimioterapia em distintos casos cĺınicos. Nesta

seção, os resultados apresentados também podem ser gerados pelo modelo de D’Onofrio,

Ledzewicz e Schättler (2012), formulado pela Equação 10, considerando o sistema não

controlado (i.e., u = 0 e v = 0).

A Tabela 4 contém as definições dos parâmetros do modelo e seus respectivos

valores numéricos, que são amplamente utilizados na literatura, tanto para o conjunto 1

de dados (D’Onofrio; Ledzewicz; Schättler, 2012; Ledzewicz; Naghnaeian; Schättler, 2012;

Ledzewicz; Mosalman; Schättler, 2013; Pacheco, 2016; Sharifi; Ozgoli; Ramezani, 2017),

quanto para o conjunto 2 (Moussa; Fiacchini; Alamir, 2019; Moussa; Fiacchini; Alamir,

2020; Moussa; Fiacchini; Alamir, 2021; Moussa; Fiacchini; Alamir, 2022).

Os valores numéricos considerados para os parâmetros do primeiro conjunto de

dados (câncer tipo 1) são definidos por α = 0, 1181, β = 0, 00264, γ = 1, δ = 0, 37451,

µC = 0, 5618, µI = 0, 00484 e x∞ = 780. Os parâmetros α, β, γ e δ são obtidos dire-

tamente do artigo de Kuznetsov et al. (1994), onde os parâmetros foram estimados com

base em dados experimentais in vivo para B-linfoma BCL1 no baço de camundongos.

Neste mesmo artigo, um termo loǵıstico clássico é usado para o crescimento do câncer e,

portanto, foi preciso ajustar o restante dos parâmetros para contabilizar o crescimento

Gompertziano por meio do ajuste linear de dados (Ledzewicz; Naghnaeian; Schättler,

2012). Além disso, a forma funcional (x − βx2)y usada no modelo de Stepanova é uma

expansão quadrática do termo usado em Kuznetsov et al. (1994).

Os valores dos parâmetros para o segundo conjunto de dados (câncer tipo 2) são

expressos por α = 0, 0827, β = 0, 0040, γ = 1, δ = 0, 1873, µC = 1, 0078, µI = 0, 0029

e x∞ = 780. É posśıvel notar que, em comparação com conjunto 1, os valores de alguns

parâmetros foram ligeiramente alterados. De acordo com Moussa, Fiacchini e Alamir

(2021), o domı́nio de atração do sistema modelado pelo conjunto anterior de dados para o

sistema não controlado (para u = 0 e v = 0) pode se apresentar irrealisticamente grande.

Desta forma, o segundo conjunto de dados permite resolver um dado problema de forma

mais razoável e realista do ponto de vista prático. Além disso, neste trabalho, o foco é
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Tabela 4 - Valores numéricos das variáveis e dos parâmetros utilizados nas simulações.

Śımbolo Interpretação Conjunto 1 Conjunto 2 Dimensão

x Volume do tumor — — 106 células

x0 Valor inicial para x 600 600 106 células

y Densidade de células
imunocompetentes

— — —

y0 Valor inicial para y 0,10 0,10 —

α Taxa de influxo 0,1181 0,0827 1/dia

β Limite para supressão
do tumor

0,00264 0,0040 —

γ Taxa de interação 1 1 107 células/dia

δ Taxa de morte 0,37451 0,1873 1/dia

µC Parâmetro de cresci-
mento do tumor

0,5599 1,0078 107 células/dia

µI Taxa de proliferação de
est́ımulo tumoral

0,00484 0,0029 107 células/dia

x∞ Capacidade de carga
fixa

780 780 106 células

kx Parâmetro de morte da
quimioterapia

1 1 107 células/dia

ky Taxa de proliferação de
células imune

0,1 0,1 —

Fonte: O autor, 2023.

dado na avaliação de uma metodologia que pode ser aplicável para diferentes tipos de

câncer.

Conforme apresentado no ińıcio deste trabalho, o sistema imunológico é um sis-

tema biológico complexo e o comportamento do câncer in vivo nem sempre corresponde

ao observado em investigações experimentais in vitro. Isso dificulta a disponibilidade de

dados experimentais válidos na literatura e reforça a necessidade do uso de modelos ma-

temáticos e computacionais para modelar as interações imune-tumorais, auxiliando na

avaliação de caracteŕısticas importantes desses sistemas. Deste modo, a simulação de

diferentes abordagens de tratamento através de simulações in silico continua sendo um

grande desafio.
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5.2 Obtenção dos perfis dinâmicos e retratos de fase do modelo para aux́ılio

na determinação da administração ótima de medicamentos

No campo da ciência e da tecnologia, diversos fenômenos f́ısicos, qúımicos e biológi-

cos são tipicamente modelados por equações diferenciais não-lineares. Tais equações, em

muitos casos, são dif́ıceis ou impraticáveis de serem resolvidas analiticamente. Este é o

caso do modelo de D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012) discutido neste trabalho (vide

Equação 10). No entanto, métodos anaĺıticos aproximados para obter soluções precisas

ganharam muita importância nos últimos anos (Tian; Feng, 2022).

Um dos métodos mais populares com tamanho de passo constante é o método

Runge-Kutta de quarta ordem (RK4). De forma razoável, o método Runge-Kutta pode

obter a precisão de uma aproximação da Série de Taylor sem a necessidade de cálculos

de derivadas mais altas (Prince; Dormand, 1981; Albrecht, 1996). Este método pode

ser considerado a forma básica de outros métodos. No entanto, em termos de estimativa

de erro, o método de uma etapa com tamanho de passo adaptativo, como o método

Runge-Kutta-Fehlberg (RKF) (Fehlberg, 1969), fornece melhor estimativa de erro do que

o método de uma etapa com tamanho de passo constante.

O método Runge–Kutta-Fehlberg é um método derivado do cálculo de dois métodos

Runge–Kutta de ordem diferente. Ao subtrair os resultados um do outro, obtém-se uma

estimativa do erro. O método de algoritmo de uma etapa com tamanho de passo adap-

tativo organiza automaticamente o tamanho do passo como uma recomposição dos erros

de truncamento de cálculo. Este método tem mostrado resultados confiáveis no caso de

modelos não lineares e, portanto, sua aplicação é encontrada em uma ampla gama de pro-

blemas determińısticos e estocásticos, lineares e não lineares. Por estes motivos, o RKF é

o método numérico adotado para resolver o modelo de D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler

(2012) deste ponto em diante.

A Figura 6 apresenta os perfis dinâmicos da quantidade de células canceŕıgenas

e da densidade de células efetoras considerando o modelo de D’Onofrio, Ledzewicz e

Schättler (2012) não controlado, para os dois conjuntos de dados presentes na Tabela 4.

Nota-se, pela análise das Figuras 6a e 6b, que o tumor cresce o suficiente para atingir um

estado de equiĺıbrio maligno, caso a evolução ocorra na ausência de qualquer tratamento,

acompanhado de uma considerável redução da densidade de células imunocompetentes.

Isto ocorre nos dois tipos de câncer em estudo. Por meio da Figura 6c é posśıvel observar

que existe uma forte correlação entre a quantidade de células canceŕıgenas x e a densidade

de células efetoras y, para ambos os conjuntos de dados, no qual cada um representa um

tipo espećıfico de câncer.

Pela análise destas figuras chega-se à conclusão de que no modelo em questão há

a existência de objetivos conflitantes no problema de administração conjunta dos medi-

camentos dos tratamentos de imunoterapia e quimioterapia. Isso se deve ao interesse que
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tumorais. A presença de células efetoras, como os linfócitos T citotóxicos (CTLs), no

ambiente tumoral, é fundamental para combater o crescimento do câncer. A densidade

dessas células efetoras dentro do tumor pode influenciar diretamente a capacidade do

sistema imunológico de controlar a progressão do câncer.

Em termos gerais: (i) uma alta densidade de células efetoras, especialmente os

CTLs, no microambiente do tumor, é geralmente associada a uma melhor resposta imu-

nológica contra o câncer. Isso significa que há um maior número de células que são capazes

de reconhecer e destruir as células canceŕıgenas. A presença de células efetoras dentro do

tumor indica que o sistema imunológico está mais ativo no combate à doença; (ii) o vo-

lume do tumor pode afetar a interação entre as células efetoras e as células canceŕıgenas.

Tumores maiores tendem a criar um ambiente mais imunossupressor, onde as células can-

ceŕıgenas podem secretar substâncias que suprimem a resposta imunológica ou criar uma

barreira f́ısica que dificulta o acesso das células efetoras ao centro do tumor. Isso pode

reduzir a eficácia das células efetoras em atacar e destruir as células canceŕıgenas.

Portanto, a relação entre a densidade de células efetoras e o volume do tumor é

um aspecto cŕıtico a ser considerado no tratamento do câncer. Estratégias que visam

aumentar a densidade de células efetoras no tumor, bem como abordagens que buscam

diminuir o tamanho do tumor, podem melhorar a eficácia da resposta imunológica e

aumentar as chances de controle ou regressão do câncer. É importante notar que essa

relação pode variar dependendo do tipo de câncer, do estágio da doença, das caracteŕısticas

genéticas do paciente e de outros fatores. Portanto, o tratamento do câncer é complexo e

requer uma abordagem personalizada e multidisciplinar para otimizar os resultados.

5.3 Análise de sensibilidade dos modelos de Stepanova e de d’Onofrio

A análise de sensibilidade é usada principalmente para quantificar e/ou explorar a

força das relações entre as entradas e sáıdas do modelo (Saltelli et al., 2004). Embora a

incerteza e a análise de sensibilidade sejam frequentemente realizadas em conjunto, elas

servem a propósitos diferentes; a primeira foca na propagação de incerteza das entradas

para as sáıdas (Saltelli; Chan; Scott, 2000), enquanto a última se concentra na influência

das entradas nas sáıdas do modelo, que neste caso são os modelos de Stepanova (1979) e

de D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012).

5.3.1 Classificações dos métodos de análise de sensibilidade

A classificação mais conhecida para métodos de análise de sensibilidade é base-

ada na exploração do espaço dos parâmetros. Quando a análise é realizada variando pa-
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râmetros individualmente em uma pequena vizinhança em torno de um ponto base, o

método é classificado como local. O procedimento é semelhante ao cálculo numérico de

derivadas parciais. Por outro lado, se a análise de sensibilidade é realizada variando simul-

taneamente todos os parâmetros dentro de suas respectivas faixas de incerteza, o método

é classificado como global (Yuan et al., 2015).

Os métodos locais são, em geral, mais eficientes do ponto de vista computacional.

No entanto, seus resultados muitas vezes não são confiáveis porque eles são aplicáveis

apenas em torno do ponto base e não podem explicar a não linearidade do modelo, a

não monotonicidade e as interações entre os parâmetros. Métodos globais de análise de

sensibilidade são capazes de superar algumas ou todas as desvantagens de métodos locais

(Saltelli; Tarantola; Campolongo, 2000; Saltelli et al., 2008).

Outra forma de classificar os métodos de análise de sensibilidade é baseada na fina-

lidade da aplicação. Alguns métodos de baixo custo computacional, capazes de identificar

qualitativamente parâmetros influentes, são categorizados como métodos de triagem ou

qualitativos, que são frequentemente usados para reduzir a carga em análises subsequen-

tes do modelo (Campolongo; Cariboni; Saltelli, 2007; Munoz-Carpena; Zajac; Kuo, 2007).

Por outro lado, os métodos que quantificam as contribuições de parâmetros individuais

com a sáıda de variância, muitas vezes com elevado custo computacional, são conhecidos

como métodos quantitativos.

A terceira forma de classificação dos métodos de análise de sensibilidade é base-

ada na avaliação de sensibilidade (medida de sensibilidade), que vai desde uma simples

inspeção visual de gráficos de entrada versus sáıda até ı́ndices de sensibilidade robustos e

sofisticados baseados em variância.

5.3.2 Análise de sensibilidade por diferenças finitas: método um por vez

Um dos métodos de análise de sensibilidade mais simples e mais comumente usado

se baseia na alteração de um parâmetro por vez (do inglês, One at a Time - OAT),

enquanto todos os outros parâmetros são mantidos fixos em seus valores base (Nearing;

Deer-Ascough; Laflen, 1990; White; Chaubey, 2005). Deste modo, a sensibilidade é me-

dida pela razão da mudança na sáıda do modelo (resposta) com respeito a um parâmetro

individual. A análise de sensibilidade local, com o método OAT, se mostra uma abor-

dagem razoável, considerando que qualquer alteração na sáıda irá inequivocamente ser

devido ao único parâmetro alterado. No entanto, esta abordagem precisa ser usada com

cautela, porque, para modelos não lineares, esta medida de sensibilidade depende forte-

mente no ponto do espaço de parâmetros em que está sendo avaliada, por ser de natureza

local (Yuan et al., 2015).
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5.3.2.1 Análise de sensibilidade dos parâmetros do modelo de Stepanova

Considere o modelo de Stepanova (1979) descrito pela Equação 8, para o qual o

vetor sáıda v = (x,y) é uma função determińıstica de k = 6 entradas denotadas pelo

vetor p = (α, β, γ, δ, µC , µI). Para um dado p, o modelo pode ser usado para avaliar v

sem erro; ou seja, duas avaliações de v no mesmo p são idênticos. Se v é pelo menos

uma vez diferenciável em relação a cada entrada, ∂(v) = ∂v/∂pi é um ı́ndice funcional

da influência de pi em v. Por exemplo, ∂(v) pode ser exatamente ou aproximadamente

(i) zero sobre todos os valores de p; (ii) uma constante não nula sobre todos os valores

de p; (iii) uma função não constante de pi; ou (iv) uma função não constante de um ou

mais pj(j ̸= i). Estes correspondem, respectivamente, em situações em que o efeito de pi

em v é dito ser (i) insignificante; (ii) linear e aditivo, (iii) não linear; ou (iv) envolvidos

em interações com outras entradas (Morris, 1991).

O papel de um experimento preliminar é determinar, dentro de uma incerteza

razoável, quais entradas podem ser consideradas como tendo efeitos que sejam (i) negli-

genciáveis; (ii) lineares e aditivos; e (iii ou iv) outros. A motivação para combinar (iii)

e (iv) é que, se existirem importantes caracteŕısticas de não linearidade ou de interação

entre parâmetros, um projeto de experimento que seja pequeno em relação ao número de

entradas não produzirá informações suficientes para resolver a natureza desses efeitos.

A Figura 8 apresenta de forma gráfica as curvas de sensibilidade do vetor de

respostas v com relação ao vetor de entradas p, tendo como valores base os valores

numéricos apresentados na Tabela 4 (conjuntos 1 e 2 de dados) e condições iniciais

(x0; y0) = (600; 0, 1). Os coeficientes de sensibilidade foram calculados por um método de

diferenças finitas centradas em torno de cada valor base, com um incremento ε = 0, 001.

É posśıvel observar que os coeficientes de sensibilidade dos parâmetros calculados

para o volume de células canceŕıgenas x apresentaram um comportamento não linear nos

primeiros dias da simulação, o que demonstra que no ińıcio há uma importante relação

de não linearidade ou de interação entre os parâmetros. Contudo, a partir de um dado

instante de tempo, seus comportamentos se estabilizam num padrão linear, destacando a

aditividade dos parâmetros na resposta do modelo. É importante destacar que o modelo

com o primeiro conjunto de dados apresentou maiores coeficientes de sensibilidade, quando

comparado com o segundo conjunto. Além disso, o intervalo inicial de não linearidade

para o primeiro conjunto de dados é significativamente maior, sendo aproximadamente

dez dias, contra apenas cinco dias para o segundo conjunto.

Em relação à densidade de células imunocompetentes y, o comportamento das cur-

vas dos coeficientes de sensibilidade para os dois conjuntos de dados é praticamente linear

desde o ińıcio da simulação. Isso indica que não há uma relação forte de não lineari-

dade entre os parâmetros para o cálculo de y, mas, como vimos, isto ocorre no cálculo

de x. O que pode ser destacado destes resultados é que há uma forte aditividade entre
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Grandes tumores suprimem a atividade do sistema imunológico devido à esti-

mulação inadequada das forças imunes e supressão geral de linfócitos imunes pelo tumor.

Os coeficientes β e µI são usados para calibrar essas interações e, no produto com y,

descrevem coletivamente uma influência dependente do estado das células canceŕıgenas

na estimulação do sistema imunológico. Estes parâmetros possuem coeficientes de sensi-

bilidade com magnitudes significativas, principalmente para o sistema modelado com o

primeiro conjunto de dados. Nota-se também que, próximo ao quinto dia da dinâmica,

suas curvas de sensibilidade possuem um ponto de inflexão em relação ao volume tumo-

ral. Desta forma, próximo ao quinto dia do tratamento, este equiĺıbrio praticamente é

negligenciável no cálculo da quantidade de células canceŕıgenas x. Isto é válido para os

dois tipos de câncer, definidos pelos conjuntos 1 e 2 de dados.

O parâmetro γ denota a taxa de eliminação de células canceŕıgenas através da ação

de células T, e então o termo γxy modela o efeito benéfico da reação imune no volume

do câncer. Como γ apresenta um efeito positivo na redução de células canceŕıgenas, é

interessante que tenha uma sensibilidade razoável no modelo, principalmente com relação

à sáıda x. Felizmente, é isso o que ocorre, principalmente para o primeiro conjunto de

dados. Os valores de seus coeficientes de sensibilidade são praticamente constantes ao

longo da duração da dinâmica.

No modelo, a taxa de morte natural de células T é representada pelo parâmetro δ

e, portanto, este atribui um efeito negativo na proliferação de células imunocompetentes

e, por consequência, na diminuição de células canceŕıgenas. De modo apropriado, em

ambos os conjuntos de dados, este parâmetro apresenta valor praticamente nulo durante

todo o tempo de simulação.

O parâmetro µC é um coeficiente de crescimento do tumor, fatorado da função

F (x), e está diretamente associado ao crescimento das células tumorais. Conforme obser-

vado nas Figuras 8a e 8c, seus coeficientes de sensibilidade para a sáıda x é extremamente

significante no modelo, principalmente para o primeiro conjunto de dados. Para ambos os

casos, o pico de sensibilidade é atingido entre os dias 2 e 3. Observa-se também que, pos-

teriormente ao dia 10, seus perfis ficam praticamente constantes, assim como os demais

parâmetros. Por outro lado, suas curvas de sensibilidade mostram que este parâmetro

pode ser negligenciável no cálculo da densidade de células imunocompetentes y.

5.3.2.2 Análise de sensibilidade dos parâmetros de controle do modelo de d’Onofrio

Até o momento, foi realizada a análise dos coeficientes de sensibilidade pelo método

OAT em relação aos parâmetros de entrada do modelo de Stepanova (1979). Da mesma

forma, é posśıvel realizar um estudo da influência dos parâmetros de controle dados pelo

vetor de entradas p∗ = (kx, u, ky, v) no vetor sáıdas v = (x,y), gerado pelo modelo de
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Conforme vimos na Figura 8, os parâmetros do modelo de Stepanova (1979) pos-

suem menores coeficientes de sensibilidade para o segundo conjunto de dados e, no geral,

os maiores valores de sensibilidade ficaram concentrados nos primeiros dias de tratamento.

Contudo, em relação à sensibilidade dos parâmetros de controle do modelo de D’Onofrio,

Ledzewicz e Schättler (2012), ocorre o oposto. Os menores coeficientes de sensibilidade

são obtidos para o primeiro conjunto de dados. Em adição, para ambos os tipos de câncer,

o controle u têm coeficientes de sensibilidade significativamente maiores que os de v.

Em relação ao sistema modelado com o primeiro conjunto de dados, nota-se que

a sensibilidade do controle u para a quantidade de células canceŕıgenas x é considera-

velmente pequena, e está concentrada nos cinco primeiros dias de tratamento. Já a

sensibilidade com respeito a v é praticamente nula. Em relação à sensibilidade dos con-

troles u e v na densidade de células imunocompetentes y, observa-se uma similaridade

entre as magnitudes dos coeficientes de sensibilidade com relação a u e v. Desta análise, é

posśıvel justificar a administração de agentes citotóxicos da quimioterapia logo no ińıcio

do tratamento, pois é o peŕıodo em que este agente, simulado pela entrada u, terá maior

sensibilidade e, portanto, surtirá melhor efeito. Acompanhado da administração conjunta

de um agente imunoestimulante, é provável que menores doses deste medicamento poderá

causar um efeito significativo na redução das células canceŕıgenas, enquanto mantém a

densidade de células efetoras em um ńıvel mı́nimo aceitável, possibilitando, desta forma,

um tratamento com efeitos colaterais reduzidos.

O modelo que considera o segundo conjunto de dados permite a obtenção de va-

lores significativamente maiores para os coeficientes de sensibilidade do controle u em

praticamente os 20 primeiros dias do tratamento, tanto para o volume de células tumo-

rais, quanto para a densidade de células imunocompetentes. Há também um aumento

nos valores dos coeficientes de sensibilidade para o controle v, mas de forma mais sutil.

Assim, é posśıvel que a combinação da administração de medicamentos de quimioterapia

e de imunoterapia seja mais efetiva se forem aplicadas em doses menores e em intervalos

de tempo frequentes ao longo do peŕıodo do tratamento, diferente da análise anterior, em

que apenas uma dosagem concentrada no ińıcio do tratamento poderia ser suficiente.

Estes resultados podem se mostrar de grande interesse quando se tem em mãos

um caso real de combinação de tratamentos de quimioterapia e de imunoterapia, para

aplicação de agentes citotóxicos e imunoestimulantes, respectivamente, em que a parti-

cularidade do paciente e do seu tipo de câncer poderá fazer toda a diferença no sucesso

do tratamento. Será posśıvel observar todos estes cenários pela análise dos problemas de

otimização multi-objetivo que estão por vir.
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5.4 Determinação da administração ótima de medicamentos de

imunoterapia e quimioterapia via otimização multi-objetivo

O conflito entre objetivos pode auxiliar no equiĺıbrio efetivo das interações entre

células tumorais, o sistema imunológico e os agentes quimioterápicos e imunoestimulantes.

Essa abordagem envolve a introdução de um trade-off ajustável entre os objetivos, pela

qual a administração de medicamentos terapêuticos no tratamento do câncer pode ser

adaptada de acordo com a condição individual de cada paciente, visando alcançar um

equiĺıbrio ideal entre os objetivos estabelecidos, com base em seu tipo de câncer.

O equiĺıbrio entre estes objetivos pode não ser alcançado por meio de abordagens de

objetivo único, tendo em vista que o sistema que modela a dinâmica de interesse é repre-

sentado por um sistema de equações diferenciais acopladas. Como em uma única execução

do algoritmo multi-objetivo é posśıvel obter um conjunto diversificado de soluções não do-

minadas, estas podem ser um importante aux́ılio para se determinar por meio de testes

in silico quais seriam as melhores opções de tratamento para um dado paciente e seu tipo

espećıfico de câncer.

Nesta seção de resultados estamos interessados na resolução do problema de oti-

mização multi-objetivo via otimização simultânea da quantidade de células tumorais x(t)

e da densidade de células efetoras y(t), respeitando a solução da Equação 10 para um dos

conjuntos de parâmetros da Tabela 4. Para resolver todos os problemas de otimização

multi-objetivo analisados aqui, adota-se o método NSGA-II rodando para 100 gerações

e com 50 indiv́ıduos na população, simulação de cruzamento binário com probabilidade

igual a 0,9, mutação polinomial com ı́ndice de distribuição igual a 20 e seleção por torneio.

A seguir são analisados diversos cenários referentes a critérios de tratamento es-

pećıficos. O propósito é analisar a capacidade da abordagem proposta em determinar di-

retrizes de tratamento particulares à condição de cada paciente, apresentando estratégias

em que elementos vão sendo incorporados ao problema de otimização, visando simular

condições de administração de medicamentos diversificadas. Os problemas são apresen-

tados de acordo com o que entende-se ser uma ordem crescente de complexidade do

problema, visando construir uma compreensão gradativa da capacidade das estratégias,

enquanto os resultados vão sendo comparados entre si.

5.4.1 Explorando a minimização da quantidade de células canceŕıgenas e da densida-

de de células efetoras no instante final tf com fatores limitantes de tratamento

O interesse dos primeiros problemas de otimização multi-objetivo tratados neste

trabalho residem na análise da aplicação de distintos fatores limitantes de tratamento ℓ

na determinação da administração ótima dos medicamentos de imunoterapia e de quimi-

oterapia no tratamento de dois tipos distintos de câncer, dados pelos conjuntos de dados
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1 e 2. Desta forma, é considerado o seguinte problema de otimização multi-objetivo

min {x (tf) , y (tf)}

Sujeito a 0 ≤ u, v ≤ ℓ ,

onde os objetivos referem-se à solução do sistema de equações 10 no intervalo [0, tf ]. Neste

caso, adota-se tf = 60 dias, seguindo Sharifi, Ozgoli e Ramezani (2017).

É relevante destacar que a minimização dos objetivos preserva a condição de con-

flito entre ambos, sendo esta condição fundamental na otimização multi-objetivo, mesmo

que do ponto de vista prático, o propósito seja minimizar a quantidade de células tumorais

enquanto maximiza-se a densidade de células efetoras. Contudo, resolver o problema de

minimização simplifica as análises e gera perfis que vão ao encontro do comportamento

observado na Figura 6c.

Considerando que os perfis sangúıneos possuem valores não-negativos, então o

fator limitante é considerado como um limite superior para os agentes quimioterápico

e imunoestimulante, o qual é denotado como ℓ. Nos casos analisados, são considerados

arbitrariamente quatro fatores, ℓ ∈ {0,1, 0,4, 0,7, 1,0}.

5.4.1.1 Caso 1: Administração combinada de imunoterapia e quimioterapia com perfis

sangúıneos citotóxico e imunoestimulante modelados como constantes

Como simplificação inicial, é assumido que os perfis sangúıneos citotóxico u e

imunoestimulante v sejam constantes ao longo de toda a dinâmica de simulação. Apesar de

não representar uma abordagem ideal para a administração combinada de medicamentos

(vide a Figura 4), a definição dos perfis sangúıneos como constantes permite avaliar a

significância da otimização multi-objetivo em um modelo mais simples, visando obter uma

compreensão preliminar e simplificada do comportamento do sistema em um contexto de

otimização multi-objetivo. Em adição, os dois tipos de câncer (conjuntos de dados 1 e 2)

apresentados na Tabela 4 são levados em consideração na avaliação dos resultados obtidos

das frentes ótimas de Pareto.

A Figura 10 apresenta as frentes de Pareto considerando distintos fatores limitantes

de tratamento para os dois tipos de câncer. O primeiro ponto a ser destacado é que, mesmo

com a diminuição de ℓ, as curvas de Pareto se mantém sobrepostas. Contudo, ocorre um

encurtamento destas curvas. No Caṕıtulo 2 foi discutido que progredir em direção à

frente ótima de Pareto é uma meta importante da otimização multi-objetivo, e isto foi

obtido para os diferentes fatores limitantes de tratamento, para os dois tipos de câncer.

No entanto, o encurtamento observado prejudicou a obtenção de conjuntos diversificados

de soluções na frente não dominada, que também é uma meta essencial da otimização

multi-objetivo.
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tumorais x e a densidade de células efetoras y, onde y seria uma constante.

Para o segundo conjunto de dados, isto também ocorre para ℓ = 0,4. Então, pode-

se concluir que, para este último tipo de câncer, um tratamento eficiente para reduzir a

quantidade de células canceŕıgenas para próximo do equiĺıbrio benigno exigiria o uso de

um fator limitante acima de ℓ = 0,4. Isto implica diretamente na administração de doses

maiores de medicamentos de quimioterapia e de imunoterapia.

Quanto aos demais fatores limitantes de tratamento, cujas imagens das soluções

têm maior alcance, estes permitem obter frentes ótimas de Pareto mais diversificadas.

Para o caso da Figura 10a, ℓ ≥ 0,4 provou ser uma condição suficiente para isso. Já para

o caso apresentado na Figura 10b, é preciso considerar ℓ ≥ 0,7 para obter esta diversi-

ficação nas curvas de Pareto. Uma caracteŕıstica importante das curvas obtidas com estes

últimos fatores limitantes é que suas frentes são desconexas na região esquerda do gráfico,

ocorrendo descontinuidades com espaçamentos longos para os valores das quantidades

de células tumorais, enquanto os valores das densidades de células efetoras se mantém

aproximadamente constantes.

Para fins de exemplificação, na região de descontinuidade da Figura 10a, para

ℓ = 0,4, o ponto imediatamente à esquerda foi gerado pela administração dos perfis

citotóxico u = 0, 3999 e imunoterápico v = 9, 3747E−05, que levaram ao resultados

x = 63, 7819 e y = 1, 0021. Enquanto isso, no ponto imediatamente à direita, obtido pelos

perfis u = 0, 1620 e v = 0, 0287, os resultados obtidos foram x = 160, 1617 e y = 0, 9993.

Ou seja, se optarmos pela administração da combinação de medicamentos representada

pelo ponto à esquerda, seria posśıvel trazer a quantidade das células tumorais para a

região próxima do equiĺıbrio benigno em tf = 60 dias, mantendo a densidade de células

efetoras praticamente no mesmo ńıvel.

De acordo com Moussa, Fiacchini e Alamir (2021), o domı́nio de atração benigno

para o tumor modelado pelo primeiro conjunto de dados pode se apresentar irrealistica-

mente grande. Portanto, o segundo conjunto de dados permite modelar um tumor de

forma mais razoável e realista do ponto de vista prático e, portanto, seu tratamento exi-

giria doses maiores de medicamentos. Isto foi observado no uso de fatores limitantes de

tratamento, onde na Figura 10b foi necessário ℓ ≥ 0,7 para obter conjuntos diversificados

para as frentes ótimas de Pareto. Então, conclui-se que, para este modelo de câncer, é

necessário uma dosagem maior da administração conjunta dos medicamentos citotóxico

e imunoterápico para trazer o sistema para próximo ao equiĺıbrio benigno. Também é

posśıvel observar que, para este caso, não há desconexão significativa nas frentes Ótimas

de Pareto na extremidade esquerda do gráfico. Ocorre apenas uma leve desconexão para

o fator limitante em ℓ = 1,0.
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5.4.1.2 Caso 2: Administração isolada de imunoterapia e quimioterapia com perfis

sangúıneos citotóxico e imunoestimulante modelados como constantes

As frentes ótimas de Pareto apresentadas para ambos os tipo de tumor, consi-

derando fatores limitantes de tratamento e perfis sangúıneos citotóxico e imunoterápico

constantes na determinação da administração ótima de medicamentos de imunoterapia

e de quimioterapia via otimização multi-objetivo, têm como objetivo obter conjuntos de

soluções diversificadas que possam vir a auxiliar tratamentos cĺınicos pela aplicação de

dosagens otimizadas da combinação destes medicamentos.

De acordo com Lake e Robinson (2005), a combinação de imunoterapia e qui-

mioterapia no tratamento do câncer pode apresentar desafios decorrentes das interações

complexas entre essas duas modalidades terapêuticas. Ao serem utilizadas de forma conco-

mitante, as propriedades imunoestimulantes da imunoterapia podem interferir na eficácia

da quimioterapia, ao passo que os efeitos imunossupressores induzidos pela quimioterapia

podem comprometer a eficácia da imunoterapia. Agora, de forma a complementar esta

análise, é apresentado um caso em que há apenas a administração de um medicamento

por tratamento, para possibilitar a comparação entre os casos e observar as posśıveis

vantagens e desvantagens de cada um.

Na Figura 11 estão as curvas de Pareto traçadas para os dois tipos de câncer,

considerando os quatro casos arbitrários para o fator limitante ℓ ∈ {0,1, 0,4, 0,7, 1,0} e

perfis sangúıneos citotóxicos e imunoestimulantes constantes. Contudo, apenas o trata-

mento de quimioterapia é levado em consideração. Nas curvas da Figura 11a, referente

ao primeiro conjunto de dados, ocorre a sobreposição, o encurtamento e a desconexão

de modo equivalente ao caso em que há os tratamentos concomitantes de imunoterapia

e quimioterapia. Isto prova que existem condições particulares para as quais a quimio-

terapia sozinha consegue controlar um tumor em crescimento. Um resultado similar foi

observado no trabalho de Sharifi, Ozgoli e Ramezani (2017), só que utilizando um método

de controle ótimo, pelo qual uma única solução foi obtida.

Em relação ao segundo conjunto de dados, cujas curvas de Pareto estão presentes

na Figura 11b, é posśıvel notar um encurtamento das curvas para valores maiores do fator

limitante de tratamento, que neste caso espećıfico ocorre até ℓ = 0,7. Dos fatores limi-

tantes considerados, apenas ℓ = 1,0 possibilitou reduzir a quantidade de células tumorais

para próximo da região de equiĺıbrio benigno (região esquerda do gráfico). Todavia, para

atingir este resultado, a densidade de células efetoras atinge valores em torno de duas ve-

zes dos que foram obtidos para o primeiro conjunto de dados. Isto indica que houve uma

proliferação significativa de células efetoras mesmo sem a administração de medicamentos

de imunoterapia.

Assim como foram gerados os resultados para a administração sozinha da quimi-

oterapia, as curvas de Pareto para a o tratamento de imunoterapia estão presentes na
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suspensa, o tratamento da imunoterapia se tornou mais eficiente e eficaz.

5.4.1.3 Caso 3: Administração combinada de imunoterapia e quimioterapia com perfis

sangúıneos citotóxico e imunoestimulante modelados como variáveis discretas

Nos casos anteriores foram discutidos os resultados das curvas de Pareto obtidas

para a determinação da administração ótima de medicamentos de imunoterapia e de qui-

mioterapia considerando a perfis sangúıneos citotóxicos e imunoestimulantes constantes

ao longo do tratamento. Apesar desta simplificação não corresponder a um tratamento

ideal do ponto de vista cĺınico, foi posśıvel avaliar o desempenho do problema de oti-

mização multi-objetivo aplicado ao modelo de D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012)

para descrever a dinâmica tumoral de dois tipos de câncer, com base nas diversas possibi-

lidades de administração de medicamentos encontradas. As análises também levaram em

consideração as administrações combinada e isolada dos medicamentos de imunoterapia

e de quimioterapia.

De modo a permitir a simulação de um problema mais reaĺıstico do ponto de vista

cĺınico e que ainda leve em consideração as particularidades de cada paciente e seu tipo

espećıfico de câncer, neste caso, os perfis sangúıneos citotóxicos e imunoestimulantes são

tratados como variáveis discretas ao longo da dinâmica tumoral.

Para tanto, as variáveis de controle u(t) e v(t) serão discretizadas, submetendo

o intervalo de tempo [0, tf ] à discretização, empregando Nelem nós de tempo, com cada

nó designado como ti, onde i = 0, . . . , Nelem − 1, e segue que t0 ≤ ti ≤ tf . Dentro de

cada um dos subintervalos de tempo Nelem − 1, denotados como [ti, ti+1], as variáveis de

controle são tratadas como constantes por partes, especificamente, u(t) = ui e v(t) = vi

para ti ≤ t < ti+1, sujeito às restrições umin ≤ ui ≤ umax e vmin ≤ vi ≤ vmax. Quanto às

restrições, seguiremos com o que foi definido nos casos anteriores, onde os perfis sangúıneos

são não-negativos e limitados pelos fatores limitantes ℓ ∈ {0,1, 0,4, 0,7, 1,0}.

Levando em consideração que o tempo total da simulação é tf = 60 dias, neste

caso, cada variável de controle u(t) e v(t) é então discretizada em Nelem = 10 subintervalos

fixos de seis dias. Desta forma, esta tarefa de otimização é caracterizada por um total

de vinte variáveis de decisão: ui, para i = 0, . . . , 9 e vi, para i = 0, . . . , 9. Com isso,

para cada ponto das curvas de Pareto, os perfis sangúıneos citotóxico e imunoestimulante

apresentarão perfis discretizados com dez elementos cada, em que cada variável de decisão

terá um valor espećıfico.

A Figura 13 apresenta as curvas de Pareto obtidas para os distintos fatores limitan-

tes ℓ, considerando o atual caso em que os perfis sangúıneos citotóxico e imunoestimulante

são modelados como variáveis ao longo do tratamento, de acordo com a discretização das

variáveis de controle u(t) e v(t). Estes resultados se referem ao primeiro conjunto de dados,





107

dados, conforme apresentado na Figura 12a.

É importante ressaltar que o fator limitante de tratamento ℓ = 0, 1 levou à con-

centração da curva de Pareto para a extremidade direita do gráfico, assim como ocorreu

nas Figuras 10a e 11a. Isso continua descartando a empregabilidade do fator ℓ = 0, 1 no

tratamento deste tipo espećıfico de câncer devido à baixa diversificação da frente ótima

de Pareto e por sua curva se encontrar próxima à região de equiĺıbrio maligno.

Outra caracteŕıstica importante a ser notada no gráfico superior da Figura 13 é

o deslocamento vertical das curvas de Pareto na região próxima ao equiĺıbrio benigno

da dinâmica tumoral. Traçando uma reta vertical em x = 42, 0 × 106, para este mesmo

valor de quantidade de células tumorais, há três ńıveis distintos de densidade de células

efetoras. Como os pontos das curvas de Pareto interceptados pela reta são equivalentes

para o problema de otimização multiobjetivo em questão, então pode-se optar pelo que

tenha o menor fator limitante de tratamento.

Por meio desta escolha, é posśıvel fazer com que o tumor regrida para o estado

microscópico aplicando dosagens significativamente menores de medicamentos de quimio-

terapia e de imunoterapia, conforme pode ser visto na Figura 14. Pela análise desta figura,

também fica claro como foi realizada a discretização das variáveis de controle u(t) e v(t).

Uma grande vantagem desta metodologia, sobre a que considera os perfis citotóxico

e imunoestimulante constantes ao longo do tempo, é que a carga de medicamentos admi-

nistrada é adaptativa e pode apresentar valores significativamente menores com o avanço

do tratamento. Apesar de estarmos considerando a restrição dos fatores limitantes de

tratamento, as integrais dos perfis citotóxico e imunoestimulante no intervalo [0, tf ] as-

sumidos pelas variáveis de decisão podem ser significativamente menores que os valores

correspondentes para estes perfis nos casos anteriores, onde possuem valores constantes.

A Figura 15 mostra os perfis dinâmicos da quantidade de células canceŕıgenas x(t)

e da densidade de células efetoras y(t), gerados pelos controles apresentados na Figura

14. Como o objetivo referente à quantidade de células tumorais é sua minimização no

instante final em t = tf , observa-se que isto é obtido com êxito.

Para o fator limitante de tratamento ℓ = 0, 4, o valor de x(t) oscila, até mesmo

em picos acima ao de x em t = 0, por este ser considerado um fator limitante baixo, mas

suficiente para cumprir o objetivo imposto. Em relação aos fatores ℓ = 0, 7 e ℓ = 1, 0,

nota-se uma queda brusca das quantidades de células tumorais à partir dos primeiros dias

de tratamento.

Também é posśıvel notar que há uma relação inversa entre x(t) e y(t), tanto nas

taxas de decaimento/crescimento, quanto no cálculo das áreas sob as curvas. Isso reforça

a importância da imunoterapia no tratamento do câncer e a relevância de se determinar

uma combinação otimizada dos medicamentos.

Na Figura 16 estão os diagramas de caixa (ou boxplots) dos perfis sangúıneos

citotóxicos e imunoestimulantes obtidos para os diferentes fatores limitantes de tratamento
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ℓ. O esquema de cores para identificação do fator limitante de tratamento ℓ é o mesmo

usado na Figura 13. Os diagramas da esquerda tratam das variáveis de decisão para u(t),

enquanto os da direita representam as variáveis de decisão para v(t). Como cada variável

de controle é discretizada em dez intervalos de tempo, cada gráfico possui dez caixas.

Assim, os diagramas de caixa representam a distribuição dos valores de u e de v em um

dado intervalo de tempo. Em essência, cada caixa corresponde a um dado intervalo de

tempo, para todos os indiv́ıduos da população de u e de v.

Nestes diagramas, a variação dos dados observados ocorre por meio de quartis. Os

dados são ordenados em ordem crescente, e o primeiro quartil contém 25% das menores

amostras, enquanto o terceiro quartil contém 75% das menores amostras. Cada caixa é

limitada pelo primeiro e pelo terceiro quartis, e altura da caixa (diferença entre o terceiro

e primeiro quartis), representa o intervalo interquartil. A barra horizontal interna à caixa

representa a mediana dos dados e o whisker (barra vertical) indica os limites inferior e

superior dos dados. Como em cada curva de Pareto gerada neste trabalho há um total de

cinquenta indiv́ıduos (nos problemas com dois objetivos), cada caixa do diagrama contém

um total de vinte e cinco pontos. Desta forma, o primeiro quartil considera os dados a

partir da média entre o décimo segundo e o décimo terceiro ponto, e vai até a média do

trigésimo sétimo e o trigésimo oitavo ponto. Como a mediana é o valor que separa as

metades superior e inferior de uma dada amostra, aqui é considerado a média entre o

vigésimo quinto e o vigésimo sexto ponto.

Nos diagramas de caixa, a dispersão dos dados está diretamente ligada à altura e

a posição da caixa, em comparação com a amplitude do whisker. Por meio dos diagramas

de caixa, também podemos determinar se os dados obtidos são simétricos ou não. Se os

dados forem simétricos, a linha da mediana ficará próxima ao centro da caixa. Caso a linha

da mediana fique mais próxima da base (primeiro quartil), os dados ditos assimétricos

positivos. Por outro lado, se a mediana ficar mais próxima do topo (terceiro quartil),

os dados são ditos assimétricos negativos. Um ponto importante a ser considerado é

que, neste caso em particular, não há outliers, pois não há amostras descaracterizadas do

conjunto, uma vez que todos os resultados são compostos por indiv́ıduos dominantes e

que formam a curva de Pareto.

A grande vantagem do uso dos gráficos de caixa é a possibilidade de tornar posśıvel

a análise da distribuição das variáveis de controle u(t) e v(t) para cada intervalo do

tratamento in silico, considerando todas as soluções da curva ótima de Pareto. Para o

fator limitante ℓ = 1, 0, observa-se que, com exceção do penúltimo intervalo de tempo,

todas as caixas da distribuição de u(t) estão acima de 0,5 e, além disso, as medianas

encontram-se nas extremidades das caixas, indicando assimetria. No último intervalo

de tempo, a caixa é achatada e esta se encontra próxima do limite superior ℓ = 1, 0.

Isso indica que o sistema precisou de um reforço na dosagem do agente citotóxico perto

do instante final do tratamento, em tf = 60 dias, para poder garantir a minimização
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5.4.1.4 Caso 4: Administração combinada de imunoterapia e quimioterapia com perfis

sangúıneos citotóxico e imunoestimulante modelados como pulsos discretos

No caso anterior foi tratado um problema mais reaĺıstico do ponto de vista cĺınico.

Para tanto, foram considerados os resultados das curvas de Pareto obtidas para a deter-

minação da administração ótima de medicamentos de imunoterapia e de quimioterapia

considerando perfis sangúıneos citotóxicos e imunoestimulantes modelados como variáveis

discretas ao longo do tratamento, para o primeiro conjunto de dados. As variáveis de con-

trole u(t) e v(t) foram discretizadas no intervalo de tempo [0, tf ] com Nelem = 10 elementos

e tf = 60 dias, enquanto seus valores máximos Umax e Vmax continuaram sendo restringidos

pelos fatores limitantes ℓ ∈ {0,1, 0,4, 0,7, 1,0}.

Neste próximo caso, é dada continuidade na resolução de um problema de oti-

mização multiobjetivo cujo objetivo é a minimização simultânea da quantidade de células

tumorais x(t) e da densidade de células efetoras y(t) em t = tf , com tf = 60 dias. Con-

tudo, as variáveis de controle u(t) e v(t), que representam os perfis sangúıneos citotóxico

e imunoestimulante, respectivamente, são modelados como pulsos discretos.

Esta tarefa de otimização é caracterizada por quatro variáveis de decisão: 0 ≤ u ≤

Umax, 0 ≤ v ≤ Vmax, 1 ≤ tu ≤ 10 e 1 ≤ tv ≤ 10. Aqui, tu e tv correspondem aos subin-

tervalos discretos considerados mais apropriados para a administração de medicamentos

em cada respectivo regime de tratamento. Consequentemente, tu e tv estão confinados a

números naturais que abrangem o intervalo de um até o limite superior dos subintervalos

considerados que, neste caso espećıfico, é dez.

O caso de estudo em questão é de extrema relevância. Como a administração dos

medicamentos de imunoterapia e de quimioterapia terá a duração de apenas um intervalo

de tempo discreto (i.e., seis dias), as dosagens totais dos medicamentos serão considera-

velmente menores que as do caso anterior, em que as dosagens foram administradas ao

longo de todo o tratamento. Isso é assegurado pela aplicação dos fatores limitantes ℓ

para os valores máximos de u(t) e v(t). Agora, é preciso avaliar as curvas de Pareto para

verificar a viabilidade desta nova sugestão de tratamento.

A Figura 17 apresenta as curvas de Pareto obtidas para os distintos fatores limitan-

tes ℓ, considerando o atual caso em que os perfis sangúıneos citotóxico e imunoestimulante

são modelados como pulsos discretos. Estes resultados se referem ao primeiro conjunto

de dados, i.e., para o câncer tipo 1.

No gráfico superior da figura estão as quatro frentes ótimas de Pareto, em que cada

uma é obtida por um distinto fator limitante de tratamento. As demais curvas de Pareto

são apresentadas, individualmente, nos gráficos inferiores. Observa-se um encurtamento

da curva de Pareto para o menor fator limitante, ℓ = 0, 1, e sua baixa diversificação

a desqualifica para ser usada em um tratamento. Por outro lado, as demais curvas de

Pareto demonstram boa diversificação, indicando posśıveis combinações de imunoterapia
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Tabela 5 - Pontos selecionados das curvas de Pareto para diferentes fatores limitantes de

tratamento e modelamento dos perfis citotóxico e imunoestimulante como pulso

discreto.

ℓ tu tv u(tu) v(tv) x (×106) y

0,4 7,5275 6,8296 0,3606 0,3258 226,1841 0,8835

0,7 8,7063 8,7919 0,6979 0,6991 83,4754 0,8515

1,0 8,7956 8,9844 0,9999 0,9947 49,1819 0,7831

Fonte: O autor, 2023.

diciais diretamente ligados às doses da administração dos medicamentos de quimioterapia

e de imunoterapia, pode ser prefeŕıvel optar pelo fator limitante ℓ = 0, 7, uma vez que

garante a conservação dos ńıveis da densidade de células efetoras e reduz a quantidade de

células imunocompetentes para próximo do ponto de equiĺıbrio benigno.

De maneira a permitir uma visão geral das variáveis de controle deste caso, na

Figura 18 estão plotadas os diagramas de caixa com as distribuições dos parâmetros de

busca deste problema. As cores fazem correspondência com as adotadas para os fatores

limitantes nas curvas de Pareto. No primeiro conjunto de eixos, por exemplo, para dia-

gramas de caixa de mesma cor, o da esquerda se refere a u(tu), enquanto que o da direita

é v(tv), seguindo o nome do eixo. Analogamente, isto vale para o segundo conjunto de

eixos com tu e tv. Cada caixa representa as estat́ısticas de uma dada variável para os

cinquenta pontos presentes na curva de Pareto, considerando o respectivo fator limitante

de tratamento.

As medianas das distribuições das variáveis de controle associadas às dosagens dos

medicamentos de quimioterapia u(tu) e de imunoterapia v(tv) para os fatores limitantes

ℓ ≥ 0, 1 possuem valores próximos, estando entre 0,25 e 0,50. Um comportamento similar

ocorre para a altura de suas caixas, onde os cinquenta pontos em torno das medianas das

distribuições estão entre 0,20 e 0,60. Isto indica que, neste caso em que é considerado um

pulso discreto para modelar os perfis sangúıneos citotóxicos e imunoestimulantes, o fator

limitante ℓ = 0, 4 seria suficiente para reduzir a quantidade de células canceŕıgenas para

próximo da região de equiĺıbrio benigno.

Isso é excelente do ponto de vista cĺınico, pois o sucesso do tratamento seria ob-

tido pela administração ótima dos medicamentos, considerando um fator limitante baixo

e tempo de aplicação dos medicamentos limitado a um intervalo de seis dias. Quanto às

variáveis de controle que representam os intervalos de tempo do tratamento, nota-se que

as medianas das distribuições de tu e tv e as caixas estão concentradas entre o sexto e o

nono intervalos de tratamento.
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de equiĺıbrio benigno.

No tratamento representado pelo ponto A da curva de Pareto, a administração do

medicamento de quimioterapia se inicia no quarto intervalo de tempo, (18 > t ≤ 24 dias),

enquanto a administração do medicamento de imunoterapia tem ińıcio apenas no nono

intervalo de tempo do tratamento (48 > t ≤ 54 dias). Conforme pode ser visto na tabela,

as dosagens da quimioterapia e da imunoterapia ficaram próximas das dosagens máximas

permitidas, sendo u(tu) = 0, 9766 e v(tv) = 0, 9766. A quantidade de células canceŕıgenas

em t = tf foi reduzida para x(tf ) = 44, 5655 × 106, enquanto da densidade de células

efetoras aumentou para y(tf ) = 1, 6000.

O ponto B é outro ponto de interesse da curva de Pareto, por meio do qual também

foi posśıvel obter sucesso nos testes in silico. Neste, o tratamento de quimioterapia se inicia

no nono intervalo de tempo do tratamento (48 > t ≤ 54 dias), enquanto de imunoterapia

tem ińıcio no intervalo imediatamente antes (42 > t ≤ 48 dias).

Os perfis dinâmicos para x(t) e para y(t) nestas condições são praticamente idênticos

ao obtidos pelo tratamento indicado pelo ponto A. Contudo, uma grande vantagem do

ponto B sobre o A é a significativa redução da dosagem do medicamento da imunote-

rapia. Na administração de medicamentos indicada pelo ponto B, temos que a dose de

quimioterapia é dada por u(tu) = 0, 9999, enquanto a de imunoterapia é v(tv) = 0, 4420.

Estes resultados são de grande interesse do ponto de vista cĺınico, pois a otimização

multi-objetivo permitiu obter um conjunto de soluções viáveis para serem analisadas. Le-

vando em consideração que os perfis sangúıneos citotóxico e imunoestimulante são tra-

tados como pulsos discretos, aplicados em intervalos discretos e independentes de seis

dias, o ponto B indicou que a administração da imunoterapia, seguida da quimioterapia,

pode auxiliar o organismo do paciente a se fortalecer e responder melhor ao tratamento,

permitindo resistir a maiores dosagens de quimioterapia.

A Figura 20 apresenta as curvas de Pareto das simulações realizadas para o segundo

conjunto de dados (câncer tipo 2). Os perfis sangúıneos citotóxicos e imunoestimulantes

continuam sendo modelados como pulsos discretos, e os resultados são apresentados para

os fatores limitantes de tratamento ℓ ∈ {0,1, 0,4, 0,7, 1,0}. Nesta figura, é dado des-

taque para quatro pontos da curva de Pareto, rotulados de A-D, e os respectivos perfis

dinâmicos da quantidade de células tumorais x(t) e da densidade de células efetoras y(t)

são apresentados à direita desta figura.

Para este conjunto de dados, as quatro curvas de Pareto estão sobrepostas, e a

diversificação destas aumenta proporcionalmente com o aumento de ℓ. Contudo, para este

tipo de câncer, ficou ńıtido que a administração pontual das dosagens dos medicamentos

de imunoterapia e de quimioterapia não foi suficiente para suprimir a quantidade de células

canceŕıgenas até um tamanho microscópico (região de equiĺıbrio benigno).

Os valores numéricos das variáveis de busca tu, tv, u(tu) e v(tv), e os valores

finais (em t = tf ) da quantidade de células canceŕıgenas x(tf ) e da densidade de células
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e imunoestimulante foram modelados como variáveis discretas.

5.4.2 Explorando a minimização dos acumulados da quantidade de células canceŕıge-

nas e da densidade de células efetoras com fatores limitantes de tratamento

O primeiro problema de otimização multi-objetivo tratado neste trabalho teve

como foco a minimização da quantidade de células canceŕıgenas x(t) e da densidade de

células efetoras y(t) no tempo final tf = 60 dias. Para tanto, foi considerada a análise da

aplicação de distintos fatores limitantes de tratamento ℓ na determinação da administração

ótima dos medicamentos de imunoterapia e de quimioterapia no tratamento de dois tipos

distintos câncer. Nestes problemas, os perfis sangúıneos citotóxico e imunoestimulante

foram modelados como constantes, como variáveis discretas e como pulsos discretos.

Agora, é considerado o seguinte problema de otimização multi-objetivo

min

{
∫ tf

0

x(t)dt,

∫ tf

0

y(t)dt

}

Sujeito a 0 ≤ u, v ≤ ℓ,

onde os objetivos referem-se aos acumulados da quantidade de células canceŕıgenas e da

densidade de células efetoras, calculados pelas integrais da solução do sistema de equações

10 no intervalo [0, tf ]. Neste caso, continuaremos adotando tf = 60 dias, seguindo Sharifi,

Ozgoli e Ramezani (2017).

5.4.2.1 Caso 1: Administração combinada de imunoterapia e quimioterapia

considerando intervalos de tratamento constantes

A intenção do modelamento dos casos anteriores era minimizar, simultaneamente,

a quantidade de células tumorais e a densidade de células efetoras, ambos no tempo

final tf = 60 dias. No caso atual, iremos minimizar de modo concomitante as integrais

da quantidade de células tumorais e da densidade de células efetoras, ou seja, a área

abaixo da curva nos perfis x(t) e y(t) para cada configuração de tratamento. A grande

relevância na adotação destes objetivos é que a otimização das integrais permite levar em

consideração toda a dinâmica tumoral, ao invés de apenas os valores dos perfis x(t) e y(t)

no instante final tf = 60 dias.

Do ponto de vista cĺınico, isto pode auxiliar na manutenção da quantidade de

células canceŕıgenas abaixo de um valor cŕıtico (ou pelo menos a sua média) ao longo de

todo o tratamento, ao invés de ser considerada sua minimização apenas no instante final.

Além disso, como o resultado da dinâmica tumoral no instante de tempo atual depende
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de seu estado anterior, obter valores menores para a quantidade de células canceŕıgenas

já nos primeiros dias do tratamento pode ser benéfico para poder suprimir de modo mais

eficiente a progressão do câncer ao longo do tratamento, inclusive no instante final. Por

outro lado, a minimização das integrais dos perfis x(t) e y(t) não garante que seja obtido

um valor desejável para x(t) e y(t) no instante final tf .

Por trás de cada ponto da curva de Pareto há quatro variáveis de decisão (u, v, tu

e tv), assim como no caso anterior e, portanto, cada ponto representa uma solução não

dominada que precisa ser analisada para verificar sua aplicabilidade num dado tratamento

cĺınico. Na Figura 21 estão plotadas as curvas de Pareto do problema de otimização cuja

meta é minimizar os acumulados (ou integrais) da quantidade de células canceŕıgenas x(t)

e da densidade de células efetoras y(t). Neste caso, os distintos fatores limitantes ℓ são

levados em consideração, e os perfis sangúıneos citotóxico e imunoestimulante continuam

sendo modelados como pulsos discretos. Estes resultados se referem ao primeiro conjunto

de dados, i.e., para o câncer tipo 1.

Pode-se observar que, com exceção do fator limitante de tratamento ℓ = 0, 1, cuja

frente ótima de Pareto ficou concentrada na extremidade direita do gráfico, as curvas

obtidas para os fatores ℓ ∈ {0,4, 0,7, 1,0} apresentam boas diversificações e suas curvas

estão sobrepostas. Como estas últimas curvas representam tratamentos cĺınicos equiva-

lentes, podemos assumir que para este caso o fator limitante de tratamento ℓ = 0, 4 gera

os melhores indiv́ıduos deste experimento in silico. Desta forma, menores dosagens de

medicamentos são administradas, levando a resultados similares aos fatores ℓ ∈ {0,7, 1,0}.

Contudo, conforme mencionado anteriormente, a minimização das integrais dos perfis x(t)

e y(t) não garante que seja obtido um valor desejável para x(t) e y(t) no instante final

tf . Para tanto, as frentes ótimas de Pareto precisam ser analisadas em conjunto com os

gráficos dos perfis dinâmicos de x(t) e de y(t).

A Figura 22 contém estes perfis, que foram gerados para cada um dos cinquenta

indiv́ıduos que formam a frente ótima de Pareto. Nesta figura, para os fatores limitantes

ℓ ∈ {0,4, 0,7, 1,0}, podemos observar que os gráficos dos perfis da quantidade de células

canceŕıgenas e da densidade de células efetoras apresentam variações significativas para

os diversos pontos de uma dada curva de Pareto. Devido às distintas variáveis de decisão

associadas a cada ponto das frentes ótimas de Pareto, há diferenças entre os intervalos

de tempo do tratamento em que ocorre a variação dos perfis x(t) e y(t), assim como suas

intensidades no instante final do tratamento. Nota-se que há uma tendência dos perfis

caminharem para as regiões de equiĺıbrio benigno e maligno, que contém o foco estável e

o nó estável, respectivamente, do diagrama de fase deste sistema (vide Figura 7a). Por

outro lado, para ℓ = 0,1, o único equiĺıbrio obtido foi na região maligna, demonstrando

que este fator limitante é insuficiente para suprimir o crescimento do câncer.

Ao lado de cada gráfico dos perfis da quantidade de células canceŕıgenas x(t) e da

densidade de células efetoras y(t), é plotado o gráfico violino que contém a distribuição
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concentração acentuada do acumulado
∫ tf
0

x(t)dt em torno de u = 0, 35. Além disso, nesta

região existem bolhas de diversos diâmetros, inclusive de pequenas dimensões (em com-

paração com as demais). Isso significa que, apesar do fator limitante do tratamento ser

alto, uma dosagem de apenas u ≈ 0, 35 foi suficiente para reduzir de forma considerável a

quantidade inicial de células canceŕıgenas. O mesmo cenário é observado para os fatores

limitantes ℓ ∈ {0,4, 0,7}. Este resultado indica que u ≈ 0, 35 pode ser considerado um

ńıvel adequado para a administração do perfil citotóxico, independente do ńıvel do fator

limitante de tratamento, para o câncer modelado com o primeiro conjunto de dados.

Outra observação que pode ser feita sobre os gráficos de bolha do acumulado
∫ tf
0

x(t)dt, é que as bolhas com os menores diâmetros estão concentradas nos primeiros

instantes de tratamento tu. Isto reforça o ponto levantado na análise das Figuras 22 e

23, pois os menores valores das integrais estavam relacionados de forma direta à valo-

res baixos da quantidade de células canceŕıgenas x(t) no final do tratamento em t = tf .

Com respeito ao acumulado
∫ tf
0

y(t)dt, nota-se que há pontos de concentração ao longo

da variável de controle v, mas não de forma acentuada como no caso do perfil citotóxico.

Observa-se também que as bolhas com os maiores diâmetros estão distribúıdas em ambas

as extremidades da variável de controle tv. Isso indica que o intervalo no qual o medica-

mento de imunoterapia é administrado não influencia, pelo menos não de maneira forte,

no aumento da densidade das células efetoras y(t).

Na Figura 21 foram apresentadas as curvas de Pareto do problema de otimização em

questão, considerando o primeiro conjunto de dados, i.e., para o câncer tipo 1. Todavia,

é preciso levar em consideração os efeitos da minimização simultânea dos acumulados (ou

integrais) da quantidade de células canceŕıgenas x(t) e da densidade de células efetoras

y(t) no segundo conjunto de dados, i.e., para o câncer tipo 2. Para tanto, manteremos

a configuração com os distintos fatores limitantes ℓ, e modelagem dos perfis sangúıneos

citotóxico e imunoestimulante como pulsos discretos. As curvas de Pareto para o câncer

tipo 2 estão na Figura 25.

Diferente das curvas de Pareto obtidas para o primeiro conjunto de dados, onde

houve o encurtamento da curva somente para o fator limitante ℓ = 0, 1, observa-se a

ocorrência do encurtamento para todos os fatores, inclusive para ℓ = 1, 0. Isto é eviden-

ciado pelos gráficos dos perfis de x(t) e de y(t) para ℓ = 1, 0, onde é posśıvel observar

um comportamento oscilante em ambos os perfis, mas em nenhum instante o sistema é

capaz de ultrapassar a barreira imposta pela região do ponto de sela intermediário (vide

a Figura 7b) e adentrar na região do equiĺıbrio benigno. Desta forma, em t = tf , x(t) e

y(t) tendem ao nó estável do equiĺıbrio maligno.

Com base nesta análise, pode-se concluir que o uso dos acumulados da quanti-

dade de células canceŕıgenas e da densidade de células efetoras, calculados pelas inte-

grais
∫ tf
0

x(t)dt e
∫ tf
0

y(t)dt, respectivamente, não se configurou como um problema de

otimização capaz de obter um bom compromisso com a minimização de x(t) no instante
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pia e de quimioterapia auxilia, de fato, no equiĺıbrio efetivo das interações entre células

tumorais, o sistema imunológico e os agentes quimioterápicos e imunoestimulantes. As

abordagens envolveram a introdução de um trade-off ajustável, por meio da minimização

da quantidade de células tumorais e da densidade de células efetoras, pela qual a admi-

nistração de medicamentos terapêuticos no tratamento do câncer pôde ser adaptada de

acordo com o tipo espećıfico de câncer. Nos problemas iniciais, os objetivos envolveram a

minimização da quantidade de células tumorais e da densidade de células efetoras no ins-

tante final tf = 60 dias, enquanto que no problema de otimização anterior foi considerado

a minimização de seus acumulados por meio das integrais
∫ tf
0

x(t)dt e
∫ tf
0

y(t)dt.

No entanto, a métrica usada para avaliar a influência dos ńıveis da administração

dos medicamentos de quimioterapia e de imunoterapia nos tratamentos in silico foi base-

ada apenas no uso de fatores limitantes de tratamento ℓ. Como o objetivo deste trabalho

é analisar diversos cenários referentes a critérios de tratamento espećıficos, é preciso de-

terminar diretrizes de tratamento particulares à condição de cada paciente, além de apre-

sentar estratégias em que elementos vão sendo incorporados ao problema de otimização,

visando simular condições de administração de medicamentos diversificadas.

Prosseguindo com a apresentação de problemas que seguem uma ordem crescente

de complexidade, o problema de otimização atual considera casos com a inclusão de um

terceiro objetivo conflitante. Os dois primeiros objetivos se resumem na minimização

simultânea da quantidade de células canceŕıgenas x(t) e da densidade de células efetoras

y(t) no instante de tempo t = tf . Deste modo, no primeiro problema, a minimização do

perfil sangúıneo citotóxico u(tu) é considerada como terceiro objetivo,

min {x (tf) , y (tf) , u (tu)}

Sujeito a 0 ≤ u, v ≤ 1, 0 ,

enquanto que no problema seguinte é considerada a minimização do perfil sangúıneo

imunoestimulante v(tv)

min {x (tf) , y (tf) , v (tv)}

Sujeito a 0 ≤ u, v ≤ 1, 0 .

Desta forma, as variáveis tu, tv, u(tu) e v(tv), que antes eram tratadas como variáveis

de decisão, agora são vistas como objetivos de minimização nos problemas de otimização

multi-objetivo.

Para resolver os problemas de otimização multi-objetivo desta seção, é considerado

o método NSGA-II rodando para 3.000 gerações e com 200 indiv́ıduos na população,

simulação de cruzamento binário com probabilidade igual a 0,9, mutação polinomial com
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obtida aproxima a frente ótima de Pareto e que esta apresenta uma boa diversidade de

soluções não dominadas. Podemos afirmar que nossa área de interesse está delimitada por

uma reta vertical em x(tf ) = 200 × 106, que limita uma região próxima ao foco estável

do equiĺıbrio benigno (vide figura 7a). Se traçarmos uma outra reta vertical conside-

rando como ponto o foco estável do retrato de fase em xb = 73, 07 × 106, esta reta irá

interceptar diversos pontos em que foram utilizados diferentes ńıveis de dosagem dos me-

dicamentos de quimioterapia e de imunoterapia, representados no modelo pelas variáveis

de decisão u(tu) e v(tu), respectivamente. Estes pontos interceptados representam trata-

mentos cĺınicos equivalentes, se considerarmos o compromisso de minimizar a quantidade

de células canceŕıgenas x(tf ).

Isso indica que, neste problema de otimização, para o câncer modelado pelo pri-

meiro conjunto de dados, é posśıvel obter um bom compromisso na minimização de x(t)

em t = tf considerando uma grande variedade de combinações de doses dos medicamen-

tos de imunoterapia e de quimioterapia. Desta forma, é prefeŕıvel optar pelos pontos

com as menores dosagens destes medicamentos, de modo a reduzir os efeitos colaterais

no tratamento a ser selecionado. Todavia, nestes pontos há uma variação significativa da

densidade de células efetoras, o que é justificado pela administração de dosagens altas do

agente imunoterápico v(tv), uma vez que este não é um dos objetivos do problema de oti-

mização. A única restrição imposta a este perfil é que ele resida no intervalo 0 ≤ v ≤ 1, 0.

A projeção x(tf ) × u(tu) também demonstrou que há uma boa aproximação para

a frente ótima de Pareto para estes dois objetivos, além de apresentar uma boa diversi-

ficação. Assim como no caso da projeção x(tf )× y(tf ), o perfil da curva indica que estes

objetivos são conflitantes. Neste gráfico fica clara a relação entre os compromissos com

a minimização da quantidade de células canceŕıgenas e com a minimização da dosagem

do agente citotóxico da quimioterapia. Voltando na análise acima, nota-se que a mini-

mização de x(tf ) até o foco estável do equiĺıbrio benigno é obtida com u(tu) ≤ 0, 4. Com

respeito à projeção x(tf )×v(tv), nota-se que não há uma correlação forte de conflito entre

os perfis y(tf ) e u(tu). Porém, é posśıvel afirmar que pequenos valores para a dosagem

do agente quimioterápico u(tu) estão diretamente associados à pequenas densidades de

células efetoras y(tf ), e isto é justificado pela relação conflitante entre x(tf ) e y(tf ).

A Figura 28 contém os resultados do primeiro problema de otimização tratado

nesta seção, para o câncer tipo 2, modelado com o segundo conjunto de dados. O ob-

jetivo, desta vez, é poder avaliar a eficácia da otimização conjunta destes objetivos na

redução da quantidade de células canceŕıgenas no instante t = tf e na redução do agente

quimioterápico u(tu), para este tipo espećıfico de câncer. A projeção da superf́ıcie de

Pareto no plano x(tf )× y(tf ) mostra que a curva obtida está encurtada, em comparação

com a do câncer tipo 1. A curva de Pareto não atinge a região do equiĺıbrio benigno,

próxima ao foco estável dada pelo ponto xb = 73, 07 × 106. Como este tipo de câncer é

mais severo e possui uma região de equiĺıbrio benigno limitada (Moussa; Fiacchini; Ala-
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dados. O objetivo, para este problema, continua sendo realizar a avaliação da eficácia da

otimização conjunta destes objetivos na redução da quantidade de células canceŕıgenas no

instante t = tf , para este tipo espećıfico de câncer. Como pode ser observado, a projeção

da superf́ıcie de Pareto no plano x(tf ) × y(tf ) mostra que a curva obtida também está

encurtada, em comparação com a do câncer tipo 1. A curva de Pareto não é capaz de

atingir a região do equiĺıbrio benigno, próxima ao foco estável dada pelo ponto xb =

73, 07 × 106. Para este conjunto de dados também ocorre uma elevada dispersão das

projeções da superf́ıcie de Pareto nos planos x(tf )× v(tv) e y(tf )× v(tv).

5.4.4 Explorando a minimização do termo de penalidade e dos efeitos cumulati-

vos dos agentes quimioterápico e imunoestimulante

Conforme discutido na subseção 1.4.2 deste trabalho, é posśıvel transferir uma

condição inicial (x0, y0) que se encontra na região de crescimento do câncer maligno do

sistema sem controle, para a região de atração do ponto de equiĺıbrio estável e benigno, por

meio de uma formulação de controle ótimo. A fronteira entre as regiões benigna e maligna

consiste em variedades estáveis de equiĺıbrios instáveis. Para a maioria dos modelos, como

a versão clássica do modelo de Stepanova (1979) ou sua extensão elaborada por Vladar

e González (2004), existe um ponto de sela cuja variedade estável define esse limite,

a chamada separatriz. Em geral, não é uma tarefa fácil dar descrições anaĺıticas dessas

variedades, mas seus espaços tangentes são facilmente calculados e fornecem uma primeira

aproximação para a separatriz. Isso motiva a adaptar um termo no objetivo matemático

a ser minimizado que induz o sistema a mover-se através desta fronteira.

Como o sistema subjacente é bidimensional, a sela tem um único autovetor estável

vs = (B,A)⊤. Assim, ao incluir um termo de penalidade Ax(T )−By(T ) no tempo final,

isso não apenas está de acordo com a noção heuŕıstica de minimização da quantidade

de células canceŕıgenas, mas de uma forma matemática muito precisa justifica os pesos

escolhidos fornecendo um incentivo para o sistema mover-se através da separatriz para

a região benigna. Além disso, é assumido que a quimioterapia e a imunoterapia exer-

cem um efeito proporcional no tecido saudável e, assim, no desenvolvimento do modelo

são adicionados os termos integrais ponderados C
∫ T

0
u(t)dt e D

∫ T

0
v(t)dt, que medem as

quantidades totais fornecidas de um agente citotóxico u e de um agente imunoestimulante

v, respectivamente. Por fim, é considerado um pequeno termo de penalidade no tempo

terminal ST , que torna o problema matemático bem posto, fornecendo propriedades de

robustez e estabilidade desejadas para o sistema, e assim forçando-o a entrar na região

benigna mais rapidamente. Então, a expressão geral para o objetivo matemático assume

a forma da Equação 9.
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Nesta subseção, ao invés de resolvermos o problema de controle ótimo acima, uti-

lizando o termo de penalidade e os efeitos cumulativos dos agentes citotóxico u e imuno-

estimulante v, iremos transformá-lo no seguinte problema de otimização multi-objetivo

min

{

Ax(T )− By(T ), C

∫ T

0

u(t)dt+D

∫ T

0

v(t)dt+ ST

}

Sujeito a (u, v) : [0, T ] → [0, 1]× [0, 1], t 7→ (u(t), v(t)).

Este problema de otimização é claramente mais complexo que os desenvolvidos an-

teriormente. Cada objetivo consiste de relações ponderadas e o conflito entre os objetivos

pode ser observado somente de forma macro. O primeiro objetivo se baseia no termo

de penalidade Ax(T ) − By(T ) no tempo final, que força o sistema se mover através da

separatriz para a região benigna e, portanto, sua minimização garante a minimização da

quantidade de células canceŕıgenas. O segundo objetivo, por outro lado, leva em con-

sideração a minimização dos efeitos colaterais pela minimização das integrais das taxas

de dose dos agentes citotóxico C
∫ T

0
u(t)dt e imunoestimulante D

∫ T

0
v(t)dt, além de um

termo de penalidade ST . Nas simulações, u(t) e v(t) são tratados como constantes no in-

tervalo [0, T ], enquanto que o tempo final T é limitado pelo tempo máximo de tratamento

estipulado neste trabalho, tf = 60 dias. Assim, 0 < T ≤ tf .

5.4.4.1 Caso 1: Conjunto de pesos em que apenas a quimioterapia é levada em

consideração no problema de otimização

Assim como no trabalho de D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012), aqui consi-

deramos dois conjuntos de pesos para este problema de otimização. No primeiro caso,

cujos valores são dados por A = 0, 00192, B = 1, C = 0, 08, D = 0 e S = 0, 05, o agente

imunoestimulante não é levado em consideração (i.e., D = 0).

Na Figura 31 está a curva que aproxima a frente ótima de Pareto para este problema

de otimização, considerando os pesos do caso 1. É posśıvel observar que a curva de Pareto

possui uma boa diversificação e que nesta há uma desconexão na extremidade esquerda.

Nesta mesma figura também se encontra o gráfico do espaço de variáveis deste problema,

que é representado por u(T ), v(T ) e T . Em ambos os gráficos, as cores dos marcadores

estão relacionadas à magnitude do tempo final T .

Ao testar os candidatos à solução da curva de Pareto no modelo de D’Onofrio,

Ledzewicz e Schättler (2012), para o tempo tf = 60 dias, foi observado que todas as

soluções convergem para um dos dois pontos de equiĺıbrio estáveis do sistema. No re-

trato de fase dispońıvel na Figura 7a, foi visto que o equiĺıbrio maligno macroscópico

ocorre no ponto (xm; ym) = (737, 4; 0, 031), enquanto que o equiĺıbrio benigno se situa
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CONCLUSÕES E DESDOBRAMENTOS

Este trabalho teve como objetivo determinar a administração ótima de medica-

mentos de imunoterapia e de quimioterapia no tratamento de câncer. Para tanto, foi

considerado o modelo de controle ótimo publicado por D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler

(2012), que rege as interações presentes na dinâmica tumoral, considerando as células

canceŕıgenas, o sistema imunológico e a administração dos agentes quimioterápico e imu-

noestimulante. O modelo de controle ótimo foi convertido num problema de otimização

multi-objetivo com restrições de tratamento, por meio do qual a introdução de um trade-off

ajustável permitiu adaptar a administração de medicamentos de acordo com a condição

de cada paciente, visando alcançar um equiĺıbrio ideal entre os objetivos estabelecidos.

Há poucos trabalhos publicados na literatura que utilizam um método de oti-

mização multi-objetivo para determinar a administração ótima de medicamentos no tra-

tamento de câncer. Um número ainda menor se baseia na combinação dos tratamentos de

imunoterapia e de quimioterapia. Na grande maioria das aplicações, métodos de controle

ótimo são considerados. Apesar destes de serem capazes de obter uma solução otimi-

zada, a grande desvantagem dos métodos de controle é que, assim como os métodos de

otimização mono-objetivo, apenas uma solução é obtida no final da simulação. Neste

trabalho, os problemas de otimização considerados, tendo dois ou três objetivos, além

de distintos fatores limitantes de tratamento, permitiram obter vários conjuntos ótimos

e diversificados de soluções não dominadas em apenas uma simulação do algoritmo. As

frentes ótimas de Pareto permitiram a análise de um cenário completo de testes in si-

lico, permitindo que o tomador de decisão possa determinar de forma mais confiável a

administração ótima dos agentes citotóxico e imunoterápico.

Neste trabalho foi proposta uma grande gama de problemas de otimização multi-

objetivo. Devido a esta variedade de problemas e soluções, a escolha do problema que

descreva melhor a administração de medicamentos para tratar um determinado paciente

e seu tipo espećıfico de câncer se torna um desafio. Pode-se dizer que há uma barreira

entre o médico, o modelador e o modelo computacional. Portanto, saber qual problema

deve ser resolvido para que se tenha uma boa perspectiva do tratamento a ser realizado

é algo relevante, mas isto somente não é uma condição suficiente. Neste trabalho, foram

resolvidos diversos problemas de otimização com dois e três objetivos, considerando a

minimização da quantidade de células canceŕıgenas e a quantidade de células efetoras no

tempo final t = tf , e também a minimização de seus acumulados, por meio da integração

dos perfis no intervalo [0, tf ], por exemplo. Todas estas combinações mostraram a diversi-

dade de maneiras que um dado modelo pode ver avaliado do ponto de vista da otimização

multi-objetivo. Saber interpretar qual é o melhor problema está diretamente ligado à

necessidade médica, e em como traduzir esta necessidade para um modelo matemático.
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Sugestões para trabalhos futuros

Na geração dos resultados foram considerados dois conjuntos de dados para a mo-

delagem de tipos distintos de câncer. O objetivo desta variabilidade foi testar a resposta

do sistema frente a modelos com sensibilidade e regiões de atração distintas. Deste modo,

permitiu-se que os problemas de otimização fossem testados em casos cĺınicos distintos,

com diferentes graus de dificuldade. Contudo, uma dificuldade encontrada neste traba-

lho foi devida à escassez de dados experimentais para representação dos parâmetros dos

modelos de Stepanova (1979) e de D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012). Apenas dois

conjuntos de dados, um emṕırico baseado no trabalho de Kuznetsov et al. (1994), e um

simulado, desenvolvido por Moussa, Fiacchini e Alamir (2019), foram encontrados na lite-

ratura. Uma forma de contornar esta falta de dados experimentais para os parâmetros do

modelo reside na obtenção de perfis experimentais da quantidade de células canceŕıgenas

e da densidade de células efetoras. Sendo estes dados provenientes de tratamentos que

envolvam a administração combinada de agentes citotóxicos da quimioterapia e de agentes

imunoestimulantes, pode-se empregar uma técnica de um problema inverso para estimar

os parâmetros do modelo. Assim, o uso de um problema inverso com dados experimentais

reais para obter os valores numéricos dos parâmetros do modelo é uma sugestão para um

trabalho futuro.

Nas últimas décadas foram publicados diversos modelos de crescimento tumoral,

desde modelos mais simples, de cunho fenomenológico, até modelos mais complexos, co-

nhecidos como mecanicistas. Além disso, há vários modelos que podem ser usados para

descrever as interações no ambiente tumoral, i.e., entre as células canceŕıgenas, o sistema

imunológico e os agentes quimioterápicos e imunoestimulantes. O modelo de controle

ótimo de D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012) pertence a uma classe geral de mo-

delos que contém um pequeno número de parâmetros, mas que é capaz de capturar as

principais caracteŕısticas das interações deste ambiente. Contudo, devido à complexidade

de um ambiente tumoral, é necessário o uso de um modelo mecanicista que empregue

uma quantidade grande de parâmetros para ser posśıvel representar todos os fenômenos

biológicos das interações presentes em tal sistema, e isto pode representar uma barreira

para o uso do modelo de D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012) em um estudo cĺınico

real. Por outro lado, o uso de um modelo mais complexo, que considera uma quantidade

exagerada de parâmetros, aumentará a dificuldade de obtenção de dados experimentais

para ajustá-los aos parâmetros do modelo. O prinćıpio da parcimônia sempre deve ser

levado em consideração. Desta forma, como sugestão para trabalho futuro, recomenda-se

o estudo de outros modelos, com um número maior de parâmetros, para descrever as

interações que ocorrem na dinâmica tumoral. Uma sugestão é o modelo desenvolvido

por Moussa, Fiacchini e Alamir (2022), que contém um sistema de cinco equações dife-

renciais para descrever a dinâmica não-linear das interações entre um tumor e o sistema
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imunológico na presença de tratamentos de quimioterapia e imunoterapia.

Os perfis das variáveis de controle, pelas quais são modeladas as administrações dos

agentes quimioterápico e imunoestimulante, foram tratados de maneira simplificada neste

trabalho. Estes perfis foram considerados como constantes ao longo de todo o teste in silo

ou então como constantes por partes, em intervalos discretos de tratamento. Obter uma

função de descreva a forma funcional destes perfis é uma tarefa dif́ıcil, pois a escolha desta

função está diretamente relacionada ao efeito que um determinado medicamento produz

no corpo do paciente. Deste modo, definir o uso de formas de controle que sejam mais

aprimoradas e que dependam diretamente do tipo espećıfico de câncer e dos medicamentos

usados no tratamento se torna um desafio, e isto fica como sugestão para um trabalho

futuro. Por exemplo, estes controles podem ser representados por uma função exponencial

decrescente, uma função com forma similar à uma distribuição normal, ou por uma forma

bilinear. Se houver uma boa relação entre a função que representa o sinal de controle e

a ação do medicamento no organismo do paciente, é posśıvel obter uma melhor descrição

de como o modelo está atuando do ponto de vista do controle.

A criação de uma interface gráfica tendo como base os problemas de otimização

desenvolvidos neste trabalho pode ser vista como uma sugestão importante para um tra-

balho futuro. Esta interface permitirá que aquele usuário que não tenha experiência com

programação (seja este um médico ou um biomédico, por exemplo) possa trabalhar com

o modelo e gerar os resultados gráficos e numéricos para avaliar diversas possibilidades

de tratamento. O objetivo, então, é permitir o acesso a um ambiente mais amigável e

acesśıvel para quem for trabalhar com este modelo computacional. Nesta interface, pode

haver um campo para inserir os valores numéricos dos parâmetros e os atributos do mo-

delo, além da duração do tratamento ou do teste in silico. Desta forma, a simulação pode

ter ińıcio com o clique de um botão para gerar os gráficos, como as frentes ótimas de

Pareto. Também pode haver a possibilidade do usuário clicar em uma dada solução e

obter as informações do domı́nio, como os perfis citotóxico e imunoterápico.

Como última sugestão para trabalhos futuros, propomos a resolução dos problemas

resolvidos nesta tese no contexto da otimização com incertezas. Como em todos os dados

experimentais há presença de incertezas, o caso da definição dos valores numéricos para

os parâmetros do modelo de D’Onofrio, Ledzewicz e Schättler (2012) não é diferente. Por

exemplo, os valores dos parâmetros α, β, γ e δ para o primeiro conjunto de dados (câncer

tipo 1) foram estimados com base em dados experimentais in vivo para B-linfoma BCL1

no baço de camundongos (Ledzewicz; Naghnaeian; Schättler, 2012). Se for formulado um

problema inverso para estimarmos os valores dos parâmetros, a partir de dados experi-

mentais que contenham os perfis da quantidade de células canceŕıgenas e da densidade

de células efetoras, a incerteza destes dados também será transmitida para os parâmetros

do modelo. Quando é resolvido um problema de otimização robusta, são consideradas

eventuais incertezas que são externas ao sistema e, por meio desta, obtemos soluções que
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são minimamente senśıveis às perturbações externas dentro de um limite aceitável. Com

relação à otimização baseada em confiabilidade, tratamos variáveis determińısticas como

variáveis aleatórias, e eventuais restrições do sistema se transformam em restrições pro-

babiĺısticas, e desta forma torna-se posśıvel determinar o ńıvel de confiança que temos na

solução. Em resumo, ao considerar estes dois modelos de incerteza para o problema em

questão, conseguimos aumentar as chances de implementar na prática as soluções obtidas.
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GLOSSÁRIO

Angiogênese Processo de formação de vasos sangúıneos a partir de vasos pre-

existentes, que ocorre em condições fisiológicas e patológicas. É

um fenômeno complexo no qual participam inúmeras moléculas que

estimulam e inibem a formação dos neovasos.

Angiostatina Protéına encontrada em diversas espécies animais, inclusive em

humanos. É um inibidor endógeno da angiogênese (ou seja, bloqueia

o crescimento de novos vasos sangúıneos) e atualmente está sendo

usado em ensaios cĺınicos para uso em terapias contra o câncer.

Antiangiogênica Agente terapêuticos ainda em fase de investigação pré-cĺınica e cĺınica,

que pode ser útil no tratamento de doenças malignas (cancros, leuce-

mias, sarcomas, doenças primárias da medula óssea) que dependem

da neoformação vascular (angiogênese) para o seu crescimento e

metastização.

Ant́ıgeno Qualquer substância que provoca a resposta imune do organismo, ou

seja, que se ligue a moléculas de anticorpos ou receptores de células

T.

Basófilos Células do sangue, sendo tipos de leucócitos. Sua presença é fun-

damental para indicar processos inflamatórios ou infecciosos orgânicos.

Citocina Nome geral dado a qualquer protéına que é secretada por células

e que afeta o comportamento das células vizinhas portadoras de

receptores adequados. É produzida durante a fase de ativação e fase

efetora da imunidade para mediar e regular a resposta inflamatória e

imunitária.

Citoquinas Glicoprotéınas ou protéınas de baixo peso molecular produzidas

durante a fase inicial ou na fase efetora da resposta imune com a

finalidade de mediar e regular a amplitude e duração das respostas

imune/inflamatórias.

Citotóxico Que tem um efeito tóxico sobre determinadas células como, por

exemplo, os linfócitos citotóxicos e a quimioterapia citotóxica.

Dendŕıtica Tipo de leucócito produzido na medula óssea que pode ser encontrado

no sangue, pele e tratos digestivo e respiratório.
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Eosinófilos Células sangúıneas que se desenvolvem na medula óssea e são

responsáveis pela defesa do organismo contra parasitas e agentes

infecciosos. Também participam dos processos inflamatórios em

doenças alérgicas e asma.

Epigenética Campo de pesquisa que investiga como os est́ımulos ambientais podem

ativar determinados genes e silenciar outros. Descreve eventos molecu-

lares que ocorrem no DNA, mas não afetam a sequência de DNA em si.

Granulócitos Células de defesa do organismo, caracterizadas pela presença de

grânulos em seu interior. São produzidos na medula óssea, encontra-

dos na corrente sangúınea e compreendem os neutrófilos, eosinófilos e

basófilos.

Hipóxico Relativo à hipoxia, insuficiência ou redução de oxigênio no sangue,

nas células ou nos tecidos.

Linfócitos Principais células funcionais do sistema imune na defesa do orga-

nismo. Estas células são capazes de reconhecer moléculas estranhas

em agentes infecciosos e combate-las por respostas humoral e ci-

totóxica mediada por células.

Macrófagos Células de defesa do organismo que atuam no sistema imunológico.

Os macrófagos são encontrados no tecido conjuntivo e se concentram

em órgãos com a função de defesa do organismo.

Melanoma Existem dois tipos básicos de câncer de pele, o não melanoma, que

surge nas células basais ou nas escamosas, e o melanoma, que tem

origem nos melanócitos, células que produzem a melanina, o pigmento

que dá cor à pele.

Membrana basal Delgada lâmina de matriz extracelular que reveste células nervosas,

adiposas e musculares, além de separar células epiteliais do tecido

conjuntivo subjacente

Mesênquima Tecido embrionário derivado da mesoderme. Durante suas fases de

transformação, o mesoderma origina uma espécie de tecido conjuntivo

primitivo chamado mesênquima. A partir do mesênquima, passam a

se formar todos os tecidos conjuntivos (conectivo, adiposo, cartilagi-

noso, ósseo e hematopoiético), bem como os tecidos musculares.

Monócitos Maiores leucócitos observados em esfregaços de sangue e têm núcleo

ovoide em forma de rim ou ferradura, localizado na periferia do ci-

toplasma. O núcleo dos monócitos é mais claro do que o dos linfócitos.
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Neoplasia Massa de tecido anormal que surge em diferentes partes do corpo,

com caracteŕısticas espećıficas em cada local e apresenta ritmos de

crescimento e riscos diferentes.

Neutrófilo Tipo leucocitário mais abundante em circulação, constituem a

primeira linha de reconhecimento e defesa contra agentes infecciosos

no tecido, tradicionalmente iniciam uma inflamação aguda e são

responsáveis por uma resposta imune pró-inflamatória eficaz.

Patogênico Relativo a patogenia, patogênese ou patogenesia. Que provoca ou

pode provocar, direta ou indiretamente, uma doença.

Quimiocina Faz parte de uma famı́lia especializada de citocinas, que funcio-

nam como potentes mediadores ou reguladores da inflamação, pela

habilidade de recrutar e ativar subpopulações espećıficas de leucócitos.
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