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e colaborações que foram essenciais durante o curso.
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RESUMO

ASTH, Lucas da Silva. Estimação de parâmetros e seleção de classes de modelos em
problemas de convecção-difusão em microcanais. 2024. 95 f. Dissertação (Mestrado em
Modelagem Computacional) – Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Nova Friburgo, 2024.

A análise da transferência de calor na microescala têm sido amplamente empregada
nas últimas décadas devido aos avanços tecnológicos na indústria dos sistemas miniatu-
rizados de transporte de fluidos. Neste trabalho são formulados e resolvidos, segundo a
abordagem Bayesiana, problemas inversos de estimação de parâmetros e de seleção de
classe de modelos em problemas de convecção-difusão em microcanais. O primeiro sis-
tema f́ısico de interesse é o resfriamento de uma fonte de calor simulando um processador
por meio de um dissipador térmico com microcanal. No segundo problema que será ana-
lisado, é feita a modelagem de um microcanal, levando em consideração o escorregamento
de velocidade (slip flow) e o salto de temperatura nas paredes. Os resultados, utilizando
medidas simuladas de temperatura, mostram que o método utilizado é capaz de quali-
tativa e quantitativamente identificar o modelo mais plauśıvel para diferentes problemas
f́ısicos no contexto da transferência de calor em microcanais.

Palavras-chave: transferência de calor; microcanais; seleção de classes de modelos;

abordagem Bayesiana.



ABSTRACT

ASTH, Lucas da Silva. Parameter estimation and model class selection in
convection-diffusion problems in microchannels. 2024. 95 f. Dissertação (Mestrado em
Modelagem Computacional) – Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Nova Friburgo, 2024.

The analysis of heat transfer at the microscale has been widely employed in recent
decades due to technological advancements in the industry of miniaturized fluid trans-
port systems. In this work, inverse problems of parameter estimation and model class
selection in convection-diffusion problems in microchannels are formulated and solved us-
ing a Bayesian approach. The first physical system of interest involves cooling a heat
source simulating a processor through a thermal dissipation system with microchannels.
In the second problem to be analyzed, a microchannel is modeled, taking into account
slip flow and temperature jump at the walls. The results, using simulated temperature
measurements, show that the method employed is capable of qualitatively and quantita-
tively identifying the most plausible model for different physical problems in the context
of heat transfer in microchannels.

Keywords: heat transfer; microchannel; modelo class selection; Bayesian approach.
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αt Coeficiente de acomodação térmica
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Pr Número de Prandtl

p Densidade de probabilidade proposta

θ Vetor de parâmetros
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INTRODUÇÃO

Motivação

Os microcanais desempenham um papel crucial nos sistemas miniaturizados de

transporte de fluidos. Tais aplicações são referidas como Sistemas Microeletromecânicos

(MEMS). Eles encontram utilidade em diversas áreas, como refrigeração microeletrônica,

compressores digitais microscópicos, micro-reatores, sistemas de controle de fluidos em alta

frequência, tecnologia de células a combust́ıvel, câmaras de reação bioqúımica, detectores

infravermelhos, lasers de diodo e equipamentos médicos (Motamedian; Rahmati, 2020).

Com tantas potenciais aplicações, a necessidade de compreender os fenômenos f́ısicos, além

de desenvolver novos modelos, correlações e metodologias de solução, tem-se observado

um crescente interesse por parte da comunidade cient́ıfica no campo dos fenômenos de

transferência de calor e mecânica dos fluidos em microescala (Cotta; Knupp; Naveira-

Cotta, 2016).

Uma aplicação de notável interesse para este tipo de sistema está na indústria dos

microprocessadores, que evolui de maneira constante, produzindo um aumento significa-

tivo na densidade de transistores em um único chip, acompanhando até o momento a Lei

de Moore (1965). Isso resulta diretamente em um aumento na capacidade de processa-

mento de dados - que juntamente com a miniaturização dos dispositivos - resulta em uma

maior geração de calor através do Efeito Joule (elevando a temperatura dos componen-

tes), o que pode levar a um maior número de falhas e uma redução na vida útil global

dos sistemas (Mercone et al., 2005). Por conseguinte, o desenvolvimento de equipamen-

tos capazes de auxiliar a dissipação de calor em microprocessadores torna-se necessário

para que a evolução tecnológica na área possa continuar. O resfriamento ĺıquido se mos-

tra um método eficaz para substituir a refrigeração convencional por ar, lidando com as

crescentes densidades de calor dos microprocessadores atuais e futuros (Sharma et al.,

2012). Dissipadores térmicos com microcanais são atualmente reconhecidos como uma

estratégia efetiva para a implementação de sistemas de resfriamento ĺıquido em dispositi-

vos eletrônicos. Os relatos experimentais de Tuckerman e Pease (1981) mostram ótimos

resultados para dissipação de calor obtida através de um dissipador com microcanais,

alcançando uma densidade máxima de dissipação de potência de 790 W/cm2 com uma

resistência térmica de 0,1 oC cm2/W.

Neste contexto, a modelagem matemática/computacional de sistemas envolvendo

microcanais torna-se também tópico de notável interesse, permitindo a análise de maior

quantidade de resultados de maneira mais rápida e menos custosa. Assim, é natural o

surgimento de diferentes modelos que buscam representar o sistema de interesse, visando

otimizar a correspondência com os dados experimentais observados.
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A comparação e seleção de modelos são fundamentais para o processo cient́ıfico,

pois permitem a avaliação de diferentes hipóteses sobre como os dados são causados (Pitt;

Myung, 2002). Nesse contexto, a abordagem Bayesiana tem sido amplamente utilizada

para lidar com a complexidade inerente à seleção de modelos em diversos campos da

engenharia, já que essa estratégia também possibilita a integração de incertezas associadas

aos parâmetros do problema em questão.

No contexto da estat́ıstica Bayesiana, o objetivo é incorporar dados dispońıveis

para reduzir a incerteza presente em um problema de inferência ou tomada de decisão

(Colaço et al., 2012). Quando novas informações são obtidas, elas são integradas às

informações prévias usando o Teorema de Bayes. Uma ferramenta amplamente aplicada

nesse contexto são os Métodos de Monte Carlo, que representam a posteriori em termos

de amostras aleatórias e seus pesos associados. Um método particularmente útil para

a seleção de modelos é o Método de Monte Carlo via Cadeia de Markov Transicional

(TMCMC), devido a sua caracteŕıstica de conseguir estimar a evidência do modelo e

realizar comparações entre eles sem custos computacionais adicionais.

Objetivos

Este trabalho possui como objetivo o estudo de dois problemas envolvendo con-

vecção-difusão em microcanais. O primeiro problema aborda o resfriamento de uma fonte

de calor, que simula um processador, por meio de um dissipador térmico com um mi-

crocanal. Compreender o coeficiente de transferência de calor por convecção do fluxo de

fluido no microcanal é de grande importância na modelagem de tal sistema. Segundo

Tuckerman e Pease (1981), o coeficiente de transferência de calor convectivo h entre o

substrato e o fluido refrigerante foi identificado como o principal obstáculo para alcançar

baixa resistência térmica. Para o fluxo laminar em canais confinados, h varia inversamente

com a largura do canal, tornando canais microscópicos desejáveis. Assim, o objetivo neste

primeiro caso é aplicar o método TMCMC junto à seleção de classe modelos para aces-

sar o modelo mais plauśıvel em relação a este parâmetro de interesse. Serão analisadas

diferentes situações onde o coeficiente estudado apresenta variações funcionais distintas.

O segundo problema considera um modelo mais detalhado de um microcanal, le-

vando em consideração o escorregamento de velocidade (slip flow) e o salto de temperatura

nas paredes - parâmetros importantes na análise em microescala. O objetivo neste caso

é a identificação do modelo mais plauśıvel para o fluxo de calor com variação espacial

imposto em uma das faces do microcanal.
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Organização do Trabalho

No caṕıtulo 1 apresenta-se uma revisão bibliográfica sobre assuntos pertinentes e

relacionados com o presente trabalho. Buscaram-se referências que tratam de diferentes

modelos e técnicas de solução em problemas de convecção-difusão em microcanais. Foram

estudados também trabalhos que utilizam da estat́ıstica Bayesiana para solução de pro-

blemas inversos em transferência de calor, assim como referências que abordam a seleção

de modelos Bayesiana em um contexto mais geral.

No caṕıtulo 2 é detalhado um modelo f́ısico matemático para o problema direto

de convecção-difusão de calor bidimensional transiente em um dissipador térmico com

microcanais.

No caṕıtulo 3 é detalhado um modelo f́ısico matemático para o problema direto de

convecção-difusão de calor bidimensional estacionário de um fluxo de massa forçado em

um microcanal, levando em consideração o regime de escorregamento (slip-flow).

No caṕıtulo 4 são apresentadas a formulação e a metodologia de solução do pro-

blema inverso utilizando o Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov Tansicional

(TMCMC). No contexto do método utilizado, a seleção de classe de modelos também é

discutida.

No caṕıtulo 5 são apresentados e discutidos os resultados dos problemas direto

e inverso obtidos para o dissipador de calor com microcanais assim como no problema

referente ao escoamento em um microcanal em regime de slip-flow.

O caṕıtulo 5.2.3 apresenta as conclusões do trabalho, contrastando o que foi reali-

zado com posśıveis futuros avanços.
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1 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

O presente caṕıtulo tem por objetivo conduzir uma revisão de literatura que per-

meia a interseção entre transferência de calor, escoamento em microcanais, problemas

inversos e seleção de classe de modelos, com intuito de fornecer uma compreensão abran-

gente dos avanços, desafios e abordagens referentes ao tema oferecendo uma base sólida

para o desenvolvimento e contextualização do presente trabalho.

1.1 Escoamento e Transferência de Calor em Microcanais

Tuckerman e Pease (1981) realizaram um estudo pioneiro na concepção de um

microdissipador de calor resfriado a água aplicado no resfriamento de circuitos integrados

de siĺıcio, obtendo excelentes resultados na dissipação de calor em tais sistemas. Uma

análise teórica-experimental foi feita e os autores demonstraram que as sugestões de que

os limites f́ısicos da tecnologia de transferência de calor (restringidas a uma densidade de

potência de conjuntos de circuitos planares a cerca de 20 W/cm2) pode ser ultrapassada

de maneira significativa através do dimensionamento de trocadores de calor resfriados

por ĺıquido em dimensões microscópicas. Foi então alcançando um aumento máximo

de temperatura do substrato de 71o acima da temperatura da água de entrada a uma

densidade de dissipação de potência de 790 W/cm2. Peng e Peterson (1996) Investigaram

a transferência de calor por convecção forçada de fase única e as caracteŕısticas do fluxo

de água no microcanal. Os resultados mostraram que a configuração geométrica afetou

significativamente a transferência de calor por convecção de fase única e as caracteŕısticas

do fluxo. Vafai e Zhu (1999) propuseram um novo conceito de dissipador de calor de

microcanal de duas camadas com arranjo de fluxo contracorrente para resfriamento dos

componentes eletrônicos. A análise de desempenho térmico e distribuição de temperatura

foi realizada, e um procedimento para otimização dos parâmetros de design geométrico é

apresentado. Os resultados indicam que o projeto de dissipador de calor de microcanal

de duas camadas é uma melhoria substancial em relação ao convencional de uma camada.

Koo et al. (2005) analisaram o resfriamento de circuitos tridimensionais (3D) por meio de

uma rede de microcanais integrada. Os resultados apresentados indicam que uma camada

de resfriamento integrado por microcanais pode remover densidades de calor de até 135

W/cm2 dentro de uma arquitetura 3D, com uma temperatura máxima de circuito de 85
oC.

Sharma et al. (2012) trabalharam no desenvolvimento de uma abordagem na de-

terminação das condições operacionais ideais em microprocessadores refrigerados a água

por meio de um equiĺıbrio entre a recuperação de calor do refrigerante e a confiabilidade



19

térmica do chip. Guerrieri e Naveira-Cotta (2014) estudaram a aplicação de microdissi-

padores térmicos no resfriamento de células fotovoltaicas de alta concentração (HCPV).

A maioria dos sistemas HCPV comerciais se baseia em sistemas passivos de resfriamento

a ar, especialmente devido à sua simplicidade e robustez. No entanto, os autores propuse-

ram uma abordagem alternativa para remover o calor de maneira mais eficiente da célula

fotovoltaica, substituindo o sistema passivo de resfriamento a ar por um sistema ativo

de resfriamento a água, permitindo também o reuso do calor removido em um circuito

secundário para outros fins, como a dessalinização da água.

Knupp, Naveira-Cotta e Cotta (2014) realizaram um estudo numérico-experimental

de dissipadores de calor feitos a partir de um substrato nanocompósito com múltiplos mi-

crocanais moldados longitudinalmente. Foi proposta uma metodologia para a solução de

problemas de transferência de calor conjugada de convecção-condução, frequentemente

relevantes na análise de microsistemas térmicos. Essa metodologia é baseada em uma

formulação de domı́nio único e na resolução do problema resultante por meio de trans-

formadas integrais, que se mostrou muito eficiente exibindo ótima concordância entre a

solução computacional e os dados experimentais. Os autores continuaram os esforços no

estudo de problemas relacionados a microdissipadores térmicos, estendendo a metodologia

para lidar com canais de geometrias arbitrárias e configurações complexas com múltiplos

canais (Knupp; Cotta; Naveira-Cotta, 2015).

Avanços recentes visam aprimorar a geometria dos canais com objetivo de mini-

mizar a queda de pressão assim como aumentar a taxa de transferência de calor. Shi et

al. (2019) utilizaram um algoritmo de otimização multiobjetivo para encontrar a melhor

geometria de dissipador de calor com o design de canal de fluxo secundário. O micro-

canal otimizado reduziu a potência de bombeamento e a resistência térmica em 23% e

29%, respectivamente. Abo-Zahhad et al. (2022) investigaram o efeito da inserção de uma

malha metálica estruturada em tamanho micro no fluxo laminar sobre o desempenho da

transferência de calor em sistemas com microcanais. Essas inserções metálicas visam

desenvolver um fluxo secundário que melhora a transferência de calor e reduz a má distri-

buição do fluxo, removendo posśıveis ”hot spots”. Essas inserções podem ser fabricadas de

forma monoĺıtica dentro do canal de fluxo durante a fabricação com o uso da tecnologia de

impressão 3D de metal. Os resultados mostraram que o uso de inserções microscópicas no

microcanal melhoram a transferência de calor em comparação com o canal convencional

sem inserções de micro metal. Por exemplo, o uso de inserções microscópicas na parte

inferior da parede aquecida do microcanal alcançou um aumento médio de uniformidade

de 86,6% em comparação com o caso liso convencional. Além disso, em Re = 2000 , a

não uniformidade da temperatura diminuiu de 48 oC para o caso liso para 4,7 oC para

o caso com o uso de inserções de metal cobrindo dois terços da parede aquecida inferior.

Xiang et al. (2022) analisaram o impacto de dissipadores com estrutura de favo de mel

formados por hexágonos regulares. Conclúıram que o dissipador de calor de microcanal
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desenvolvido possui desempenho de resfriamento superior ao dissipador de calor sólido de

metal convencional e encontraram os melhores parâmetros estruturais para estes, sendo

a distância entre favos de mel adjacentes de 2 mm, a profundidade do favo de mel de 0,5

mm e o circunraio do hexágono regular de 8 mm.

É notável, portanto, o grande interesse da comunidade cient́ıfica no que tange aos

sistemas miniaturizados de transporte de fluidos, especialmente nas aplicações envolvendo

Sistemas Microeletromecânicos. Assim, a continuidade desses esforços de pesquisa é cru-

cial para impulsionar avanços que não apenas otimizem o desempenho destes dispositivos,

mas também abram caminho para inovações impactantes em várias áreas tecnológicas.

1.2 Problemas Inversos e Inferência Baysiana

Os desafios associados aos problemas inversos em transferência de calor concentram-

se principalmente na estimativa de parâmetros desconhecidos presentes nas formulações

matemáticas de fenômenos f́ısicos relacionados às ciências térmicas. Esse processo envolve

a utilização de medições, tais como fluxo de calor, temperaturas, intensidades de radiação,

entre outros. A análise inversa pode ser aplicada de forma abrangente, resolvendo uma

variedade de problemas, desde a determinação de termos constantes até a estimativa de

funções que variam no espaço e no tempo (Orlande, 2012).

Dentre as obras literárias clássicas sobre problemas inversos em transferência de

calor, destacam-se Ozisik e Orlande (2021), Orlande (2012), onde conceitos fundamentais

sobre problemas inversos de condução de calor são explorados e diferentes técnicas de

solução são apresentadas.

A abordagem Bayesiana fornece uma estrutura sólida para lidar com a incerteza,

pois tenta integrar informações prévias em suas estimativas. Quando novas informações

são obtidas, elas serão combinadas com toda informação precedente por meio do teorema

de Bayes (Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande 2012; Ozisik e Orlande 2021).

Diversas publicações dedicadas à formulação e resolução de problemas relaciona-

dos ao fluxo de calor e massa em microescala foram concentradas na compreensão das

discrepâncias identificadas entre os resultados experimentais em microescala e as cor-

relações e simulações em macroescala. Morini (2004) realizou uma revisão bibliográfica

extensa na comparação dos resultados experimentais mencionados na literatura aberta.

Em múltiplos casos, observa-se discordância entre os dados experimentais do fator de

atrito e do número de Nusselt em microcanais em relação à teoria convencional, e esses

dados também aparentam ser inconsistentes entre si. Variadas razões foram sugeridas para

explicar tais discrepâncias, incluindo efeitos de rarefação e compressibilidade, dissipação

viscosa, efeitos eletrosmóticos (EDL), variações de propriedades, condições superficiais

do canal (rugosidade relativa) e incertezas experimentais, todos evocados para elucidar
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o comportamento anômalo dos mecanismos de transporte em microcanais. Dentre as di-

ferentes modificações de modelos propostas para descrever de maneira mais adequada o

fluxo de fluido e a transferência de calor em microcanais, a consideração do escoamento

com deslizamento (slip flow) em oposição à condição clássica de não deslizamento (no-slip)

tem sido objeto de inúmeras investigações (Silva et al., 2020). A simulação precisa de tais

problemas, no entanto, depende da determinação acurada dos coeficientes de acomodação

de momento e térmico, essenciais para as condições de contorno de deslizamento e salto

de temperatura proporcionadas pelo modelo de escoamento de slip flow, que leva em

consideração os efeitos não cont́ınuos nas interações entre o fluido e a superf́ıcie (Zhang;

Meng; Wei, 2012). Embora haja alguns trabalhos experimentais na literatura que abor-

dam medições do coeficiente de acomodação de momento tangencial (Agrawal; Prabhu,

2008), evidenciando sua dependência da limpeza e rugosidade da superf́ıcie, poucos resul-

tados estão dispońıveis para a medição do coeficiente de acomodação térmica (Rader et

al., 2005; Bayer-Buhr et al. 2022; Yamaguchi et al. 2022).

Dessa maneira, a solução de problemas inversos na estimativa de tais coeficientes

se mostra uma alternativa viável e importante no estudo desses sistemas. Além disso,

empregando uma abordagem Bayesiana pode-se aproveitar as informações a priori geral-

mente dispońıveis para o coeficiente de acomodação de momento tangencial e o número

de Biot na parede externa. Por exemplo, Silva et al. (2020) trabalharam com a estima-

tiva do coeficiente de salto de temperatura, o coeficiente de deslizamento de velocidade

e o número de Biot, utilizando a técnica Bayesiana de Maximum a posteriori (MAP)

com medições externas de temperatura onde uma investigação numérica abrangente de

posśıveis configurações experimentais foi realizada para verificar a influência do número de

Biot, espessura da parede e número de Knudsen na precisão da estimativa dos parâmetros

desconhecidos.

1.3 Seleção de Classe de Modelos

A seleção de modelos Bayesiana fornece uma abordagem fundamentada e pro-

babiĺıstica para escolher entre modelos alternativos, incorporando incerteza de maneira

expĺıcita. Essa abordagem é particularmente útil quando há vários modelos candidatos e

incerteza considerável sobre qual modelo é o mais apropriado para os dados observados.

No campo da dinâmica estrutural, Raftery (1993) propuseram a seleção de mo-

delos Bayesianos para classes de modelos de equações estruturais, que é ampla, e sua

generalidade torna desafiadora a seleção de modelos. No entanto, eles apresentam re-

sultados adequados, demonstrando outra aplicação do método no mundo real. Outros

trabalhos relacionados a este campo podem ser encontrados em (Muto; Beck, 2008; Beck,

2010). Stephan et al. (2009) empregaram a seleção de modelos Bayesiana em estudos de



22

grupo envolvendo a comparação de modelos aplicados à neuroimagem, especificamente

em Modelos Causais Dinâmicos (DCMs) para Imagem por Ressonância Magnética Fun-

cional (fMRI). O DCM permite a criação de modelos matemáticos que descrevem como

as conexões entre as regiões cerebrais podem mudar ao longo do tempo, proporcionando

insights sobre os processos causais subjacentes à atividade cerebral observada. He e Ng

(2017) demonstraram a aplicação desse enfoque de seleção de modelos para a identificação

e quantificação de múltiplas fissuras em estruturas semelhantes a vigas usando o TMCMC,

mostrando resultados excelentes tanto para dados experimentais simulados quanto para

dados experimentais reais.

Toni e Stumpf (2010) desenvolveram uma abordagem de seleção de modelo base-

ado em computação bayesiana aproximada e utilizando amostragem sequencial de Monte

Carlo. Mostraram que essa abordagem pode ser aplicada em uma ampla gama de cenários

biológicos, e ilustram seu uso em dados reais descrevendo a dinâmica da influenza e a via

de sinalização JAK-STAT.

Berger et al. (2020) investigam a confiabilidade de oito modelos relativos à curva

de sorção de um material de fibra de madeira. A curva de sorção é uma caracteŕıstica

essencial para a modelagem de transferência de calor e massa em materiais porosos de

construção. Vários modelos foram propostos na literatura para representar a quantidade

de umidade no material de acordo com o ńıvel de atividade da água (ou pressão capilar).

Esses modelos são baseados em expressões anaĺıticas e em poucos parâmetros que precisam

ser estimados por análise inversa.

Cardoso et al. (2022) trabalharam com objetivo de aplicar a técnica de Apro-

ximação Bayesiana Computacional para estimar parâmetros e selecionar modelos que

descrevem a dinâmica de células importantes que representam o HIV. A técnica foi verifi-

cada e se mostrou ser robusta o suficiente para estimar parâmetros e selecionar o melhor

modelo simultaneamente.

Portanto, nota-se a versatilidade da abordagem Bayesiana de seleção de classe de

modelos para uma grande variedade de problemas complexos. Neste trabalho diferentes

modelos serão considerados para parâmetros essenciais na modelagem de problemas de

condução-convecção em microcanais. Esses parâmetros podem possuir variações espaciais

com formas funcionais variadas, e o objetivo será então, identificar através de dados

simulados de temperatura o modelo mais plauśıvel para estes coeficientes.
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De maneira a simplificar o problema, foi assumida simetria em relação ao plano xz.

No modelo simplificado, considera-se a placa termicamente fina, de modo a se desprezar

a direção z a partir de uma formulação de parâmetros concentrados (lumped analysis)

(Cotta; Mikhailov, 1997). Assim, o problema de escoamento no microcanal é modelado

através de uma condição de contorno de terceiro tipo, com coeficiente de transferência de

calor hi(x), como indicado na Figura 1b. Logo, o modelo bidimensional simplificado que

descreve a temperatura na placa pode ser escrito como

ρcp
∂Tp(x,y,t)

∂t
= kp

(

∂2Tp(x,y,t)

∂x2
+

∂2Tp(x,y,t)

∂y2

)

+

+
qw
Lz

− he

Lz

(Tp(x,y,t)− T∞) t > 0; 0 < x < Lx; 0 < y <
Ly

2

(1)

onde Tp é a temperatura média da placa ao longo de sua espessura, kp é a condutividade

térmica da placa, he é o coeficiente de troca térmica por convecção entre a superf́ıcie da

placa e o meio externo, hi(x) é o coeficiente de troca térmica por convecção entre a face

do microcanal e o escoamento interno, Tf é a temperatura do fluido em escoamento no

microcanal, T∞ é a temperatura ambiente, T0 é a temperatura inicial da placa, ρ, cp são

a densidade e o calor espećıfico da matriz do dissipador, respectivamente, e qw é o fluxo

de calor imposto pela resistência elétrica na superf́ıcie inferior da placa.

As condições de contorno são definidas como

kp
∂Tp(x,y,t)

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

= he(Tp(x,y,t)− T∞) (2a)

kp
∂Tp(x,y,t)

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

x=Lx

= he(T∞ − Tp(x,y,t)) (2b)

kp
∂Tp(x,y,t)

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

y=0

= ffhi(x)
(

Tp(x,0,t)− Tf (x,t)
)

(2c)

kp
∂Tp(x,y,t)

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

y=
Ly

2

= he(T∞ − Tp(x,y,t)) (2d)

(2e)

e a condição inicial é dada por

Tp(x,y,t = 0) = T0 (3)

O coeficiente ff representa um fator de forma, responsável por corrigir a apro-

ximação da superf́ıcie de contato do escoamento com a placa, calculado através da razão

da área superficial do semi-cilindro (metade do microcanal) e a área da seção transversal
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da placa.

ff =
πRi

Lz

onde Ri representa o raio do microcanal.

A equação diferencial que modela a distribuição de temperaturas no fluido, que

escoa em regime laminar no interior do microcanal, é dada por

ρCpf

(

∂Tf (x,r,t)

∂t
+ u(r)

∂Tf (x,r,t)

∂x

)

= kf
1

r

∂

∂r

(

r
∂Tf (x,r,t)

∂r

)

t > 0; 0 < x < Lx; 0 < r < Ri

(4)

onde u(r) é o perfil parabólico da velocidade plenamente desenvolvida. Um modelo uni-

dimensional simplificado para a evolução da temperatura no interior do micro-canal é

proposto, começando pela definição da temperatura média de mistura do fluido:

A condições de contorno são definidas como

Tf (x = 0,r,t) = Tin (5a)

∂Tf (x,r,t)

∂r

∣

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 (5b)

Tf (x, r = Ri, t) = Tp(x,y = 0,t) (5c)

e a condição inicial é dada por

Tf (x,r,t = 0) = Tf,0(x,r) (6)

Tf,b(x,t) =
2π

∫ Ri

0
ru(r)Tf (x,r,t)dr

2π
∫ Ri

0
ru(r)dr

=
2

ūR2
i

∫ Ri

0

ru(r)Tf (x,r,t)dr

Sendo os transientes na micro-escala muito pequenos, o primeiro termo da equação

(4), relacionado ao acúmulo de energia no fluido é negligenciado e, aplicando o opera-

dor 2
ūR2

i

∫ Ri

0
ru(r)(·)dr nas equações (4), (5) e (6), obtém-se uma formulação clássica por

parâmetros concentrados (lumped analysis) (Cotta; Mikhailov, 1997) para o problema de

transferência de calor por convecção forçada, dada por:

∂Tf,b(x,t)

∂x
=

2hi(x)

ρfCpf ūRi

(Tp(x,0,t)− Tf (x,t)), t > 0; 0 < x < Lx (7)
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Tf,b(x = 0,t) = Tin (8)

onde hi(x) é o coeficiente de troca térmica por convecção, considerando o escoamento

plenamente desenvolvido no canal, e ū representa a velocidade média do escoamento

(Pletcher; Tannehill; Anderson, 2012), dada por:

ū =
Q

πR2
i

(9)

onde Q é a vazão volumétrica no microcanal.

Solucionando as equações apresentadas, obtém-se o campo de temperaturas Tp(x,y,t).

Pretende-se então resolver o problema inverso de estimação de parâmetros e seleção de

classe de modelos em relação ao coeficiente hi(x). Serão utilizadas medições simuladas

de temperatura tomadas na superf́ıcie superior da placa, obtidas através do acréscimo de

um rúıdo gaussiano com média zero e desvio padrão 0,3 oC na solução do modelo. Essas

medições simulam a aquisição de dados feitas a partir de uma câmera termográfica no

caso de um experimento real.
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3 CONVECÇÃO INTERNA EM UM MICROCANAL EM REGIME DE

SLIP-FLOW

Neste caso o regime de slip-flow é considerado, o que significa levar em conta a

velocidade de escorregamento e o salto de temperatura nas paredes. A seguir, será descrita

uma formulação adimensional do problema em questão baseada no modelo previamente

apresentado em Naveira-Cotta, Cotta e Orlande (2010) com o acréscimo do fluxo de calor

com variação espacial como uma das condições de contorno.

3.1 Modelo Matemático

O problema objeto de estudo consiste em um fenômeno de convecção forçada em

microescala entre placas paralelas dentro do regime de slip-flow (Kandlikar et al., 2005).

O modelo é baseado em um fluxo gasoso laminar estacionário sob desenvolvimento térmico

e um perfil de velocidade totalmente desenvolvido na entrada. O fluido troca calor por

convecção com as paredes, que têm comprimento L, e d é a distância entre as placas. O

problema está em estado estacionário, com a temperatura variando em um espaço bidi-

mensional. Na face inferior é aplicado um fluxo de calor qw(x) que pode variar com a

direção x. Os efeitos de condução axial, convecção livre e dissipação viscosa são negligen-

ciados, e as propriedades f́ısicas são assumidas como constantes. A Figura 2 ilustra uma

representação esquemática do problema f́ısico em questão.

Figura 2 - Representação esquemática do problema f́ısico

Fonte: O autor, 2023.

A formulação adimensional que modela o fenômeno de transferência de calor em

questão é dado por (Naveira-Cotta; Cotta; Orlande, 2010):
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∂2Θ(X,Y )

∂Y 2
= U(Y )

∂Θ(X,Y )

∂X
para, 0 < Y < 1, X > 0 (10)

∂Θ(X,Y )

∂Y
=

Bi

1 +KnβtBi

Θ(X,Y ) para, Y = 1, X > 0 (11)

∂Θ(X,Y )

∂Y
= Q(X) para, Y = 0, X > 0 (12)

Θ(X,Y ) = Θ0 para, 0 ≤ Y ≤ 1 e X = 0 (13)

as quantidades adimensionais Bi e Kn na Eq.(11) são, respectivamente, os números de

Biot e Knudsen, sendo seus comprimentos caracteŕısticos iguais a d, a distância entre as

paredes. As quantidades βt (coeficiente de salto de temperatura), e βv (coeficiente de

deslizamento de velocidade), estão relacionadas à perda de aderência à parede. Os grupos

adimensionais são:

X =
αx

umd2
(14)

Y =
y

d
(15)

Q(X) =
d

k∆T0

qw(x) (16)

Θ(X,Y ) =
T (x,y)− T∞

T0 − T∞

(17)

Bi =
hed

k
(18)

Kn =
λ

2d
(19)

U(Y ) =
u(y)

um

(20)

onde,

βt =
(2− αt)

αt

2γ

(γ + 1)

1

Pr

(21)

é o coeficiente de salto de temperatura na parede, e αt é o coeficiente de acomodação

térmica, λ é o caminho médio livre molecular, γ = cp/cv, sendo cp o calor espećıfico a

pressão constante, cv o calor espećıfico a volume constante e Pr é o número de Prandtl.

O perfil de velocidade adimensional é dado por (Cotta; Knupp; Naveira-Cotta,

2016):
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U(Y ) =
6Knβv + 6Y (1− Y )

1 + 6Knβv

(22)

onde

βv =
(2− αm)

αm

(23)

αm é o coeficiente de acomodação de momento tangencial. Nestes grupos adimensionais,

α é a difusividade térmica, um é a velocidade média, T é a temperatura do fluido e qw é

o fluxo de calor imposto na fronteira.

Solucionando as equações apresentadas, obtém-se o campo de temperaturas Θ(X,Y ).

Pretende-se então resolver o problema inverso de estimação de parâmetros e seleção de

classe de modelos em relação ao coeficiente Q(X). Serão utilizadas medições simuladas de

temperatura tomadas na superf́ıcie superior do microcanal (em Y = 1), obtidas através

do acréscimo de um rúıdo gaussiano com média zero e desvio padrão 0,05 na solução do

modelo. Essas medições simulam a aquisição de dados feitas a partir de uma câmera

termográfica no caso de um experimento real.
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4 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA INVERSO

Neste caṕıtulo serão introduzidos os conceitos básicos relacionados à formulação,

segundo a abordagem Bayesiana, dos problemas inversos de estimação de parâmetros e

de seleção de classe de modelos. Para a obtenção das amostras da densidade de proba-

bilidade a posteriori dos parâmetros de interesse e também da evidência de cada classe

de modelo considerada, foi utilizado o método de amostragem Transitional Markov Chain

Monte Carlo (TMCMC). Uma breve descrição do método será também apresentada neste

caṕıtulo.

4.1 Estimação de Parâmetros

No presente trabalho, os problemas inversos de estimação de parâmetros são formu-

lados segundo o formalismo da inferência bayesiana. Sendo assim, os parâmetros incertos

de um dado modelo são considerados variáveis aleatórias e o objetivo reside em determinar

a função de densidade de probabilidade a posteriori desses parâmetros. De acordo com

o teorema de Bayes, a densidade de probabilidade a posteriori conjunta dos parâmetros

incertos do modelo é dada por (Kaipio; Somersalo, 2006).

p(θ|D,M) =
p(θ|M)p(D|θ,M)

p(D|M)
(24)

onde p(D|θ,M) é a função de verossimilhança, p(θ|M) é a função densidade de pro-

babilidade a priori dos parâmetros e p(D|M) é a verossimilhança marginal (também

denominada evidência do modelo), e é definida como.

p(D|M) =

∫

Θ

p(θ|M)p(D|θ,M)dθ (25)

onde Θ representa o espaço de valores admisśıveis para θ. Considerando os erros de

medição como aditivos, independentes dos parâmetros incertos e seguindo uma distri-

buição Gaussiana, com média zero e matriz de covariânciaW, a função de verossimilhança

é dada por

p(D|θ,M) =
1

√

(2π)Nd

√
detW

exp

(

−1

2
[D −T(θ|M)]TW−1[D −T(θ|M)]

)

(26)

onde Nd é o número de dados observados considerado na análise inversa, que corresponde
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ao número de componentes tanto do vetor de resposta observado D quanto do vetor de

resposta T(θ|M) previsto pelo modelo.

Embora a Eq. (26) represente o modelo probabiĺıstico completo para obtenção de

informações sobre os parâmetros incertos do modelo, na maioria dos casos, ela é intratável

analiticamente. Portanto, para se obter informações sobre a função densidade de proba-

bilidade a posteriori dos parâmetros incertos, pode-se recorrer a métodos de amostragem,

como os métodos de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC). No presente trabalho,

o algoritmo de amostragem de Monte Carlo via Cadeia de Markov Transicional (Transiti-

onal Markov Chain Monte Carlo) foi utilizado para amostragem da função de densidade

de probabilidade a posteriori.

4.2 Seleção de Classe de Modelos

Na inferência Bayesiana, a seleção de classe de modelos é uma abordagem pro-

babiĺıstica que possibilita uma seleção parcimoniosa de uma classe de modelos, dentre

um conjunto de diferentes classes, para a descrição da resposta um dado sistema. A

comparação entre as diferentes classes de modelos leva em consideração a capacidade de

descrição dos dados observados e a complexidade de cada classe (Mackay, 2003, Beck;

Yuen, 2004). Seja M um conjunto de diferentes classes de modelos que competem entre

si para a descrição dos dados experimentais observados D

M = {M0,M1, . . . ,MNm
} (27)

onde Nm é o número de modelos considerado. De acordo com o teorema de Bayes, a

probabilidade a posteriori de uma dada classe de modelo Mj é dada por

P (Mj|D,M) =
p(D|Mj)P (Mj|M)

∑Nm

j=1 p(D|Mj)P (Mj|M)
j = 0,1, . . . ,Nm (28)

onde P (Mj|M) é a probabilidade a priori da classe de modelo Mj e p(D|Mj) é a

verossimilhança marginal, também denominada de evidência do modelo Mj. De acordo

com a Eq. 28, a probabilidade a posteriori de uma dada classe de modelos depende da

sua evidencia, que, conforme será demonstrado a seguir, automaticamente incorpora um

compromisso entre a sua qualidade de ajuste aos dados observados e sua complexidade

(Gull 1988; Beck e Yuen 2004; Ching 2005). Levando-se em consideração a Eq. (24), o

logaritmo natural da evidência do modelo Mj pode ser escrito como
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ln[p(D|Mj)] = ln[p(D|Mj)]

∫

Θ

p(θj|D,Mj)dθj (29)

Como a evidência não depende de θj, ela pode ser incorporada na integral, e fazendo

as substituições de acordo com o Teorema de Bayes, tem-se (Muto e Beck 2008):

ln[p(D|Mj)] =

∫

Θ

ln

[

p(D|θj,Mj)p(θj|Mj)

p(θj|D,Mj)

]

p(θj|D,Mj)dθj

=

∫

Θ

ln [p(D|θj,Mj)] p(θj|D,Mj)dθj

−
∫

Θ

ln

[

p(θj|D,Mj)

p(θj|Mj)

]

p(θj|D,Mj)dθj

(30)

Observa-se que o logaritmo da evidência pode ser escrito como a diferença entre dois

termos. O primeiro termo representa a média do logaritmo natural da verossimilhança,

ponderada pela distribuição a posteriori dos parâmetros, e representa uma métrica de

qualidade do ajuste do modelo Mj aos dados experimentais. O segundo termo é conhe-

cido como informação de Kullback-Leibler e representa o logaritmo natural da média da

entropia relativa entre as densidades a posteriori e a priori dos parâmetros do modelo

Mj (Shannon, 1948; Kullback; Leibler, 1951). Este termo é sempre positivo e também

pode ser entendido como o ganho de informação após observar os dados experimentais,

atuando como o fator de Ockham por penalizar os modelos que pecam pelo excesso de

complexidade. Portanto, de acordo com a Eq. 30, o logaritmo natural da evidência de

uma dada classe de modelo é composto por um termo relacionado à qualidade de ajuste

aos dados observados e um termo que penaliza sua complexidade.

Se a seleção de modelos fosse baseada apenas no termo de ajuste de dados, os

modelos mais complexos, em geral, seriam preferidos quando comparados a modelos mais

simples. No entanto, isso frequentemente leva ao superajuste dos dados e as previsões

posteriores podem se tornar pouco confiáveis, uma vez que dependem excessivamente dos

detalhes espećıficos dos dados utilizados para a atualização do modelo. A seleção de

modelos Bayesiana, portanto, possui uma penalização incorporada contra modelos mais

complexos nesse sentido. Como pode-se inferir por este caṕıtulo, a evidência de modelo

é usualmente desconhecida a priori e requer o cálculo de uma integral complexa e de

dimensão elevada.

Para contornar tal problema, neste trabalho utiliza-se o método Transitional Mar-

kov Chain Monte Carlo, que fornece uma estimativa para a evidência de modelo, como

um subproduto do algoritmo, sem custos computacionais adicionais. A dedução desta

estimativa encontra-se no Apêndice C.
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4.3 Transitional Markov Chain Monte Carlo

O TMCMC não realiza uma amostragem direta da densidade de probabilidade

a posteriori, que em geral, é uma PDF de dif́ıcil explorabilidade. Ao invés disso, se

amostram PDFs intermediárias, tal que, à medida com que se avançam os estados do

algoritmo, as PDFs amostradas convergem para a PDF alvo. Devido a esta transição

gradual e mais suave entre os estágios, o TMCMC é capaz de transicionar densidades de

probabilidade a priori com geometrias simples (como densidades uniformes) para posteri-

oris com geometrias complexas, como densidades multimodais ou pontiagudas. Além de

gerar amostras da densidade de probabilidade a posteriori dos parâmetros de um dado

modelo, o TMCMC fornece ainda uma estimativa da evidência da classe de modelos em

questão.

O TMCMC inicia gerando Ns amostras independentes da densidade de probabili-

dade a priori p(θ|M) de uma classe de modelos M. Nos estágios intermediários, as PDFs

amostradas são gradualmente modificadas, de modo que, no último estágio do método, a

densidade amostrada é a densidade alvo, ou seja, a posteriori p(θ|D,M). Em um estágio

j do método, a densidade de probabilidade amostrada é dada por

pj(θ|D,M) ∝ p(θ|M)p(D|θ,M)qj (31)

onde qj ∈ [0,1] é tal que q0 = 0 < q1 < · · · < qm−1 < qm = 1, sendo m a quanti-

dade total de estágios necessários para convergência do método. Consequentemente, é

fácil verificar a partir da Eq. (31) que para j = 0, p0(θ|D,M) é a densidade a priori

p(θ|M) e para j = m, pm(θ|D,M) se torna a distribuição a posteriori p(θ|D,M). Do

estágio inicial do algoritmo um conjunto de Ns amostras é obtido a partir da PDF a

priori, {θ0,1,θ0,2, . . . ,θ0,Ns
}. Em cada j-ésimo estágio do algoritmo, tem-se as amostras

{θj,1,θj,2, . . . ,θj,Ns
} respectivas à j-ésima PDF intermediária e amostras da PDF inter-

mediária seguinte, {θj+1,1,θj+1,2, . . . ,θj+1,Ns
}, são obtidas por re-amostragem (Ching e

Chen 2007; Ching e Wang 2016). Segundo Ching e Chen (2007) e Ching e Wang (2016)

o processo de re-amostragem é feito considerando pesos de plausibilidades normalizados

para cada k-ésima amostra

w̄j,k =
wj,k

∑Ns

k=1 wj,k

(32)

onde wj,k é o k-ésimo peso de plausibilidade associado à k-ésima amostra no j-ésimo

estágio do TMCMC, dado por



34

wj,k = p(D|θj,k)
(qj+1−qj) (33)

Sendo então wj o vetor contendo os pesos de plausibilidade em um estágio j, uma

transição suave para o próximo estágio é alcançada pela escolha adequada do expoente

qj+1. Foi proposto por Ching e Chen (2007) a determinação de qj+1, de modo que para o

vetor wj, o coeficiente de variação (coefficient of variation - COV) dos valores dos pesos

de plausibilidades seja igual a um limiar pré-determinado (adotado como 100% pelos

autores). Dessa maneira, pode-se determinar qj+1 da seguinte forma

qj+1 = argmin(|COVwj
− vt|) (34)

onde vt é o valor prescrito e COVwj
é o coeficiente de variação dos pesos de plausibilidade,

definido por

COVwj
=

σwj

µwj

(35)

onde µwj
e σwj

são respectivamente, a média e o desvio padrão de wj.

Para cada estado re-amostrado é realizado um passo de Metropolis-Hastings. Para

isso, um candidato é gerado com aux́ılio de uma distribuição Gaussiana centrada em

uma amostra de ı́ndice l [1,2, . . . ,Ns] do estágio anterior, selecionada aleatoriamente de

acordo com a distribuição de probabilidades representada pelo de vetor de plausibilidade

normalizados wj e matriz de covariância dada por

Σj = β2

Ns
∑

k=1

[

wj,k

SjNs

(θj,k − θ̄j+1)(θj,k − θ̄j+1)
T

]

(36)

com

θ̄j+1 =

∑Ns

l=1 wj,l · θj,l
∑Ns

l=1 wj,l

(37)

em que θ̄j+1 é a média das amostras ponderadas pela plausabilidade e β é o fator de

escala da matriz de covariância, cujo objetivo é regular a taxa de aceitação. A aceitação

dos candidatos da cadeia gerada pelo movimento de Metropolis-Hastings, é realizada

utilizando a razão de Hastings.
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rMH = min

[

1,
pj(θ

∗|D,M)

pj(θc
j,l|D,M)

]

(38)

em que θ∗ é o candidato e θc
j,l é a amostra geradora.

Ao final do último estágio do TMCMC, amostrada a PDF alvo, a evidência do

modelo é obtida considerando as médias dos pesos de plausibilidade registrados em cada

estágio

Sj =
1

Ns

Ns
∑

k=1

wj,k (39)

e executando o produtório

p(D|M) =
m
∏

j=1

Sj (40)

O produtório de Sj como estimador da evidência de uma classe de modelos pode

ser demonstrado conforme feito por Ching e Chen (2007), Ching e Wang (2016). Um

passo a passo desta demonstração encontra-se no Apêndice C.

Portanto, vale destacar alguns pontos em relação ao método apresentado. Além

de oferecer uma estimativa para a evidência de modelo como subproduto do algoritmo,

uma vantagem do TMCMC está no fato de que o uso da Eq. 36 dispensa a necessidade de

uma calibração manual da distribuição auxiliar, uma vez que se considera a covariância

amostral dos estados em cada estágio do algoritmo (Ching e Wang 2016). Assim, ape-

nas o fator de escala β deve ser escolhido de forma a manter uma taxa de aceitação

razoável nos passos de MH. O fator β = 0,2, sugerido por Ching e Chen (2007), funciona

bem em muitos casos, mas está longe de ótimo para muitos outros. Para contornar tal

problema Betz, Papaioannou e Straub (2016) propuseram uma modificação no método

TMCMC clássico implementando um ajuste adaptativo para β por meio de um sistema

de feedback controller proposto em Catanach (2017) durante a amostragem dos estágios

intermediários. O Algoritmo 1 apresenta um pseudocódigo para o TMCMC clássico e o

Algortimo 2 mostra a adapatação separadamente.
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Algoritmo 1 Algoritimo TMCMC clássico

1: Faça j = 0, q0 = 0 e CE = 1; *CE representa a variável para armazenamento da
evidência de modelo

2: Obtenha Ns amostras θ0 da priori, obtendo o conjunto {θ0,1,θ0,2, . . . ,θ0,Ns
}

3: while qj ̸= 1 do
4: j = j + 1
5: Calcule qj de modo a minimizar a Eq. (34)
6: if qj > 1 then
7: qj = 1
8: end if
9: Calcule a plausibilidade wj conforme a Eq. (33)

10: Obtenha a média aritmética Sj de wj, com wj = [wj,1, wj,2, . . . , wj,Ns
]T

11: Calcule a média θ̄j+1 das amostras θj ponderada pela plausibilidade (37)
12: CE = Sj · CE (Atualiza a evidência de modelo)
13: Calcule a matriz de covariância Σj por meio da Eq. (36)
14: θc

j = θj

15: for l∗ = 1 até Ns do
16: Selecione l de {1, . . . , Ns}, com probabilidade wj(NsSj)

−1

17: Proponha θ∗ ∼ N (θc
j,l,Σj)

18: Obtenha r ∼ U(0, 1)
19: Calcule αj (Razão de Hastings)
20: if r ≤ αj then
21: θc

j,l = θ∗

22: end if
23: θj,l∗ = θc

j,l

24: end for
25: end while
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Algoritmo 2 Adaptação TMCMC

1: Faça β = 2.38/
√

Np onde Np é o número de parâmetros estimados
2: Faça tacr = 0.21/Np + 0.23 onde tacr é a taxa de aceitação alvo
3: Faça G = 2.1 onde G é o amortecimento do feedback controller
4: Faça Na = 100 e na = 0
5: . . .
6: while qj ̸= 1 do
7: . . .
8: Calcule a matriz de covariância Σj por meio da Eq. (36)
9: . . .
10: for l∗ = 1 até Ns do
11: . . .
12: Proponha θ∗ ∼ N (θcj,l,Σj)
13: . . .
14: end for
15: . . .
16: if na ≥ Na then
17: Calcule a taxa de aceitação (ACR)
18: βnew = βold exp [G(ACR− tacr)]
19: na = 0
20: end if
21: end while
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5 RESULTADOS NUMÉRICOS

5.1 Dissipador de Calor com Microcanal

Nesta seção serão apresentados os resultados da solução dos problemas direto e

inverso para um problema conjugado de um dissipador de calor com microcanal, descrito

no Caṕıtulo 2. O problema direto foi solucionado por meio do método de diferenças

finitas a partir de uma formulação expĺıcita com o esquema FTCS (Forward Time Centered

Space). Uma breve explicação do método e a dedução das equações principais discretizadas

estão presentes no Apêndice B.

Primeiramente esse resultado será verificado por meio da comparação com a solução

do problema obtida pela rotina NDSolve do software Mathematica 11.3. Posteriormente

os resultados também serão comparados com os resultados obtidos a partir de um modelo

de elementos finitos tridimensional do dissipador de calor, implementado no software

comercial COMSOL Multiphysics 6.0 (a implementação na interface gráfica do software

encontra-se no Apêndice A). A malha utilizada no MDF possui uma discretização com 51

pontos em x, 51 pontos em y e 10000 pontos no tempo. Vale ressaltar que uma análise de

independência de malha para este problema foi conduzida anteriormente em Asth (2021),

e esta malha foi escolhida pois apresentou a melhor convergência sem se tornar instável.

A Tabela 1 apresenta as propriedades termo-f́ısicas do fluido (água) e da placa

(poĺımero). As dimensões da placa são Lx = Ly = 40 mm, Lz = 1 mm, o raio do mi-

crocanal Ri = 225µm e o tempo de simulação é t = 300s (tempo necessário para que

o sistema atinja o regime permanente). Para verificação dos resultados, foram conside-

rados hi(x) = 750 [W/m2 K] (constante) e he = 15 [W/m2 K]. Os demais parâmetros,

considerados conhecidos, estão listados na Tabela 2.

Tabela 1 - Propriedades termo-f́ısicas da água e do poĺımero.

Substância ρcp (J/m3 K) k (W/mK)

Água 4.187 · 106 0.6
Poĺımero 1.565 · 106 0.158

Fonte: O autor, 2023.

A primeira comparação é feita no regime permanente (t = 300s) e nas posições são

x = Lx

2
transversalmente ao microcanal e y = Ly

4
paralelamente ao microcanal, conforme

apresentado na Figura 3. A Figura 4 apresenta a comparação gráfica entre as soluções

obtidas pelo método de diferenças finitas e a rotina NDSolve.
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5.1.1 Problema Inverso: Seleção de Classe de Modelos

Esta seção apresenta resultados numéricos relacionados ao problema inverso de

estimação de parâmetros e seleção classe de modelos para um dissipador térmico com

um microcanal. Devido à natureza do problema em questão, uma variação espacial do

coeficiente de transferência de calor hi(x), entre a face do microcanal e o fluxo interno, é

esperada. Sendo assim, as classes de modelos aqui consideradas diferem entre si quanto à

descrição do coeficiente de transferência de calor hi(x), conforme apresentado na Tabela 3.

Em todos os casos, o coeficiente de transferência de calor relacionado à convecção natural

nas faces externas da placa com o ambiente, he, foi considerado com valor constante e

estimado juntamente com os outros parâmetros relacionados aos modelos considerados

para hi(x). Vale ressaltar que o valor de he utilizado na geração dos dados experimentais

simulados foi he = 15 [W/m2K] para todos os casos considerados

Tabela 3 - Modelos de referência para gerar os dados observados nos Casos 1, 2, 3 e 4.

Caso Modelo de Referência hi(x)

1 2D −10x+ 950

2 2D 950 · e−5x

3 2D 1500 · e−50x

4 3D 0,5x2 − 35x+ 1500

Fonte: O autor, 2023.

Nas análises numéricas apresentadas a seguir, foram considerados dados experimen-

tais sintéticos de temperatura, obtidos a partir da resposta de um modelo de referência

mais rúıdo gaussiano com média zero e desvio padrão de 0,3 oC. Quatro casos distintos

serão abordados. Nos Casos 1, 2 e 3, o modelo de referência usado para gerar os dados

observados é o modelo simplificado 2D, e diferem entre si quanto à descrição do coeficiente

de transferência de calor hi(x) de acordo com a Tabela 3. Um caso adicional, denominado

Caso 4, também será analisado. Este teste difere nos dados experimentais sintéticos, obti-

dos desta vez a partir de um modelo tridimensional completo resolvido usando o método

dos elementos finitos no software comercial COMSOL Multiphysics 6.0. Isso nos per-

mite analisar se o modelo mais plauśıvel se alinhará com as expectativas mesmo quando

há uma diferença entre o modelo usado na geração dos dados experimentais e o modelo

(simplificado) utilizado na resolução do problema inverso.

Para cada um desses casos, foram testadas três classes diferentes de modelos no

processo de inversão (Tabela 4), com o objetivo de determinar o modelo mais plauśıvel

para o sistema de acordo com sua evidência.

Em todos os casos considerados, as medidas de temperatura foram obtidas nas
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5.1.2 Caso 1

Neste primeiro caso teste, dados experimentais simulados foram gerados com o

modelo de referência do Caso 1, que possui um comportamento funcional linear para o

coeficiente de transferência de calor hi(x). Os três modelos descritos na Tabela 4 foram

utilizados para resolver o problema inverso para este conjunto de dados experimentais, e

os resultados serão discutidos nesta seção. Vale ressaltar que, no processo de inversão,

os parâmetros estimados são aqueles do vetor incerto relacionado ao modelo espećıfico (θ

de Mj). A Tabela 5 mostra os valores encontrados para os parâmetros de acordo com os

três modelos para o Caso 1.

Tabela 5 - Estimação do vetor de parâmetros incertos para os diferentes modelos considerados:

Caso 1

Modelo Parâmetro Média IC (95%)
σ

µ
(%) Priori

M0
c0 741.62 [738.17, 745.10] 0.13 U [600,1500]
he 14.99 [14.98, 15.05] 0.02 U [10,25]

M1

b1 -10.02 [-10.18; -9.87] 0.80 U [−25,15]
c1 951.74 [947.45, 956.03] 0.23 U [600,1500]
he 14.99 [14.98, 15.005] 0.01 U [10,25]

M2

a2 -0.002 [-0.028, 0.014] 42.5 U [−0.2; 1.0]
b2 -9.92 [-10.67, -9.17 ] 3.86 U [−25,15]
c2 950.44 [942.64, 958.24] 0.42 U [600,1500]
he 14.99 [14.98, 15.00 ] 0.01 U [10,25]

Fonte: O autor, 2023.

A partir da Tabela 5, algumas informações relevantes podem ser extráıdas. Todos

os três modelos considerados obtiveram estimativas com um baixo coeficiente de variação

([σ/µ], indicando um baixo desvio padrão em relação a média). O modelo M1 destaca-se,

pois obteve resultados em que as médias dos parâmetros estimados são muito próximas

dos coeficientes que compõe o hi(x) de referência, juntamente com baixos valores de

covariância, uma vez que possui o mesmo comportamento funcional que o modelo consi-

derado no Caso 1. Para o modelo M2, pode-se observar que o coeficiente que acompanha

o termo quadrático se aproxima de zero, obtendo efetivamente um comportamento muito

próximo ao linear. Isso era esperado, pois M2 é uma hiper-parametrização do Caso 1,

que foi usada para gerar os dados experimentais sintéticos.

A Figura 12 ilustra a comparação entre o comportamento funcional do modelo

de referência (Caso 1) e a função estimada pelos modelos M0, M1 e M2 por meio do

problema inverso. O ajuste dos dados entre os modelos apresentados M1 e M2 é apa-

rentemente indistingúıvel em relação ao coeficiente hi(x), com intervalos de confiança
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Como visto, simplesmente estimar os parâmetros para diferentes modelos não é

suficiente para avaliar qual deles melhor ajusta os dados e por esse motivo a seleção de

classe modelos também desempenha um importante papel nesse trabalho. Os resultados

da seleção de modelos são apresentados na Tabela 6. O logaritmo da evidência e o loga-

ritmo da função de verossimilhança média sobre a posteriori (ajuste de dados), que são es-

timados a partir de simulação estocástica, são mostrados ao lado do ganho de informação,

calculado através da Eq. (30). A evidência claramente favorece a classe de modelo M1,

como esperado, pois ele contém variação funcional linear com dois parâmetros, similar ao

modelo de referência usado para gerar os dados. A melhoria no ajuste do modelo M1

supera significativamente a penalização pela maior complexidade em comparação com o

modelo M0. Por outro lado, o ajuste dos dados do modelo M2 é apenas ligeiramente su-

perior ao de M1, mas ele exibe um aumento significativo no ganho de informação devido

ao maior número de parâmetros a serem estimados, o que, no entanto, não é compensado

pela informação adicional necessária para estimá-los. Um ponto importante a ser consi-

derado é que a penalização contra a complexidade na seleção de classe de modelos não se

baseia apenas no número de parâmetros, mas sim em quanto informação extra é extráıda

dos dados dispońıveis ao inclúı-los (Beck, 2010). Vale ressaltar que os valores da evidência

e do ajuste de dados para o modelo M0 são discrepantes em comparação com os demais,

devido à diferença nos modelos e à dificuldade em representar o comportamento funcional

do parâmetro para o conjunto de dados experimentais analisado.

Tabela 6 - Seleção de modelos: Caso 1

Modelo Ajuste de dados Info. ganha ln(evidência) Probabilidade (%)

M0 −1863.88 11.18 −1875.06 0

M1 −1261.04 17.92 −1278.96 97.5

M2 −1261.49 21.13 −1282.62 2.5

Fonte: O autor, 2023.

Portanto, a classe de modeloM1 apresenta a maior probabilidade para os dados ex-

perimentais observados. A Figura 16 apresenta as densidades a posteriori dos parâmetros

de M1 e a correlação entre os mesmos.
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convergem para valores muito próximos. A Tabela 13 apresenta valores numéricos para o

erro médio absoluto e erro máximo absoluto para cada uma das malhas. Outro ponto de

destaque é o fluxo de calor utilizado para a análise de convergência. Foi utilizado o fluxo

no formato de degrau (Modelo M1A que será descrito na seção de análise da solução do

problema inverso desta seção).

Tabela 13 - Erros absolutos na análise de malha

Malha Erro Médio Erro Máximo

Malha 1 0.01629 0.16411

Malha 2 0.00620 0.02746

Malha 3 0.00262 0.01008

Malha 4 0.00164 0.00853

Fonte: O autor, 2023.

A partir da Malha 2 a solução apresenta erros máximos da ordem de 1% (segunda

casa decimal). Optou-se então por escolher a Malha 2 como padrão na solução do problema

inverso, pois apresenta uma boa convergência e é menos intensa computacionalmente

quando comparada com as Malhas 3 e 4.

5.2.1 Problema Inverso: Seleção de Classe de Modelos

Esta seção apresenta resultados numéricos relacionados ao problema inverso de

seleção de classe de modelos de um sistema parametrizado em termos do fluxo de calor

imposto em um de seus contornos. Seguindo a mesma lógica do problema apresentado na

seção 5.1.1, nesta seção serão propostos dois casos de referência, e para cada um desses

casos quatro modelos distintos serão testados de maneira que após a solução do problema

inverso espera-se selecionar o modelo mais plauśıvel de acordo com a teoria apresentada. A

Figura 31 apresenta os fluxos considerados nos dois casos de referência. Vale lembrar que

caso de referência significa que a partir deste modelo serão gerados os dados experimentais

simulados, utilizados na solução do problema inverso.
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Da tabela apresentada é posśıvel notar que os modelos M1A e M2A são funções

degrau e possuem como diferença a quantidade de transições (uma e duas transições res-

pectivamente). O modelo M3A é uma combinação das funções Seno e Cosseno, parame-

trizadas pelas amplitudes e frequências e M4A é uma interpolação linear de 21 parâmetros

igualmente espaçados ao longo do domı́nio. Assim como no problema da seção 5.1.1, os

dados experimentais serão simulados com o modelo de referência e estimado com os mo-

delos das Tabelas 14 e 15. Após essas estimativas, a evidência será analisada e o modelo

mais plauśıvel identificado.

Tabela 15 - Modelos considerados para o fluxo de calor Q(X): Caso de referência 2.

Modelo Q(X) Vetor de Parâmetros

M1B
Φ1 +

∑3
i=2

Φi − Φi−1

1 + exp [−γ(X −Xi)/L]
θ = [Φ1,Φ2,Φ3, X1, X2, X3]

T

M2B
Φ1 +

∑5
i=2

Φi − Φi−1

1 + exp [−γ(X −Xi)/L]
θ = [Φ1, . . . ,Φ5, X1, . . . , X5]

T

M3B
Φ1 +

∑7
i=2

Φi − Φi−1

1 + exp [−γ(X −Xi)/L]
θ = [Φ1, . . . ,Φ7, X1, . . . , X7]

T

M4B 21 Parâmetros Igualmente Espaçados θ = [Φ1, . . . ,Φ21]
T

Fonte: O autor, 2023.

Para o caso de referência 2, os modelos utilizados são parecidos, porém apresentam

um maior grau de liberdade para cada transição (pois, para cada degrau é necessário esti-

mar a intensidade e posições da ”subida”e ”descida”). Optou-se também por utilizar mo-

delos com 1, 2 e 3 pontos de transição na estimativa (M1B, M2B eM3B respectivamente),

assim como o modelo utilizando a interpolação linear de 21 parâmetros distribúıdos no

domı́nio.

Os parâmetros do TMCMC seguem o padrão utilizado até o momento: NS = 3000,

COV = 100%. Para ambos os casos, as medidas experimentais simuladas foram obtidas

na face superior do microcanal Y = 1 com 500 medições igualmente espaçadas. Um rúıdo

Gaussiano com média zero e desvio padrão 0,05 foi adicionado as medições. A Figura

32 ilustra a posição onde são tomadas as medições experimentais dos dados simulados

utilizados na solução do problema inverso apresentado nesta seção.
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as prioris para todos os parâmetros foram consideradas iguais, com uma distribuição

uniforme U [0,10] para as intensidades de fluxo e U [0,L] para as posições. A Tabela 17

apresenta a média dos parâmetros encontrados após a solução do problema inverso para

cada um dos modelos analisados.

Tabela 17 - Média dos parâmetros estimados para cada modelo utilizado no processo de

inversão: Caso 1

i
M1A M2A M3A M4A

Φi Xi Φi Xi Φi Xi

1 4.99800 0.0017 4.99602 0.0021 1.27921 5.07205

2 1.99722 2.00092 1.98952 1.99941 3.12784 4.87949

3 — — 1.99453 2.00132 2.3663 5.40061

4 — — — — 0.999184 3.92488

5 — — — — 1.6589 6.3793

6 — — — — — 4.30422

7 — — — — — 5.06004

8 — — — — — 4.79808

9 — — — — — 4.76374

10 — — — — — 0.142659

11 — — — — — 3.29726

12 — — — — — 1.45246

13 — — — — — 1.55915

14 — — — — — 3.18013

15 — — — — — 0.550991

16 — — — — — 2.86851

17 — — — — — 2.30372

18 — — — — — 1.08434

19 — — — — — 2.35876

20 — — — — — 1.88397

21 — — — — — 4.80309

Fonte: O autor, 2023.

É posśıvel observar a partir da tabela apresentada, que os valores encontrados

para os parâmetros do modelo M1A são muito próximos dos valores exatos utilizados na

geração dos dados experimentais. De fato, isso era esperado pois este modelo é o mesmo do

caso de referência. Por outro lado, M2A pode assumir até dois degraus, mas o algoritmo

corretamente identifica que o fluxo exato possui apenas um ponto de transição, estimando

os parâmetros de maneira que a função possua valores muito próximos nas posições es-

timadas, forçando a função a assumir também apenas um degrau. Os parâmetros dos









73

principais em relação ao caso da seção anterior: (1) Os dados experimentais são agora

gerados a partir do modelo com fluxo de calor representado na Figura 31b. (2) Os modelos

utilizados na estimativa são os apresentados na Tabela 15. Os valores exatos para os

parâmetros (valores utilizados no fluxo de referência) são: Φ = {0,5; 5; 0,5; 5; 0,5} e X =

{0; 0,5; 1,5; 3; 4}. A Tabela 19 apresenta a média dos parâmetros encontrados após a

solução do problema inverso para cada um dos modelos analisados.

Tabela 19 - Média dos parâmetros estimados para cada modelo utilizado no processo de

inversão: Caso 2

i
M1B M2B M3B M4B

Φi Xi Φi Xi Φi Xi Φi

1 3.36764 3.22206 0.77444 0.00175 7.14765 7.25370 0.09984

2 6.09471 2.66558 4.93424 0.53213 6.07004 5.68785 1.03585

3 3.01404 1.73817 0.50112 1.50276 5.44551 5.00668 1.38707

4 — — 5.06453 3.01107 5.04655 4.65836 6.25982

5 — — 0.51329 3.99159 4.78235 4.46566 4.44994

6 — — — — 7.25370 4.21132 6.26635

7 — — — — 7.25370 4.18899 2.00199

8 — — — — — — 0.18020

9 — — — — — — 0.86997

10 — — — — — — 0.28296

11 — — — — — — 0.21210

12 — — — — — — 1.01986

13 — — — — — — 1.41176

14 — — — — — — 5.73565

15 — — — — — — 6.68183

16 — — — — — — 2.76862

17 — — — — — — 3.95149

18 — — — — — — 0.03866

19 — — — — — — 1.02167

20 — — — — — — 0.27812

21 — — — — — — 0.59008

Fonte: O autor, 2023.

Pode-se inferir a partir da tabela apresentada, que os valores encontrados para os

parâmetros do modelo M1B não conseguem estimar o fluxo exato de maneira satisfatória.

Isso já era esperado devido à grande discrepância nos modelos, pois M1B pode assumir

no máximo um degrau. Os resultados da estimativa indicam que o ponto de transição é

posicionado em um local onde há uma tentativa de amenizar a diferença entre a resposta
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CONCLUSÃO E TRABALHOS FUTUROS

A pesquisa conduzida neste trabalho concentrou-se na seleção de modelos Bayesi-

ana, por meio da formulação de problemas inversos de transferência de calor em microca-

nais. O objetivo principal foi a caracterização e identificação de coeficientes importantes

para formulação matemática dos sistemas, assim como a análise de qual modelo testado

é o mais plauśıvel de acordo com os dados experimentais observados.

A abordagem do trabalho foi dividida em dois problemas distintos. No primeiro,

buscou-se a estimativa dos coeficientes de convecção em um dissipador térmico com mi-

crocanal, tendo foco maior no coeficiente relativo ao escoamento interno, pois apresenta

grande relevância no estudo de sistemas do tipo. Este problema visa representar uma

aplicação prática dos sistemas estudados. No segundo problema, a análise de um modelo

espećıfico de microcanal foi conduzida, levando em conta caracteŕısticas particulares como

o escorregamento de velocidade e salto de temperatura nas paredes.

A solução do problema direto para o primeiro problema foi alcançada através do

método de diferenças finitas em sua formulação expĺıcita (FTCS). O método apresen-

tou ótima convergência quando comparado com outras rotinas robustas de solução de

equações diferenciais parciais. A fim de garantir maior confiabilidade às soluções obti-

das, foi adotado outro software de simulação, o COMSOL Multiphysics 6.0, para verificar

os resultados provenientes do método empregado. Os resultados mostraram-se bastante

satisfatórios, pois apresentaram uma boa convergência mesmo para o caso onde há uma

discrepância entre os modelos. A simulação no COMSOL também possibilitou um teste

interessante no problema inverso relativo ao este problema, distanciando o ”crime in-

verso”em um dos casos estudados.

No segundo problema a solução utilizada foi obtida com aux́ılio da rotina NDSolve

do software Wolfram Mathematica 11.3 adotando o método de elementos finitos intŕınseco

da rotina de solução. Para avaliar a convergência do método, foram empregados diversos

tipos de malhas, resultando em soluções notavelmente próximas. Em todos os casos de

refinamento de malha, o erro médio foi da ordem da segunda casa decimal, evidenciando

sua consistência.

A técnica empregada para obter a solução do problema inverso foi elaborada dentro

de uma perspectiva Bayesiana, a partir Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov

Transicional (TMCMC). Esse algoritmo proporciona a estimativa da evidência de modelo

sem custos computacionais adicionais, possibilitando a fácil comparação entre eles.

Em todos os casos estudados, o modelo mais plauśıvel foi identificado correta-

mente, mesmo quando havia diferenças entre os modelos utilizados para gerar os dados

experimentais sintéticos e os utilizados no processo de inversão. Esses resultados corrobo-

ram a eficiência da metodologia abordada no contexto de seleção de modelos Bayesiana,
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mostrando sua eficácia para os diversos casos de estudo.

Na perspectiva de futuras investigações, a ampliação para problemas tridimensio-

nais na transferência de calor emerge como uma etapa crucial no desenvolvimento. Até

o momento, a abordagem adotada concentrou-se principalmente em modelos bidimensi-

onais para capturar aspectos essenciais dos fenômenos térmicos nos sistemas estudados.

No entanto, a transição para problemas tridimensionais representa um avanço signifi-

cativo, proporcionando uma representação mais fidedigna da complexidade inerente à

transferência de calor. A inclusão dessa dimensão adicional não apenas aprimorará a pre-

cisão das análises, mas também abrirá caminho para a exploração de fenômenos térmicos

em estruturas mais realistas.

Propõe-se também, para a continuidade deste trabalho que as técnicas desenvolvi-

das e validadas sejam aplicadas em problemas reais com a realização de ensaios experi-

mentais, sendo este mais um passo importante para validação das metodologias estudadas.
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A.0.1 Condições iniciais e de contorno

Nesta etapa são definidas as condições de contorno das fronteiras geradas pelo

modelo e a condição inicial dos parâmetros do problema. Tanto para a placa quanto

para o canal, é definida a temperatura de 50oC nas suas condições iniciais (Figura 42).

As fronteiras da borda da placa, assim como a face superior trocam calor por convecção

natural com o ambiente (Figura 43), para isso é necessário definir a temperatur externa

e a selecionar as faces que possuem esta condição de contorno. Já na face onde ocorre

a troca de calor proveniente da resistência elétrica (Figura 44), é criado um Heat Flux,

utilizando o valor de qw.

Figura 42 - Temperatura inicial

Fonte: O autor, 2023.
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Figura 43 - Condição de contorno de convecção interna

Fonte: O autor, 2023.

Figura 44 - Condição de contorno de fluxo de calor

Fonte: O autor, 2023.

O domı́nio do microcanal foi atribúıdo como fluido e com uma f́ısica de escoamento

laminar. A temperatura de entrada da água como 20oC e nesta mesma face é determinada

a velocidade de entrada no eixo x (Figura 45) através da interface Inlet, e seu valor é

calculado com a Eq. 9. A fronteira oposta, é definida como a sáıda da água, ou Outlet.

As velocidades nos outros eixos foram definidas como nulas, dado que o escoamento ocorre

apenas na direção do canal.
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APÊNDICE B – Discretização por Diferenças Finitas

A solução numérica para o sistema de equações da placa e do fluido (Problema do

caṕıtulo 2) será feita através o método de diferenças finitas em sua formulação expĺıcita,

pela implementação de um código computacional na linguagem de programação Python

3. Este método consiste em discretizar o domı́nio cont́ınuo modelado por uma equação

diferencial parcial. A EDP é convertida em equações algébricas fazendo uso da apro-

ximação das derivadas como diferenças a partir da série de Taylor (Pletcher; Tannehill;

Anderson, 2012; Ozisik, 1994). Utilizou-se aproximações de segunda ordem nas derivadas

espaciais e primeira ordem nas derivadas temporais, de acordo com o esquema Forward

Time Centered Space (FTCS) para a equação da placa e Upwind de primeira ordem para

a equação do fluido.

Considerando uma malha regular, com espaçamentos iguais ao longo dos eixos x

(aqui, x representa o domı́nio espacial, podendo ter até três dimensões), e t, sendo ∆x

e ∆t os espaçamentos ao longo desses eixos, podemos realizar uma expansão em série de

Taylor para o campo de temperaturas a partir de um ponto arbitrário do domı́nio.

T (x0 +∆x, t) = T (x0) +
∂T (x)

∂x
∆x+

∂2T (x)

∂x2

(∆x)2

2!
+O(∆x)3 (42a)

T (x0 −∆x, t) = T (x0)−
∂T (x)

∂x
∆x+

∂2T (x)

∂x2

(∆x)2

2!
−O(∆x)3 (42b)

Para obter os termos de primeira ordem, pode-se truncar as expansões admitindo

apenas as derivadas de ordem 1. Isolando ∂T (x)
∂x

, têm-se:

∂T (x)

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=
T (x0 +∆x)− T (x0)

∆x
+O(∆x) (43a)

∂T (x)

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=
T (x0)− T (x0 −∆x)

∆x
+O(∆x) (43b)

assim, a equação 43a é conhecida por diferença avançada (forward difference) e 43b é

conhecida como diferença atrasada (backward difference). Usando uma notação mais

compacta, pode-se escrever:
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∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

i

=
Ti+1 − Ti

∆x
+O(∆x) (44a)

∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

i

=
Ti − Ti−1

∆x
+O(∆x) (44b)

subtraindo 42a de 42b, uma diference centrada (central difference) é obtida:

T (x0 +∆x)− T (x0 −∆x) = 2
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

x0

∆x+ 2
∂3T

∂x3

∣

∣

∣

∣

∣

x0

(∆x)3

3!
+ . . . (45)

e portanto:

∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

i

=
Ti+1 − Ti−1

2∆x
+O(∆x)2 (46)

Para obtenção da aproximação para a derivada de segunda ordem, a equação 42a

é somada a 42b, de modo que:

T (x0 +∆x) + T (x0 −∆x) = 2T (x0) +
∂2T

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

x0

(∆x)2 + 2
∂4T

∂x4

∣

∣

∣

∣

∣

x0

(∆x)4

4!
+ . . . (47)

ou seja:

∂2T

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=
T (x0 +∆x)− 2T (x0) + T (x0 −∆x)

(∆x)2
+O(∆x)2 (48)

na forma mais compacta:

∂2T

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=
Ti+1 − 2Ti + Ti−1

(∆x)2
+O(∆x)2 (49)

As mesmas operações podem ser feitas com avanço temporal, aproximando a pri-

meira e segunda derivada do campo de temperaturas T (x, t) em relação ao tempo. Para

o problema estudado neste trabalho adotou-se aproximações de segunda ordem nas de-

rivadas espaciais e primeira ordem nas derivadas temporais, de acordo com o esquema

Forward Time Centered Space (FTCS) para a equação da placa e Upwind de primeira



93

ordem para a equação do fluido. Para o esquema FTCS, tem-se:

∂T (x,y,t)

∂t
≈

T n+1
i,j − T n

i,j

∆t
(50a)

∂2T (x,y,t)

∂x2
≈ T n

i−1,j − 2T n
i,j + T n

i+1,j

(∆x2)
(50b)

∂2T (x,y,t)

∂y2
≈ T n

i,j−1 − 2T n
i,j + T n

i,j+1

(∆y2)
(50c)

onde o ı́ndice n representa o instante na malha temporal, enquanto os ı́ndices i e j repre-

sentam as posições espaciais, nas malhas de x e y, respectivamente. Dessa maneira, T n
i,j é

a temperatura do nó da malha discretizada na posição i,j e no instante de tempo n. Para

o esquema Upwind, aplicado na equação do fluido, tem-se

∂T (x,t)

∂x
≈ T n

i − T n
i−1

∆x
(51)

substituindo a equação (51) na equação (7) obtém-se a expressão da aproximação para

equação do fluido, dada por:

T n
fi =

1

1 + rup
(T n

fi
+ rupTpi,0) (52a)

rup =
2hi∆x

ρfcf ūRi

(52b)

substituindo as equações (50a) a (50c) na equação (1), tem-se a expressão para os nós

internos da malha espacial da placa, dada por:

T n+1
i,j = T n

i,j + α
∆t

∆x2
(T n

i−1,j − 2T n
i,j + T n

i+1,j) + α
∆t

∆y2
(T n

i,j−1 − 2T n
i,j + T n

i,j+1)+

+
qw∆t

Lzρcp
+

he∆t

Lzρcp
(T n

i,j − T∞)
(53)

onde α = k/ρcp é a difusividade térmica do material, que é a razão do transporte difusivo

pela taxa de energia armazenada. Utilizando então a estratégia de nós fict́ıcios para

discretização dos contornos do problema, obtém-se um sistema de equações algébricas

utilizadas no processo iterativo de solução computacional.
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APÊNDICE C – Estimador da Evidência de Modelo

Para desenvolver esta estimativa, o primeiro passo é tomar a plausibilidade wj+1 e

calcular seu valor esperado:

E(wj+1) =

∫

wj+1pj(θ|M)dθ (54)

Da equação (33), pode-se expressar (54) como:

E(wj+1) =

∫

wj+1pj(D|θ,M)qj+1−qjpj(θ|M)dθ (55)

Das equações (24), (25), (31)

pj(θ|M) =
p(θ|M)p(D|θ,M)qj
∫

p(θ|M)p(D|θ,M)qj
dθ (56)

Aplicando (56) em (55), obtém-se

E(wj+1) =

∫

p(D|θ,M)qj+1−qj
p(θ|M)p(D|θ,M)qj

∫

p(θ|M)p(D|θ,M)qjdθ
dθ

=

∫

p(θ|M)p(D|θ,M)qj+1dθ
∫

p(θ|M)p(D|θ,M)qjdθ

(57)

Dessa maneira, o produto entre os valores de wj+1 é expresso como

nj−2
∏

j=0

E(wj+1) =

∫

p(θ|M)p(D|θ,M)qnj−1dθ
∫

p(θ|M)p(D|θ,M)q0dθ
(58)

Sabendo que q0 = 0, qnj−1 = 1 e também
∫

p(θ|M)dθ = 1, obtém-se

nj−2
∏

j=0

E(wj+1) =

∫

p(θ|M)p(D|θ,M)qnj−1dθ (59)

Se um número suficientemente grande de amostras Ns é escolhido, torna-se posśıvel

fazer uso da Lei dos Grandes Números (Ching e Chen 2007), e dessa forma o valor esperado
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da plausibilidade pode ser expressado como:

E(wj+1) ≈
1

Ns

Ns
∑

l=1

wj+1,l (60)

Podemos reescrever a Eq. (60) como:

nj−2
∏

j=0

Sj+1 ≈ p(D|M) (61)

Portanto, a evidência de modelo pode ser aproximada pelo produto das médias das

plausibilidades de cada estágio
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