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RESUMO

PEREIRA, C. R. Estimulagdo cerebral profunda: andlise térmica via métodos bayesianos.
2024. 158 f. Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) — Instituto Politécnico,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2024.

A técnica de estimulacdo cerebral profunda (do inglés, Deep Brain Stimulation - DBS),
um procedimento neurocirirgico empregado no tratamento de sintomas motores, € caracteri-
zada pelo uso de eletrodos de estimulacdo que recebem pulsos elétricos. Dependendo do po-
tencial elétrico aplicado, esses pulsos podem ocasionar um aumento de temperatura nas regioes
adjacentes a aplicagdo elétrica. Nesse sentido, aprimorar a precisao da andlise térmica, levando
em conta as incertezas nos parametros fisico-matematicos, e realizar a estimativa de parametros
desconhecidos s@o medidas cruciais para prevenir danos térmicos ou aquecimento excessivo
decorrente do uso do eletrodo. Esse trabalho trata da aplicacao de abordagens bayesianas, por
meio de simulacdo computacional, com o objetivo de analisar o campo de temperaturas em um
cérebro com eletrodo DBS. A equacio cldssica de biotransferéncia de calor foi empregada para
modelar a transferéncia de calor no tecido, considerando que o aquecimento devido aos pulsos
elétricos provenientes do eletrodo € representado por um termo fonte que simboliza o campo
elétrico gerado pelo potencial aplicado. A solu¢do do problema direto associado foi obtida uti-
lizando as abordagens numéricas de elementos finitos e diferencas finitas. A andlise do campo
de temperaturas e a estimativa de parametros foram realizadas por meio de problemas inversos,
via inferéncia bayesiana, com a aplica¢do de filtros de particulas e do método de Monte Carlo
com Cadeias de Markov. Nas simulagdes computacionais realizadas, considerou-se os efeitos
produzidos por medi¢des de temperaturas simulada obtidas por meio de um sensor localizado
dentro do eletrodo cerebral. Os resultados obtidos, considerando essas medicdes simuladas,
contendo diferentes niveis de ruido, demonstraram boas estimativas de pardmetros e de varia-
veis de estado. A metodologia apresentada leva em consideracao ainda as incertezas associadas
aos parametros termo-fisicos e aos modelos, mostrando-se promissora para reduzir o risco de
lesdes relacionadas a técnica de estimulacdo cerebral profunda.

Palavras-chave: estimulagdo cerebral profunda; biotransferéncia de calor; problemas inversos;
filtros de particulas.



ABSTRACT

PEREIRA, C. R. Deep brain stimulation: thermal analysis via Bayesian methods. 2024. 158 f.
Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) — Instituto Politécnico, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2024.

The Deep Brain Stimulation (DBS) technique, a neurosurgical procedure commonly
employed in the treatment of motor symptoms, is characterized by the use of stimulation le-
ads that receive electrical pulses. Depending on the electrical potential applied, these pulses
can cause an increase in temperature in regions adjacent to the electrical application. In this
context, enhancing the accuracy of thermal analysis, considering uncertainties in the physical-
mathematical parameters, and performing the estimation of unknown parameters are crucial
measures to prevent thermal damage or excessive heating resulting from the use of the leads.
This work concentrates on the application of Bayesian approaches through computational si-
mulation to analyze the temperature field in a brain with a DBS lead. The classical equation of
bioheat transfer in tissues was employed to model heat transfer in the tissue, considering that
the heating due to electrical pulses from the lead is represented by a source term symbolizing
the electric field generated by the applied potential. The solution to the associated direct pro-
blem in this physical-mathematical problem was obtained using numerical approaches such as
finite element and finite difference methods. The analysis of the temperature field and parame-
ter estimation were carried out through inverse problems, employing Bayesian inference with
the application of particle filters and the Markov Chain Monte Carlo method. In the compu-
tational simulations performed, the effects produced by simulated temperature measurements
obtained through a sensor located within the brain lead were considered. The results obtained,
considering these simulated measurements with varying noise levels, demonstrated accurate es-
timations of parameters and state variables. The presented methodology also takes into account
uncertainties associated with thermophysical parameters and models, proving promising for re-
ducing the risk of injuries related to the DBS technique.

Keywords: deep brain stimulation; bioheat transfer; inverse problems; particle filters.
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INTRODUCAO

A estimulacdo cerebral profunda (Deep Brain Stimulation - DBS) € um procedimento
neurocirdrgico que consiste na implanta¢io de eletrodos intracranianos com o objetivo de en-
viar pulsos elétricos a dreas cerebrais especificas (Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021).
O procedimento € realizado para estimular o funcionamento do cérebro e melhorar o desem-
penho e a qualidade de vida de pessoas que possuem condicdes neuroldgicas como doenca
de Parkinson (Starr; Vitek; Bakay, 1998; Xiao et al., 2021), tremor essencial (Aum; Tierney,
2018), distonia (Krauss et al., 2004; Macerollo et al., 2020), epilepsia (Salanova, 2018), e outros
(Harmsen et al., 2020; Lam et al., 2021). A técnica DBS ndo cura e ndo impede a progressao
das condi¢des neuroldgicas, mas tem se mostrado eficiente no controle de sintomas motores,
como rigidez, dificuldade para andar, lentidao de movimento, tremores e diversos outros, além
de apresentar resultados positivos em sintomas de ansiedade, depressao, dor e fadiga (Krauss et
al., 2021; Sui et al., 2021). Dessa forma, em grande parte dos casos, o implante DBS consegue
devolver autonomia e independéncia ao paciente, diminuindo as dores e incomodos causados
pelas doencgas (Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021; Sui et al., 2021).

Conforme mostrado na Figura 1, um sistema DBS tipico consiste em quatro compo-
nentes principais: (1) um neuroestimulador; (2) um cabo de extensdo; (3) um eletrodo; e (4)
os contatos do eletrodo. O neuroestimulador possui um microchip com bateria e, em geral, €
implantado no peito, logo abaixo da clavicula, sob a pele do paciente. Os eletrodos sdo implan-
tados em regides de interesse do cérebro que podem variar de acordo com a doenga apresentada
pelo paciente. O cabo de extensdo conecta o eletrodo ao neuroestimulador e os os contatos do
eletrodo sdo responséveis por transmitir os pulsos elétricos. Além disso, as derivacdes DBS
podem ser unilaterais ou bilaterais. O DBS unilateral possui apenas um eletrodo para realizar a
estimulac@o. Ja o bilateral possui dois eletrodos localizados em diferentes regides do cérebro.
Ademais, a estimulac¢do bilateral pode ser feita com a ligagdo dos eletrodos a um tinico neuroes-
timulador ou, em alguns casos, coloca-se dois neuroestimuladores e cada um deles esta ligado a
um eletrodo (Jardim et al., 2020; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021; Sui et al., 2021).

As caracteristicas cruciais de um eletrodo incluem biocompatibilidade, inércia, durabi-
lidade, estabilidade ao longo do tempo, viabilidade cirdrgica, boa condutividade elétrica, tra-
tabilidade, distribuicdo de corrente apropriada e configuracdo espacial. Além de ser desejavel
que o dispositivo seja compativel com a utilizagdo da ressonancia magnética (Magnetic Reso-
nance Imaging - MRI). A maior parte dos estudos recentes se concentraram em desenvolver
novos modelos de eletrodo com objetivo de permitir corrente direcionada, maior nimero de
parametros para os médicos programarem, avancos na compatibilidade com MRI, entre outros
aspectos (Hariz; Blomstedt; Zrinzo, 2010; Bronstein et al., 2011; Gardner, 2013; Aum; Tierney,
2018; Harmsen et al., 2020; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021). Existem diferentes

modelos de eletrodos e marcas no mercado, a implanta¢do de um ou outro eletrodo pode variar
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de acordo com a finalidade desejada. Apds a cirurgia de insercao do eletrodo DBS o paciente é
submetido a um ajuste dos estimulos no cérebro visando os objetivos especificos desejados, ou
seja, o alivio de sintomas (Sui et al., 2021; Cubo; Medvedev, 2018).

Figura 1 - Representagdo do sistema DBS.

Legenda: 1 - Neuroestimulador. 2 - Fio de extensdo. 3 - Eletrodo. 4 - Contatos do eletrodo.
Fonte: Adaptado de Jardim et al. (2020).

Apesar da DBS ser um procedimento cirtdrgico bem tolerado amplamente utilizado em
todo o mundo, novas aplica¢des da técnica vem requerendo aumento da tensao no eletrodo e,
consequentemente, podem expor os pacientes com o implante a um aquecimento excessivo na
regido, que € sensivel. Além disso, devido ao acoplamento térmico com outros equipamentos,
como por exemplo a MRI, pode ocorrer aumento de temperatura ainda maior, causando danos
aos tecidos (Elwassif et al., 2006; Elwassif et al., 2012; McElcheran et al., 2019; Golestanirad
et al., 2020; Jardim et al., 2020; Arianpouya et al., 2021; Sui et al., 2021). A MRI é uma fer-
ramenta clinica e de pesquisa importante para andlise de imagens com alta qualidade. Todavia,
os riscos associados aos dispositivos de imagem em pacientes que possuem o eletrodo DBS im-
plantado levaram a regulamentagdes rigidas, limitando a utilizacdo da MRI nesses casos (Boutet
et al., 2020; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021). Essa limita¢do ocorre porque uma
vez que o dispositivo estd dentro do campo de radiofrequéncia do scanner de MRI, os condu-
tores elétricos atuam como uma antena, amplificando a deposicdo de energia no tecido e, por
consequéncia, possibilitando que ocorra aquecimento excessivo das regides do tecido cerebral
proximas aos eletrodos (McElcheran et al., 2019; Boutet et al., 2020; Arianpouya et al., 2021;
Krauss et al., 2021; Sadeghi-Tarakameh et al., 2022).

Diversos trabalhos se dedicaram ao estudo experimental visando determinar a extensao
do aquecimento devido ao acoplamento entre o campo de MRI e os implantes de DBS em

modelos realistas da cabeca humana (Rezai et al., 2004; Nordbeck et al., 2009; Davidson et
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al., 2021; Sadeghi-Tarakameh et al., 2022) e estudos de simulacdo (McElcheran et al., 2019;
Golestanirad et al., 2020). Além disso, resultados também foram obtidos por meio de modelos
computacionais com equacdes matematicas que descrevem o problema fisico para modelar o
aumento de temperatura causado pelo eletrodo. Esses estudos foram realizados resolvendo
problemas diretos considerando modelos matematicos aproximados do cérebro (Elwassif et al.,
2006; Elwassif et al., 2012; Jardim et al., 2020; Dawson et al., 2023), ou ainda, modelos mais
realistas obtidos com MRI (Khadka et al., 2020). Ha também estudos para monitorar o aumento
da temperatura resolvendo problemas diretos de biotransferéncia de calor que utilizam modelos
matematicos semelhantes ao modelo DBS (Fiocchi et al., 2020; Serrano-Amenos et al., 2020).
O crescente uso da técnica DBS, incluindo novas aplicagdes com tensdes mais altas aliada ao
pouco nimero de trabalhos dedicados as mudangas de temperatura causadas pela DBS, indicam
a necessidade da aplicacdo de técnicas como as apresentadas neste trabalho visando minimizar
o risco de lesoes.

Além disso, uma alternativa interessante € utilizar técnicas de problemas inversos que
levam em consideracdo medidas experimentais para estimar algumas propriedades fisicas pre-
sentes no modelo matematico DBS. Nesse sentido, apenas um trabalho foi encontrado aplicando
problemas inversos envolvendo variacdo de temperatura e estimativa de propriedades (Jardim
et al., 2020). A utilizagdo de problemas inversos para estimacao de parametros e obten¢do do
campo de temperatura é bastante relevante, pois permite uma andlise das incertezas associadas
ao modelo matematico e as propriedades do problema, além de levar em considera¢do medidas
experimentais. Nesse cendrio, problemas de biotransferéncia de calor t€ém sido formulados por
meio de abordagens bayesianas, a fim de acoplar os resultados incertos das simula¢des numéri-
cas com as medidas que contém incertezas €, com isso, obter uma melhor previsao do campo de
temperatura dos tecidos dentro do corpo e estimar propriedades do modelo matemético (Varon;
Orlande; Elicabe, 2015; Lamien et al., 2017; Pacheco et al., 2020; Silva et al., 2021; Ferreira
et al., 2023). No que diz respeito a técnica DBS, ndo foram encontrados estudos que abordem
o problema matematico com a equacao da DBS acoplada juntamente com a utilizacdo de abor-
dagens bayesianas, nem mesmo trabalhos envolvendo quantificacdo de incertezas ou projeto
6timo sob incerteza envolvendo o problema térmico como objetivo principal. Sendo assim, o

objetivo e contribui¢do desta tese pode ser definido como apresentado no tépico a seguir.

Objetivos

Esse trabalho visa, utilizando inferéncia bayesiana, estimar o campo de temperatura e
propriedades presentes no modelo matematico de biotransferéncia de calor no cérebro sujeito
a um dispositivo DBS implantado. Com isso, melhora-se a precisdo do campo de temperatura
estimado e diminui-se o risco de lesdes relacionadas a técnica DBS. Nesse sentido, pode-se

citar os seguintes objetivos especificos:
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* Realizar revisao bibliogréfica sobre DBS, biotransferéncia de calor e problemas inversos;
* Obter a solugdo do problema direto de biotransferéncia de calor;

* Verificar a solucdo e obter a validacdo do modelo matematico utilizando resultados oriun-

dos da literatura;

* Estimar o potencial elétrico (V,.,,s), considerando o problema permanente, utilizando o
método de Monte Carlo com Cadeia de Markov (Markov Chain Monte Carlo - MCMC)
via algoritmo de Metropolis-Hastings;

* Realizar a estimativa de estado com diferentes filtros de particulas considerando o modelo

matemadtico de biotransferéncia de calor transiente e comparar suas solugdes;

* Estimar parametros do modelo matematico de biotransferéncia de calor transiente uti-
lizando o método MCMC via Metropolis-Hastings, bem como a realizacao de projeto

otimo.

Organizaciao do Trabalho

No Capitulo 1 apresenta-se a revisdo bibliografica onde se inclui: (1) contextualizacio
histdrica sobre estimulagdo elétrica e neurologia; (2) estimulagdo cerebral profunda; (3) modelo
matematico de biotransferéncia de calor; (4) problemas inversos; e (5) contribui¢@o da tese para
o meio cientifico.

No Capitulo 2 apresenta-se a formulacao do problema fisico e a modelagem matema-
tica para transferéncia de calor em tecido biolégico com o eletrodo DBS implantado. Para essa
modelagem, a equagdo cldssica de biotransferéncia de calor foi utilizada em conjunto com uma
equacao de Lapace acoplada como um termo fonte que representa a contribuicdo do aqueci-
mento causado pelo eletrodo DBS.

No Capitulo 3, apresentam-se os passos para obter a solucdo do problema direto utili-
zando o Método dos Elementos Finitos (MEF) com a rotina computacional NDSolve, intrinseca
do software Wolfram Mathematica e o Método das Diferencas Finitas (MDF).

No Capitulo 4 apresentam-se os passos para a analise de sensibilidade, a andlise sob
incerteza e a solucdo de problemas inversos através do método MCMC e de problemas de esti-
mativa de estado empregando o filtro de Kalman e diferentes filtros de particulas, tais como, os
filtros amostragem por importancia sequencial (Sequential Importance Sampling - SIS), amos-
tragem por importancia e reamostragem sequencial (Sampling Importance Resampling - SIR),
auxiliar de particulas ou amostragem auxiliar e reamostragem por importancia (Auxiliary Sam-
pling Importance Resampling - ASIR) e de Liu & West.

No Capitulo 5 encontra-se a verificacdo do modelo matematico apresentado no Capitulo

2 por meio da comparacdo das solu¢des numéricas obtidas com MEF e o MDE. Além disso,
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apresenta-se a validacdo do modelo permanente utilizando como referéncias os dados experi-
mentais disponibilizados por Elwassif et al. (2012).

No Capitulo 6 sdo apresentados os resultados obtidos para a andlise de sensibilidade, a
andlise sob incertezas e a solu¢@o para o problema inverso com o método MCMC e os filtros de
particulas SIR, ASIR e de Liu & West. Além das discussdes sobre o tema.

Finalmente, no Capitulo 7, encontram-se as Conclusoes e sugestdes de atividades futu-
ras.
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1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.1 Contextualizacio historica sobre estimulacio elétrica e neurologia

As primeiras evidéncias que conduziram pesquisadores a estudar os estimulos elétricos
para tratamento de distirbios neuropsiquiatricos ocorreram por volta de 1800 através de esti-
mulagdes elétricas aplicadas em musculos de animais (Volta; Banks, 1800; Arianpouya et al.,
2021). Esses estudos iniciais levaram cientistas a buscar mais informacdes sobre o funciona-
mento do cérebro humano submetido a aplicagdo de impulsos elétricos. Com isso, no século
19, as aplicagdes de corrente elétrica tornaram-se comuns em anestesias € percebeu-se que se
poderia utilizar estimulos elétricos no cérebro para o tratamento de algumas doencas motoras
(Schwalb; Hamani, 2008). No entanto, foi necessario quase um século para que a tecnologia
avancasse a ponto de, no século 20, se considerar a implantacdo de eletrodos de estimulag@o
elétrica (Schwalb; Hamani, 2008; Gardner, 2013; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021).

Antes de haver estimulagdo elétrica para tratar distirbios do movimento, j4 havia a abla-
cdo. Segundo Arianpouya et al. (2021) os estudos com o objetivo de melhorar sintomas e dor
em disturbios do movimento utilizando ablagdo térmica comegaram a surgir na década de 1940
com procedimentos para criar lesdes permanentes em regides especificas do cérebro. Nesse
contexto, para identificar os melhores alvos de lesdo na ablacdo, comecaram a se desenvolver
estudos utilizando a eletrografia (DODGE JR. et al., 1954; Schwalb; Hamani, 2008; Arianpouya
et al., 2021). Mais adiante, por volta de 1952, ainda com o objetivo de identificar o alvo ideal e
diminuir as lesdes em locais indesejados, a estimulacdo de estruturas cerebrais profundas pas-
sou a ser usada em pacientes com doengas psiquidtricas como um procedimento que antecedia
a cirurgia por ablag@o (Schwalb; Hamani, 2008; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021).
Nesse contexto, no final da década de 1990, devido a terapia por ablacdo ter a desvantagem
de gerar uma possivel lesdo mal posicionada irrevisivel, juntamente com o desenvolvimento da
estimulacgao cronica, ocorreu o surgimento da DBS como uma alternativa de tratamento promis-
sora (Bergman; Wichmann; Del.ong, 1990; Schwalb; Hamani, 2008; Hariz; Blomstedt; Zrinzo,
2010; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021).

1.2 Estimulacao cerebral profunda

A utilizacdo da DBS para tratar distirbios do movimento comegou em 1987, quando Be-
nabid et al. (1987) publicaram um artigo contando suas experiéncias com DBS no tratamento do
tremor essencial e na interrup¢do de tremores parkinsonianos. Em consequéncia, foram realiza-
dos mais estudos confirmando esses resultados e inicializou-se o interesse pela comercializacao
de dispositivos DBS (Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021). Anos depois, em 1995 a
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Medtronic, uma empresa de tecnologia médica de Minneapolis nos Estados Unidos, recebeu
aprovacao regulatdria para seu primeiro dispositivo DBS comercial (Arianpouya et al., 2021;
Krauss et al., 2021). Com isso, segundo Krauss et al. (2021), surgiu o primeiro neuroestimula-
dor para DBS, que permitia apenas estimulac@o unilateral. Mais adiante, em 1999, o primeiro
neuroestimulador dual-channel foi langado na Europa e, com o passar do tempo, tornou-se o
mais utilizado em todo o mundo (Krauss et al., 2021). A maior parte dos estudos recentes
se concentraram em desenvolver novos modelos de eletrodo com objetivo de permitir corrente
direcionada, maior variagdo nos parametros de programac¢do, avancos na compatibilidade com
MRI, entre outros aspectos (Hariz; Blomstedt; Zrinzo, 2010; Bronstein et al., 2011; Gardner,
2013; Aum; Tierney, 2018; Harmsen et al., 2020; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021).
Existem diferentes modelos de eletrodos e marcas no mercado. A implantacdo de um ou outro
eletrodo pode variar de acordo com a finalidade desejada.

Atualmente a estimulagdo cerebral profunda tem sido utilizada para diversos tratamentos
de origem neuroldgica sendo aplicada, até o ano de 2021, em mais de 20 indica¢des diferentes
e 40 alvos cerebrais distintos, com mais de 175.000 dispositivos DBS implantados globalmente
desde 1987 (Arianpouya et al., 2021). Algumas aplicacdes ja foram aprovadas hd anos, en-
quanto outras estdo em processo de estudo ou aprovagao.

A primeira aplicagdo clinica aprovada de DBS foi para o tratamento de tremor essencial
na Europa em 1995, depois pela Food and Drug Administration (FDA) dos Estados Unidos
em 1997 (Gardner, 2013; Aum; Tierney, 2018; Wong et al., 2020; Krauss et al., 2021). O
tremor essencial € um distirbio do movimento em que as contrac¢des oscilatérias dos musculos
produzem um tremor de acdo involuntaria. A técnica DBS melhora os sintomas do tremor com
estabilidade a longo prazo garantindo, na maioria dos casos, a redu¢do do tremor por muitos
anos (Lozano et al., 2019; Wong et al., 2020; Potel et al., 2022).

Em seguida, em 1998, foi aprovado na Europa o uso da tecnologia DBS para o trata-
mento da doenga de Parkinson, seguida da aprovacdao da FDA em 2002 (Starr; Vitek; Bakay,
1998; Gardner, 2013; Aum; Tierney, 2018; Arianpouya et al., 2021). Desde entdo, tornou-se
bem aceito na doenga de Parkinson para pacientes que ndo respondem de forma satisfatéria aos
tratamentos com remédios, e substituiu quase completamente a cirurgia ablativa, com melho-
res resultados, mais flexibilidade, reversibilidade potencial e menor morbidade (Starr; Vitek;
Bakay, 1998; Gardner, 2013; Aum; Tierney, 2018; Lozano et al., 2019; Harmsen et al., 2020;
Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021; Xiao et al., 2021; Potel et al., 2022).

No que diz respeito a distonia, um distirbio neurolégico do movimento caracterizado
por contracdes involuntdrias dos musculos, desde o primeiro caso publicado em 1977, a DBS
tem sido cada vez mais usada como tratamento para suas sindromes, especialmente em pacientes
com distonia grave (Krauss et al., 2004; Schwalb; Hamani, 2008; Aum; Tierney, 2018; Lozano
et al., 2019; Macerollo et al., 2020; Krauss et al., 2021; Potel et al., 2022). A FDA concedeu
permissdo para o uso do sistema DBS da Medtronic para distonia em 2003 (Krauss et al., 2021).

Além disso a DBS tem sido estudada no tratamento de transtorno obsessivo-compulsivo
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(TOC) desde o primeiro caso relatado na literatura em 1999 e, apds estudo controlado publi-
cado em 2008, recebeu aprova¢do da Conformidade Europeia (Conformité Européenne - CE),
seguida da aprovacao pela FDA em 2009 (Krauss et al., 2021). Pacientes com TOC submetidos
a DBS geralmente apresentam melhora na qualidade de vida, com considerdvel progresso na
qualidade fisica, psicoldgica e social (Schwalb; Hamani, 2008; Aum; Tierney, 2018; Lozano et
al., 2019; Novak Filho; Meneses; Meneses, 2019; Krauss et al., 2021; Wu et al., 2021).

Para a epilepsia, uma condi¢do médica onde hd um mau funcionamento do cérebro de-
vido a emissdo de sinais, descargas ou impulsos elétricos incorretos emitidos pelos neurdnios,
a DBS mostrou-se promissora como tratamento e foi aprovada para uso na Europa sob a marca
CE com uma aprovacdo adicional para epilepsia refratdria em 2010 (Aum; Tierney, 2018; Sala-
nova, 2018; Lozano et al., 2019; Arianpouya et al., 2021)

Além disso, a DBS estd sob investigacdo para uma ampla gama de outras condi¢Oes
resistentes ao tratamento, incluindo depressao, doenga de Alzheimer (LLozano et al., 2019; Lam
et al., 2021), sindrome de Tourette (Lozano et al., 2019; Xu et al., 2020; Potel et al., 2022)
, entre outras (Aum; Tierney, 2018; Lozano et al., 2019; Harmsen et al., 2020; Krauss et al.,
2021; Lopez et al., 2021).

1.3 Modelo matematico de biotransferéncia de calor

A primeira relacdo matemadtica que descreveu a transferéncia de calor entre sangue e
tecido foi apresentada por Pennes (1948) a partir de modificagdes na equacdo de conducdo de
calor. O modelo proposto pelo autor em 1948 leva em consideracdo a energia metabdlica e a
perfusdo sanguinea em um tecido vivo e foi projetado originalmente para predizer campos de
temperatura no antebraco humano, mas pode ser usado para calcular a taxa de transferéncia
de calor quantitativamente em quaisquer tecidos com perfusido (Pennes, 1948). Ao longo dos
anos, outros autores propuseram adaptacdes ao modelo cldssico de Pennes com o intuito de
incluir efeitos que pudessem ser importantes em determinadas aplicacdes. Nessas adaptacdes,
foram incluidas a troca de calor entre o sangue arterial e venoso (Mitchell; Myers, 1968; Keller;
Seiler Junior, 1971), a considera¢do de modelos porosos (Shih; Kou; Lin, 2002), a inclusao de
mudanca de fase da dgua contida no tecido (Abraham; Sparrow, 2007), mudancas na perfusao
sanguinea devido ao aumento da temperatura ou a algum dano térmico sofrido (Chen; Holmes,
1980), problemas multicamada ou situacdes onde as propriedades variam com o tempo e/ou
espaco (Weinbaum et al., 1997; Ciesielski; Mochnacki, 2018; Barros; Abreu; Knupp, 2019;
Ansari; Chaudhary; Singh, 2023), entre outros (Shrivastava, 2018).

Existem casos em que, além dos termos relacionados a energia metabdlica e a perfusao
sanguinea, € interessante considerar uma fonte de calor externa que influencia no aumento de
temperatura do tecido biolégico. Assim, torna-se possivel investigar aquecimentos causados

por microeletrodos que transformam energia elétrica em energia térmica (Kim et al., 2007; Ng;
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Jamil, 2014; Serrano-Amenos et al., 2020), hipertermia (Gupta; Singh; Rai, 2013; Andreozzi
et al., 2021; Malekmohamadi; Ahmadikia, 2023), ablacdo (Abraham; Sparrow, 2007; Loiola;
Orlande; Dulikravich, 2018; Namakshenas et al., 2023), além de estudos relacionado a equacgao
hiperbdlica de biotransferéncia de calor (Hobiny; Abbas, 2018). Nesse contexto, os problemas
DBS incluem o termo de fonte externa de calor para representar o aquecimento imposto pelo
campo elétrico gerado no eletrodo (Chang, 2003; Elwassif et al., 2006; Raoul et al., 2007;
Elwassif et al., 2012; Cubo; Medvedev; Astrt')m, 2015; McElcheran et al., 2019; Khadka et
al., 2020; Ahsan et al., 2022). Para descrever o campo elétrico, pode-se utilizar Equacdes
Diferenciais Parciais (EDPs) que depende da condutividade elétrica do cérebro. Nesses casos,
resolve-se a EDP para o potencial elétrico, substitui-se a solu¢do no termo de fonte externa
de calor e, em seguida, resolve-se a EDP relacionada ao perfil de temperatura (Chang, 2003;
Elwassif et al., 2006; Raoul et al., 2007; Elwassif et al., 2012; Cubo; Medvedev; Astrbm, 2015;
Cubo; Medvedev, 2018; Khadka et al., 2020).

Para os modelos matematicos relacionados com o DBS, segundo Chang (2003), como as
sondas de ablacdo por radiofrequéncia operam entre 460 kHz e 550 kHz e, nessas frequéncias,
o comprimento de onda € varias ordens de grandeza maior do que o tamanho do eletrodo de
ablacdo, a sonda de ablacdo dissipa a maior parte de sua energia por conducao elétrica e ndo
por acoplamento capacitivo. Nessas condi¢des, o modelo de conducdo elétrica € quase estatico,
0 que permite resolver o campo elétrico usando EDPs em regime estaciondrio (Chang, 2003;
Cubo; Medvedev, 2018). Essa hip6tese permite justificar a utilizacdo da equacdo de Laplace
para o potencial elétrico (Chang, 2003; Elwassif et al., 2006; Lopez-Quintero et al., 2010;
Elwassif et al., 2012; Cubo; Medvedev, 2018; Khadka et al., 2020).

Nesse contexto, Chang (2003) utilizou o MEF para resolver um problema permanente
tridimensional em coordenadas cartesianas que descreve o campo elétrico e a distribuicdo de
temperatura ao redor de sondas de ablacdo por radiofrequéncia. Alguns anos depois, Elwassif
et al. (2006), utilizando como referéncia o trabalho de Chang (2003), investigaram a magnitude
e a distribui¢do espacial de temperatura induzidas pelo DBS. Segundo os autores, esperava-
se que ao induzir estimulagdes elétricas ocorreria um aumento de temperatura como resultado
tanto do calor gerado pelo efeito Joule quanto das respostas metabdlicas a estimulacdo. Como
os modelos de eletrodo utilizados como referéncia por Elwassif et al. (2006) eram eletrodos ci-
lindricos e apresentavam propagacdo simétrica do potencial elétrico ao longo de toda a base, os
autores consideraram o modelo matemadtico permanente bidimensional em coordenadas cilin-
dricas, ou seja, com variagdes no raio e na altura. Além disso, Elwassif et al. (2006) utilizaram
a Eq. (1) para realizar o cdlculo do valor eficaz (Root Mean Square - RMS) de uma fungao
de onda v(t) em um periodo de pulso 7),, onde a integral calcula a média quadratica da funcdo

durante o periodo 7}, e a raiz quadrada do resultado dessa integral fornece o valor eficaz do
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potencial elétrico V..

1 [
— _ 2
Vins = \/Tp/o [w(t))2dt. (1)

Dando continuidade ao trabalho de 2006, foi publicado por Elwassif et al. (2012) um

novo artigo, considerando uma geometria realista de um eletrodo DBS da Medtronic (2008). O
objetivo dos autores foi analisar as mudancas de temperatura considerando diferentes configu-
racoes de eletrodos, protocolos de estimulagdo e propriedades do tecido, de forma a investigar
como a mudanga no design do dispositivo poderia mitigar o aumento da temperatura de pico,
por exemplo, com componentes do dispositivo atuando como dissipadores de calor. Para reali-
zar tal estudo os autores desenvolveram um aparato experimental a fim de validar as solucdes
obtidas computacionalmente. O experimento foi realizado inserindo um eletrodo Modelo 3389
da Medtronic (2008) no centro de um cilindro com solugdo salina, onde a concentracdo de so-
lucdo foi selecionada para corresponder a condutividade elétrica e térmica do tecido cerebral
e as medi¢des de temperatura durante a estimulacdo do eletrodo DBS foram obtidas por um
micro-termopar com precisdo de 0,1 °C. A solugdo computacional utilizou o modelo de bi-
otransferéncia de calor bidimensional permanente em coordenadas cilindricas e os resultados
obtidos foram validados mostrando que o modelo computacional descreve o comportamento da
curva de temperatura obtida experimentalmente. Por fim, os autores aumentaram a voltagem
V,.ms aplicada para simular o acoplamento do DBS com a MRI, considerando que o aqueci-
mento é proveniente do campo elétrico espalhado devido a interacao da frequéncia de radio da
MRI, do campo magnético e do dispositivo DBS.

Posteriormente, os trabalhos de Elwassif et al. (2006) e Elwassif et al. (2012) serao
utilizados como referéncia para verificagdo e validacao dos resultados obtidos nesta tese. Nes-
tes trabalhos, nao foi realizada anélise sob incerteza ou estima¢do de parametros térmicos ou
elétricos.

Além das andlises de temperatura em problemas com o eletrodo DBS acoplado, a equa-
cdo de biotransferéncia de calor proposta por Pennes (1948) também € muito utilizadas em
estudos que abordam dano térmico no cérebro em outros cendrios e aplicacdes (Nunes; Or-
lande; Nowak, 2019; Serrano-Amenos et al., 2020; Alamouti et al., 2021; Baker et al., 2022;
Bousselham et al., 2022; Nunes; Orlande; Nowak, 2022; Serrano-Amenos et al., 2023; Sung et
al., 2023). Assim, Serrano-Amenos et al. (2020) e Serrano-Amenos et al. (2023) modelaram e
analisaram numericamente o efeito térmico de um implante de unidade craniana de titanio que
faz parte de um sistema de interface cérebro-computador, cujo objetivo é auxiliar na restauragao
da caminhada e da sensa¢@o das perna em pessoas com lesdo medular. Nunes, Orlande e Nowak
(2019) e Nunes, Orlande e Nowak (2022) utilizaram modelos mateméaticos multicamadas, bidi-
mensionais, em coordenadas esféricas e cilindricas com o objetivo de analisar a distribui¢do de

temperatura em recém-nascidos e investigar a encefalopatia hipéxico-isquémica, cujo principal
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tratamento € o resfriamento das regides afetadas.

A partir da revisdo apresentada nas se¢Oes anteriores, conclui-se que existe uma vasta
diversidade de trabalhos com o objetivo de analisar temperatura utilizando a equacgdo de bi-
otransferéncia de calor, mostrando, com isso, que 0 modelo matematico proposto por Pennes
(1948) continua sendo muito utilizado. Diversos estudos incorporam eletrodos ao problema ma-
tematico por meio da introdu¢do de uma taxa de calor fornecida por uma fonte externa, obtida
a partir da solucao da equagdo de Laplace para o potencial elétrico. Os trabalhos que estudam,
especificamente, a biotransferéncia de calor no cérebro mostram a importancia de analisar e ob-
ter o campo de temperatura de forma precisa, pois trata-se de um 6rgdo extremamente sensivel,
onde pequenas mudancas de temperatura podem ocasionar graves lesdes. Com isso, torna-se
importante melhorar as técnicas de andlise da temperatura de forma a tornar as solu¢cdes ma-
temdticas mais precisas e eficientes. Nesse contexto, uma vez que as propriedades térmicas
variam de pessoa para pessoa, técnicas de problemas inversos podem ser adequadamente apli-
cadas para melhorar a precisdo dos resultados obtidos, considerar e analisar a incerteza dos

parametros nos resultados, ou ainda para estimar parametros dos modelos matematicos.

1.4 Problemas Inversos

Os problemas inversos desempenham um papel crucial tanto na engenharia quanto nas
ciéncias em geral, especialmente em estudos que abordam a transferéncia de calor. Em um
problema inverso o objetivo € determinar as causas ou pardmetros de um sistema a partir de
observacdes ou medicdes das consequéncias desse sistema. Ou seja, enquanto em um problema
direto se conhecem as condig¢des iniciais e/ou parametros do sistema e se busca prever suas
consequéncias, em um problema inverso, conhecem-se as consequéncias e busca-se determi-
nar as condic¢des iniciais e/ou parametros do sistema que as geraram. No que diz respeito a
transferéncia de calor, os problemas inversos sio tipicamente aplicados em situacdes onde nao
¢ possivel realizar uma medic¢do direta de quantidades de interesse presentes no modelo mate-
matico, como, por exemplo, propriedades termo-fisicas, coeficientes de troca térmica, fluxos de
calor, etc. Assim, o problema inverso consiste na estimativa dos parametros e/ou fungdes de
um sistema e geralmente requer a soluc@o do problema direto associado (Beck; Arnold, 1977;
Ozisik; Orlande, 2000; Beck, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Kaipio; Fox, 2011; Orlande et
al., 2011; Orlande et al., 2011b; Silva Neto; Becceneri, 2012; Platt; Yang; Silva Neto, 2018;
Ozisik; Orlande, 2021).

Ademais, € importante destacar que os problemas inversos sdo caracterizados por sua
natureza mal posta. Em um problema mal posto pequenas varia¢des nos dados de entrada po-
dem resultar em grandes variagdes nos resultados, tornando a solucdo do problema instavel ou
ndo unica. Ja nos problemas bem postos atende-se as condigdes de existéncia, unicidade e es-

tabilidade em relac@o aos dados fornecidos inicialmente. Porém, quando se trata de problemas
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inversos, a existéncia e unicidade de uma solucdo podem ser matematicamente comprovadas em
apenas alguns casos, pois a maioria dos problemas inversos sdo muito sensiveis a erros de me-
dida associados aos dados de entrada (Ozisik; Orlande, 2000; Orlande et al., 201 1b; Silva Neto;
Becceneri, 2012). Com isso, em geral, a aplicacdo de técnicas de regularizacdo é fundamen-
tal para alcancar resultados satisfatorios em problemas inversos. Diversas metodologias estdo
disponiveis para esse fim, incluindo métodos de minimos quadrados, técnicas de regularizagdo,
abordagens variacionais e estratégias de inferéncia bayesiana (Alifanov, 1974; Tikhonov, 1975;
Tikhonov; Arsenin, 1977; Beck; Blackwell; Clair Junior, 1985; Ozisik; Orlande, 2000; Beck,
2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande et al., 2011b; Silva Neto; Becceneri, 2012; Orlande,
2012; Ozisik; Orlande, 2021).

Os problemas inversos s@o aplicados em problemas de biotransferéncia de calor tipica-
mente para estimar propriedades térmicas e elétricas, fungdes de fluxo de calor e varidveis de
estado. O intuito desses problemas € obter o maximo de informacdo sobre o problema fisico
em questdo e, dessa forma, melhorar a precisao dos resultados, diminuindo, com isso, 0s riscos
de lesdes (Varon; Orlande; Elicabe, 2015; Varon; Orlande; Elicabe, 2016; Lamien; Orlande;
Elicabe, 2017; Lamien et al., 2017; Pacheco et al., 2018; Jardim et al., 2020; Pacheco et al.,
2020; Ventura; Abreu; Loiola, 2020; Silva et al., 2021). Nos problemas de biotransferéncia de
calor que envolvem dreas como a biomédica, a elétrica e a mecénica, além das propriedades
fisicas do corpo, que podem variar de pessoa para pessoa, existem varidveis de estado como a
temperatura, o campo elétrico e o termo fonte que sao dificeis de se observar e medir. Com
isso, problemas de estimativa de varidveis de estado e parametros podem ser aplicados para ob-
servar essas variacoes no momento do tratamento, estabelecer protocolos e realizar o controle
de forma mais precisa e eficiente (Kaipio; Somersalo, 2006; Varon; Orlande; Elicabe, 2015;
Varon; Orlande; Elicabe, 2016; Lamien; Orlande; Elicabe, 2017; Lamien et al., 2017; Jardim
et al., 2020). Quando trata-se da estimativa de varidveis de estado a abordagem bayesiana,
uma técnica estatistica que permite combinar novas informagdes com a informagao disponivel
previamente, pode ser utilizada por meio da solu¢@o de problemas de estimativa de estado.

Os problemas de estimativa de estado foram desenvolvidos com o propdsito de aprovei-
tar os dados medidos disponiveis em conjunto com o conhecimento prévio sobre os fendmenos
fisicos, parametros geométricos e informagdes pertinentes aos dispositivos de medicdo. Essa
abordagem visa melhorar a precisdo da estimativa ao integrar diversos tipos de dados e infor-
macoes, permitindo uma andlise mais abrangente e informada dos sistemas em questdo. Nessa
abordagem, a solu¢do para um problema inverso € a distribuicao de probabilidade da quantidade
de interesse quando todas as informagdes disponiveis foram incorporadas ao modelo. A base
para a inferéncia bayesiana é o teorema de Bayes (Bayes, 1763; Ozisik; Orlande, 2000; Kaipio;
Somersalo, 2006; Orlande et al., 2011b; Orlande, 2012). As técnicas bayesianas vém sendo
muito empregadas nas mais diversas dreas e utilizando diferentes algoritmos para o cdlculo da
densidade de probabilidade posterior presente no teorema de Bayes. Diversos autores realiza-

ram andlises tedricas detalhadas de problemas inversos, mostrando em seus livros diferentes
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métodos de resolucdo (Doucet et al., 2001; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Simon, 2006;
Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande et al., 2011; Orlande et al., 2011b). Nesse contexto, o uso
de problemas inversos com métodos da Inferéncia bayesiana aplicados a equacao de biotrans-
feréncia de calor pode ser observado em muitos trabalhos, dos quais pode-se destacar o método
MCMC e os filtros de particulas.

Umadevi, Raghavan e Jaipurkar (2011) aplicaram o MCMC em um problema de detec-
cdo do cancer de mama com o intuito de estimar o contorno do tumor a partir de medidas de
temperatura na superficie da pele da mama. Rojczyk et al. (2017) usaram o MCMC para es-
timar parametros que aparecem na formulacdo da equacao de biotransferéncia de calor e, com
isso, identificar a existéncia de tumores cutianeos. Alaeian, Orlande e Lamien (2018) utilizaram
o método MCMC para estimar parametros e obter a distribuicdo de temperatura em um caso
relacionado ao tratamento de hipertermia do cancer com aquecimento a laser. Ventura, Abreu e
Loiola (2020) utilizaram o método MCMC, para obter informagdes sobre as propriedades 6pti-
cas decorrentes da simulacao de tecidos tratados por ablacdo a laser. Silva et al. (2021) usaram
o método MCMC juntamente com um modelo de erro de aproximacao ( Approximation Error
Model - AEM) para estimar os parametros de um modelo de aquecimento a laser considerando a
presenca de células cancerigenas sob os efeitos de um medicamento quimioterdpico. Cardenas,
Varon e Pereira (2022) implementaram o método MCMC para estimar parametros que influ-
enciam o problema fisico utilizado para simular o tratamento de cancer utilizando hipertermia
por ultrassom focalizado de alta intensidade. Mais recentemente, Ferreira et al. (2023) e Silva,
Alaeian e Orlande (2023) implementaram o0 MCMC com amostragem sequencial por blocos de
parametros para estimar propriedades em problemas de ablacdo térmica de tumores.

No que diz respeito aos filtros de particulas, Varon, Orlande e Elicabe (2015) utilizaram
o filtro SIR para obter simulacdes numéricas sob incertezas em um estudo sobre o tratamento
do cancer baseado na hipertermia induzida por ondas eletromagnéticas de radiofrequéncia. Pos-
teriormente, em Varon, Orlande e Elicabe (2016), os autores utilizaram o filtro de Liu & West
para obter a estimativa simultanea de parametros do modelo e varidveis de estado considerando
novamente o tratamento do cancer por hipertermia. Em seguida, Lamien, Orlande e Elicabe
(2017) resolveram problemas inversos utilizando o filtro de Liu & West juntamente com a téc-
nica AEM a fim de agilizar a solu¢do do problema de estimativa de estado. No ano seguinte,
Lamien et al. (2018) apresentaram a comparagdo da solucdo do problema inverso com os fil-
tros de particulas SIR, ASIR e Liu & West. Nunes, Orlande e Nowak (2019) e posteriormente,
Nunes, Orlande e Nowak (2022) utilizaram o filtro de particulas SIR para analisar as distribui-
coes de temperaturas transitérias do cérebro e de outras regides do corpo de recém-nascidos
com encefalopatia hipdxico-isquémica. Magalhdes, Orlande e Suassuna (2021) utilizaram o
filtro SIR para estimar sequencialmente a concentracdo de creatinina no sangue e auxiliar no
monitoramento e controle on-line da terapia de hemodidlise.

Com relagdo a estimulagdo cerebral profunda, até a redacdo desse texto apenas um tra-

balho foi encontrado envolvendo problemas inversos em biotransferéncia de calor aplicado na



30

modelagem de DBS, publicado por Jardim et al. (2020). Nesse trabalho, foi resolvido um pro-
blema de biotransferéncia de calor no cérebro contendo um eletrodo DBS e, aplicando as técni-
cas de problemas inversos considerando uma fun¢do objetivo de maximo a posteriori (Maximum
a Posteriori Probability - MAP), foram estimadas as condutividades térmica e elétrica usando
medidas obtidas com um sensor dentro do eletrodo DBS. Nesse contexto, dando continuidade
ao trabalho de Jardim et al. (2020), percebe-se a importancia de realizar estudos mais detalha-
dos e completos que englobem andlises sob incertezas dos parametros e estimativas sequenciais

de vetores de estado, que serdo o foco desta tese.

1.5 Contribuicao da tese

A técnica DBS vem sendo aplicada ultimamente de forma crescente, visando em geral
aperfeicoar os tratamentos de doencgas existentes e/ou ampliar a gama de distirbios e doengas
tratadas com essa abordagem. Uma consulta ao PubMed retorna quase 20 mil artigos relacio-
nados a Deep Brain Stimulation, sendo o primeiro publicado em 1950, conforme indicado na
Figura 2. Nota-se que houve um aumento significativo do nimero de trabalhos publicados nos
ultimos dez anos, sendo quase 1.500 desses somente no ultimo ano. Na Figura 3 estd o resultado
obtido ao incluir na pesquisa o termo Temperature que faz o nimero de trabalhos encontrados
cair para 208, sendo 2023 o ano com maior nimero de publica¢des. Esses dados evidenciam
o crescente desenvolvimento das pesquisas relacionadas a técnica DBS e a importancia de se

investigar o campo de temperatura causado pelo uso do DBS em novas aplicacoes.

Figura 2 - Quantidade de arquivos encontrados na PubMed ao pesquisar (Deep Brain Stimulation).
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Fonte: Adaptado de PubMed (2024a).

Dado que o cérebro € extremamente sensivel a variagdes de temperatura, € pequenas
oscilagdes térmicas podem resultar em danos ao tecido cerebral, diversos estudos publicados
destacam a importancia da andlise do campo de temperatura em cérebros sujeitos a um eletrodo
DBS, conforme discutido nas se¢des anteriores. Portanto, ¢ fundamental o desenvolvimento
de técnicas computacionais que auxiliem na obtengdo do campo de temperatura e investiguem

de maneira precisa os possiveis danos em aplicagdes com maiores valores de tensdo aplicada
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ao eletrodo, assim como em situagdes em que ocorre aquecimento devido ao acoplamento do
eletrodo DBS com outros equipamentos, como, por exemplo, a MRI.

Figura 3 - Quantidade de arquivos encontrados na PubMed ao pesquisar (Deep Brain Stimulation)
AND (Temperature).
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Fonte: Adaptado de PubMed (2024b).

Até o momento, a autora nao encontrou na literatura trabalhos que abordem a andlise
conjunta de medidas experimentais de temperatura com modelos matemadticos, conforme ocorre
nos problemas inversos que utilizam filtros bayesianos. Da mesma forma, nao foram identifi-
cadas aplicacdes de métodos que incorporem uma andlise de incerteza dos parametros fisicos
e matematicos, explorando sua influéncia nas solugdes desses problemas especificos. Portanto,
a principal contribuicdo desta tese reside na aplicagdo de técnicas bayesianas para estimar va-
ridveis de estado e pardmetros em um contexto de biotransferéncia de calor acoplado com o
problema eletromagnético do DBS. Assim, os resultados deste estudo tém o potencial de forne-
cer insights valiosos para o desenvolvimento de métodos de monitoramento eficazes ou para a

andlise de projetos 6timos sob incertezas relacionadas ao DBS.
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2 PROBLEMA FiISICO E FORMULACAO MATEMATICA

O problema fisico considerado neste trabalho envolve a biotransferéncia de calor no cé-
rebro com um estimulador elétrico DBS implantado, como pode ser observado na Figura 1.
A anélise seré feita considerando uma regiao cilindrica suficientemente longa ao redor do ele-
trodo, conforme ilustra a Figura 4 a esquerda. A troca de calor que ocorre na direcao do interior
do eletrodo serd desprezada, ou seja, a regido de raio entre » = 0 e » = R, ndo fard parte do do-
minio. Essa simplificagdo gera resultados com menor custo computacional quando comparado
aos modelos disponiveis na literatura, além de ser um modelo mais conservador, pois as tem-
peraturas tendem a ser ligeiramente mais altas do que as encontradas nos modelos que levam
em conta a dissipacdo ao longo do préprio eletrodo. Além disso, considera-se que o cilindro
possui propriedades constantes ao longo do dominio, uma vez que o gradiente de temperaturas
gerado pelo uso dos eletrodos € pequeno. Assumindo que o problema possui simetria, a solu¢ao
se reduz a resolver o caso de um plano axissimétrico definido pelo comprimento do condutor
e o raio de um sistema de coordenadas cilindricas, conforme mostra a Figura 4 a direita. Este
plano tem limites que variam de r = Ry ar = Ry ede 2 = 0az = H, onde R; € o raio do
eletrodo e Ry e H sdo, respectivamente, uma distancia e uma altura suficientemente longas para

nao influenciar a solucdo da simulagdo computacional.

Figura 4 - Representagdo esquematica do dominio computacional.
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Legenda: Esqueda - Dominio tridimensional. Direita - Dominio bidimensional.
Fonte: A autora, 2022.

Para a andlise dos resultados, serd estudado um modelo DBS de eletrodo cilindrico da
Medtronic conhecido como Modelo 3389 que pode ser visualizado na Figura 5 (Medtronic,

2008). Em cada eletrodo ha quatro contatos com 1,5 mm comprimento e espagcamento entre
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os contatos de 0,5 mm. Além disso, propde-se que existe um sensor localizado no centro do
eletrodo, em H /2, utilizado para obter medidas experimentais de temperatura (Pennes, 1948;
Chang, 2003; Elwassif et al., 2006; Elwassif et al., 2012; Jardim et al., 2020; Khadka et al.,
2020). Para modelar matematicamente esse problema, pode-se utilizar a equacdo cldssica de
biotransferéncia de calor proposta por Pennes (1948), cuja expressdo matematica em regime
transiente € dada por (Pennes, 1948; Chang, 2003; Elwassif et al., 2006; Elwassif et al., 2012;
Jardim et al., 2020; Khadka et al., 2020):

ar 19

T T
pPCp—— = — k‘a +g 0 +Q, em Ri<r<Ry,, 0<z<H e t>0(Q)
ot ror

rar ) Y \Fas

sendo, para o tecido cerebral, p a massa especifica, c, o calor especifico, £ a condutividade
térmica, T'(r, z,t) a temperatura variando com o tempo ¢ e com as coordenadas espaciais 7 e z

e () o termo fonte de calor.

Figura 5 - Representagdo esquemdtica do eletrodo modelo 3389 da Medtronic.

1.27 mm
—

Il.SOmm

0.50 mm T

II.SO mm
0.50 mm T

Il.SOmm
0.50 mm T

II.SO mm
1.50 mm I

Fonte: Adaptado de Medtronic (2008).

A condic¢do inicial é definida de forma que todo o dominio tenha temperatura inicial
igual a temperatura em condi¢des normais do cérebro. Para as condi¢des de contorno considera-
se que em r = R, a superficie estd termicamente isolada e nos demais limites externos do tecido
cerebral a temperatura seja fixada na temperatura em condi¢des normais do cérebro. Logo,
or

57 =0, em r=R;, 0<z<H e t>0 3)
r
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T(r,z,t)=T,, em r=Ry, 0<z<H e t>0 4)
T(r,z,t)=T,, em Ry <r<Ry, z=0¢e t>0 (5)
T(r,z,t)=T,, em Ri<r<Ry, z=H e t>0 (6)
T(r,z,t)=T,, em Ry <r<Ry, 0<z<H e t=0 @)

onde 7, € a temperatura inicial do cérebro quando nao ha aquecimento elétrico. Além disso,a

fonte de calor () serd definida para o caso em estudo como:
Q = pbcbwb[Tb - T<r7 2, t)] + Qm + Qe:vt(h 2, V)7 (8)

com (),,, sendo a geracdo metabdlica de calor. O termo pycpwy|[Ty — T'(r, 2, t)] representa a
entrada de energia devido a interagdo entre tecido bioldgico e o sangue no cérebro, onde, w;, € a
perfusdo sanguinea, p;, é a massa especifica do sangue, ¢; € o calor especifico do sangue e T} € a
temperatura sanguinea. O termo Q)..+(r, z, V') representa a taxa de calor fornecida por uma fonte
externa. Neste caso, Q..(7, z, V') serd dado pelo aquecimento imposto por radiofrequéncia do
eletrodo (Chang, 2003; Elwassif et al., 2006; Elwassif et al., 2012; Lamien et al., 2017; Jardim
et al., 2020; Khadka et al., 2020). Entéo,

Qezt(T,Z,V) = 0|VV|2, (9)

sendo ¢ a condutividade elétrica, VV' o campo elétrico e V (r, z) o potencial elétrico, obtido
resolvendo a seguinte equagdo de Laplace (Chang, 2003; Elwassif et al., 2006; Elwassif et al.,
2012; Lamien et al., 2017; Cubo; Medvedev, 2018; Jardim et al., 2020; Khadka et al., 2020):

12( 8V)+8<8V>:0' em Ri<r<Ry e 0<z< H (10)

ror\""or ) T 02\"0z2

Para as condi¢des de contorno, em r = R; considera-se um potencial aplicado aos

eletrodos energizados ajustado para uma funcio que dependa somente de z, e para os demais
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limites externos do tecido cerebral considera-se que estdo isolados eletricamente. Assim,

V(r,z)=f(z), emr=R, e 0<z<H (11)
8—V:0, emr=FRy e O<z< H (12)
or
oV
— =0, em Ri<r<Ry e z=0 (13)
0z
oV
EZO, em Ri<r< Ry e z=H (14)

onde a fungdo f(z) serd definida conforme o modelo de eletrodo utilizado. Nesse caso,

Vims, nas posicdes dos contatos ativos
f(z) = (15)

0, nas demais posi¢coes

Ademais, em algumas situacoes o interesse estd em analisar o regime permanente. Nes-

tes casos, pode-se simplificar a Eq. (2), retirando o termo do lado esquerdo da igualdade.
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3 FORMULACAO DO PROBLEMA DIRETO

A solugdo das equagdes diferenciais parciais do capitulo anterior serd obtida de forma
numérica. A fim de fazer a verificagdo da solucgao, serdo utilizados dois diferentes métodos,
sendo eles 0o MEF e o MDF. O MEF serd empregado a partir da biblioteca NDSolve, disponivel
no software de computacao simbdlica Wolfram Mathematica, cujos detalhes estdo disponiveis
na secdo 3.1. J4 o MDF serd implementado também no software Wolfram Mathematica con-

forme os passos descritos na sec¢io 3.2.

3.1 Método dos Elementos Finitos (MEF)

O problema apresentado pelas equacdes no Capitulo 2 pode ser resolvido utilizando o
MEEF, o qual subdividird o dominio do problema em uma cole¢do de subdominios menores,
denominados elementos finitos. Cada subdominio € representado por um conjunto de equagdes
que sdo elementos do problema original. Em seguida, esses conjuntos de equagdes de cada
elemento sdo recombinados sistematicamente em um sistema global de equacdes para realizar
o calculo final (Bathe, 1996; Cook, 2001; Wolfram Research INC, 2020).

Para implementar a solu¢do utilizando o MEF, sera utilizada uma sub-rotina da funcao
NDSolve, intrinseca ao software de computacdo simbdlica Wolfram Mathematica. A fungdo
NDSolve € um solucionador de equacdes diferenciais numéricas gerais. Para especificar o uso
do MEF e carregar os comandos uteis do método, deve-se iniciar o cédigo computacional com o
comando Needs[ "NDSolve’ FEM’"], onde a sigla FEM representa o MEF em inglés, Finite Ele-
ment Method. Além disso, a fun¢cdo NDSolve permite especificar algumas opg¢des, como a In-
terpolationOrder e o Method, que foram utilizados neste caso. O comando InterpolationOrder
especifica a ordem de interpolagdo, enquanto o Method caracteriza o método utilizado na solu-
cdo. Por fim, a malha serd obtida com o comando ToElementMesh, que possibilita especificar
o tamanho maximo de cada elemento com o MaxCellMeasure e o MaxBoundaryCellMeasure,
o tipo de elemento com o MeshElementType, € a ordem com o MeshOrder (Wolfram Research
INC, 2020).

3.2 Método das Diferencas Finitas (MDF)

Para resolver os sistemas de equagdes dados no Capitulo 2 com o MDF, primeiramente,
serd necessdrio resolver o problema para o potencial elétrico (V). Em seguida, de posse da
solug¢do para V' em todos os pontos da malha, podera ser obtida a solucdo para a temperatura.

Nesse caso, foram consideradas duas opg¢des: (1) A solugc@o do problema permanente; e (2) A
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solu¢do do problema transiente. A seguir, estdo 0s passos para cada caso.

3.2.1 Solu¢do MDF do potencial elétrico

Considerando que a condutividade elétrica (o) € constante ao longo do dominio compu-

tacional, a Eq. (10) pode ser reescrita como:

0*V (r, 2) N 10V(r, 2) N 0*V (r, 2)
or? r or 072

g

=0. em Ri<r<Ry e 0<z< H (16)

Aplicando expansdes em série de Taylor para aproximar as derivadas parciais, define-se
diferencas centradas para as derivadas de segunda ordem e diferencas atrasadas para as deri-
vadas de primeira ordem (Ozisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret; Taylor,
2012):

82V(T Z) V-‘rlj — 2V] + V_l j
’ = b — O(Ar? 17
or? | Ar? +O(Ar), 17
i
oV (r,z) Vii—Vic
= — ~ + O(A 18
or | Ar +O(4r), (18)
i,
82V(r Z) Vj+1 — 2VJ + Vj,1
Y — 1, 1, ?, A 2 1
022 | Az2 +0(AZ), (19)
Z?]
onde: =1, 2, ..., N.ej =1, 2, ..., N, representam, respectivamente, os nds nas direcoes

re z, sendo A e N o tamanho do passo e o nimero de nés em cada uma das diregdes r e z, €
O(Ar), O(Ar?) e O(Az?) representam os erros de truncamento obtidos.

Substituindo as Egs. (17) - (19) na Eq. (16) e desprezando os erros de truncamento,
encontra-se (Ozisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

Vier; —2Vig+ Viey n 1 Vij— Vi1, " Vijr1 —2Vij + Vij —0
Ar? Ry + Ari Ar Az2 ’

(20)

onde Ari = Ar x i. Reorganizando,

By;Vij+ BoiVie1j + B3Vig1; + BaVij_1 + B4V j41 = 0, (21)



sendo B, ;, By;, Bs, B4 dadas por:

By = _Aiz + Ar(R11+ Ari) AQZQ’
By = Alﬂ B Ar(R11+ Ari)’
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(22)

(23)

(24)

(25)

No que diz respeito as condi¢des de contorno, para Eq. (11) em » = R; a formulacdo

¢ dada pela solugdo de f(z) em cada ponto do contorno, enquanto que para as Eqs. (12) - (14)

as formulacOes sdo obtidas utilizando a aproximacao por diferengas atrasadas para r = Ry e

z = H e diferencas avancadas para z = 0. Desconsiderando os erros de truncamento, tém-se

(Ozisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

Vb,j = f(zj)a
Vn,.; = V-1
Via = Vio,
Vin. = Vin.—1.

(26)

27)

(28)

(29)

Utilizando as Egs. (21) - (29) obtém-se o sistema de equagdes lineares que dard a solucao
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MDF do problema. A formulagcdo matricial em blocos para este problema é dada por:

I
D,

0

0

0O 0 0 0 0
A, E 0 0 0
D, Ay E 0 0
0 D3 Aj 0 0
0O 0 0 AN, 3 E
0O 0 0 Dy, o Ay, o
0O 0 0 0 Dy, 1
0O 0 0 0 0

o O o O

o O o O

H,
H,
H,

== — R ]

;. (30)

nos quais a matriz identidade (I), A;, D;, E, F e G sdo matrizes quadradas de ordem N, e

aparecem na formulacdo da Eq. (30) N, vezes. Sendo

1 -1 o ... 0
By By, Bi ... 0
0 By Bl,i . 0
By; By
B, By,
0 -1
0 O 0 0 0
0 B,y 0 ... 0 0
0 0 By 0 0
0 0 By, 0
0 ... 0 B,
0 O 0 0 0
0O 0 O 0O 0 O
0 Bs O 0O 0 O
0 0 Bs 0O 0 O
0O 0 O B; 0 0
0O 0 O 0 B; 0
0O 0 O 0O 0 O

)

By

0

Vok
Vi
Vake

VN, —2.k

VN, —1k
VN, &

onde os vetores H, com £ =0, 1,2, ..., N, representam os pontos associados com valores fixos
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de j = k. Com isso, a partir das matrizes obtidas pode-se encontrar a solu¢cdo do problema para
o potencial elétrico utilizando a funcdo LinearSolve disponivel no software Wolfram Mathema-
tica.

De posse da solucdo para o potencial elétrico, as solucdes para a temperatura conside-
rando os casos permanente e transiente podem ser obtidas, conforme descrito nas subsecoes a

seguir.

3.2.2 Solu¢do MDF da temperatura em regime permanente

Considerando o problema permanente com condutividade térmica (k) constante, a Eq.
(2) pode ser reescrita como:
o*T 10T 0°T
W‘F;W—‘rﬁ —f—Q(T,Z,V):O. em Ri<r<Ry, O<z<H e t>0 (31
Aplicando expansdes em série de Taylor para aproximar as derivadas parciais da tem-
peratura, considerando diferengas centradas para as derivadas de segunda ordem e diferengas
atrasadas para a derivada de primeira ordem, t€m-se (Ozisik, 1993; Tannehill; Anderson; Plet-
cher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

82T(T, Z) Ti+1,j - QTi,j + Ti—l,j 2
or2 N - Ar2 + O(AT )7 (32)
Zh]
8T(r, Z) . T%J‘ — ,I;—Lj
o | T~ A ol (33)
Z7]
aQT(T 2) Tijp1 — 205 + T j 9
92 T A2 + O(Az). (34)
i,J

Substituindo as Eqs. (32) - (34) na Eq. (31) e desprezando os erros de truncamento,
encontra-se (Ozisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

I Tiy1;— 2T ;+ T n k Tij—Ti1; iy Tijy — 2T+ 15y
Ar? R+ Are Ar Az?

Vig = Vi (Vis = Vi1 \’
+prbwb(Tb - ﬂ,j) + Qm +o0 {(#) + <%) = 0, (35)
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ou ainda,
CiTi; +Coi Ty j+ C3Tiyq j + CiTh j1 + CoT j1 = Cs i, (36)

sendo C'y ;, Cy,;, Cs, Cye (s, ; dadas por:

2k k 2k

=R TR T Ar)Ar Al P 7
Coi = A]{;Q (R + kAm’)Ar’ (38)
C3 = ﬁ, (39)
Cy= é, (40)
Csis = pocsin Ty + Qu + 0 [(%)2 + (%ﬂ . @1)

A Eq. (36) foi utilizada para os nds internos e as condi¢des de contorno foram calculadas
utilizando as seguintes formulagdes (Ozisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret;
Taylor, 2012):

To,; =T, (42)
Ty, ; =T, (43)
Tio = 1Tq, (44)

Tin, = T (45)
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Assim, com as Egs. (36) - (45) obtém-se a solu¢do para o problema da temperatura

permanente cuja formulacao matricial em blocos é dada por:

I -I 0 O 0 0 0 0 H{) 0
D/1 A'1 E 0 0 0 0 0 H’1 F/1
0 D'2 A’2 E' 0 0 0 0 H’2 F'2
0 0 D, A} 0 0 0 0 H), F;
Lo L <o =]
0 0 0 0 Ay _, FE 0 0 H) Fy s
0O 0 0 O D?VT,2 A§V772 E' 0 H?sz F?VZ,Q
0.0 0 0 0 Dy, Ay E Hy, F.
0O 0 0 0 0 0 0 | Hﬁvz G’
(46)
sendo
1 0 0 ... 0 0 O To k
04 Cl,i 04 c. 0 0 0 Tl,k
0 04 Ol,z’ e 0 0 0 T2,k
A=+ r bt Hy = : :
Cl,i 04 0 TN,,.—2,I<:
04 Clﬂ' 04 TNT—I,k
0 0 1 TN, k
0 O 0 0 T,
0 0271‘ 0 0 C(5 1,k
0 0 0272' 0 C'5 2.k
D; = : : : Fj, = )
0 0 0 CQJ‘ 0 0 C5,N,.—2,k:
0 0 0 0 CQ,,' 0 C’5,N,«—1,k
0 O 0O ... O 0O O T,
0 0 O T,
0 C3 0 T,
0 0 Cy ... T,
E = N oo : Do G = :
0O 0 ... C3 0 0 T,
0O ... 0 C;30 T,
0 0 0 O T,
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onde, a partir das matrizes obtidas, pode-se encontrar a solu¢do do problema permanente para

a temperatura utilizando a funcdo LinearSolve disponivel no software Wolfram Mathematica.

3.2.3 Solucdo MDF da temperatura em regime transiente

Considerando o problema transiente com condutividade térmica (k) constante, a Eq. (2)

pode ser reescrita como:

orT o0*T 19T 0*T

pCpE: W—F;arﬁ-w +Q(7’,Z,V). em R <r< Ry, 0<z< H et>0 47

Novamente, aplicando expansdes em série de Taylor para aproximar as derivadas parci-
ais, considerando diferencas avancadas para a derivada temporal, diferencas centradas para as
derivadas de segunda ordem espacial e diferencgas atrasadas para a derivada de primeira ordem
espacial, t€ém-se (Ozisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

oT(r 2 )| _ T -1
N0 =% % 1 O(At 48
5| = Ao, (48)
2y
T(r, 20| TR — ot T
)y %, i+1,j i i—1,7
o | T as o Towd 49)
1,3
n+1
oT(r, z,t T — T
<5’7’ |- A T O, (50)
2
PT(r, 20| T — 2T 4 T
) < i,7+1 7 i,7—1
s = It Azjz I + O(AZ?). (51)
,J

Substituindo as Egs. (48) - (51) na Eq. (2) e desprezando os erros de truncamento,
encontra-se (Ozisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

n—+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
pe ng - Tz] — i Tz'+1,j B 2Tz’,j + Tpl,j k ng - Tzel,j +
b At Ar? (Ry + Ari) Ar

Tojh — 25 + T Vig = Vg \*  (Vag = Vi1 )
K Az? to Ar * Az + 62

Qm + pocyws (Ty, — T},




Reorganizando,

CLTEH + Co T + T + CUTH + OV T = G

171 1,] »J 7/+17j - 5»i’j7
!
sendo C1 ;, Cy;, Cy, C e Y ; dadas por:
, pc, 2k 2k k
Cri=>7,+ - - + puCow,

At Arz AzZ2 Ar(Ry + Ari)

L=y i
A2 Ar(Ry + Ari)’
k
G =77
k
Ci=—5
4 AZ2’

Cslj = %T;fj + pocswsTh + Qo + a[(ﬂT”) n (JTM) ]
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(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

Com condicdes inicial e de contorno dadas por (Ozisik, 1993; Tannehill; Anderson;

Pletcher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

T°. =1T,,

Z7j
n+1 _ gm+1
TOJ' _TLj )

n+1 __
Ty, ; =T,

n+1 __
,-TZ‘70 - Ta7

(59)

(60)

(61)

(62)
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! =T, (63)

Assim, com as Egs. (53) - (63) obtém-se a solu¢do para o problema da temperatura

transiente, cuja formulagcdo matricial em blocos é dada por:

I -I 0 0 0 0 0 0 H 0
D, A\ E 0 0 0 0 0 H! F
0 D, A, E 0 0 0 0 H F'
0 0 D, A o 0 0 0 Hy ! Fy'
: : : : x| = |
0 0 0 0 Ay, E 0 0 H Fi
0 0 0 0 Dy , Ay , E 0 H, Fi
0 0 0 o0 0 Dy , Ay, E H F
0 0 0 0 0 0 0 I Hy ™ G/
(64)
com
1 0 0 ... 0 0 0 Tyt
¢, ¢, ¢y ... 0 0 0 (i
0o ¢ C; ... 0 0 0 Tt
A= A R e e E
ci, Cp o0 TNk
¢ G G T
0 0 1 TNk
00 0 ... 0 0 0 T,
0Cy 0 ... 0 0 0 Cyx
0 0 Chy ... 0 0 0 Ce s
D= : : i i, Fl' = : :
0O 0 ... 0 Gy 0 0 Céflzvﬁz,k
0 0 0 ... 0 Ch 0 Csy, -1




00 0
0 C, 0
00 C

E/: e

0
0
0

0 O
0 0
0 O
a0
0 c
0 O

0

0
0

G =

46

onde pode-se encontrar a solu¢do do problema transiente da temperatura utilizando a func¢édo

LinearSolve para cada instante de tempo.
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4 FORMULACAO DOS PROBLEMAS INVERSOS

Conforme mencionado na sec¢do 1.4 a solu¢c@o do problema inverso pode ser obtida de
diferentes formas. Nesse trabalho, serdo utilizadas técnicas de solucdo via métodos bayesianos,
conforme descrito nas se¢des 4.1 e 4.2. Nesse caso, antes de formular o problema inverso
¢ importante realizar a andlise de sensibilidade, descrita na se¢do 4.3. Além disso, pode ser
interessante investigar a influéncia dos parametros no comportamento do campo de temperatura
obtido com a solucao do problema matematico. Para tal propdsito, pode-se utilizar o método de

Monte Carlo ou simula¢des diretas de Monte Carlo, descrito na se¢do 4.4.

4.1 Método de Monte Carlo com Cadeia de Markov (MCMC)

Como mencionado na sec¢do 1.4, um método de solucdo amplamente utilizado em pro-
blemas inversos de transferéncia de calor € o método MCMC, que pode ser formulado na abor-
dagem bayesiana, onde os parametros do problema sdo modelados como varidveis aleatorias.
Nesta abordagem € utilizado como base o teorema de Bayes, dado por (Kaipio; Somersalo,
2006; Orlande et al., 2011b; Orlande, 2012):

m(0)7(2|6)
m(z)

onde 7(6|z) é a distribui¢do a posteriori, @ representa o vetor de pardmetros do problema, z

m(0]z) = (65)

contém as temperaturas medidas experimentalmente, 7(6) € a densidade de probabilidade a
priori dos pardmetros, 7(z|@) é a funcdo de verossimilhanca e o denominador 7(z) é a densi-
dade de probabilidade marginal das medicdes que desempenha o papel de uma constante de
normalizagdo (Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande et al., 2011b; Orlande, 2012).

A fungdo de verossimilhancga contém a distribui¢ao das varidveis medidas, z, dados os
pardmetros 6. Assumindo que os erros de medicdo sdo varidveis aleatérias gaussianas inde-
pendentes, com média zero e desvio padrdo conhecido, a funcdo de verossimilhanga pode ser

expressa comao:
w(al6) = (20 F W] oxp { — Sla = TOIW - T0)] (66)

sendo T(@) o vetor que contém as temperaturas previstas pelo modelo, D o nimero total de
medidas experimentais e W matriz de covariancia dos dados experimentais (Kaipio; Somersalo,
2006; Orlande et al., 2011b; Orlande, 2012).

A fungdo densidade de probabilidade a priori dos pardmetros, denotada por 7(8), repre-

senta a distribui¢io de probabilidade dos parametros do modelo antes de qualquer observacao de
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dados experimentais. Em termos simples, € uma expressao matemadtica que reflete as crencas ou
conhecimentos prévios sobre os parametros do modelo, antes de considerar qualquer evidéncia
observada. Geralmente, essa distribui¢ao € determinada com base no conhecimento especiali-
zado, informagdes histdricas, restricdes fisicas ou qualquer outra informacao relevante dispo-
nivel antes da andlise dos dados experimentais. Nesse caso, ela ird depender do tipo de infor-
macao a priori disponivel. Existem diferentes formas de expressar as médias e desvios-padrao
relacionados com os parametros, como exemplo pode-se citar as prioris uniforme, gaussiana e
gaussiana truncada, dadas, respectivamente, pelas Eqs. (67), (68) e (69) (Kaipio; Somersalo,
2006; Orlande et al., 2011b; Orlande, 2012).

(8) = | Tt Omin <0 < O (67)
0, caso contrario

(0) = — L) (68)

| e[—;(z;f], 0,0, < 0 < 0, (69)

0, caso contrario

sendo p a média, sy o desvio padrdo e 0,,;, € 6,,.., respectivamente, os vetores com os valores
de minimo e maximo que os parametros podem assumir.

O método MCMC possibilita a estimativa da fungao a posteriori utilizando propriedades
das cadeias de Markov em um algoritmo especifico. Neste contexto, serd considerado o algo-
ritmo de Metropolis-Hastings, que pode ser resumido nos seguintes passos (Kaipio; Somersalo,
2006; Orlande et al., 2011b).

1. Inicializar a cadeia com 6%
2. Gerar o candidato 8* com distribuigdo ¢(6*|6%);
3. Avaliar a probabilidade de aceitag¢do calculando:

m(6"]2)q(6%10")] |
(0%|2)q(6+(6%) ]|

a=min |1, (70)

4. Gerar um nimero aleatério S com distribuicao uniforme em (0,1);
5. Se B < «, aceitar 8* e fazer 8*+! = @*. Caso contrdrio, descartar 8* e fazer 85! = @*;

6. Voltar para o passo 2 e repetir o processo para gerar a sequéncia [0, 6% 63 ... 6"].



49

Para os casos onde 8* = 0% + ¥, com ¥ sendo um vetor de varidveis aleatérias de
distribuicdo ¢;(¥) e sendo ¢(8*|0%) = ¢,(¥), se a distribui¢do proposta for simétrica, isto é
@1 (V) = q1 (=) ou q(0*]6%) = ¢(6*]6*), a Eq. (70) se reduz a (Orlande et al., 2011b).

_ |, m(6"]z)
a = min {1, W} : 71

Considerando uma distribui¢do gaussiana para a varidvel aleatdria proposta tém-se:
0" = 0" + w, (72)

onde w tem média zero e desvio padrao conhecido. O valor atribuido ao desvio padriao deve
ser analisado, pois valores pequenos tendem a levar a maiores taxas de aceitagdo, porém a uma
convergéncia mais lenta da cadeia, enquanto valores muito grandes tendem a levar a taxas de
aceitagfio muito baixas. Dessa forma, obtém-se uma sequéncia [0', 62 03, ..., 87], onde apenas
os estados apds a convergéncia da cadeia devem ser mantidos para as inferéncias estatisticas da
distribui¢do de probabilidade dos parametros (Orlande et al., 2011b).

Além do algoritmo de Metropolis-Hastings descrito anteriormente, ha trabalhos na lite-
ratura que utilizam o algoritmo MCMC com Metropolis-Hastings em duas etapas, cujo objetivo
€, a partir de uma modificagdo do Metropolis-Hastings cldssico, melhorar a convergéncia em
alguns problemas (Gamerman; Lopes, 2006; Cui, 2010; Orlande; Lutaif; Gontijo, 2019). Esse

algoritmo € apresentado com mais detalhes na subse¢do a seguir.

4.1.1 MCMC com o algoritmo de Metropolis-Hastings em duas etapas

O método MCMC com o algoritmo de Metropolis-Hastings em duas etapas divide o
vetor de parAmetros 6 em dois grupos de parametros (8, e 8;). Essa divisdo pode ser feita, por
exemplo, separando os parametros fisicos do problema que possuem incertezas no vetor 6, e
0s parametros que variam com o tempo ou as varidveis de projeto que se pretende estimar no
vetor 0. Essa divisdo permite que a avaliacdo da probabilidade de aceitagdo dos grupos de
parametros seja feita separadamente. O método MCMC com algoritmo de Metropolis-Hastings
em duas etapas pode ser resumido nos seguintes passos (Gamerman; Lopes, 2006; Cui, 2010;
Orlande; Lutaif; Gontijo, 2019).

1. Inicializar a cadeia com 6*;
2. Gerar o candidato 8} com distribuicdo q; (07 |0%) para o vetor 0, e fazer 85 = 65;

3. Avaliar a probabilidade de aceitacido do primeiro grupo de parametros calculando:

m(0*]2)q:(07167) ] |

a:1(0%16%) = min |1, :
1(6716%) (6% 2),(0118%)

(73)
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4. Gerar um nimero aleatdrio ; com distribui¢ao uniforme em (0,1);

5. Se 31 < a1(0*|0%), aceitar O} e fazer 7' = ;. Caso contrario, descartar 6% e fazer
9’f+1 — @k

6. Gerar o candidato 8 com distribuicio ¢, (03|0%) para o vetor 6, e fazer 8* = !;
7. Avaliar a probabilidade de aceitacdo do segundo grupo de parametros calculando:

m(6"[2)q2(65165) ] |
m(0%]2)2(65163) ]

2(0%|0%) = min |1, (74)

8. Gerar um numero aleatério (3, com distribui¢ao uniforme em (0,1);

9. Se By < a(0*|0%), aceitar 5 e fazer O5T' = @;. Caso contrério, descartar 6; e fazer

05—1—1 — k-
10. Fazer k = k + 1, voltar para o passo 2 e repetir 0 processo para gerar a sequéncia
01,602,603, ...,6"].

4.2 Problema de estimativa de estado

Conforme mencionado na se¢@o 1.4 os problemas de estimativa de estado foram desen-
volvidos a fim de produzir sequencialmente estimativas de varidveis dindmicas desejadas. Para
produzir essas estimativas sdo utilizados dados de medidas experimentais em conjunto com as
informagdes disponiveis a priori sobre os fendmenos fisicos, parametros geométricos e dispo-
sitivos de medi¢do (Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande, 2012; Ozisik; Orlande, 2021). Esses
problemas podem ser escritos na forma de modelos de evolugdo e observagao, que sao mode-
lados como processos estocdsticos. O modelo de evolucao de estado descreve a evolucao das
variaveis de estado de um sistema ao longo do tempo, geralmente em resposta a forcas, entra-
das ou outras influéncias externas. Esta representagcdo matematica das dinamicas do sistema €
usada para prever o estado futuro com base no estado atual e nas entradas conhecidas. Por outro
lado, o modelo de observagdo esté relacionado as medidas experimentais disponiveis que po-
dem ser usadas para inferir o estado do sistema. Este modelo descreve a relagdo entre o estado
do sistema e as observacdes que podem ser feitas dele, incluindo como as varidveis de estado
estdo relacionadas as medidas observaveis e como as incertezas e erros de medi¢do afetam essas
observacdes. Ou seja, enquanto o modelo de evolucdo de estado descreve a dindmica interna
do sistema ao longo do tempo, o modelo de observaciao descreve como € possivel observar o
sistema e como essas observacoes estdo relacionadas ao estado real do sistema. Os modelos de
evolucdo e observacdo podem ser escritos, respectivamente, das seguintes maneiras (Kalman,
1960; Doucet et al., 2001; Liu; West, 2001; Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam;
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Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich; Colago, 2008; Orlande et al.,
2011a; Silva, 2012; Varon, 2015; Lamien et al., 2017; Nunes; Orlande; Nowak, 2019):

Xp = hp (X1, V1), k=1,...M (75)

Zy =g (Xg,ng), k=1,...M (76)

onde x; € o vetor de estado no instante de tempo ¢, z; € o vetor de observacdo no instante de
tempo t, h() é uma funcdo que descreve a evolucdo do estado, g() é uma fungao que relaciona
o estado do sistema com as observagdes, € v, e n; representam os ruidos no modelo de evolu-
cdo de estado e no modelo de observagdo, respectivamente (Kalman, 1960; Doucet et al., 2001;
Liu; West, 2001; Arulampalam et al., 2002; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich;
Colago, 2008; Orlande et al., 2011a; Silva, 2012; Varon, 2015; Lamien et al., 2017; Nunes;
Orlande; Nowak, 2019). Assim, o objetivo do problema de estimativa de estado €, com base
nos modelos de evolucdo e observagdo definidos pelas Egs. (75) e (76), obter informagdes so-
bre o vetor de estado x;. Para que os processos estocdsticos X € Z; possam ser chamados de
modelo de evoluc@o-observagado eles devem satisfazer as seguintes hipéteses (Ristic; Arulam-
palam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich; Colago, 2008; Orlande
et al., 2011a; Silva, 2012; Varon, 2015):

1. A sequencia de vetores x;, para k = 1,2, 3, ..., M é um processo de Markov, ou seja,
T (Xk|X0, X1, X2, oy Xp1) = T (X[ Xp—1); (77)

2. A sequencia de vetores z; para k = 1,2, 3, ..., M € um processo de Markov em relacdo a

histéria de x;, ou seja,
T(2k[X0, X1, X2, ..., Xi) = T(Zg|Xp); (78)

3. A sequéncia de vetores X, depende das observacdes passadas apenas através de sua pro-

pria historia, ou seja,
T(Xk[Xp—1, 20, 21, Z2, -, Zp—1) = T(Xg[Xp—1). (79)

Naturalmente, para que o modelo de evolugdo-observacao seja completamente definido,
precisa-se especificar (Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Silva,
2012; Varon, 2015):

1. A densidade de probabilidade do estado inicial x;
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2. Os ntcleos de transicdo de Markov 7(Xg|x,_1) para k = 1,2, 3, ..., M;

3. As fungdes de verossimilhanga 7(zx|xy) para k = 1,2,3, ..., M.

Além disso, para que os processos X € z; sejam um modelo de evolucdo-observacao, é
necessdrio fazer as seguintes suposi¢oes sobre os ruidos do modelo de evolugdo de estado e de
observacao (Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikra-
vich; Colaco, 2008; Silva, 2012; Varon, 2015):

1. Para k # [, os vetores de ruido v e v; sdo mutuamente independentes e também mutua-

mente independentes do estado inicial xo;

2. Para k # [, os vetores de ruido n; e n; sdo mutuamente independentes e também mutua-

mente independentes do estado inicial Xg;

3. Os vetores de ruido v e n; sdo mutuamente independentes para todo &, (.

Diferentes problemas podem ser considerados com os modelos de evolu¢do-observacao
(Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich; Colaco,
2008; Silva, 2012; Varon, 2015), por exemplo,

1. O problema de previsdo (prediction problem), cujo objetivo é estimar 7(Xy|21.5—1);
2. O problema de filtragem (filtering problem), cujo objetivo é estimar 7 (X |2;.x);

3. O problema de suavizacdo com retardo fixo (fixed-lag domain smoothing problem), cujo

objetivo € estimar 7(Xx|Z1.x+,), onde p > 1 € o retardo fixo;

4. O problema de suavizacdo de dominio completo (whole-domain smoothing problem),
cujo objetivo é estimar 7(Xg|Z1.x), onde z.x = {z;,i = 1,2,3,..., K} é a sequéncia

completa das medidas.

Os problemas listados servem para diferentes propdsitos. O problema de previsao pode
ser util quando decisdes futuras precisam ser tomadas com base no conhecimento atual. Em
problemas em que a informagdo em tempo real do estado x; € essencial, a abordagem de filtra-
gem € importante. Caso haja a possibilidade de realizar uma série mais longa de observagdes
antes de estimar o estado X, as abordagens de suaviza¢do podem ser mais interessantes, pois
produzem erros de estimativa menores do que a filtragem. Ademais, em muitos casos o pro-
blema de previsao € utilizado apenas como uma etapa intermedidria para a etapa de filtragem
(Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Silva, 2012; Varon, 2015).

Nesse caso, serd considerado na soluc¢do o problema de filtragem, onde se assume uma

densidade de probabilidade 7(xy|zg) = 7(X() conhecida a priori no instante inicial ¢y, de forma
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que a distribui¢do a posteriori 7(Xy|2;.;) passa a ser o objetivo do problema que pode ser re-
solvido por meio de filtros bayesianos em duas etapas, previsao e atualiza¢do, conforme ilus-
trado na Figura 6 (Kalman, 1960; Doucet et al., 2001; Liu; West, 2001; Ristic; Arulampalam;
Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich; Colago, 2008; Orlande et al.,
2011a; Silva, 2012; Varon, 2015). Com isso, na etapa de previsdo sao utilizadas as informagdes
do vetor de estado no tempo anterior (X;_1) para prever os valores do vetor no tempo atual (x;).
Na etapa de atualizagdo, apds definir Xy, é obtida a distribui¢do a posteriori 7(x|z.;) a partir
da verossimilhanga 7(z;|x,). Existem vdrios tipos de filtros bayesianos, sendo os principais o

Filtro de Kalman e os Filtros de Particulas, descritos nas se¢Oes seguintes.

Figura 6 - Etapas de previsdo e atualizago para os filtros bayesianos.
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Legenda: Inicialmente assume-se uma densidade de probabilidade 7(xq|zg) = 7(Xo) conhecida a priori
no instante inicial ¢(, em seguida faz-se a etapa de previsdo, utilizando as informagdes do
vetor de estado no tempo anterior (Xg) para prever os valores do vetor no tempo atual (x1) e,
por fim, faz-se a etapa de atualiza¢@o, onde ap6s definir (X ), € obtida a distribui¢do a
posteriori m(x1|z1.1) a partir da verossimilhanga 7(z; |x1 ). O processo se repete até o tempo
final ().

Fonte: Adaptado de Kaipio e Somersalo (2006).

4.2.1 Filtro de Kalman

O filtro de Kalman é um método de estimativa empregado para deduzir o estado de

um sistema dindmico com base em uma série de observacgdes, sujeitas a ruidos e incertezas,
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comumente utilizado em modelos gaussianos e problemas lineares (Kalman, 1960; Doucet et
al., 2001; Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo,
2006; Orlande; Dulikravich; Colaco, 2008; Orlande et al., 2011a). Mesmo em situacdes onde
o problema ndo € intrinsecamente linear, o filtro de Kalman pode ser aplicado caso exista uma
técnica que permita a sua linearizacdo. Nesse contexto, assume-se que os modelos de evolugdo
e observacao, expressos pelas equagdes (75) e (76), sdo lineares. Adicionalmente, presume-se
que os ruidos v, e ny sdo aditivos, gaussianos, possuindo médias e covariancias conhecidas.
Consequentemente, a distribuicdo a posteriori w(xk|zl : k) em t;, para k = 1,2, 3, ... apresenta
uma distribuicdo gaussiana, permitindo que o filtro de Kalman resulte na solucdo 6tima, isto
€, a distribuic@o a posteriori € calculada de forma exata. Com as suposicdes mencionadas,
os modelos de evolugdo e observacdo podem ser expressos, respectivamente, como (Kalman,
1960; Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo,
2006; Orlande; Dulikravich; Colago, 2008; Orlande et al., 2011a):

X, = FpXp_1 + S, + Vi1, (80)

Z, — Hka + ng, (81)

onde s; € um vetor de controle, F;, € a matriz de transicao de estado e Hy, é a matriz de observa-
¢do.

Essas equacdes sdao fundamentais para a implementacao do filtro de Kalman que opera
em duas etapas principais: previsdo e atualizacdo. Durante a etapa de previsdo, utilizando o
modelo de evolucao de estado, ele projeta o estado futuro do sistema para o préximo instante
de tempo. Essa projecdo € realizada aplicando o modelo de evolugdo de estado ao estado atual
do sistema e as entradas conhecidas. Além disso, durante essa etapa, sdo estimadas as incer-
tezas associadas a previsdo do estado, levando em conta o ruido do processo. Ja na etapa de
atualizacdo, apds receber uma nova medida observada, o filtro de Kalman revisa sua estimativa
do estado do sistema. Isso é feito combinando a previsdo do estado com a medida observada,
ponderando-as de acordo com suas respectivas incertezas. Quanto mais confidvel for a medida
observada (ou seja, menor for sua incerteza), maior serd sua influéncia na atualizac@o do es-
tado estimado. O resultado final € uma estimativa otimizada do estado do sistema, que leva em
consideracdo tanto o modelo dinamico quanto as medidas observadas. Com isso, as etapas de
previsdo e atualiza¢do podem ser descritas matematicamente por (Kalman, 1960; Arulampalam
et al., 2002; Orlande; Dulikravich; Colago, 2008; Orlande et al., 2011a):

Etapa de previsao:

1. Previsdo do estado:

X, = Fi.X._1 + si; (82)
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2. Previsdo da covariancia do erro de estado:

'~ =F,.P,_Fi +Q,. (83)

Etapa de atualizacio:

1. Célculo do ganho de Kalman:

K, = P H} (H,P_H +R;)""; (84)

2. Atualizagdo do estado estimado:

3. Atualizacdo da covariancia do erro de estado:

P, = (I— K.H,)P. (86)

sendo x, a estimativa a priori do estado no instante ¢, antes de receber a nova observagio, P,
a covariancia a priori do erro de estado no instante ¢;, Q) a matriz de covariancia do ruido do
processo, K, o ganho de Kalman, R, a matriz de covariancia do ruido da observacdo, e I a
matriz identidade.

Para casos onde as hipoteses dos modelos lineares de observagao e da evolugdo gaussi-
ana sdo invalidas, o uso do filtro de Kalman nao resulta em solu¢des 6timas porque a distribuicdao
a posteriori ndo € analitica. Nesse caso, € possivel fazer uso do filtro de Kalman estendido e suas
variagdes, que geralmente envolvem uma linearizacao do problema (Arulampalam et al., 2002;
Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich; Colaco, 2008; Orlande et al., 2011a). Outra
op¢ao € utilizar filtros de particulas, uma abordagem mais geral e robusta para distribui¢cdes ndo
lineares e/ou ndo gaussianas (Arulampalam et al., 2002; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande;
Dulikravich; Colago, 2008; Orlande et al., 2011a). Na préxima se¢do encontram-se descritos

os filtros de particulas para simular as distribui¢cdes por amostras aleatdrias.

4.2.2 Filtros de Particulas

O método do filtro de particulas € uma técnica de Monte Carlo empregada na resolucao
de problemas de estimativa de estado. Neste método, a funcdo densidade de probabilidade a
posteriori € representada por um conjunto de amostras aleatorias, conhecidas como particulas,
cada uma com um peso associado. Os filtros de particulas iniciam com uma distribuicao inicial

X, e buscam calcular a melhor estimativa para o estado atual x;, com base na sequéncia de me-
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didas z;, (Doucet et al., 2001; Liu; West, 2001; Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam;
Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich; Colago, 2008; Orlande et al.,
2011; Silva, 2012; Varon, 2015; Lamien et al., 2017; Nunes; Orlande; Nowak, 2019). Existem
diversas variacdes dos filtros de particulas, diferenciando-se principalmente no calculo dos pe-
sos. No entanto, todas essas variagdes utilizam a funcdo de verossimilhangca em sua formulagao

e na selecao das particulas, como serd abordado nas proximas subsecoes.

4.2.2.1 Filtro Amostragem por Importancia Sequencial (SIS)

Os filtros de particulas sdo construidos com base no filtro SIS. A ideia principal por
tras do algoritmo SIS € representar a fung¢do densidade de probabilidade a posteriori por meio
de um conjunto de amostras aleatdrias, cada uma associada a um peso correspondente. As-
sim, considera-se que {xi, wi}¥ = seja uma amostra aleatéria que representa (X, Zy), onde
N é o niimero de particulas, {x.,i = 0,1,2,..., N} sfo as particulas com pesos associados
{wi,i =0,1,2,..., N}, e Xo., = {x;,5 = 0,1,2,...,k} é o conjunto de todos os estados até
o instante ;. Em seguida, os pesos sdo normalizados, garantindo que Zf\il wi = 1, de modo
que a distribuicdo a posteriori no instante t; pode ser aproximada por (Arulampalam et al.,
2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Orlande; Dulikravich; Colaco, 2008; Orlande et al.,
2011a; Silva, 2012; Varon, 2015):

N
m(xi|z) = ) WiS(xk — X}), (87)
=1

onde §(.) é a fungdo delta de Dirac. Considerando, para o calculo dos pesos, que as particulas
x; foram obtidas de uma densidade de importancia ¢(.) e que, a partir do teorema de Bayes, a
atualizacao dos pesos serd dada por (Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon,
2003; Silva, 2012; Varon, 2015):

(2 | X)) 7 (X %)

W =w _ Ny , (88)
g i q(X}, X1, Z1)

onde a escolha 6tima para a densidade de importancia, que minimiza a variancia dos pesos por
importéncia e limita a degeneragio das particulas, é dada por q(x}|x;_;,z;) = m(XL|x} 1, Zx).
Porém, para grande parte dos casos de interesse pratico, esta escolha 6tima € analiticamente
complicada. Entdo, a escolha mais utilizada para a densidade de importancia € tratd-la como
sendo uma distribui¢do a priori, ou seja, ¢(x} x|, 2;) = mw(xi|x. ;). Dessa forma a Eq. (88)
se reduz a (Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Silva, 2012; Varon,
2015):

W}A€ = WZ_IW(ZHXZ). (89)
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Aplicar sequencialmente o filtro SIS pode resultar no fendmeno da degeneracdo, onde
apos alguns estados a maioria das particulas tem peso desprezivel (Arulampalam et al., 2002;
Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006). Esse fato incide em um grande
esfor¢co computacional para atualizar particulas das quais a contribuicdo para a aproximacao da
func¢do de densidade a posteriori € quase zero. Para superar esse problema, pode-se aumentar o
numero de particulas ou acrescentar uma etapa de reamostragem (Kalman, 1960; Doucet et al.,
2001; Liu; West, 2001; Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio;
Somersalo, 2006; Silva, 2012; Varon, 2015; Lamien et al., 2017; Nunes; Orlande; Nowak,

2019). A reamostragem pode ser realizada com o algoritmo SIR, descrito na subse¢do seguinte.

4.2.2.2 Filtro Amostragem por Importancia e Reamostragem Sequencial (SIR)

O filtro SIR faz a eliminac¢do das particulas de baixo peso e replica particulas com pesos
maiores ou de maior importancia. Assim, a reamostragem envolve um mapeamento de {x;, wi }
em {xi , N~'} com pesos uniformes. A Figura 7 apresenta o processo de selegdo das particulas
através da reamostragem, onde em (1) estdo as IV particulas com peso uniforme no instante
t = ty, em (2) estdo os pesos das particulas atualizados apds as medic¢des, em (3) ocorre
a etapa de reamostragem e obtém-se as particulas com pesos uniformes que serdo utilizadas
posteriormente no instante ¢ = t,1. O processo se repete até que t = ty,, ., (Arulampalam et
al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Orlande; Dulikravich; Colago, 2008; Orlande et
al., 2011; Silva, 2012; Varon, 2015; Lamien et al., 2017; Nunes; Orlande; Nowak, 2019).

O algoritmo SIR ¢ descrito detalhadamente na Tabela 1. O processo se inicia gerando
um conjunto de particulas a partir do modelo de evolu¢do ou de uma distribuicdo inicial. Na
sequéncia € feito o cdlculo dos pesos associados a cada particula e suas normalizacdes, conside-
rando que neste instante tém-se medidas experimentais disponiveis z;. A fun¢do de verossimi-
lhanca, usada para o calculo dos pesos, varia de acordo com as informacdes a priori utilizadas.
Considerando que as medidas experimentais possuem distribuicdo gaussiana, a fungdo de ve-
rossimilhanca é dada pela Eq. (90) onde I é o nimero de medi¢Ges em cada instante ¢, e R a
matriz de covariancia (Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio;
Somersalo, 2006; Varon, 2015; Nunes; Orlande; Nowak, 2019). No passo seguinte, € realizada
a reamostragem das particulas. Como as particulas de maior peso representam as regides de
maior importancia da distribuicao, elas sdo escolhidas para serem repetidas uma ou mais vezes
dependendo do valor do peso, e aquelas com pesos despreziveis sdo eliminadas. Além disso,
sdo dados pesos uniformes % para cada particula selecionada. Finalmente, € feito o cédlculo da
média e do desvio padrdo. A média encontrada serd entdo a solu¢do para a varidvel de estado
naquele passo de tempo. Esses passos se repetem enquanto t; for menor ou igual ao £ fnq
(Silva, 2012; Varon, 2015).
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Figura 7 - Processo de selecio das particulas com o filtro SIR.
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Fonte: Adaptado de Arulampalam et al. (2002).

m(zilx) = (27) "2 R|7? exp { - %[zk - gk(wk)}TR_l (21 — gi(mk)] } (90)

Como mencionado anteriormente, o filtro SIR reduz os efeitos da degeneragdo, pois
elimina as particulas com pesos muito pequenos, porém, em contrapartida, as amostras com
pesos maiores sdo selecionadas muitas vezes, o que pode levar a uma amostra final com uma
grande quantidade de particulas repedidas. Essa repeticao pode provocar um empobrecimento
da amostra bastante significativo nos processos onde o modelo de evolucgdo de estado apresenta
baixo nivel de ruido (Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Silva,
2012; Varon, 2015; Lamien et al., 2017). Para reduzir o empobrecimento da amostra pode ser

utilizado o filtro ASIR descrito na subsecdo seguinte.
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Tabela 1 - Passos do algoritmo SIR.

Passo 1 - Inicializagdo:
Faca k=1;
Para? = 1,...)NV, onde N é o nimero de particulas, gere um conjunto de particulas da distri-

buigdo inicial x§, = 7 (x|x%_,).

Passo 2 - Avaliacao dos pesos:
Calcule os pesos Wi = 7(z|xL);

Calcule o peso total Ty, = sz\; w};;
Wi
Ty

Passo 3 - Reamostragem ou Selecdo:

Normalize os pesos W) =

Construa a soma dos pesos acumulativos ¢; = ¢;_1 + sz com ¢y = 0;
Tome i = 1 e gere u; de uma distribui¢do uniforme U[0, N7'J;
Paraj =1,2,..., N, faca:

Calcule u; = u; + N7'(j — 1);

Enquanto u; > ¢;, facat =i + 1;

Designe as particulas x{c =x};

: J _ ar—1
Designe os pesos para W, = N~

Passo 4 - Calculo da Média a Posteriori e do Desvio Padrao:

T= Do sk =/ () T Wil - 7).

Passo 5 - Evolugdo do Modelo:

Facak =k +1;
Se k > Kfina + 1, entlo pare;

Se ndo, faga xi, = 7(xg|x} ;).

Passo 6 - Retorne para o Passo 2.

Fonte: Adaptado de Arulampalam et al. (2002).

4.2.2.3 Filtro Auxiliar de Particula ou Amostragem e Reamostagem por Importancia
Auxiliar (ASIR)

No algoritmo ASIR uma etapa de reamostragem € realizada no tempo ?;_; com as me-
didas disponiveis no tempo t;. Com isso, aumenta-se o custo computacional, porém ao usar as
informacdes de um passo a frente para refazer a reamostragem, espera-se que menos particulas
sejam necessdrias para se obter resultados tdo bons ou melhores do que os obtidos com o algo-
ritmo SIR. Assim, gera-se um novo conjunto de particulas, p, baseada em alguma estimativa
pontual que caracteriza 7(x%|x: ), onde ui € alguma estatistica de x; dada por x,_,. Essa

descrigdo pode ser, por exemplo, a média ou uma amostra 7 (X}, |X;_;).
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Na Figura 8 encontra-se o processo de selecdo das particulas utilizado com o filtro ASIR,
onde em (1) estdo as N particulas x}, em (2) encontra-se 0 novo conjunto de particulas !, € os
pesos obtidos no instante anterior, em (3) estdo os pesos das particulas calculados levando em
consideragdo as medi¢des, 0 novo conjunto de particulas e os pesos do tempo anterior, em (4)
ocorre a etapa de reamostragem, em (5) estdo as particulas que serdo utilizadas para o cdlculo
dos novos pesos e em (6) obtém-se os novos pesos que serdo utilizados no tempo seguinte. O
processo se repete até que ¢ = ty,, . O algoritmo ASIR € descrito detalhadamente da Tabela
2 (Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Silva, 2012; Varon, 2015;
Lamien et al., 2017).

Figura 8 - Processo de selec¢do das particulas com o filtro ASIR.

1) © © © ¢ ¢ ©¢ o o © o o o o o o

e o o0 0 000 o o ’

(2)

®) Wy, = (2| 1y ) Wiy

w
_ ﬂ(zk\xi )

-
(2|1 )

Fonte: Adaptado de Arulampalam et al. (2002).

Os filtros SIR e ASIR baseiam-se em valores deterministicos dos parametros do modelo,
ou seja, teoricamente, eles ndo permitem estimar parametros ou considerar incertezas associ-
adas. Mas caso seja necessdrio incluir incertezas, uma possibilidade € aplicar os filtros SIR
e ASIR colocando os pardmetros como varidveis de estado com um modelo de evolugdo, por

exemplo, considerando uma incerteza associada, ou seja (Lamien et al., 2017):
0r = 0p_1 + ey, oD

onde e;, é um vetor de incertezas com média zero e desvio padrdo constante. O subscrito &

denota que os parametros serdo estimados sequencialmente junto com as varidveis de estado,
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mas isso nao significa que os pardmetros sejam dependentes do tempo (Varon, 2015; Lamien et

al., 2017). Nesse caso, a distribui¢do a priori das Tabelas 1 e 2 serd dada por 7(xx|x,_;, O).

Tabela 2 - Passos do algoritmo ASIR.

Passo 1 - Inicializacao:
Faga k = 1;
Para: = 1,...N, onde N é o nimero de particulas, gere um conjunto de particulas da distri-

buigdo inicial X;, = 7 (xx[x}_;).

Passo 2 - Célculo da amostra para a Varidvel Auxiliar:

Calcule alguma caracterizagdo p!. de x; dado x¢,_;.

Passo 3 - Avaliacdo dos pesos:
Calcule os pesos Wi, = 7 (zg |l )We 3
Calcule o peso total Ty, = Zfil Wi

7

. St W
Normalize os pesos w, = Ty

Passo 4 - Reamostragem ou Selecao:

Construa a soma dos pesos acumulativos ¢; = ¢; 1 + WZ com ¢y = 0;
Tome i = 1 e gere u; de uma distribui¢do uniforme U[0, N ~1];
Paraj =1,2,..., N, faca:

Calcule u; = uy + N7*(j — 1);

Enquanto u; > ¢;, faca ¢ =1 + 1;

Designe as particulas ut = xi e os {ndices i/ = i;

Passo 5 - Amostragem:
Para j = 1,..., N gere particulas x| da distribui¢do a priori 7(x)|x]_,), usando o indice 7t
m(zk /X))

e entdo, com a fungdo de verossimilhanga, calcule os novos pesos wi, = )’
T\Zk |,

Passo 6 - Avaliacdo dos pesos:

Calcule o peso total Ty = SN | wi;

. St w”;C
Normalize os pesos w,, — Ty

Passo 7 - Calculo da Média a Posteriori e do Desvio Padrio:

7= DN se= y(55) B Wilxg - 3>

Passo 8 - Evolucao do Modelo:

Facak =k + 1;
Se k > Kfina + 1, entlo pare;

Se ndo, faga xi, = 7(xg|x} ;).

Passo 9 - Retorne para o Passo 2.
Fonte: Adaptado de Arulampalam et al. (2002).

Por outro lado, a simulacdo de parametros como varidveis de estado pode degenerar
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rapidamente as particulas (Varon, 2015; Lamien et al., 2017). Entdo, outra possibilidade é
estimar os parametros do modelo com o algoritmo de Liu & West, que se baseia na versdao ASIR
do filtro de particulas (Liu; West, 2001; Varon, 2015; Varon; Orlande; Elicabe, 2016; Lamien;

Orlande; Elicabe, 2017). Na subsec¢do seguinte estdo descritos os passos desse algoritmo.

4.2.2.4 Filtro de Liu & West

O filtro de Liu e West (2001) foi desenvolvido com uma abordagem que permite a sua-
vizacdo e a regeneracao da amostra do modelo dos parametros sem a perda de informacdo. Esse
filtro foi desenvolvido com o objetivo de realizar a estimativa combinada de parametros e varia-
veis de estado. No algoritmo de Liu & West as particulas sdo geradas levando em consideragdo
incertezas associadas aos parametros contabilizadas por meio de uma mistura de distribuicdes
normais. Esses artificios desenvolvidos por Liu e West (2001) procuram controlar a evolugao
das particulas e, com isso, evitar a degeneracdo (Liu; West, 2001; Varon, 2015; Varon; Or-
lande; Elicabe, 2016; Lamien; Orlande; Elicabe, 2017). Assim, baseada na hipétese de uma
distribui¢do gaussiana para o vetor de parimetros 6, tém-se

m(0|Z14-1) Zwk N(Om,_, Vi), (92)

onde N(.|m}_,,¢*V;_1) é uma densidade gaussiana sendo ¢ um parAmetro de suavizagio,
Vi_1 a matriz de covariancia com as incertezas dos parametros e m};_l a média calculada a
partir de uma modificacio dos pardmetros determinada pelas particulas dos parametros 6 e sua
média ék_l, isto € (Liu; West, 2001; Varon, 2015; Varon; Orlande; Elicabe, 2016; Lamien;
Orlande; Eligabe, 2017):

m};_l = anC_l +(1— a)gk_l, (93)
onde a é o fator de reducdo, definido por (Liu; West, 2001; Varon, 2015; Varon; Orlande;
Elicabe, 2016; Lamien; Orlande; Elicabe, 2017),

30—1
a = 2—5, (94)

com 0.95 < § < 0.99. O fator de suavizagao ¢ depende também do fator de redugao a, de forma
que, (Liu; West, 2001; Varon, 2015; Varon; Orlande; Elicabe, 2016; Lamien; Orlande; Elicabe,
2017).

(=Vi- & (95)
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Os passos para implementacdo do algoritmo de Liu & West encontram-se na Tabela 3.

Tabela 3 - Passos do algoritmo de Liu & West.

Passo 1 - Inicializacdo:
Faca 0 € [0,95;0,99] e calcule a com a Eq.(94) e ¢ com a Eq. (95);

Faca k = 1,parai = 1,...N, onde NV € o niimero de particulas, gere um conjunto de particu-

las da distribui¢do inicial X}, = 7(Xg|X},_;).

Passo 2 - Célculo da amostra para a Varidvel Auxiliar e das médias:
Encontre a média 0_; dos pardmetros 6 no tempo t;_1;
Calcule m},_, com a Eq. (93);

Calcule alguma caracterizagdo p) de x; dado x;,_,.

Passo 3 - Avaliacdo dos pesos:

i _ i i i
Calcule os pesos W}, = 7(zg|p},, mj,_;)W}_;;

Calcule o peso total Ty, = S0 | wi;

7

. ~1 _w
Normalize os pesos w;, = 7&.

Passo 4 - Reamostragem ou Selecao:
Construa a soma dos pesos acumulativos ¢; = ¢;_1 + ﬁ\vz com ¢y = 0;
Tome i = 1 e gere u; de uma distribui¢do uniforme U[0, N ']
Paraj =1,2,..., N, faca:
Calcule u; = ug + N~*(j — 1);
Enquanto u; > ¢;, fagas =1 + 1;

Designe as particulas pf = X: e os indices 7 = ;

Passo 5 - Amostragem:
Para j = 1,..., N gere Oi a partir da Eq. (92), gere as particulas Xi da distribuicao a priori
m(xy)|x]._,, 0%), usando o indice j%, e entdo, com a fungdo de verossimilhanga, calcule os
7 (z|x},.0})

NOVOS pPesos: Wy = ———t kke
7 (zk |y, M)

Passo 6 - Avaliacio dos pesos:

Calcule o peso total Ty, = S0 | wi;

7

. ~1 W
Normalize os pesos W, = 7.

Passo 7 - Calculo da Média a Posteriori € do Desvio Padrio:

Tk =D iz X, W), S = \/(%) > im0 WZ(X;c — 7).

Passo 8 - Evolucdo do Modelo:
Facak = k + 1. Se k > kyinq + 1, entdo pare;

Se ndo, faga xi = 7 (xx|x, ;).

Passo 9 - Retorne para o Passo 2.

Fonte: Adaptado de Liu e West (2001).
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4.3 Analise de sensibilidade

No contexto dos problemas inversos, a andlise de sensibilidade desempenha um papel
crucial ao examinar como as variacdes nos parametros de entrada impactam os resultados do
modelo. Essencialmente, ela quantifica a influéncia de cada pardmetro de entrada na estima-
tiva dos parametros desconhecidos ou na previsio dos resultados do modelo. Ao fazer isso, €
possivel identificar relacdes lineares e correlacdes entre os parametros do problema, que podem
complicar ou até mesmo impedir a resolucdo adequada. A andlise de sensibilidade € essencial
para determinar quais parametros t€ém maior influéncia nos resultados do modelo e quais t€m
uma contribui¢cao menor. Isso permite direcionar os esforcos para obter medi¢cdes mais precisas
ou reduzir a incerteza associada aos parametros menos sensiveis. Adicionalmente, ao oferecer
informacdes sobre a robustez do modelo e suas limitacdes, a andlise de sensibilidade € valiosa
para aprimorar a qualidade das estimativas ou previsdes resultantes do problema inverso.

Uma maneira de realizar andlise de sensibilidade € através do célculo das derivadas das
variaveis de saida em relagdo a cada parametro de entrada. Isso permite quantificar a sensibili-
dade de uma varidvel de saida em relagdo as mudancas nos parametros de entrada. Nesse caso,
é preciso obter a matriz dos coeficientes de sensibilidade J(€). Nesse trabalho, essa matriz é
obtida fazendo a derivada da solugdo do problema direto 7'(r, z, t) com relagdo a cada grupo de
parametros considerado no vetor de parametros @ (Beck; Arnold, 1977; Ozisik; Orlande, 2021).
Logo, J(0) é dada por:

T
J(O) = 8%—0(0) , com k=12..Aej=12,..,B (96)
J

sendo A o nimero total de medidas no tempo e B o nimero total de parametros de 6 (Beck;
Arnold, 1977; Ozisik; Orlande, 2021). Na forma matricial tém-se:

oT1(6) 9Ti(6) I9T1(6) aT1(6)
001 004 003 e 09p
oT>(6) 9Tz(0) 9T>(6) IT»(6)
a:?e(la) a?efe) 8?’9(39) o aqaﬂef?e)
J(9> - 83:91 8392 8393 T 825 : (97)
8T,4;(9) QTIA;((’) an;(G) 5T/;(9)
L 001 002 003 e 00p

Em problemas que envolvem a transferéncia de calor, para obter estimativas no problema
inverso, é importante que a matriz de sensibilidade possua coeficientes de alta magnitude e co-
lunas linearmente independentes. Quando o problema possui coeficientes com baixa magnitude
em determinados parametros de 6, ele € pouco sensivel a variacdo desses parametros e, com
isso, estimativas relacionadas a essas varidveis tipicamente sdo dificeis de serem realizadas.
Além disso, quando existem colunas linearmente dependentes, 0os parametros pertencentes a es-

sas colunas ndo poderao ser estimados simultaneamente (Beck; Arnold, 1977; Ozisik; Orlande,
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2021).
Nesse trabalho, os coeficientes de sensibilidade da matriz serdo avaliados de forma nu-
mérica. Para isso, a derivada da temperatura com relagdo aos parametros pode ser aproximada

utilizando diferencas centradas (Ozisik; Orlande, 2021). Logo,

T
8Tg(0) Tk(91, 92, 9]' + 69]', ceey 93) — Tk(91, 92, 9j — 69]', ceey 93)
~ , (98)
(99]‘ 269j

Jij =

onde € serd definido de modo que a convergéncia da derivada numérica seja alcancada. Para
possibilitar uma avaliagdo gréifica e qualitativa da dependéncia linear entre os parametros, os
coeficientes de sensibilidade, J;;, serdo multiplicados por seus respectivos parametros 6;, ob-

tendo os chamados coeficientes de sensibilidade modificados dados por:

4.4 Analise sob incerteza com o método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo € uma abordagem estatistica em que uma sequéncia de nu-
meros aleatérios € utilizada para aproximar resultados de problemas estocasticos. Este método
se baseia em repetidas tentativas aleatérias, independentes entre si, realizadas uma quantidade
determinada de vezes. Posteriormente, os resultados de todas essas tentativas sdao calculados,
permitindo a obten¢do da média e do desvio padriao das solugdes. Dessa forma, o método de
Monte Carlo possibilita a simulacdo de qualquer processo influenciado por fatores aleatdrios.
Além disso, para muitos problemas matematicos que ndo apresentam intrinsecamente aleato-
riedade, o método permite a construcao artificial de um modelo probabilistico, viabilizando a
solucdo desses problemas. Em suma, a esséncia do método de Monte Carlo reside na estima-
tiva de determinadas quantidades por meio da observacdo do comportamento de um grande
numero de eventos individuais (Sobol, 1994; Yoriyaz, 2009; Soize, 2012; Castello; Ritto, 2016;
Rubinstein; Kroese, 2016; Silva et al., 2021; Silva, 2022).

Se o objeto for levantar as caracteristicas estatisticas de uma varidvel de projeto Ty, . =
T(0), onde 0 é o vetor de pardmetros e com funcdo densidade de probabilidade 7(8) conhe-
cida, pode-se utilizar o algoritmo bésico para a simula¢do de Monte Carlo que, resumidamente,
encontra-se na Tabela 4 (Soize, 2012; Castello; Ritto, 2016).
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Tabela 4 - Passos para a andlise sob incerteza com o método de Monte Carlo.

Passo 1 - Gerando realizagdes das varidveis aleatdrias:
Faca i = 0;
Para ¢ = 0 até N,,., onde N,,. € o nimero de amostras desejadas;
Faca: i =1+ 1;
Gere uma realizacgdo 6; a partir de 6 e 7(0);
Simule o modelo computacional para calcular Ty, ; = 7(6;);
Arquive a realizacdo 6.

Passo 2 - Gerando uma aproximagao do valor esperado:
Se i > N, calcule os valores para a média e para o desvio padrao:
T _ 1 Nme . . 1 Nme T 2
Tch " Nme 27,:1 Tch )09 STN,,LC - \/ch_l =1 (TN'mc:i - Tch) :

Fonte: Adaptado de Castello e Ritto (2016).
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5 VERIFICACAO E VALIDACAO DO MODELO MATEMATICO

Neste capitulo seré feita a verificacdo do modelo matemaético apresentado no Capitulo 2
por meio da comparagao das solucdes numéricas obtidas com MEF e o MDEF, conforme descrito
no Capitulo 3. Além disso, utilizando como referéncias os dados experimentais disponibilizados
por Elwassif et al. (2012), sera realizada a validagcdo da solu¢do da temperatura para o caso
permanente. Para tal, os codigos foram implementados no software Wolfram Mathematica e
executados em um notebook com processador Intel(R) Core(TM) i7-11390H@3,40 GHz com
16 GB de RAM.

5.1 Verificacdo da solucdo da temperatura em regime permanente

Inicialmente, foi realizada uma andlise de convergéncia de malha considerando nas si-
mulacdes as caracteristicas do eletrodo 3389 da Medtronic com os contatos 1 e 2 ativos (Med-
tronic, 2008). A solug¢do do modelo permanente foi obtida utilizando o MEF com a NDSolve
e 0 MDF, conforme descrito no Capitulo 3. Os dados utilizados para obter as solu¢des do pro-
blema direto estdo listados na Tabela 5, cujos valores que foram utilizados para os parametros
do tecido cerebral e para sangue sido as médias disponibilizadas pela Fundacdo de Pesquisa em
Tecnologias da Informag¢do na Sociedade (Foundation for Research on Information Technolo-
gies in Society - IT’IS Foundation), disponiveis em Hasgall et al. (2018), segunda coluna da
Tabela 5. Ja os valores para as temperaturas e para os parametros dimensionais foram disponi-
bilizados por Elwassif et al. (2006), terceira coluna da Tabela 5. Além disso, o potencial elétrico
aplicado foi considerado como V,.,,s = 1,2 V.

A solu¢do com NDSolve foi obtida escolhendo uma malha composta por elementos qua-
drangulares. Na Tabela 6 estdo os valores encontrados para a temperatura variando a quantidade
de elementos de malha. Os niimeros de elementos apresentados na Tabela 6 foram definidos va-
riando os valores de MaxBoundaryCellMeasure da NDSolve entre 1/1000 e 1/1600. Os valores
foram obtidos no contorno em » = R; e em r = 6 mm, considerando z na posi¢do central do
contato ativo 1 (z = 22 mm), na posi¢ao central entre os contatos ativos 1 € 2 (z = 23 mm) e
na posicao central do contato 4 (¢ = 28 mm). Trata-se de uma fun¢@o degrau para o potencial
elétrico, portanto hé dificuldade de convergéncia nas regides proximas a mudanca brusca de po-
tencial. No termo fonte da equacao para a temperatura aparece a derivada do potencial elétrico
elevada ao quadrado, portanto a convergéncia da temperatura fica ainda mais comprometida e,

como pode ser observado na Tabela 6, possui variacdo que oscila na segunda casa decimal.
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Tabela 5 - Valores dos parametros.

Parimetros Valores Valores
(Hasgall et al., 2018) (Elwassif et al., 2006)
Massa especifica do cérebro (p) 1046 kg/m? 1040 kg/m?
Calor especifico do cérebro (c,) 3630 J/kgK 3650 J/kgK
Condutividade térmica (k) 0,510 W/mK 0,527 W/mK
Condutividade elétrica (o) 0,375 S/m 0,350 S/m
Taxa metabdlica de calor (Q,,) 11893 W/m? 9132 W/m?
Massa especifica do sangue (pj) 1050 kg/m? 1057 kg/m?
Calor especifico do sangue (c;) 3617 J/kgK 3600 J/kgK
Perfusdo sanguinea (ws) 0,010 s~! 0,008 51
Temperatura do sangue (73) - 36,70 °C
Temperatura inicial do cérebro (77,) - 37,0 °C
Raio interno (R;) - 0,635 mm
Raio externo (R5) - 20,00 mm
Altura (H) - 50,00 mm

Legenda: Valores disponibilizados por Hasgall et al. (2018) e Elwassif et al. (2006).
Fonte: A autora, 2023.

Tabela 6 - Convergéncia de malha da solugdo obtida com a NDSolve.

Numero Temperatura (°C)

de Variando z comr = Ry  Variando z com » = 6 mm

elementos 22mm 23 mm 28mm 22mm 23 mm 28 mm
1000 37,57 37,54 37,07 37,05 37,05 37,03
1440 37,53 37,50 37,08 37,05 37,05 37,03
1690 37,66 37,70 37,11 37,06 37,06 37,04
1742 37,67 37,71 37,11 37,06 37,06 37,04
1836 37,69 37,771 37,09 37,06 37,06 37,04
1960 37,70 37,73 37,09 37,06 37,06 37,04
2016 37,71 37,74 37,09 37,06 37,06 37,04
2146 37,71 37,771 37,10 37,06 37,06 37,04
2280 37,72 37,777 37,09 37,06 37,06 37,04
2449 37,74 37,777 37,11 37,06 37,06 37,04
2480 37,68 37,78 37,10 37,06 37,06 37,04

Fonte: A autora, 2023.

Na Figura 9 estdo os perfis de temperatura em diferentes posi¢des, considerando diferen-
tes quantidades de elementos. A Figura 9a mostra o perfil de temperatura em » = ?; ao longo

de todo o comprimento z, enquanto a Figura 9b apresenta o perfil de temperatura ao longo do
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raio na posicao central do eletrodo 1. As Figuras 9c e 9d mostram um zoom das Figuras 9a e
9b com foco na regido onde ha maior variacdo. Com a Tabela 6 e a Figura 9 € possivel notar
que ha uma variacdo no valor da temperatura independente da quantidade de elementos utili-
zados. Além disso, a partir de uma certa quantidade de elementos o método numérico passou
a apresentar picos de temperatura, possivelmente causados por erro numérico, conforme pode
ser observado nas curvas 5 e 6, com 2449 e 2480 elementos, respectivamente. Com isso, foi
considerado que 1960 elementos sdo suficientes para obter uma malha refinada que represente
a solucdo. Na Figura 10 est@o os resultados obtidos para o potencial elétrico entre 1836 e 2016
elementos, onde € possivel notar que as curvas estdo sobrepostas. A soluc@o exata para o po-
tencial elétrico apresentada na Figura 10 trata-se da fun¢io f(z) utilizada como condigdo de
contorno em 7 = R;. Conforme pode ser visto na Figura 10a, as curvas estdo proximas a solu-

¢do exata do potencial em » = [?;, mostrando assim a convergéncia da solu¢do NDSolve desse
caso.

Figura 9 - Convergéncia de malha do perfil de temperatura para a solugdo NDSolve.

Curval — — Curva2 ===--- Curva 3 ========== Curva 4 Curva5 — Curva6
37.8 37.8F
9 376] \ O 376/
g K
=
£ 374 £ 374}
Q )
g— Q
5372 § 372}
~
37.0 e T 37.0¢ . T ——
0.00  0.01 002 003 004 0.5 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
Comprimento (m) Raio (m)
(a) (b)
37.80f
3775, 3
£ 3770 $ 3765
£ 3765 g 3760
5 37.60¢ g 37.55
(=W (=9
§ 37.55} § 37.50}
37.50F 37.45}
37.45¢ ‘ ‘ ‘ . 37.40} . ‘ ‘ ‘
0.018 0.020 0.022 0.024 0.026 0.028 0.0010  0.0015 0.0020  0.0025
Comprimento (m) Raio (m)
(c) (d)

Legenda: (b) Em z = 0,022 m para R; < r < Rs. (¢) Zoom da Figura (a). (d) Zoom da Figura (b).
As curvas 1, 2, 3, 4, 5 e 6 t€m, respectivamente, 1690, 1836, 1960, 2016, 2449 e 2480
elementos de malha.

Fonte: A autora, 2023.
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Figura 10 - Convergéncia de malha do potencial elétrico para a solugdo NDSolve.
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Legenda: (a) Emr = Ry para0 < z < H. (b) Em z = 0,022 m para R; <r < Ro.
A curva 1 representa a solugdo exata e as curvas 2, 3 e 4 t€m, respectivamente, 1836,
1960 e 2016 elementos de malha.

Fonte: A autora, 2023.

A solucao MDF foi obtida considerando o método das diferencas finitas com diferencas
centradas para as derivadas de segunda ordem e diferencas atrasadas para as derivadas de pri-
meira ordem, conforme descrito nas subsecdes 3.2.1 e 3.2.2. A Tabela 7 mostra a convergéncia
da solucdo obtida com o MDF para os mesmos pontos analisados na convergéncia NDSolve.
Primeiramente, fixando o valor de NV, = 51 e variando N, entre 26 e 201 elementos, percebe-se
que inicialmente a diferenca € maior, mas a partir de 101 elementos a diferenca passa a oscilar
na segunda casa decimal independente do nimero de elementos utilizados. Entdo, escolhendo
N, = 151 e variando N, entre 26 e 101 percebe-se que os valores obtidos possuem maior
diferenca com N, = 26. Portanto, como as variagdes sao relativamente pequenas (menos de
0,1 °C) e devido as incertezas ocasionadas pela solucdo da funcdo degrau, foram escolhidos os
valores destacados em azul da tabela, sendo eles N, = 51 e N, = 151. Nas Figuras 11 e 12
estdo as curvas para a temperatura e para o potencial elétrico para alguns valores de N, com

N, = 51, onde € notdvel que a solu¢do converge a partir de 101 elementos para V,.



Tabela 7 - Convergéncia de malha da solu¢do obtida com o MDF.

Numero de Temperatura (°C)

elementos Variando z comr = R;  Variando z com r = 6 mm

N, N, 22mm 23mm 28mm 22mm 23mm 28 mm
51 26 37,24 37,17 37,02 37,05 37,05 37,03
51 51 3741 37,40 37,03 37,05 37,05 37,03
51 76 37,51 37,48 37,05 37,06 37,06 37,03
51 101 37,71 37,65 37,06 37,06 37,06 37,04
51 126 37,76 37,69 37,05 37,06 37,06 37,03
51 151 37,74 37,771 37,07 37,06 37,06 37,04
51 176 37,79 37,76 37,07 37,06 37,06 37,04
51 201 37,72 37,772 37,07 37,06 37,06 37,04
26 151 37,65 37,64 37,08 37,06 37,06 37,04
51 151 37,74 37,771 37,07 37,06 37,06 37,04
76 151 37,75 37770 37,05 37,06 37,06 37,03
101 151 37,73 37,66 37,05 37,06 37,06 37,03
Fonte: A autora, 2023.

Figura 11 - Convergéncia de malha do perfil de temperatura para a solugdo MDF.
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Legenda: (a) Emr = Ry para0 < z < H. (b) Em z = 0,022 m para R; <r < Ra.
As curvas 1, 2, 3 e 4 t€m, respectivamente, 51, 101, 151 e 251 nds na direcdo z € 51 nds
na direcdo 7.

Fonte: A autora, 2023.



72

Figura 12 - Convergéncia de malha do potencial elétrico para a solu¢do MDF.
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Legenda: (a) Emr = Ry para0 < z < H. (b) Em 2 = 0,022 m para R; <7 < Rs.
As curvas 1, 2, 3 e 4 t€m, respectivamente, 51, 101, 151 e 251 nds na direcdo z € 51 nds
na direcdo r e a curva 5 representa a solucio exata.

Fonte: A autora, 2023.

Nas Figuras 13 e 14, sdo apresentados os perfis do potencial elétrico e da temperatura
obtidos pelas solu¢des NDSolve e MDF em malhas convergidas. Embora haja um leve des-
locamento entre as solu¢des na Figura 14a, ambas exibem um comportamento semelhante de
pico de temperatura devido a aplicacdo do potencial elétrico, gerando aumento de temperatura
local devido ao efeito Joule. As Figuras 14c e 14d mostram o erro absoluto entre as curvas,

demonstrando que a maior diferenca de temperatura € inferior a 0,2 °C.

Figura 13 - Comparagdo entre as solugdes NDSolve e MDF para o potencial elétrico.
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Legenda: (a) Emr = Ry para0 < z < H. (b) Em z = 0,022 m para R; <r < Ro.
Fonte: A autora, 2023.
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Figura 14 - Comparagao das solu¢cdes NDSolve e MDF para a temperatura do problema em

regime permanente.
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Legenda: (a) Emr = Ry para0 < z < H. (b) Em z = 0,022 m para R; < r < R». (¢) Erro
absoluto entre as curvas da Figura 14a. (d) Erro absoluto entre as curvas da Figura 14b.
Fonte: A autora, 2023.

A Figura 15 mostra o potencial elétrico ao longo de r e z para as solu¢cdes NDSolve
e MDF, onde nota-se que ambas apresentam um comportamento de distribui¢do simétrico ao
redor dos pontos de aplicacdo do potencial. O comportamento do campo de temperatura pode
ser visto na Figura 16 que apresenta o pico de maior temperatura acontecendo no mesmo ponto
para ambas as solucdes, mas com uma pequena diferenca na distribui¢do de temperatura ao se
afastar do pico. A solucdo NDSolve apresenta uma distribuicdo de temperatura mais simétrica
ao redor do ponto de aplicacdo, enquanto a solucdo MDF apresenta um pequeno deslocamento
na variagcdo de temperatura devido a erro numérico. O campo tridimensional de temperatura
pode ser visto na Figura 17 onde nota-se que ambas conseguem capturar o pico de temperatura
e que ha semelhanca na solug@o ao longo de todo o dominio computacional. A solu¢do NDSolve
foi obtida com menos de um minuto, enquanto a solu¢gdo MDF levou cerca de quatro minutos.
No Apéndice A.1 podem ser encontradas a verificacao das solugdes levando em consideragao

outras configuragdes de eletrodos ativos.



Figura 15 - Gréficos de contorno das solu¢cdes NDSolve e MDF para o potencial elétrico.
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Legenda: (a) NDSolve. (b) MDE.
Fonte: A autora, 2023.

Figura 16 - Gréficos de contorno das solugdes NDSolve e MDF para o campo de temperatura do
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Fonte: A autora, 2023.
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Figura 17 - Comparagao das solu¢cdes NDSolve e MDF para o campo de temperatura

tridimensional do problema em regime permanente.
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Legenda: (a) NDSolve. (b) MDE.
Fonte: A autora, 2023.

5.2 Validacao da solucio da temperatura em regime permanente

Para fazer a validacdo do modelo matemdtico foram utilizados os dados experimentais
obtidos por Elwassif et al. (2012). Os autores realizaram o experimento imergindo o eletrodo
DBS 3389 da Medtronic no centro de um recipiente cilindrico, com raio R = 25 mm e altura
H = 50 mm, cheio de solucdo salina. A soluc¢do salina foi preparada de forma que as condu-
tividades elétrica e térmica ficassem préximas as condutividades do tecido cerebral ( £ = 0, 85
W/(m°® C) e 0 = 0,35 S/m) e desprezando a perfusdo sanguinea e a taxa metabdlica de ca-
lor (w, = 0e @,, = 0). Além disso, como o objetivo era investigar o aumento maximo de
temperatura, o problema foi considerado em regime estaciondrio, ou seja, desprezando a parte
transiente do problema. Para controlar a temperatura dos contornos, o recipiente cilindrico foi
imerso em banho-maria com temperatura monitorada de 37 °C. Para registrar a temperatura, os
autores utilizaram um termopar com precisao de 0, 1 °C localizado na borda do eletrodo consi-
derando a regido central entre os contatos ativos. Em seus experimentos, Elwassif et al. (2012)
concluiram que a mudanga no pico de temperatura durante a estimulagdo ocorre em funcao da
tensdo Vs aplicada e ndo depende da forma da onda ou da frequéncia utilizada. Assim, para
investigar os aumento da temperatura, os autores mediram o pico de temperatura em fungao do
valor V,.,,s considerando um intervalo de 0 a 4 V, medidos a cada 0, 25 V, em um problema onde
os contatos 1 e 2 estavam ativos no eletrodo.

Na Figura 18a estdo os resultados experimentais obtidos por Elwassif et al. (2012) junta-
mente com seus desvios-padrdo, extraidos utilizando a WebPlotDigitizer, uma ferramenta base-
ada na Web para extrair dados de plotagens, imagens e mapas (Rohatgi, 2022). Assim, fazendo

as simplifica¢des necessdrias na Eq. (2) para tornar o problema em regime permanente, despre-
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zando a perfusdo sanguinea e a taxa metabdlica de calor, e considerando os valores das proprie-
dades conforme os dados de Elwassif et al. (2012), obtém-se o perfil de temperaturas na posi¢ao
central entre os eletrodos 1 e 2, conforme pode ser visto na curva 2 da Figura 18b. Com as Figu-
ras 18a e 18b percebe-se que o modelo computacional simplificado produz picos de temperatura
significativamente maiores do que os encontrados experimentalmente por Elwassif et al. (2012).
Isso era esperado, pois quando um eletrodo é colocado em um meio como o tecido cerebral uma
interface que causa queda de tensdo entre eletrodo-solugdo salina € formada. Essa queda de ten-
sdo na interface durante o DBS pode ser modelada considerando uma redug¢@o no valor do V.5
aplicado com variagdo de 24% a 43% em um problema com eletrodo realista (Merrill; Bikson;
Jefferys, 2005; Cantrell et al., 2007; Elwassif et al., 2012). Nas curvas 3 e 4 da Figura 18c
estdo os resultados obtidos considerando tais variagdes, onde em azul (curva 3) encontra-se o
resultado com uma reducéo de 24% e em vermelho (curva 4) o resultado para 43%. Como ex-
plicado na literatura, a queda de 24% a 43% na interface ocorre em problemas onde o eletrodo
DBS é modelado de forma realista. Nesse caso, como o modelo computacional utilizado é um
modelo simplificado que despreza a transferéncia de calor que ocorre do tecido para o eletrodo,
a reducéo de 43% ainda ndo € suficiente para alcangar temperaturas compativeis com os dados
experimentais. Entdo, na curva 5 da Figura 18d estdo os resultados obtidos considerando uma
queda da interface de 60% do potencial elétrico real V., aplicado. Logo, quando o poten-
cial elétrico real aplicado for Vs reqi, considera-se V,,s = 0,40V,5 req; para obter resultados
computacionais proximos. Por exemplo, se Vs rear = 2V, tem-se Vs = 0,40 x 2V= 0, 80V.

Portanto, o modelo computacional utilizado neste trabalho trata-se de um modelo sim-
plificado que despreza a transferéncia de calor que ocorre do tecido cerebral para o eletrodo,
mas € capaz de capturar o comportamento dos picos de temperatura causados pelo potencial
elétrico aplicado. Além disso, esse modelo tem a vantagem de possuir baixo custo compu-
tacional e alcancgar resultados conservadores, visto que as meditas de temperatura atingidas
computacionalmente s@o maiores do que as medidas obtidas experimentalmente. Para levar em
consideracdo a troca de calor entre o tecido cerebral e o eletrodo torna-se necessario incluir no
dominio computacional a regido de raio entre 0 e [?; e as propriedades relacionadas as con-
dutividades térmica e elétrica do eletrodo (Elwassif et al., 2006; Elwassif et al., 2012). Essas
consideracdes levam a um aumento do custo computacional. Nesse sentido, trabalhos futuros
podem ser realizados para tornar o problema mais realista e abordagens como AEM podem ser
utilizadas com o intuito de diminuir o custo computacional da solu¢do (Pereira; Abreu; Knupp,
2022).



Figura 18 - Curvas de temperatura versus potencial elétrico fazendo diferentes consideracdes

para a queda de tensdo na interface eletrodo-tecido cerebral.
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Legenda: (a) Com a curva 1 representando os dados experimentais disponibilizados por Elwassif
etal. (2012). (b) Com a curva 2 representando a curva sem queda de tensdo na
interface. (c) Com as curvas 3 e 4 representando, respectivamente, as quedas de tensdo
de 24% e 43% na interface. (d) Com a curva 5 representando a queda de tensédo de

60% na interface.
Fonte: A autora, 2023.

5.3 Verificaciao da solucio da temperatura em regime transiente

77

A convergéncia de malha para o problema em regime transiente foi realizada utilizando

a NDSolve e o MDF, conforme descrito nas subsecdes 3.2.1 e 3.2.3 do Capitulo 3. A solugdo

para o potencial elétrico € a mesma obtida na se¢@o 5.1 e a solu¢do para a temperatura também

apresentou 0 mesmo comportamento do problema em regime permanente, como pode ser visto

nas Figuras 19 e 20, onde a solug@o exata para o potencial elétrico trata-se da condi¢cdo de
contorno f(z) em r = R;. Assim, considerou-se que 1960 elementos para a solu¢do NDSolve

e N, = 51 e N, = 151 para a solucdo MDF sao suficientes para a convergéncia. Na Figura 21
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estdo as curvas para a temperatura ao longo do tempo em » = [y com z na posi¢cdo do contato
1 e na posi¢do central entre os contatos 1 e 2, ponto onde ocorre o pico de temperatura. Com

as figuras € possivel notar que as solucdes apresentam comportamento semelhante com erro
absoluto maximo menor do que 0, 05 °C.

Figura 19 - Comparag@o das solu¢des NDSolve e MDF para o potencial elétrico do problema em
regime transiente.
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Fonte: A autora, 2023.

Figura 20 - Comparagao das solu¢cdes NDSolve e MDF para a temperatura do problema em
regime transiente.
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Figura 21 - Comparagao das solu¢cdes NDSolve e MDF para a temperatura no problema em

regime transiente ao longo do tempo.
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Legenda: (@) Emr = Ryez=H/2. (b)) Emr = Ry ez =0,022 m.
Fonte: A autora, 2023.

Para analisar o comportamento tridimensional da solugdo transiente com os contados 1
e 2 do eletrodo ativos foram gerados os graficos da Figura 22 onde a esquerda encontram-se os
resultados para a solugdo NDSolve e a direita os resultados da solu¢do MDF, ambas em dife-
rentes instantes de tempo. As Figuras 22a e 22b mostram que as solucdes encontram-se com
temperatura constante e igual a 37 °C em ¢ = 0 segundos. Com o passar do tempo, como 0s
contatos 1 e 2 sdo préximos, comega a se formar um pico de temperatura na regido central en-
tre os contatos. Nas Figuras 22c e 22d percebe-se que ambas as solugdes conseguem capturar
esse pico de temperatura em ¢ = 15 segundos e as Figuras 22e, 22f, 22g e 22h mostram que a
semelhanca do pico de temperatura continua para os tempos de 30 e 60 segundos. No Apéndice
A.2 podem ser encontradas a verificacdo das solucdes levando em consideracdo outras confi-
guragdes de eletrodos ativos. Portanto, as duas solu¢des foram capazes de capturar os picos
de temperatura esperados e apresentam resultados semelhantes considerando diferentes combi-
nacdes de contatos ativos. Além disso, a solucdo NDSolve do problema em regime transiente
foi obtida com um minuto, enquanto a solucio MDF levou cerca de oito minutos. Logo, os

proximos resultados serdo obtidos utilizando a solu¢ao NDSolve.
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Figura 22 - Comparag@o das solu¢des NDSolve e MDF para o campo de temperatura

tridimensional do problema em regime transiente.
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Legenda: (a) NDSolve em ¢t = 0 segundos. (b) MDF em ¢ = 0 segundos. (c) NDSolveem ¢t = 15
segundos. (d) MDF em t = 15 segundos. (e) NDSolve em ¢t = 30 segundos. (f) MDF
em t = 30 segundos. (g) NDSolve em ¢ = 60 segundos. (h) MDF em ¢ = 60 segundos.

Fonte: A autora, 2023.

Para investigar a influéncia dos parametros de perfusdo sanguinea e da taxa metabdlica
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de calor foram geradas as curvas disponiveis na Figura 23 utilizando a NDSolve. Na figura
estdo as curvas obtidas variando w;, e (),,, de acordo com os casos apresentados na Tabela 8,
sendo, respectivamente, os casos 1, 2, 3 e 4 referentes as curvas 1, 2, 3 e 4 da Figura 23. Para
os demais parametros, considerou-se os mesmos valores utilizados anteriormente. Segundo
Elwassif et al. (2006) a taxa metabodlica de calor e o fluxo sanguineo atuam em dire¢cdes opostas.
A taxa metabolica de calor ((),,) tem a tendéncia de aumentar a temperatura cerebral. Assim,
observando as curvas 2 e 3 da Figura 23 percebe-se que ao aumentar o valor de (),,, o pico de
temperatura aumenta. No que diz respeito ao fluxo sanguineo, representado na Eq. (8) pelo
termo wyppcy(T — T3), ele tem a tendéncia de diminuir a temperatura do tecido cerebral, pois
a temperatura do sangue na corrente sanguinea geralmente € menor do que a temperatura no
interior do cérebro. Observando as curvas 2 e 4 da Figura 23 percebe-se que ao aumentar o

valor de wy, 0 pico de temperatura diminui.

Figura 23 - Comparagdo entre solu¢des considerando diferentes valores para os pardmetros wy, e

Qm.-
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Legenda: (a) Ao longo do raio com z = H/2 et = t;. (b) Ao longo do comprimento com
r = Ry et =1y (c) Aolongo do tempo na posi¢do do sensor. (d) Ao longo do tempo
na posig¢do central do eletrodo 2.

Fonte: A autora, 2023.
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Tabela 8 - Valores de wy e @, utilizados para investigar suas influéncias na solucéo do perfil de

temperatura.
Parametros Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4
Perfusio sanguinea (w;) em s~ ! 0 0,01 0,01 0,017
Taxa metabdlica de calor (Q),,,) em W/m? 0 11893 20000 11893

Fonte: A autora, 2023.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

A apresentacdo dos resultados tem o objetivo de mostrar diferentes formas de resolver
problemas inversos de biotransferéncia de calor considerando a estimulacao cerebral profunda.
As solugdes do problema inverso podem auxiliar de forma significativa na melhoria da precisio
de resultados obtidos numericamente, sendo tteis para andlises preliminares de aumentos de
temperatura causados por dispositivos DBS. Nesse sentido, a se¢do 6.1 mostra a aplica¢ao do
algoritmo MCMC com o algoritmo de Metropolis-Hastings, apresentado na se¢do 4.1, em um
problema em regime permanente com o intuito de estimar o potencial elétrico aplicado ao dispo-
sitivo DBS, considerando que, supostamente, ha medidas experimentais de temperatura dispo-
niveis em um ponto do dominio computacional. Em seguida, na se¢do 6.2, o potencial elétrico
anteriormente obtido foi utilizado para realizar a estimativa sequencial do campo de temperatura
interna do cérebro utilizando para isso filtros de particulas apresentados nas subsecoes 4.2.2.2 a
e 4.2.2.4. Além disso, na secdo 6.3, o método MCMC com o algoritmo de Metropolis-Hastings
em duas etapas, apresentado na secao 4.1.1, foi aplicado ao problema transiente com o interesse
de estimar propriedades do tecido cerebral presentes no modelo matemaético. Todas as solucdes
foram obtidas usando cédigos computacionais desenvolvidos no software Wolfram Mathema-
tica e executados em um notebook com processador Intel(R) Core(TM) i7-11390H@3,40 GHz
com 16 GB de RAM.

6.1 Estimativa do potencial elétrico aplicado utilizando como base os resultados
obtidos por Elwassif et al. (2006)

Para estimar o potencial elétrico aplicado utilizando o método MCMC com o algoritmo
de Metropolis-Hastings foram consideradas as medidas de temperatura obtidas e disponibiliza-
das por Elwassif et al. (2006). Portanto, primeiramente os dados de temperatura disponibiliza-
dos graficamente foram extraidos utilizando a WebPlotDigitizer, conforme descrito na subsecao
6.1.1. Em seguida, na subsecdo 6.1.2, encontra-se a andlise de sensibilidade, indicando a pos-
sibilidade de se estimar o potencial elétrico na solucdo inversa. Finalmente, na subsecdo 6.1.3
o potencial elétrico foi estimado utilizando o método MCMC e levando em consideracdo dife-

rentes informagdes sobre os demais pardmetros do modelo matematico.

6.1.1 Extracdo dos dados do artigo de Elwassif et al. (2006)

Elwassif et al. (2006) utilizaram o modelo matematico proposto por Pennes (1948) para

analisar o campo de temperatura considerando um problema em regime permanente bidimensi-
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onal em coordenadas cilindricas. O dominio computacional utilizado por Elwassif et al. (2006)
leva em consideragdo a regido referente ao eletrodo, ou seja, o dominio € dado por 0 < r < Ry
e 0 < z < H, conforme pode ser visto na Figura 24a. Na regido entre 0 e R; os autores con-
sideraram informacdes referentes ao eletrodo. Portanto, as regides em vermelho na Figura 24a
receberam as informagdes do eletrodo e as demais regides foram consideradas com as proprie-
dades do cérebro.

Para simplificar o modelo e diminuir o custo computacional da solu¢@o, nesse trabalho
serd considerado o dominio computacional dado na Figura 24b, ou seja, entre 7y < r < Ry
e 0 < z < H. Essa simplificagdo retira a parcela do dominio entre 0 e ?; e considera a
influéncia do eletrodo como uma condicdo de contorno em r» = R;. Essa simplificacdo no
modelo despreza a troca de calor que ocorre na dire¢do do interior do eletrodo. Com isso,
espera-se que as temperaturas encontradas com esse dominio simplificado sejam ligeiramente
mais altas do que as temperaturas obtidas com os modelos que levam em conta a dissipacdo ao
longo do proprio eletrodo. Nesse contexto, serdo utilizadas as medidas de temperatura obtidas
e disponibilizadas por Elwassif et al. (2006) para encontrar o potencial elétrico aplicado ao
dominio da Figura 24b que gere um perfil de temperatura com valores semelhante ao perfil

obtido utilizando o dominio da Figura 24a.

Figura 24 - Representacdo esquematica do dominio computacional.

OR 0.0l R R, 00l R

(a) (b)

Legenda: (a) Utilizado por Elwassif et al. (2006). (b) Utilizado nesse trabalho.
Fonte: A autora, 2023.

No primeiro caso apresentado por Elwassif et al. (2006) o foco estd em analisar como
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a temperatura aumenta em resposta ao calor causado pelo DBS, considerando que as parcelas
referentes ao metabolismo e ao fluxo sanguineo sejam desprezadas, pois Q,,, — ppcpwp (T —T3) =
0. Portanto, desconsiderando os efeitos da perfusdo sanguinea e da taxa metabdlica de calor e
analisando o problema em regime permanente, pode-se simplificar a Eq. (2) retirando o termo
do lado esquerdo da igualdade e os termos @, € pycpwy(T — T}), de forma que o termo fonte

de calor serd dado apenas pela parcela referente a Q.. (7, z, V'), ou seja,

10

;6’r(k aT)+g(ka—T>+Qm(r,z,V):O. em R <r<Ry, e 0<z<H (100)

"or 0z \ 0z

O problema em estudo foi resolvido pelos autores considerando que os contatos 1 e 2
(os dois contatos mais distais no eletrodo DBS) estavam energizados eletricamente com Vs =
1,561 V, nas posicdes de eletrodos ativos, € V,.,,s = 0 V, nas demais posi¢des. Os outros
pardmetros do modelo matemdtico foram considerados com os valores da Tabela 9. A figura
com os dados do perfil de temperatura disponibilizada no trabalho de Elwassif et al. (2006)
considera os pontos entre 2; < r < (0,01 m em z = 0,02275 m (linha verde da Figura 24a).
Com isso, utilizando a WebPlotDigitizer foram extraidos 61 pontos da figura de Elwassif et al.
(2006), conforme pode ser observado na Figura 25. Os pontos obtidos, posteriormente, serdo
utilizados como dados para a solu¢do do problema inverso.

Tabela 9 - Valores dos pardmetros utilizados para obter a estimativa do potencial elétrico.

Parametros Valores
Temperatura ('7') 37,0 °C
Condutividade elétrica (¢) 0,350 S/m
Condutividade térmica (k) 0,527 W/mK

Legenda: Valores disponibilizados em Elwassif et al. (2006).
Fonte: A autora, 2023.

Figura 25 - Pontos de temperatura de Elwassif et al. (2006) que serdo utilizados como dados para

o problema inverso do modelo matematico em regime permanente.
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Fonte: Adaptado de Elwassif et al. (2006).
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6.1.2 Analise de sensibilidade

A andlise de sensibilidade foi realizada utilizando os coeficientes modificados dos pa-
rametros (), conforme descrito na subse¢do 4.3. Para resolver o problema, considerou-se 0s
valores da Tabela 10 (Elwassif et al., 2006). Na Figura 26 sdo apresentadas as curvas para os
coeficientes de sensibilidade modificados de cada pardmetro ao longo de » em z = 0,02275
m, sendo P, P, P3 e P, os coeficientes relacionados a V.5, k, 0 e T,, respectivamente. A
Figura 26a mostra os coeficientes para V,.,.s, o e k, onde € possivel perceber que o coeficiente
relacionado a Vs, apresenta alta sensibilidade e, possivelmente, pode ser estimado em uma
solu¢do de problema inverso. Porém, os coeficientes modificados relacionados a V.5, 0 € k
sdo linearmente correlacionados conforme pode ser observado na Figura 26b, onde nota-se que
P, /P, e P;/Ps sdo constantes. Dessa forma, os pardmetros Vs, o e k ndo poderdo ser esti-
mados simultaneamente. Na Figura 26c encontra-se o coeficiente de sensibilidade modificado

para a temperatura 7, que permanece constante e igual a 37 °C ao longo de todo o raio.

Tabela 10 - Valores dos parametros utilizados para a solucio do problema direto em regime

permanente.
Parametros Valores
Potencial elétrico (V,,,5) 1,2V
Condutividade térmica (k) 0,527 W/mK
Condutividade elétrica (o) 0,35 S/m
Temperatura inicial do cérebro (7},) 37,0 °C
Raio interno (R;) 0,635 mm
Raio externo (R5) 20,00 mm
Altura (H) 50,00 mm

Legenda: Valores disponibilizados por Elwassif et al. (2006).
Fonte: A autora, 2023.

Dessa forma, apenas um dos trés parametros poderd ser estimado enquanto 0s outros
precisardo ser considerados deterministicamente conhecidos ou com pequenas incertezas as-
sociadas e contabilizadas nas informagdes a priori. Como k e o sdo propriedades do modelo
matematico relacionadas a condutividade térmica e elétrica do cérebro, € importante que se
considere incertezas associadas a elas, pois se tratando de corpo humano, pode haver pequenas
variagOes de pessoa para pessoa que devem ser levadas em consideracdo para que o problema

seja mais realistico.
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Figura 26 - Andlise de sensibilidade para o problema em regime permanente.

—— P P = P — R R
3
) 2
p olf
k5 S o
1) <
= ~ —1:
]
)
@) -2
~1.0 ‘ ‘ - ‘ -3 : ‘ ‘
0.005 0.010 0.015 0.020 0.005 0.010 0.015 0.020
Raio (m) Raio (m)
(a) (b)
O 60/
o
5 40
3
2 20}
O
0_

0.005 0010 0015 0.020
Raio (m)

(©)

Legenda: (a) Coeficientes de sensibilidade modificados para V,,,s o e k. (b) Comparacdo entre
os coeficientes modificados. (c) Coeficiente de sensibilidade modificado para 7.
Fonte: A autora, 2023.

6.1.3 Solucdo do problema inverso com o0 método MCMC

De posse dos dados da Figura 25, e com a anélise de sensibilidade indicando a possibi-
lidade de estimar V,,,, serd aplicado o MCMC com o algoritmo de Metropolis-Hastings para
estimar o potencial elétrico. Nesse caso, considerou-se que no contorno em r = R; tém-se
f(2) = Vs na posi¢do dos contatos 1 e 2 e f(z) = 0 nas demais posi¢des, com o valor de
Vims podendo variar uniformemente entre 0 e 2. No que diz respeitos aos demais parametros
do modelo matemadtico, foram considerados trés casos: caso 1 - Os parimetros k, o e T}, sdo
constantes e deterministicamente conhecidos; caso 2 - Os parametros k£ € o possuem incertezas
que serdo contabilizadas na solu¢do como informacdes a priori informativas com 7}, constante;

e caso 3 - Os parametros k, o e 1}, possuem incertezas que serdo contabilizadas na solugdo
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como informagdes a priori informativas. Nos tépicos a seguir estdo os resultados obtidos para

cada caso.

6.1.3.1 Caso1l

Primeiramente, para incluir as incertezas associadas a extra¢ao dos dados da figura dis-
ponibilizada por Elwassif et al. (2006), considerou-se que os dados possuem uma pequena vari-
acao com distribui¢do gaussiana sendo a média 0 e o desvio padrdo de 0, 05 °C, ou seja, o vetor
de dados z.,, terd s.,, = 0,05 como desvio padrdo. As condutividades térmica e elétrica e a
temperatura 7, foram consideradas constantes e iguais as disponibilizadas na Tabela 10. Além
disso, para comecgar a aplicagdo do MCMC a cadeia inicializou-se com Vs iniciat = 0 V. Na
Figura 27 encontra-se a cadeia de Markov obtida para o parametro V., em 15000 estados, onde
€ possivel notar que a cadeia passa a ter somente pequenas oscilacdes a partir de aproximada-
mente 500 estados. Com isso, desprezando os 500 estados iniciais, na Figura 28a encontra-se
o histograma gerado para os valores da cadeia de Markov no intervalo entre os estados 500 e
10000 e na Figura 28b o histograma gerado para os valores entre 500 e 15000. Como os histo-
gramas mantém as mesmas caracteristicas, considera-se que houve convergéncia da cadeia de
Markov. Desprezando os 500 estados de burn-in, foi encontrada média de V5 s = 1,090 Ve

desvio padrdo de Sy ;s st = 0,009 V. O tempo computacional, neste caso, foi de 30 minutos.

Figura 27 - Estados da Cadeia de Markov para o caso 1.
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Fonte: A autora, 2023.
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Figura 28 - Histogramas para o caso 1 com diferentes niimeros de estados da cadeia de Markov.

2000F 3000F

2500

g 15007 5 2000

g S 1500.
§‘1000- =

= 2 1000}
500! .

500}

0 0

1.06 1.08 1.10 1.12 1.06 108 1.10 1.12
Vims (V) Vims (V)

(a) (b)

Legenda: (a) Entre os estados 500 e 10000. (b) Entre os estados 500 e 15000.
Fonte: A autora, 2023.

Considerando os valores de Vs cst € Syrms.est Obt€m-se a curva de temperatura esti-
mada e o intervalo de credibilidade de 99%, conforme ilustrado na Figura 29a. Para calcular
esse intervalo de credibilidade, utiliza-se a Eq. (101), onde 7, representa a varidvel estimada e
5. € o desvio padrdo das particulas geradas. Além disso, na Figura 29a, € apresentada também
a curva extraida dos resultados de Elwassif et al. (2006). Ao comparar as curvas, observa-se
que o MCMC foi capaz de estimar o valor do potencial elétrico que resulta em um perfil de
temperatura proximo aos dados experimentais utilizados, mesmo considerando diferentes do-
minios computacionais. Na Figura 29b, € exibido o residuo ou erro absoluto entre as solugdes
mostradas na Figura 29a. Percebe-se que o residuo € maior na regido préxima ao eletrodo (pré-
Xximo a r = R;), onde o modelo de Elwassif et al. (2006) consegue captar um pico maior de
temperatura. Além disso, observa-se que o residuo esta correlacionado, possivelmente devido a
diferenca entre os dominios computacionais utilizados neste trabalho (Figura 24b) e o dominio
computacional utilizado por Elwassif et al. (2006) (Figura 24a). Isso ocorre porque o modelo
de Elwassif et al. (2006) considera a transferéncia de calor do tecido para o eletrodo, resultando

em uma queda de temperatura mais acentuada préxima ao contorno.

I.=T.+2,576s,. (101)
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Figura 29 - Campos de temperatura e residuo entre as solu¢des do caso 1.
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Legenda: (a) Temperaturas. (b) Residuo.
Fonte: A autora, 2023.

6.1.3.2 Caso?2

Como mencionado anteriormente, para que o problema fique mais realista € importante
contabilizar as incertezas relacionadas a k e o. Para isso, foram utilizadas as informacdes
disponibilizadas pela IT’IS Foundation (Hasgall et al., 2018). Na Tabela 11 estdo os valores de
média, desvio padrao, minimo e maximo disponibilizados por Hasgall et al. (2018) que serdo
considerados como incertezas das condutividades elétrica e térmica através do uso de priori com

distribuicdo gaussiana truncada na solug@o do problema inverso.

Tabela 11 - Valores dos pardmetros e suas incertezas para o caso 2.

] Desvio
Parametros Média Min Max
Padrao
Condutividade térmica (k) em W/mK 0,51 0,02 0,49 0,54

Condutividade elétrica (o) em S/m 0,375 0,179 0,066 0,717

Legenda: Valores diponibilizados por Hasgall et al. (2<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>