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RESUMO

PEREIRA, C. R. Estimulação cerebral profunda: análise térmica via métodos bayesianos.
2024. 158 f. Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) – Instituto Politécnico,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2024.

A técnica de estimulação cerebral profunda (do inglês, Deep Brain Stimulation - DBS),
um procedimento neurocirúrgico empregado no tratamento de sintomas motores, é caracteri-
zada pelo uso de eletrodos de estimulação que recebem pulsos elétricos. Dependendo do po-
tencial elétrico aplicado, esses pulsos podem ocasionar um aumento de temperatura nas regiões
adjacentes à aplicação elétrica. Nesse sentido, aprimorar a precisão da análise térmica, levando
em conta as incertezas nos parâmetros físico-matemáticos, e realizar a estimativa de parâmetros
desconhecidos são medidas cruciais para prevenir danos térmicos ou aquecimento excessivo
decorrente do uso do eletrodo. Esse trabalho trata da aplicação de abordagens bayesianas, por
meio de simulação computacional, com o objetivo de analisar o campo de temperaturas em um
cérebro com eletrodo DBS. A equação clássica de biotransferência de calor foi empregada para
modelar a transferência de calor no tecido, considerando que o aquecimento devido aos pulsos
elétricos provenientes do eletrodo é representado por um termo fonte que simboliza o campo
elétrico gerado pelo potencial aplicado. A solução do problema direto associado foi obtida uti-
lizando as abordagens numéricas de elementos finitos e diferenças finitas. A análise do campo
de temperaturas e a estimativa de parâmetros foram realizadas por meio de problemas inversos,
via inferência bayesiana, com a aplicação de filtros de partículas e do método de Monte Carlo
com Cadeias de Markov. Nas simulações computacionais realizadas, considerou-se os efeitos
produzidos por medições de temperaturas simulada obtidas por meio de um sensor localizado
dentro do eletrodo cerebral. Os resultados obtidos, considerando essas medições simuladas,
contendo diferentes níveis de ruído, demonstraram boas estimativas de parâmetros e de variá-
veis de estado. A metodologia apresentada leva em consideração ainda as incertezas associadas
aos parâmetros termo-físicos e aos modelos, mostrando-se promissora para reduzir o risco de
lesões relacionadas à técnica de estimulação cerebral profunda.

Palavras-chave: estimulação cerebral profunda; biotransferência de calor; problemas inversos;
filtros de partículas.



ABSTRACT

PEREIRA, C. R. Deep brain stimulation: thermal analysis via Bayesian methods. 2024. 158 f.
Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) – Instituto Politécnico, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2024.

The Deep Brain Stimulation (DBS) technique, a neurosurgical procedure commonly
employed in the treatment of motor symptoms, is characterized by the use of stimulation le-
ads that receive electrical pulses. Depending on the electrical potential applied, these pulses
can cause an increase in temperature in regions adjacent to the electrical application. In this
context, enhancing the accuracy of thermal analysis, considering uncertainties in the physical-
mathematical parameters, and performing the estimation of unknown parameters are crucial
measures to prevent thermal damage or excessive heating resulting from the use of the leads.
This work concentrates on the application of Bayesian approaches through computational si-
mulation to analyze the temperature field in a brain with a DBS lead. The classical equation of
bioheat transfer in tissues was employed to model heat transfer in the tissue, considering that
the heating due to electrical pulses from the lead is represented by a source term symbolizing
the electric field generated by the applied potential. The solution to the associated direct pro-
blem in this physical-mathematical problem was obtained using numerical approaches such as
finite element and finite difference methods. The analysis of the temperature field and parame-
ter estimation were carried out through inverse problems, employing Bayesian inference with
the application of particle filters and the Markov Chain Monte Carlo method. In the compu-
tational simulations performed, the effects produced by simulated temperature measurements
obtained through a sensor located within the brain lead were considered. The results obtained,
considering these simulated measurements with varying noise levels, demonstrated accurate es-
timations of parameters and state variables. The presented methodology also takes into account
uncertainties associated with thermophysical parameters and models, proving promising for re-
ducing the risk of injuries related to the DBS technique.

Keywords: deep brain stimulation; bioheat transfer; inverse problems; particle filters.
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INTRODUÇÃO

A estimulação cerebral profunda (Deep Brain Stimulation - DBS) é um procedimento

neurocirúrgico que consiste na implantação de eletrodos intracranianos com o objetivo de en-

viar pulsos elétricos a áreas cerebrais específicas (Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021).

O procedimento é realizado para estimular o funcionamento do cérebro e melhorar o desem-

penho e a qualidade de vida de pessoas que possuem condições neurológicas como doença

de Parkinson (Starr; Vitek; Bakay, 1998; Xiao et al., 2021), tremor essencial (Aum; Tierney,

2018), distonia (Krauss et al., 2004; Macerollo et al., 2020), epilepsia (Salanova, 2018), e outros

(Harmsen et al., 2020; Lam et al., 2021). A técnica DBS não cura e não impede a progressão

das condições neurológicas, mas tem se mostrado eficiente no controle de sintomas motores,

como rigidez, dificuldade para andar, lentidão de movimento, tremores e diversos outros, além

de apresentar resultados positivos em sintomas de ansiedade, depressão, dor e fadiga (Krauss et

al., 2021; Sui et al., 2021). Dessa forma, em grande parte dos casos, o implante DBS consegue

devolver autonomia e independência ao paciente, diminuindo as dores e incômodos causados

pelas doenças (Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021; Sui et al., 2021).

Conforme mostrado na Figura 1, um sistema DBS típico consiste em quatro compo-

nentes principais: (1) um neuroestimulador; (2) um cabo de extensão; (3) um eletrodo; e (4)

os contatos do eletrodo. O neuroestimulador possui um microchip com bateria e, em geral, é

implantado no peito, logo abaixo da clavícula, sob a pele do paciente. Os eletrodos são implan-

tados em regiões de interesse do cérebro que podem variar de acordo com a doença apresentada

pelo paciente. O cabo de extensão conecta o eletrodo ao neuroestimulador e os os contatos do

eletrodo são responsáveis por transmitir os pulsos elétricos. Além disso, as derivações DBS

podem ser unilaterais ou bilaterais. O DBS unilateral possui apenas um eletrodo para realizar a

estimulação. Já o bilateral possui dois eletrodos localizados em diferentes regiões do cérebro.

Ademais, a estimulação bilateral pode ser feita com a ligação dos eletrodos a um único neuroes-

timulador ou, em alguns casos, coloca-se dois neuroestimuladores e cada um deles está ligado a

um eletrodo (Jardim et al., 2020; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021; Sui et al., 2021).

As características cruciais de um eletrodo incluem biocompatibilidade, inércia, durabi-

lidade, estabilidade ao longo do tempo, viabilidade cirúrgica, boa condutividade elétrica, tra-

tabilidade, distribuição de corrente apropriada e configuração espacial. Além de ser desejável

que o dispositivo seja compatível com a utilização da ressonância magnética (Magnetic Reso-

nance Imaging - MRI). A maior parte dos estudos recentes se concentraram em desenvolver

novos modelos de eletrodo com objetivo de permitir corrente direcionada, maior número de

parâmetros para os médicos programarem, avanços na compatibilidade com MRI, entre outros

aspectos (Hariz; Blomstedt; Zrinzo, 2010; Bronstein et al., 2011; Gardner, 2013; Aum; Tierney,

2018; Harmsen et al., 2020; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021). Existem diferentes

modelos de eletrodos e marcas no mercado, a implantação de um ou outro eletrodo pode variar
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de acordo com a finalidade desejada. Após a cirurgia de inserção do eletrodo DBS o paciente é

submetido a um ajuste dos estímulos no cérebro visando os objetivos específicos desejados, ou

seja, o alívio de sintomas (Sui et al., 2021; Cubo; Medvedev, 2018).

Figura 1 - Representação do sistema DBS.

Legenda: 1 - Neuroestimulador. 2 - Fio de extensão. 3 - Eletrodo. 4 - Contatos do eletrodo.

Fonte: Adaptado de Jardim et al. (2020).

Apesar da DBS ser um procedimento cirúrgico bem tolerado amplamente utilizado em

todo o mundo, novas aplicações da técnica vem requerendo aumento da tensão no eletrodo e,

consequentemente, podem expor os pacientes com o implante a um aquecimento excessivo na

região, que é sensível. Além disso, devido ao acoplamento térmico com outros equipamentos,

como por exemplo a MRI, pode ocorrer aumento de temperatura ainda maior, causando danos

aos tecidos (Elwassif et al., 2006; Elwassif et al., 2012; McElcheran et al., 2019; Golestanirad

et al., 2020; Jardim et al., 2020; Arianpouya et al., 2021; Sui et al., 2021). A MRI é uma fer-

ramenta clínica e de pesquisa importante para análise de imagens com alta qualidade. Todavia,

os riscos associados aos dispositivos de imagem em pacientes que possuem o eletrodo DBS im-

plantado levaram a regulamentações rígidas, limitando a utilização da MRI nesses casos (Boutet

et al., 2020; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021). Essa limitação ocorre porque uma

vez que o dispositivo está dentro do campo de radiofrequência do scanner de MRI, os condu-

tores elétricos atuam como uma antena, amplificando a deposição de energia no tecido e, por

consequência, possibilitando que ocorra aquecimento excessivo das regiões do tecido cerebral

próximas aos eletrodos (McElcheran et al., 2019; Boutet et al., 2020; Arianpouya et al., 2021;

Krauss et al., 2021; Sadeghi-Tarakameh et al., 2022).

Diversos trabalhos se dedicaram ao estudo experimental visando determinar a extensão

do aquecimento devido ao acoplamento entre o campo de MRI e os implantes de DBS em

modelos realistas da cabeça humana (Rezai et al., 2004; Nordbeck et al., 2009; Davidson et
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al., 2021; Sadeghi-Tarakameh et al., 2022) e estudos de simulação (McElcheran et al., 2019;

Golestanirad et al., 2020). Além disso, resultados também foram obtidos por meio de modelos

computacionais com equações matemáticas que descrevem o problema físico para modelar o

aumento de temperatura causado pelo eletrodo. Esses estudos foram realizados resolvendo

problemas diretos considerando modelos matemáticos aproximados do cérebro (Elwassif et al.,

2006; Elwassif et al., 2012; Jardim et al., 2020; Dawson et al., 2023), ou ainda, modelos mais

realistas obtidos com MRI (Khadka et al., 2020). Há também estudos para monitorar o aumento

da temperatura resolvendo problemas diretos de biotransferência de calor que utilizam modelos

matemáticos semelhantes ao modelo DBS (Fiocchi et al., 2020; Serrano-Amenos et al., 2020).

O crescente uso da técnica DBS, incluindo novas aplicações com tensões mais altas aliada ao

pouco número de trabalhos dedicados às mudanças de temperatura causadas pela DBS, indicam

a necessidade da aplicação de técnicas como as apresentadas neste trabalho visando minimizar

o risco de lesões.

Além disso, uma alternativa interessante é utilizar técnicas de problemas inversos que

levam em consideração medidas experimentais para estimar algumas propriedades físicas pre-

sentes no modelo matemático DBS. Nesse sentido, apenas um trabalho foi encontrado aplicando

problemas inversos envolvendo variação de temperatura e estimativa de propriedades (Jardim

et al., 2020). A utilização de problemas inversos para estimação de parâmetros e obtenção do

campo de temperatura é bastante relevante, pois permite uma análise das incertezas associadas

ao modelo matemático e as propriedades do problema, além de levar em consideração medidas

experimentais. Nesse cenário, problemas de biotransferência de calor têm sido formulados por

meio de abordagens bayesianas, a fim de acoplar os resultados incertos das simulações numéri-

cas com as medidas que contêm incertezas e, com isso, obter uma melhor previsão do campo de

temperatura dos tecidos dentro do corpo e estimar propriedades do modelo matemático (Varon;

Orlande; Eliçabe, 2015; Lamien et al., 2017; Pacheco et al., 2020; Silva et al., 2021; Ferreira

et al., 2023). No que diz respeito a técnica DBS, não foram encontrados estudos que abordem

o problema matemático com a equação da DBS acoplada juntamente com a utilização de abor-

dagens bayesianas, nem mesmo trabalhos envolvendo quantificação de incertezas ou projeto

ótimo sob incerteza envolvendo o problema térmico como objetivo principal. Sendo assim, o

objetivo e contribuição desta tese pode ser definido como apresentado no tópico a seguir.

Objetivos

Esse trabalho visa, utilizando inferência bayesiana, estimar o campo de temperatura e

propriedades presentes no modelo matemático de biotransferência de calor no cérebro sujeito

a um dispositivo DBS implantado. Com isso, melhora-se a precisão do campo de temperatura

estimado e diminui-se o risco de lesões relacionadas a técnica DBS. Nesse sentido, pode-se

citar os seguintes objetivos específicos:
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• Realizar revisão bibliográfica sobre DBS, biotransferência de calor e problemas inversos;

• Obter a solução do problema direto de biotransferência de calor;

• Verificar a solução e obter a validação do modelo matemático utilizando resultados oriun-

dos da literatura;

• Estimar o potencial elétrico (Vrms), considerando o problema permanente, utilizando o

método de Monte Carlo com Cadeia de Markov (Markov Chain Monte Carlo - MCMC)

via algoritmo de Metropolis-Hastings;

• Realizar a estimativa de estado com diferentes filtros de partículas considerando o modelo

matemático de biotransferência de calor transiente e comparar suas soluções;

• Estimar parâmetros do modelo matemático de biotransferência de calor transiente uti-

lizando o método MCMC via Metropolis-Hastings, bem como a realização de projeto

ótimo.

Organização do Trabalho

No Capítulo 1 apresenta-se a revisão bibliográfica onde se inclui: (1) contextualização

histórica sobre estimulação elétrica e neurologia; (2) estimulação cerebral profunda; (3) modelo

matemático de biotransferência de calor; (4) problemas inversos; e (5) contribuição da tese para

o meio científico.

No Capítulo 2 apresenta-se a formulação do problema físico e a modelagem matemá-

tica para transferência de calor em tecido biológico com o eletrodo DBS implantado. Para essa

modelagem, a equação clássica de biotransferência de calor foi utilizada em conjunto com uma

equação de Lapace acoplada como um termo fonte que representa a contribuição do aqueci-

mento causado pelo eletrodo DBS.

No Capítulo 3, apresentam-se os passos para obter a solução do problema direto utili-

zando o Método dos Elementos Finitos (MEF) com a rotina computacional NDSolve, intrínseca

do software Wolfram Mathematica e o Método das Diferenças Finitas (MDF).

No Capítulo 4 apresentam-se os passos para a análise de sensibilidade, a análise sob

incerteza e a solução de problemas inversos através do método MCMC e de problemas de esti-

mativa de estado empregando o filtro de Kalman e diferentes filtros de partículas, tais como, os

filtros amostragem por importância sequencial (Sequential Importance Sampling - SIS), amos-

tragem por importância e reamostragem sequencial (Sampling Importance Resampling - SIR),

auxiliar de partículas ou amostragem auxiliar e reamostragem por importância (Auxiliary Sam-

pling Importance Resampling - ASIR) e de Liu & West.

No Capítulo 5 encontra-se a verificação do modelo matemático apresentado no Capítulo

2 por meio da comparação das soluções numéricas obtidas com MEF e o MDF. Além disso,
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apresenta-se a validação do modelo permanente utilizando como referências os dados experi-

mentais disponibilizados por Elwassif et al. (2012).

No Capítulo 6 são apresentados os resultados obtidos para a análise de sensibilidade, a

análise sob incertezas e a solução para o problema inverso com o método MCMC e os filtros de

partículas SIR, ASIR e de Liu & West. Além das discussões sobre o tema.

Finalmente, no Capítulo 7, encontram-se as Conclusões e sugestões de atividades futu-

ras.
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1 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

1.1 Contextualização histórica sobre estimulação elétrica e neurologia

As primeiras evidências que conduziram pesquisadores a estudar os estímulos elétricos

para tratamento de distúrbios neuropsiquiátricos ocorreram por volta de 1800 através de esti-

mulações elétricas aplicadas em músculos de animais (Volta; Banks, 1800; Arianpouya et al.,

2021). Esses estudos iniciais levaram cientistas a buscar mais informações sobre o funciona-

mento do cérebro humano submetido a aplicação de impulsos elétricos. Com isso, no século

19, as aplicações de corrente elétrica tornaram-se comuns em anestesias e percebeu-se que se

poderia utilizar estímulos elétricos no cérebro para o tratamento de algumas doenças motoras

(Schwalb; Hamani, 2008). No entanto, foi necessário quase um século para que a tecnologia

avançasse a ponto de, no século 20, se considerar a implantação de eletrodos de estimulação

elétrica (Schwalb; Hamani, 2008; Gardner, 2013; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021).

Antes de haver estimulação elétrica para tratar distúrbios do movimento, já havia a abla-

ção. Segundo Arianpouya et al. (2021) os estudos com o objetivo de melhorar sintomas e dor

em distúrbios do movimento utilizando ablação térmica começaram a surgir na década de 1940

com procedimentos para criar lesões permanentes em regiões específicas do cérebro. Nesse

contexto, para identificar os melhores alvos de lesão na ablação, começaram a se desenvolver

estudos utilizando a eletrografia (DODGE JR. et al., 1954; Schwalb; Hamani, 2008; Arianpouya

et al., 2021). Mais adiante, por volta de 1952, ainda com o objetivo de identificar o alvo ideal e

diminuir as lesões em locais indesejados, a estimulação de estruturas cerebrais profundas pas-

sou a ser usada em pacientes com doenças psiquiátricas como um procedimento que antecedia

a cirurgia por ablação (Schwalb; Hamani, 2008; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021).

Nesse contexto, no final da década de 1990, devido a terapia por ablação ter a desvantagem

de gerar uma possível lesão mal posicionada irrevisível, juntamente com o desenvolvimento da

estimulação crônica, ocorreu o surgimento da DBS como uma alternativa de tratamento promis-

sora (Bergman; Wichmann; DeLong, 1990; Schwalb; Hamani, 2008; Hariz; Blomstedt; Zrinzo,

2010; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021).

1.2 Estimulação cerebral profunda

A utilização da DBS para tratar distúrbios do movimento começou em 1987, quando Be-

nabid et al. (1987) publicaram um artigo contando suas experiências com DBS no tratamento do

tremor essencial e na interrupção de tremores parkinsonianos. Em consequência, foram realiza-

dos mais estudos confirmando esses resultados e inicializou-se o interesse pela comercialização

de dispositivos DBS (Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021). Anos depois, em 1995 a
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Medtronic, uma empresa de tecnologia médica de Minneapolis nos Estados Unidos, recebeu

aprovação regulatória para seu primeiro dispositivo DBS comercial (Arianpouya et al., 2021;

Krauss et al., 2021). Com isso, segundo Krauss et al. (2021), surgiu o primeiro neuroestimula-

dor para DBS, que permitia apenas estimulação unilateral. Mais adiante, em 1999, o primeiro

neuroestimulador dual-channel foi lançado na Europa e, com o passar do tempo, tornou-se o

mais utilizado em todo o mundo (Krauss et al., 2021). A maior parte dos estudos recentes

se concentraram em desenvolver novos modelos de eletrodo com objetivo de permitir corrente

direcionada, maior variação nos parâmetros de programação, avanços na compatibilidade com

MRI, entre outros aspectos (Hariz; Blomstedt; Zrinzo, 2010; Bronstein et al., 2011; Gardner,

2013; Aum; Tierney, 2018; Harmsen et al., 2020; Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021).

Existem diferentes modelos de eletrodos e marcas no mercado. A implantação de um ou outro

eletrodo pode variar de acordo com a finalidade desejada.

Atualmente a estimulação cerebral profunda tem sido utilizada para diversos tratamentos

de origem neurológica sendo aplicada, até o ano de 2021, em mais de 20 indicações diferentes

e 40 alvos cerebrais distintos, com mais de 175.000 dispositivos DBS implantados globalmente

desde 1987 (Arianpouya et al., 2021). Algumas aplicações já foram aprovadas há anos, en-

quanto outras estão em processo de estudo ou aprovação.

A primeira aplicação clínica aprovada de DBS foi para o tratamento de tremor essencial

na Europa em 1995, depois pela Food and Drug Administration (FDA) dos Estados Unidos

em 1997 (Gardner, 2013; Aum; Tierney, 2018; Wong et al., 2020; Krauss et al., 2021). O

tremor essencial é um distúrbio do movimento em que as contrações oscilatórias dos músculos

produzem um tremor de ação involuntária. A técnica DBS melhora os sintomas do tremor com

estabilidade a longo prazo garantindo, na maioria dos casos, a redução do tremor por muitos

anos (Lozano et al., 2019; Wong et al., 2020; Potel et al., 2022).

Em seguida, em 1998, foi aprovado na Europa o uso da tecnologia DBS para o trata-

mento da doença de Parkinson, seguida da aprovação da FDA em 2002 (Starr; Vitek; Bakay,

1998; Gardner, 2013; Aum; Tierney, 2018; Arianpouya et al., 2021). Desde então, tornou-se

bem aceito na doença de Parkinson para pacientes que não respondem de forma satisfatória aos

tratamentos com remédios, e substituiu quase completamente a cirurgia ablativa, com melho-

res resultados, mais flexibilidade, reversibilidade potencial e menor morbidade (Starr; Vitek;

Bakay, 1998; Gardner, 2013; Aum; Tierney, 2018; Lozano et al., 2019; Harmsen et al., 2020;

Arianpouya et al., 2021; Krauss et al., 2021; Xiao et al., 2021; Potel et al., 2022).

No que diz respeito a distonia, um distúrbio neurológico do movimento caracterizado

por contrações involuntárias dos músculos, desde o primeiro caso publicado em 1977, a DBS

tem sido cada vez mais usada como tratamento para suas síndromes, especialmente em pacientes

com distonia grave (Krauss et al., 2004; Schwalb; Hamani, 2008; Aum; Tierney, 2018; Lozano

et al., 2019; Macerollo et al., 2020; Krauss et al., 2021; Potel et al., 2022). A FDA concedeu

permissão para o uso do sistema DBS da Medtronic para distonia em 2003 (Krauss et al., 2021).

Além disso a DBS tem sido estudada no tratamento de transtorno obsessivo-compulsivo
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(TOC) desde o primeiro caso relatado na literatura em 1999 e, após estudo controlado publi-

cado em 2008, recebeu aprovação da Conformidade Europeia (Conformité Européenne - CE),

seguida da aprovação pela FDA em 2009 (Krauss et al., 2021). Pacientes com TOC submetidos

a DBS geralmente apresentam melhora na qualidade de vida, com considerável progresso na

qualidade física, psicológica e social (Schwalb; Hamani, 2008; Aum; Tierney, 2018; Lozano et

al., 2019; Novak Filho; Meneses; Meneses, 2019; Krauss et al., 2021; Wu et al., 2021).

Para a epilepsia, uma condição médica onde há um mau funcionamento do cérebro de-

vido a emissão de sinais, descargas ou impulsos elétricos incorretos emitidos pelos neurônios,

a DBS mostrou-se promissora como tratamento e foi aprovada para uso na Europa sob a marca

CE com uma aprovação adicional para epilepsia refratária em 2010 (Aum; Tierney, 2018; Sala-

nova, 2018; Lozano et al., 2019; Arianpouya et al., 2021)

Além disso, a DBS está sob investigação para uma ampla gama de outras condições

resistentes ao tratamento, incluindo depressão, doença de Alzheimer (Lozano et al., 2019; Lam

et al., 2021), síndrome de Tourette (Lozano et al., 2019; Xu et al., 2020; Potel et al., 2022)

, entre outras (Aum; Tierney, 2018; Lozano et al., 2019; Harmsen et al., 2020; Krauss et al.,

2021; Lopez et al., 2021).

1.3 Modelo matemático de biotransferência de calor

A primeira relação matemática que descreveu a transferência de calor entre sangue e

tecido foi apresentada por Pennes (1948) a partir de modificações na equação de condução de

calor. O modelo proposto pelo autor em 1948 leva em consideração a energia metabólica e a

perfusão sanguínea em um tecido vivo e foi projetado originalmente para predizer campos de

temperatura no antebraço humano, mas pode ser usado para calcular a taxa de transferência

de calor quantitativamente em quaisquer tecidos com perfusão (Pennes, 1948). Ao longo dos

anos, outros autores propuseram adaptações ao modelo clássico de Pennes com o intuito de

incluir efeitos que pudessem ser importantes em determinadas aplicações. Nessas adaptações,

foram incluídas a troca de calor entre o sangue arterial e venoso (Mitchell; Myers, 1968; Keller;

Seiler Junior, 1971), a consideração de modelos porosos (Shih; Kou; Lin, 2002), a inclusão de

mudança de fase da água contida no tecido (Abraham; Sparrow, 2007), mudanças na perfusão

sanguínea devido ao aumento da temperatura ou a algum dano térmico sofrido (Chen; Holmes,

1980), problemas multicamada ou situações onde as propriedades variam com o tempo e/ou

espaço (Weinbaum et al., 1997; Ciesielski; Mochnacki, 2018; Barros; Abreu; Knupp, 2019;

Ansari; Chaudhary; Singh, 2023), entre outros (Shrivastava, 2018).

Existem casos em que, além dos termos relacionados a energia metabólica e a perfusão

sanguínea, é interessante considerar uma fonte de calor externa que influencia no aumento de

temperatura do tecido biológico. Assim, torna-se possível investigar aquecimentos causados

por microeletrodos que transformam energia elétrica em energia térmica (Kim et al., 2007; Ng;
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Jamil, 2014; Serrano-Amenos et al., 2020), hipertermia (Gupta; Singh; Rai, 2013; Andreozzi

et al., 2021; Malekmohamadi; Ahmadikia, 2023), ablação (Abraham; Sparrow, 2007; Loiola;

Orlande; Dulikravich, 2018; Namakshenas et al., 2023), além de estudos relacionado a equação

hiperbólica de biotransferência de calor (Hobiny; Abbas, 2018). Nesse contexto, os problemas

DBS incluem o termo de fonte externa de calor para representar o aquecimento imposto pelo

campo elétrico gerado no eletrodo (Chang, 2003; Elwassif et al., 2006; Raoul et al., 2007;

Elwassif et al., 2012; Cubo; Medvedev; Åström, 2015; McElcheran et al., 2019; Khadka et

al., 2020; Ahsan et al., 2022). Para descrever o campo elétrico, pode-se utilizar Equações

Diferenciais Parciais (EDPs) que depende da condutividade elétrica do cérebro. Nesses casos,

resolve-se a EDP para o potencial elétrico, substitui-se a solução no termo de fonte externa

de calor e, em seguida, resolve-se a EDP relacionada ao perfil de temperatura (Chang, 2003;

Elwassif et al., 2006; Raoul et al., 2007; Elwassif et al., 2012; Cubo; Medvedev; Åström, 2015;

Cubo; Medvedev, 2018; Khadka et al., 2020).

Para os modelos matemáticos relacionados com o DBS, segundo Chang (2003), como as

sondas de ablação por radiofrequência operam entre 460 kHz e 550 kHz e, nessas frequências,

o comprimento de onda é várias ordens de grandeza maior do que o tamanho do eletrodo de

ablação, a sonda de ablação dissipa a maior parte de sua energia por condução elétrica e não

por acoplamento capacitivo. Nessas condições, o modelo de condução elétrica é quase estático,

o que permite resolver o campo elétrico usando EDPs em regime estacionário (Chang, 2003;

Cubo; Medvedev, 2018). Essa hipótese permite justificar a utilização da equação de Laplace

para o potencial elétrico (Chang, 2003; Elwassif et al., 2006; Lopez-Quintero et al., 2010;

Elwassif et al., 2012; Cubo; Medvedev, 2018; Khadka et al., 2020).

Nesse contexto, Chang (2003) utilizou o MEF para resolver um problema permanente

tridimensional em coordenadas cartesianas que descreve o campo elétrico e a distribuição de

temperatura ao redor de sondas de ablação por radiofrequência. Alguns anos depois, Elwassif

et al. (2006), utilizando como referência o trabalho de Chang (2003), investigaram a magnitude

e a distribuição espacial de temperatura induzidas pelo DBS. Segundo os autores, esperava-

se que ao induzir estimulações elétricas ocorreria um aumento de temperatura como resultado

tanto do calor gerado pelo efeito Joule quanto das respostas metabólicas à estimulação. Como

os modelos de eletrodo utilizados como referência por Elwassif et al. (2006) eram eletrodos ci-

líndricos e apresentavam propagação simétrica do potencial elétrico ao longo de toda a base, os

autores consideraram o modelo matemático permanente bidimensional em coordenadas cilín-

dricas, ou seja, com variações no raio e na altura. Além disso, Elwassif et al. (2006) utilizaram

a Eq. (1) para realizar o cálculo do valor eficaz (Root Mean Square - RMS) de uma função

de onda v(t) em um período de pulso Tp, onde a integral calcula a média quadrática da função

durante o período Tp, e a raiz quadrada do resultado dessa integral fornece o valor eficaz do
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potencial elétrico Vrms.

Vrms =

√
1

Tp

∫ Tp

0

[v(t)]2dt. (1)

Dando continuidade ao trabalho de 2006, foi publicado por Elwassif et al. (2012) um

novo artigo, considerando uma geometria realista de um eletrodo DBS da Medtronic (2008). O

objetivo dos autores foi analisar as mudanças de temperatura considerando diferentes configu-

rações de eletrodos, protocolos de estimulação e propriedades do tecido, de forma a investigar

como a mudança no design do dispositivo poderia mitigar o aumento da temperatura de pico,

por exemplo, com componentes do dispositivo atuando como dissipadores de calor. Para reali-

zar tal estudo os autores desenvolveram um aparato experimental a fim de validar as soluções

obtidas computacionalmente. O experimento foi realizado inserindo um eletrodo Modelo 3389

da Medtronic (2008) no centro de um cilindro com solução salina, onde a concentração de so-

lução foi selecionada para corresponder à condutividade elétrica e térmica do tecido cerebral

e as medições de temperatura durante a estimulação do eletrodo DBS foram obtidas por um

micro-termopar com precisão de 0, 1 ◦C. A solução computacional utilizou o modelo de bi-

otransferência de calor bidimensional permanente em coordenadas cilíndricas e os resultados

obtidos foram validados mostrando que o modelo computacional descreve o comportamento da

curva de temperatura obtida experimentalmente. Por fim, os autores aumentaram a voltagem

Vrms aplicada para simular o acoplamento do DBS com a MRI, considerando que o aqueci-

mento é proveniente do campo elétrico espalhado devido à interação da frequência de rádio da

MRI, do campo magnético e do dispositivo DBS.

Posteriormente, os trabalhos de Elwassif et al. (2006) e Elwassif et al. (2012) serão

utilizados como referência para verificação e validação dos resultados obtidos nesta tese. Nes-

tes trabalhos, não foi realizada análise sob incerteza ou estimação de parâmetros térmicos ou

elétricos.

Além das análises de temperatura em problemas com o eletrodo DBS acoplado, a equa-

ção de biotransferência de calor proposta por Pennes (1948) também é muito utilizadas em

estudos que abordam dano térmico no cérebro em outros cenários e aplicações (Nunes; Or-

lande; Nowak, 2019; Serrano-Amenos et al., 2020; Alamouti et al., 2021; Baker et al., 2022;

Bousselham et al., 2022; Nunes; Orlande; Nowak, 2022; Serrano-Amenos et al., 2023; Sung et

al., 2023). Assim, Serrano-Amenos et al. (2020) e Serrano-Amenos et al. (2023) modelaram e

analisaram numericamente o efeito térmico de um implante de unidade craniana de titânio que

faz parte de um sistema de interface cérebro-computador, cujo objetivo é auxiliar na restauração

da caminhada e da sensação das perna em pessoas com lesão medular. Nunes, Orlande e Nowak

(2019) e Nunes, Orlande e Nowak (2022) utilizaram modelos matemáticos multicamadas, bidi-

mensionais, em coordenadas esféricas e cilíndricas com o objetivo de analisar a distribuição de

temperatura em recém-nascidos e investigar a encefalopatia hipóxico-isquêmica, cujo principal
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tratamento é o resfriamento das regiões afetadas.

A partir da revisão apresentada nas seções anteriores, conclui-se que existe uma vasta

diversidade de trabalhos com o objetivo de analisar temperatura utilizando a equação de bi-

otransferência de calor, mostrando, com isso, que o modelo matemático proposto por Pennes

(1948) continua sendo muito utilizado. Diversos estudos incorporam eletrodos ao problema ma-

temático por meio da introdução de uma taxa de calor fornecida por uma fonte externa, obtida

a partir da solução da equação de Laplace para o potencial elétrico. Os trabalhos que estudam,

especificamente, a biotransferência de calor no cérebro mostram a importância de analisar e ob-

ter o campo de temperatura de forma precisa, pois trata-se de um órgão extremamente sensível,

onde pequenas mudanças de temperatura podem ocasionar graves lesões. Com isso, torna-se

importante melhorar as técnicas de análise da temperatura de forma à tornar as soluções ma-

temáticas mais precisas e eficientes. Nesse contexto, uma vez que as propriedades térmicas

variam de pessoa para pessoa, técnicas de problemas inversos podem ser adequadamente apli-

cadas para melhorar a precisão dos resultados obtidos, considerar e analisar a incerteza dos

parâmetros nos resultados, ou ainda para estimar parâmetros dos modelos matemáticos.

1.4 Problemas Inversos

Os problemas inversos desempenham um papel crucial tanto na engenharia quanto nas

ciências em geral, especialmente em estudos que abordam a transferência de calor. Em um

problema inverso o objetivo é determinar as causas ou parâmetros de um sistema a partir de

observações ou medições das consequências desse sistema. Ou seja, enquanto em um problema

direto se conhecem as condições iniciais e/ou parâmetros do sistema e se busca prever suas

consequências, em um problema inverso, conhecem-se as consequências e busca-se determi-

nar as condições iniciais e/ou parâmetros do sistema que as geraram. No que diz respeito a

transferência de calor, os problemas inversos são tipicamente aplicados em situações onde não

é possível realizar uma medição direta de quantidades de interesse presentes no modelo mate-

mático, como, por exemplo, propriedades termo-físicas, coeficientes de troca térmica, fluxos de

calor, etc. Assim, o problema inverso consiste na estimativa dos parâmetros e/ou funções de

um sistema e geralmente requer a solução do problema direto associado (Beck; Arnold, 1977;

Özisik; Orlande, 2000; Beck, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Kaipio; Fox, 2011; Orlande et

al., 2011; Orlande et al., 2011b; Silva Neto; Becceneri, 2012; Platt; Yang; Silva Neto, 2018;

Özisik; Orlande, 2021).

Ademais, é importante destacar que os problemas inversos são caracterizados por sua

natureza mal posta. Em um problema mal posto pequenas variações nos dados de entrada po-

dem resultar em grandes variações nos resultados, tornando a solução do problema instável ou

não única. Já nos problemas bem postos atende-se às condições de existência, unicidade e es-

tabilidade em relação aos dados fornecidos inicialmente. Porém, quando se trata de problemas
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inversos, a existência e unicidade de uma solução podem ser matematicamente comprovadas em

apenas alguns casos, pois a maioria dos problemas inversos são muito sensíveis a erros de me-

dida associados aos dados de entrada (Özisik; Orlande, 2000; Orlande et al., 2011b; Silva Neto;

Becceneri, 2012). Com isso, em geral, a aplicação de técnicas de regularização é fundamen-

tal para alcançar resultados satisfatórios em problemas inversos. Diversas metodologias estão

disponíveis para esse fim, incluindo métodos de mínimos quadrados, técnicas de regularização,

abordagens variacionais e estratégias de inferência bayesiana (Alifanov, 1974; Tikhonov, 1975;

Tikhonov; Arsenin, 1977; Beck; Blackwell; Clair Junior, 1985; Özisik; Orlande, 2000; Beck,

2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande et al., 2011b; Silva Neto; Becceneri, 2012; Orlande,

2012; Özisik; Orlande, 2021).

Os problemas inversos são aplicados em problemas de biotransferência de calor tipica-

mente para estimar propriedades térmicas e elétricas, funções de fluxo de calor e variáveis de

estado. O intuito desses problemas é obter o máximo de informação sobre o problema físico

em questão e, dessa forma, melhorar a precisão dos resultados, diminuindo, com isso, os riscos

de lesões (Varon; Orlande; Eliçabe, 2015; Varon; Orlande; Eliçabe, 2016; Lamien; Orlande;

Eliçabe, 2017; Lamien et al., 2017; Pacheco et al., 2018; Jardim et al., 2020; Pacheco et al.,

2020; Ventura; Abreu; Loiola, 2020; Silva et al., 2021). Nos problemas de biotransferência de

calor que envolvem áreas como a biomédica, a elétrica e a mecânica, além das propriedades

físicas do corpo, que podem variar de pessoa para pessoa, existem variáveis de estado como a

temperatura, o campo elétrico e o termo fonte que são difíceis de se observar e medir. Com

isso, problemas de estimativa de variáveis de estado e parâmetros podem ser aplicados para ob-

servar essas variações no momento do tratamento, estabelecer protocolos e realizar o controle

de forma mais precisa e eficiente (Kaipio; Somersalo, 2006; Varon; Orlande; Eliçabe, 2015;

Varon; Orlande; Eliçabe, 2016; Lamien; Orlande; Eliçabe, 2017; Lamien et al., 2017; Jardim

et al., 2020). Quando trata-se da estimativa de variáveis de estado a abordagem bayesiana,

uma técnica estatística que permite combinar novas informações com a informação disponível

previamente, pode ser utilizada por meio da solução de problemas de estimativa de estado.

Os problemas de estimativa de estado foram desenvolvidos com o propósito de aprovei-

tar os dados medidos disponíveis em conjunto com o conhecimento prévio sobre os fenômenos

físicos, parâmetros geométricos e informações pertinentes aos dispositivos de medição. Essa

abordagem visa melhorar a precisão da estimativa ao integrar diversos tipos de dados e infor-

mações, permitindo uma análise mais abrangente e informada dos sistemas em questão. Nessa

abordagem, a solução para um problema inverso é a distribuição de probabilidade da quantidade

de interesse quando todas as informações disponíveis foram incorporadas ao modelo. A base

para a inferência bayesiana é o teorema de Bayes (Bayes, 1763; Özisik; Orlande, 2000; Kaipio;

Somersalo, 2006; Orlande et al., 2011b; Orlande, 2012). As técnicas bayesianas vêm sendo

muito empregadas nas mais diversas áreas e utilizando diferentes algoritmos para o cálculo da

densidade de probabilidade posterior presente no teorema de Bayes. Diversos autores realiza-

ram análises teóricas detalhadas de problemas inversos, mostrando em seus livros diferentes
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métodos de resolução (Doucet et al., 2001; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Simon, 2006;

Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande et al., 2011; Orlande et al., 2011b). Nesse contexto, o uso

de problemas inversos com métodos da Inferência bayesiana aplicados a equação de biotrans-

ferência de calor pode ser observado em muitos trabalhos, dos quais pode-se destacar o método

MCMC e os filtros de partículas.

Umadevi, Raghavan e Jaipurkar (2011) aplicaram o MCMC em um problema de detec-

ção do câncer de mama com o intuito de estimar o contorno do tumor a partir de medidas de

temperatura na superfície da pele da mama. Rojczyk et al. (2017) usaram o MCMC para es-

timar parâmetros que aparecem na formulação da equação de biotransferência de calor e, com

isso, identificar a existência de tumores cutâneos. Alaeian, Orlande e Lamien (2018) utilizaram

o método MCMC para estimar parâmetros e obter a distribuição de temperatura em um caso

relacionado ao tratamento de hipertermia do câncer com aquecimento a laser. Ventura, Abreu e

Loiola (2020) utilizaram o método MCMC, para obter informações sobre as propriedades ópti-

cas decorrentes da simulação de tecidos tratados por ablação a laser. Silva et al. (2021) usaram

o método MCMC juntamente com um modelo de erro de aproximação ( Approximation Error

Model - AEM) para estimar os parâmetros de um modelo de aquecimento a laser considerando a

presença de células cancerígenas sob os efeitos de um medicamento quimioterápico. Cardenas,

Varon e Pereira (2022) implementaram o método MCMC para estimar parâmetros que influ-

enciam o problema físico utilizado para simular o tratamento de câncer utilizando hipertermia

por ultrassom focalizado de alta intensidade. Mais recentemente, Ferreira et al. (2023) e Silva,

Alaeian e Orlande (2023) implementaram o MCMC com amostragem sequencial por blocos de

parâmetros para estimar propriedades em problemas de ablação térmica de tumores.

No que diz respeito aos filtros de partículas, Varon, Orlande e Eliçabe (2015) utilizaram

o filtro SIR para obter simulações numéricas sob incertezas em um estudo sobre o tratamento

do câncer baseado na hipertermia induzida por ondas eletromagnéticas de radiofrequência. Pos-

teriormente, em Varon, Orlande e Eliçabe (2016), os autores utilizaram o filtro de Liu & West

para obter a estimativa simultânea de parâmetros do modelo e variáveis de estado considerando

novamente o tratamento do câncer por hipertermia. Em seguida, Lamien, Orlande e Eliçabe

(2017) resolveram problemas inversos utilizando o filtro de Liu & West juntamente com a téc-

nica AEM a fim de agilizar a solução do problema de estimativa de estado. No ano seguinte,

Lamien et al. (2018) apresentaram a comparação da solução do problema inverso com os fil-

tros de partículas SIR, ASIR e Liu & West. Nunes, Orlande e Nowak (2019) e posteriormente,

Nunes, Orlande e Nowak (2022) utilizaram o filtro de partículas SIR para analisar as distribui-

ções de temperaturas transitórias do cérebro e de outras regiões do corpo de recém-nascidos

com encefalopatia hipóxico-isquêmica. Magalhães, Orlande e Suassuna (2021) utilizaram o

filtro SIR para estimar sequencialmente a concentração de creatinina no sangue e auxiliar no

monitoramento e controle on-line da terapia de hemodiálise.

Com relação a estimulação cerebral profunda, até a redação desse texto apenas um tra-

balho foi encontrado envolvendo problemas inversos em biotransferência de calor aplicado na
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T (r, z, t) = Ta, em r = R2, 0 < z < H e t > 0 (4)

T (r, z, t) = Ta, em R1 < r < R2, z = 0 e t > 0 (5)

T (r, z, t) = Ta, em R1 < r < R2, z = H e t > 0 (6)

T (r, z, t) = Ta, em R1 < r < R2, 0 < z < H e t = 0 (7)

onde Ta é a temperatura inicial do cérebro quando não há aquecimento elétrico. Além disso,a

fonte de calor Q será definida para o caso em estudo como:

Q = ρbcbωb[Tb − T (r, z, t)] +Qm +Qext(r, z, V ), (8)

com Qm sendo a geração metabólica de calor. O termo ρbcbωb[Tb − T (r, z, t)] representa a

entrada de energia devido à interação entre tecido biológico e o sangue no cérebro, onde, ωb é a

perfusão sanguínea, ρb é a massa específica do sangue, cb é o calor específico do sangue e Tb é a

temperatura sanguínea. O termo Qext(r, z, V ) representa a taxa de calor fornecida por uma fonte

externa. Neste caso, Qext(r, z, V ) será dado pelo aquecimento imposto por radiofrequência do

eletrodo (Chang, 2003; Elwassif et al., 2006; Elwassif et al., 2012; Lamien et al., 2017; Jardim

et al., 2020; Khadka et al., 2020). Então,

Qext(r, z, V ) = σ|∇V |2, (9)

sendo σ a condutividade elétrica, ∇V o campo elétrico e V (r, z) o potencial elétrico, obtido

resolvendo a seguinte equação de Laplace (Chang, 2003; Elwassif et al., 2006; Elwassif et al.,

2012; Lamien et al., 2017; Cubo; Medvedev, 2018; Jardim et al., 2020; Khadka et al., 2020):

1

r

∂

∂r

(
σr

∂V

∂r

)
+

∂

∂z

(
σ
∂V

∂z

)
= 0. em R1 < r < R2 e 0 < z < H (10)

Para as condições de contorno, em r = R1 considera-se um potencial aplicado aos

eletrodos energizados ajustado para uma função que dependa somente de z, e para os demais
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limites externos do tecido cerebral considera-se que estão isolados eletricamente. Assim,

V (r, z) = f(z), em r = R1 e 0 < z < H (11)

∂V

∂r
= 0, em r = R2 e 0 < z < H (12)

∂V

∂z
= 0, em R1 < r < R2 e z = 0 (13)

∂V

∂z
= 0, em R1 < r < R2 e z = H (14)

onde a função f(z) será definida conforme o modelo de eletrodo utilizado. Nesse caso,

f(z) =




Vrms, nas posições dos contatos ativos

0, nas demais posições
(15)

Ademais, em algumas situações o interesse está em analisar o regime permanente. Nes-

tes casos, pode-se simplificar a Eq. (2), retirando o termo do lado esquerdo da igualdade.
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3 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DIRETO

A solução das equações diferenciais parciais do capítulo anterior será obtida de forma

numérica. A fim de fazer a verificação da solução, serão utilizados dois diferentes métodos,

sendo eles o MEF e o MDF. O MEF será empregado a partir da biblioteca NDSolve, disponível

no software de computação simbólica Wolfram Mathematica, cujos detalhes estão disponíveis

na seção 3.1. Já o MDF será implementado também no software Wolfram Mathematica con-

forme os passos descritos na seção 3.2.

3.1 Método dos Elementos Finitos (MEF)

O problema apresentado pelas equações no Capítulo 2 pode ser resolvido utilizando o

MEF, o qual subdividirá o domínio do problema em uma coleção de subdomínios menores,

denominados elementos finitos. Cada subdomínio é representado por um conjunto de equações

que são elementos do problema original. Em seguida, esses conjuntos de equações de cada

elemento são recombinados sistematicamente em um sistema global de equações para realizar

o cálculo final (Bathe, 1996; Cook, 2001; Wolfram Research INC, 2020).

Para implementar a solução utilizando o MEF, será utilizada uma sub-rotina da função

NDSolve, intrínseca ao software de computação simbólica Wolfram Mathematica. A função

NDSolve é um solucionador de equações diferenciais numéricas gerais. Para especificar o uso

do MEF e carregar os comandos úteis do método, deve-se iniciar o código computacional com o

comando Needs["NDSolve’FEM’"], onde a sigla FEM representa o MEF em inglês, Finite Ele-

ment Method. Além disso, a função NDSolve permite especificar algumas opções, como a In-

terpolationOrder e o Method, que foram utilizados neste caso. O comando InterpolationOrder

especifica a ordem de interpolação, enquanto o Method caracteriza o método utilizado na solu-

ção. Por fim, a malha será obtida com o comando ToElementMesh, que possibilita especificar

o tamanho máximo de cada elemento com o MaxCellMeasure e o MaxBoundaryCellMeasure,

o tipo de elemento com o MeshElementType, e a ordem com o MeshOrder (Wolfram Research

INC, 2020).

3.2 Método das Diferenças Finitas (MDF)

Para resolver os sistemas de equações dados no Capítulo 2 com o MDF, primeiramente,

será necessário resolver o problema para o potencial elétrico (V ). Em seguida, de posse da

solução para V em todos os pontos da malha, poderá ser obtida a solução para a temperatura.

Nesse caso, foram consideradas duas opções: (1) A solução do problema permanente; e (2) A
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solução do problema transiente. A seguir, estão os passos para cada caso.

3.2.1 Solução MDF do potencial elétrico

Considerando que a condutividade elétrica (σ) é constante ao longo do domínio compu-

tacional, a Eq. (10) pode ser reescrita como:

σ

[
∂2V (r, z)

∂r2
+

1

r

∂V (r, z)

∂r
+

∂2V (r, z)

∂z2

]
= 0. em R1 < r < R2 e 0 < z < H (16)

Aplicando expansões em série de Taylor para aproximar as derivadas parciais, define-se

diferenças centradas para as derivadas de segunda ordem e diferenças atrasadas para as deri-

vadas de primeira ordem (Özisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret; Taylor,

2012):

∂2V (r, z)

∂r2

∣∣∣∣∣
i,j

=
Vi+1,j − 2Vi,j + Vi−1,j

∆r2
+O(∆r2), (17)

∂V (r, z)

∂r

∣∣∣∣∣
i,j

=
Vi,j − Vi−1,j

∆r
+O(∆r), (18)

∂2V (r, z)

∂z2

∣∣∣∣∣
i,j

=
Vi,j+1 − 2Vi,j + Vi,j−1

∆z2
+O(∆z2), (19)

onde i = 1, 2, ..., Nr e j = 1, 2, ..., Nz representam, respectivamente, os nós nas direções

r e z, sendo ∆ e N o tamanho do passo e o número de nós em cada uma das direções r e z, e

O(∆r), O(∆r2) e O(∆z2) representam os erros de truncamento obtidos.

Substituindo as Eqs. (17) - (19) na Eq. (16) e desprezando os erros de truncamento,

encontra-se (Özisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

(
Vi+1,j − 2Vi,j + Vi−1,j

∆r2

)
+

(
1

R1 +∆ri

)(
Vi,j − Vi−1,j

∆r

)
+

(
Vi,j+1 − 2Vi,j + Vi,j−1

∆z2

)
= 0,

(20)

onde ∆ri = ∆r × i. Reorganizando,

B1,iVi,j +B2,iVi−1,j +B3Vi+1,j +B4Vi,j−1 +B4Vi,j+1 = 0, (21)
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sendo B1,i, B2,i, B3, B4 dadas por:

B1,i = − 2

∆r2
+

1

∆r(R1 +∆ri)
− 2

∆z2
, (22)

B2,i =
1

∆r2
− 1

∆r(R1 +∆ri)
, (23)

B3 =
1

∆r2
, (24)

B4 =
1

∆z2
. (25)

No que diz respeito as condições de contorno, para Eq. (11) em r = R1 a formulação

é dada pela solução de f(z) em cada ponto do contorno, enquanto que para as Eqs. (12) - (14)

as formulações são obtidas utilizando a aproximação por diferenças atrasadas para r = R2 e

z = H e diferenças avançadas para z = 0. Desconsiderando os erros de truncamento, têm-se

(Özisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

V0,j = f(zj), (26)

VNr,j = VNr−1,j, (27)

Vi,1 = Vi,0, (28)

Vi,Nz
= Vi,Nz−1. (29)

Utilizando as Eqs. (21) - (29) obtém-se o sistema de equações lineares que dará a solução
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MDF do problema. A formulação matricial em blocos para este problema é dada por:




I 0 0 0 . . . 0 0 0 0

D1 A1 E 0 . . . 0 0 0 0

0 D2 A2 E . . . 0 0 0 0

0 0 D3 A3 . . . 0 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . ANr−3 E 0 0

0 0 0 0 . . . DNr−2 ANr−2 E 0

0 0 0 0 . . . 0 DNr−1 ANr−1 E

0 0 0 0 . . . 0 0 F G




×




H0

H1

H2

H3

...

HNz−3

HNz−2

HNz−1

HNz




=




0

0

0

0
...

0

0

0

0




, (30)

nos quais a matriz identidade (I), Ai, Di, E, F e G são matrizes quadradas de ordem Nr e

aparecem na formulação da Eq. (30) Nz vezes. Sendo

Ai =




1 −1 0 . . . 0 0 0

B4 B1,i B4 . . . 0 0 0

0 B4 B1,i . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . B1,i B4 0

0 0 0 . . . B4 B1,i B4

0 0 0 . . . 0 −1 1




, F =




0 0 0 . . . 0 0 0

0 −1 0 . . . 0 0 0

0 0 −1 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . −1 0 0

0 0 0 . . . 0 −1 0

0 0 0 . . . 0 0 0




,

Di =




0 0 0 . . . 0 0 0

0 B2,i 0 . . . 0 0 0

0 0 B2,i . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 . . . 0 B2,i 0 0

0 0 0 . . . 0 B2,i 0

0 0 0 . . . 0 0 0




, G =




1 −1 0 . . . 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0

0 0 1 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . 1 0 0

0 0 0 . . . 0 1 0

0 0 0 . . . 0 −1 1




,

E =




0 0 0 . . . 0 0 0

0 B3 0 . . . 0 0 0

0 0 B3 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . B3 0 0

0 0 0 . . . 0 B3 0

0 0 0 . . . 0 0 0




, Hk =




V0,k

V1,k

V2,k

...

VNr−2,k

VNr−1,k

VNr,k




,

onde os vetores Hk com k = 0, 1, 2, ..., Nz representam os pontos associados com valores fixos
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de j = k. Com isso, a partir das matrizes obtidas pode-se encontrar a solução do problema para

o potencial elétrico utilizando a função LinearSolve disponível no software Wolfram Mathema-

tica.

De posse da solução para o potencial elétrico, as soluções para a temperatura conside-

rando os casos permanente e transiente podem ser obtidas, conforme descrito nas subseções a

seguir.

3.2.2 Solução MDF da temperatura em regime permanente

Considerando o problema permanente com condutividade térmica (k) constante, a Eq.

(2) pode ser reescrita como:

k

[
∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
+

∂2T

∂z2

]
+Q(r, z, V ) = 0. em R1 < r < R2, 0 < z < H e t > 0 (31)

Aplicando expansões em série de Taylor para aproximar as derivadas parciais da tem-

peratura, considerando diferenças centradas para as derivadas de segunda ordem e diferenças

atrasadas para a derivada de primeira ordem, têm-se (Özisik, 1993; Tannehill; Anderson; Plet-

cher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

∂2T (r, z)

∂r2

∣∣∣∣∣
i,j

=
Ti+1,j − 2Ti,j + Ti−1,j

∆r2
+O(∆r2), (32)

∂T (r, z)

∂r

∣∣∣∣∣
i,j

=
Ti,j − Ti−1,j

∆r
+O(∆r), (33)

∂2T (r, z)

∂z2

∣∣∣∣∣
i,j

=
Ti,j+1 − 2Ti,j + Ti,j−1

∆z2
+O(∆z2). (34)

Substituindo as Eqs. (32) - (34) na Eq. (31) e desprezando os erros de truncamento,

encontra-se (Özisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

k

(
Ti+1,j − 2Ti,j + Ti−1,j

∆r2

)
+

(
k

R1 +∆ri

)(
Ti,j − Ti−1,j

∆r

)
+ k

(
Ti,j+1 − 2Ti,j + Ti,j−1

∆z2

)

+ρbcbωb

(
Tb − Ti,j) +Qm + σ

[(
Vi,j − Vi−1,j

∆r

)2

+

(
Vi,j − Vi,j−1

∆z

)2]
= 0, (35)



41

ou ainda,

C1,iTi,j + C2,iTi−1,j + C3Ti+1,j + C4Ti,j−1 + C4Ti,j+1 = C5,i,j, (36)

sendo C1,i, C2,i, C3, C4 e C5,i,j dadas por:

C1,i = − 2k

∆r2
+

k

(R1 +∆ri)∆r
− 2k

∆z2
− ρbcbωb, (37)

C2,i =
k

∆r2
− k

(R1 +∆ri)∆r
, (38)

C3 =
k

∆r2
, (39)

C4 =
k

∆z2
, (40)

C5,i,j = ρbcbωbTb +Qm + σ
[(Vi,j − Vi−1,j

∆r

)2

+
(Vi,j − Vi,j−1

∆z

)2]
. (41)

A Eq. (36) foi utilizada para os nós internos e as condições de contorno foram calculadas

utilizando as seguintes formulações (Özisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret;

Taylor, 2012):

T0,j = T1,j, (42)

TNr,j = Ta, (43)

Ti,0 = Ta, (44)

Ti,Nz
= Ta. (45)
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Assim, com as Eqs. (36) - (45) obtêm-se a solução para o problema da temperatura

permanente cuja formulação matricial em blocos é dada por:




I −I 0 0 . . . 0 0 0 0

D′
1 A′

1 E′ 0 . . . 0 0 0 0

0 D′
2 A′

2 E′ . . . 0 0 0 0

0 0 D′
3 A′

3 . . . 0 0 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 0 . . . A′
Nr−3 E′ 0 0

0 0 0 0 . . . D′
Nr−2 A′

Nr−2 E′ 0

0 0 0 0 . . . 0 D′
Nr−1 A′

Nr−1 E′

0 0 0 0 . . . 0 0 0 I




×




H′
0

H′
1

H′
2

H′
3

...

H′
Nz−3

H′
Nz−2

H′
Nz−1

H′
Nz




=




0

F′
1

F′
2

F′
3
...

F′
Nz−3

F′
Nz−2

F′
Nz−1

G′




,

(46)

sendo

A′
i =




1 0 0 . . . 0 0 0

C4 C1,i C4 . . . 0 0 0

0 C4 C1,i . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . C1,i C4 0

0 0 0 . . . C4 C1,i C4

0 0 0 . . . 0 0 1




, H′
k =




T0,k

T1,k

T2,k

...

TNr−2,k

TNr−1,k

TNr,k




,

D′
i =




0 0 0 . . . 0 0 0

0 C2,i 0 . . . 0 0 0

0 0 C2,i . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 . . . 0 C2,i 0 0

0 0 0 . . . 0 C2,i 0

0 0 0 . . . 0 0 0




, F′
k =




Ta

C5,1,k

C5,2,k

...

C5,Nr−2,k

C5,Nr−1,k

Ta




,

E′ =




0 0 0 . . . 0 0 0

0 C3 0 . . . 0 0 0

0 0 C3 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . C3 0 0

0 0 0 . . . 0 C3 0

0 0 0 . . . 0 0 0




, G′ =




Ta

Ta

Ta

...

Ta

Ta

Ta




,
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onde, a partir das matrizes obtidas, pode-se encontrar a solução do problema permanente para

a temperatura utilizando a função LinearSolve disponível no software Wolfram Mathematica.

3.2.3 Solução MDF da temperatura em regime transiente

Considerando o problema transiente com condutividade térmica (k) constante, a Eq. (2)

pode ser reescrita como:

ρcp
∂T

∂t
= k

[
∂2T

∂r2
+
1

r

∂T

∂r
+
∂2T

∂z2

]
+Q(r, z, V ). em R1 < r < R2, 0 < z < H e t > 0 (47)

Novamente, aplicando expansões em série de Taylor para aproximar as derivadas parci-

ais, considerando diferenças avançadas para a derivada temporal, diferenças centradas para as

derivadas de segunda ordem espacial e diferenças atrasadas para a derivada de primeira ordem

espacial, têm-se (Özisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

∂T (r, z, t)

∂t

∣∣∣∣∣

n

i,j

=
T n+1
i,j − T n

i,j

∆t
+O(∆t), (48)

∂2T (r, z, t)

∂r2

∣∣∣∣∣

n+1

i,j

=
T n+1
i+1,j − 2T n+1

i,j + T n+1
i−1,j

∆r2
+O(∆r2), (49)

∂T (r, z, t)

∂r

∣∣∣∣∣

n+1

i,j

=
T n+1
i,j − T n+1

i−1,j

∆r
+O(∆r), (50)

∂2T (r, z, t)

∂z2

∣∣∣∣∣

n+1

i,j

=
T n+1
i,j+1 − 2T n+1

i,j + T n+1
i,j−1

∆z2
+O(∆z2). (51)

Substituindo as Eqs. (48) - (51) na Eq. (2) e desprezando os erros de truncamento,

encontra-se (Özisik, 1993; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

ρcp

(
T n+1
i,j − T n

i,j

∆t

)
= k

(
T n+1
i+1,j − 2T n+1

i,j + T n+1
i−1,j

∆r2

)
+

k

(R1 +∆ri)

(
T n+1
i,j − T n+1

i−1,j

∆r

)
+

k

(
T n+1
i,j+1 − 2T n+1

i,j + T n+1
i,j−1

∆z2

)
+ σ

[(
Vi,j − Vi−1,j

∆r

)2

+

(
Vi,j − Vi,j−1

∆z

)2]
+ (52)

Qm + ρbcbωb

(
Tb − T n+1

i,j

)
.
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Reorganizando,

C ′
1,iT

n+1
i,j + C ′

2,iT
n+1
i−1,j + C ′

3T
n+1
i+1,j + C ′

4T
n+1
i,j−1 + C ′

4T
n+1
i,j+1 = C

′n
5,i,j, (53)

sendo C ′
1,i, C

′
2,i, C

′
3, C

′
4 e C

′n
5,i,j dadas por:

C ′
1,i =

ρcp
∆t

+
2k

∆r2
− 2k

∆z2
− k

∆r(R1 +∆ri)
+ ρbcbωb, (54)

C ′
i,2 = − k

∆r2
+

k

∆r(R1 +∆ri)
, (55)

C ′
3 = − k

∆r2
, (56)

C ′
4 = − k

∆z2
, (57)

C
′n
5,i,j =

ρcp
∆t

T n
i,j + ρbcbωbTb +Qm + σ

[(Vi,j − Vi−1,j

∆r

)2

+
(Vi,j − Vi,j−1

∆z

)2]
. (58)

Com condições inicial e de contorno dadas por (Özisik, 1993; Tannehill; Anderson;

Pletcher, 1997; Peyret; Taylor, 2012):

T 0
i,j = Ta, (59)

T n+1
0,j = T n+1

1,j , (60)

T n+1
Nr,j

= Ta, (61)

T n+1
i,0 = Ta, (62)
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T n+1
i,Nz

= Ta. (63)

Assim, com as Eqs. (53) - (63) obtêm-se a solução para o problema da temperatura

transiente, cuja formulação matricial em blocos é dada por:




I −I 0 0 . . . 0 0 0 0

D′
1 A′

1 E′ 0 . . . 0 0 0 0

0 D′
2 A′

2 E′ . . . 0 0 0 0

0 0 D′
3 A′

3 . . . 0 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . A′
Nr−3 E′ 0 0

0 0 0 0 . . . D′
Nr−2 A′

Nr−2 E′ 0

0 0 0 0 . . . 0 D′
Nr−1 A′

Nr−1 E′

0 0 0 0 . . . 0 0 0 I




×




H
′n+1
0

H
′n+1
1

H
′n+1
2

H
′n+1
3
...

H
′n+1
Nz−3

H
′n+1
Nz−2

H
′n+1
Nz−1

H
′n+1
Nz




=




0

F
′n
1

F
′n
2

F
′n
3
...

F
′n
Nz−3

F
′n
Nz−2

F
′n
Nz−1

G′




,

(64)

com

A′
i =




1 0 0 . . . 0 0 0

C ′
4 C ′

1,i C ′
4 . . . 0 0 0

0 C ′
4 C ′

1,i . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . C ′
1,i C ′

4 0

0 0 0 . . . C ′
4 C ′

1,i C ′
4

0 0 0 . . . 0 0 1




, H
′n+1
k =




T n+1
0,k

T n+1
1,k

T n+1
2,k
...

T n+1
Nr−2,k

T n+1
Nr−1,k

T n+1
Nr,k




,

D′
i =




0 0 0 . . . 0 0 0

0 C ′
2,i 0 . . . 0 0 0

0 0 C ′
2,i . . . 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 . . . 0 C ′
2,i 0 0

0 0 0 . . . 0 C ′
2,i 0

0 0 0 . . . 0 0 0




, F
′n
k =




Ta

C
′n
5,1,k

C
′n
5,2,k
...

C
′n
5,Nr−2,k

C
′n
5,Nr−1,k

Ta




,
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E′ =




0 0 0 . . . 0 0 0

0 C ′
3 0 . . . 0 0 0

0 0 C ′
3 . . . 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 . . . C ′
3 0 0

0 0 0 . . . 0 C ′
3 0

0 0 0 . . . 0 0 0




, G′ =




Ta

Ta

Ta

...

Ta

Ta

Ta




,

onde pode-se encontrar a solução do problema transiente da temperatura utilizando a função

LinearSolve para cada instante de tempo.
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4 FORMULAÇÃO DOS PROBLEMAS INVERSOS

Conforme mencionado na seção 1.4 a solução do problema inverso pode ser obtida de

diferentes formas. Nesse trabalho, serão utilizadas técnicas de solução via métodos bayesianos,

conforme descrito nas seções 4.1 e 4.2. Nesse caso, antes de formular o problema inverso

é importante realizar a análise de sensibilidade, descrita na seção 4.3. Além disso, pode ser

interessante investigar a influência dos parâmetros no comportamento do campo de temperatura

obtido com a solução do problema matemático. Para tal propósito, pode-se utilizar o método de

Monte Carlo ou simulações diretas de Monte Carlo, descrito na seção 4.4.

4.1 Método de Monte Carlo com Cadeia de Markov (MCMC)

Como mencionado na seção 1.4, um método de solução amplamente utilizado em pro-

blemas inversos de transferência de calor é o método MCMC, que pode ser formulado na abor-

dagem bayesiana, onde os parâmetros do problema são modelados como variáveis aleatórias.

Nesta abordagem é utilizado como base o teorema de Bayes, dado por (Kaipio; Somersalo,

2006; Orlande et al., 2011b; Orlande, 2012):

π(θ|z) = π(θ)π(z|θ)
π(z)

, (65)

onde π(θ|z) é a distribuição a posteriori, θ representa o vetor de parâmetros do problema, z

contém as temperaturas medidas experimentalmente, π(θ) é a densidade de probabilidade a

priori dos parâmetros, π(z|θ) é a função de verossimilhança e o denominador π(z) é a densi-

dade de probabilidade marginal das medições que desempenha o papel de uma constante de

normalização (Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande et al., 2011b; Orlande, 2012).

A função de verossimilhança contém a distribuição das variáveis medidas, z, dados os

parâmetros θ. Assumindo que os erros de medição são variáveis aleatórias gaussianas inde-

pendentes, com média zero e desvio padrão conhecido, a função de verossimilhança pode ser

expressa como:

π(z|θ) = (2π)−
D
2 |W|− 1

2 exp

{
− 1

2
[z − T(θ)]TW−1[z − T(θ)]

}
, (66)

sendo T(θ) o vetor que contém as temperaturas previstas pelo modelo, D o número total de

medidas experimentais e W matriz de covariância dos dados experimentais (Kaipio; Somersalo,

2006; Orlande et al., 2011b; Orlande, 2012).

A função densidade de probabilidade a priori dos parâmetros, denotada por π(θ), repre-

senta a distribuição de probabilidade dos parâmetros do modelo antes de qualquer observação de
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dados experimentais. Em termos simples, é uma expressão matemática que reflete as crenças ou

conhecimentos prévios sobre os parâmetros do modelo, antes de considerar qualquer evidência

observada. Geralmente, essa distribuição é determinada com base no conhecimento especiali-

zado, informações históricas, restrições físicas ou qualquer outra informação relevante dispo-

nível antes da análise dos dados experimentais. Nesse caso, ela irá depender do tipo de infor-

mação à priori disponível. Existem diferentes formas de expressar as médias e desvios-padrão

relacionados com os parâmetros, como exemplo pode-se citar as prioris uniforme, gaussiana e

gaussiana truncada, dadas, respectivamente, pelas Eqs. (67), (68) e (69) (Kaipio; Somersalo,

2006; Orlande et al., 2011b; Orlande, 2012).

π(θ) =

{
1

θmax−θmin
, θmin < θ < θmax

0, caso contrário
(67)

π(θ) =
1

sθ
√
2π

e

[
− 1

2

(
θ−µ
sθ

)2

]

, (68)

π(θ) =

{
1

sθ
√
2π
e

[
− 1

2

(
θ−µ
sθ

)2

]

, θmin < θ < θmax

0, caso contrário
(69)

sendo µ a média, sθ o desvio padrão e θmin e θmax, respectivamente, os vetores com os valores

de mínimo e máximo que os parâmetros podem assumir.

O método MCMC possibilita a estimativa da função à posteriori utilizando propriedades

das cadeias de Markov em um algoritmo específico. Neste contexto, será considerado o algo-

ritmo de Metropolis-Hastings, que pode ser resumido nos seguintes passos (Kaipio; Somersalo,

2006; Orlande et al., 2011b).

1. Inicializar a cadeia com θk;

2. Gerar o candidato θ∗ com distribuição q(θ∗|θk);

3. Avaliar a probabilidade de aceitação calculando:

α = min

[
1,

π(θ∗|z)q(θk|θ∗)

π(θk|z)q(θ∗|θk)

]
; (70)

4. Gerar um número aleatório β com distribuição uniforme em (0,1);

5. Se β < α, aceitar θ∗ e fazer θk+1 = θ∗. Caso contrário, descartar θ∗ e fazer θk+1 = θk;

6. Voltar para o passo 2 e repetir o processo para gerar a sequência [θ1,θ2,θ3, ...,θN ].
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Para os casos onde θ∗ = θk + Ψ, com Ψ sendo um vetor de variáveis aleatórias de

distribuição q1(Ψ) e sendo q(θ∗|θk) = q1(Ψ), se a distribuição proposta for simétrica, isto é

q1(Ψ) = q1(−Ψ) ou q(θ∗|θk) = q(θk|θ∗), a Eq. (70) se reduz a (Orlande et al., 2011b).

α = min

[
1,

π(θ∗|z)
π(θk|z)

]
. (71)

Considerando uma distribuição gaussiana para a variável aleatória proposta têm-se:

θ∗ = θk + ω, (72)

onde ω tem média zero e desvio padrão conhecido. O valor atribuído ao desvio padrão deve

ser analisado, pois valores pequenos tendem a levar a maiores taxas de aceitação, porém a uma

convergência mais lenta da cadeia, enquanto valores muito grandes tendem a levar a taxas de

aceitação muito baixas. Dessa forma, obtêm-se uma sequência [θ1,θ2,θ3, ...,θN ], onde apenas

os estados após a convergência da cadeia devem ser mantidos para as inferências estatísticas da

distribuição de probabilidade dos parâmetros (Orlande et al., 2011b).

Além do algoritmo de Metropolis-Hastings descrito anteriormente, há trabalhos na lite-

ratura que utilizam o algoritmo MCMC com Metropolis-Hastings em duas etapas, cujo objetivo

é, a partir de uma modificação do Metropolis-Hastings clássico, melhorar a convergência em

alguns problemas (Gamerman; Lopes, 2006; Cui, 2010; Orlande; Lutaif; Gontijo, 2019). Esse

algoritmo é apresentado com mais detalhes na subseção a seguir.

4.1.1 MCMC com o algoritmo de Metropolis-Hastings em duas etapas

O método MCMC com o algoritmo de Metropolis-Hastings em duas etapas divide o

vetor de parâmetros θ em dois grupos de parâmetros (θ1 e θ2). Essa divisão pode ser feita, por

exemplo, separando os parâmetros físicos do problema que possuem incertezas no vetor θ1 e

os parâmetros que variam com o tempo ou as variáveis de projeto que se pretende estimar no

vetor θ2. Essa divisão permite que a avaliação da probabilidade de aceitação dos grupos de

parâmetros seja feita separadamente. O método MCMC com algoritmo de Metropolis-Hastings

em duas etapas pode ser resumido nos seguintes passos (Gamerman; Lopes, 2006; Cui, 2010;

Orlande; Lutaif; Gontijo, 2019).

1. Inicializar a cadeia com θk;

2. Gerar o candidato θ∗
1 com distribuição q1(θ

∗
1|θk

1) para o vetor θ1 e fazer θ∗
2 = θk

2 ;

3. Avaliar a probabilidade de aceitação do primeiro grupo de parâmetros calculando:

α1(θ
∗|θk) = min

[
1,

π(θ∗|z)q1(θk
1 |θ∗

1)

π(θk|z)q1(θ∗
1|θk

1)

]
; (73)
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4. Gerar um número aleatório β1 com distribuição uniforme em (0,1);

5. Se β1 < α1(θ
∗|θk), aceitar θ∗

1 e fazer θk+1
1 = θ∗

1. Caso contrário, descartar θ∗
1 e fazer

θk+1
1 = θk

1 ;

6. Gerar o candidato θ∗
2 com distribuição q2(θ

∗
2|θk

2) para o vetor θ2 e fazer θ∗
1 = θk+1

1 ;

7. Avaliar a probabilidade de aceitação do segundo grupo de parâmetros calculando:

α2(θ
∗|θk) = min

[
1,

π(θ∗|z)q2(θk
2 |θ∗

2)

π(θk|z)q2(θ∗
2|θk

2)

]
; (74)

8. Gerar um número aleatório β2 com distribuição uniforme em (0,1);

9. Se β2 < α2(θ
∗|θk), aceitar θ∗

2 e fazer θk+1
2 = θ∗

2. Caso contrário, descartar θ∗
2 e fazer

θk+1
2 = θk

2 ;

10. Fazer k = k + 1, voltar para o passo 2 e repetir o processo para gerar a sequência

[θ1,θ2,θ3, ...,θN ].

4.2 Problema de estimativa de estado

Conforme mencionado na seção 1.4 os problemas de estimativa de estado foram desen-

volvidos a fim de produzir sequencialmente estimativas de variáveis dinâmicas desejadas. Para

produzir essas estimativas são utilizados dados de medidas experimentais em conjunto com as

informações disponíveis a priori sobre os fenômenos físicos, parâmetros geométricos e dispo-

sitivos de medição (Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande, 2012; Özisik; Orlande, 2021). Esses

problemas podem ser escritos na forma de modelos de evolução e observação, que são mode-

lados como processos estocásticos. O modelo de evolução de estado descreve a evolução das

variáveis de estado de um sistema ao longo do tempo, geralmente em resposta a forças, entra-

das ou outras influências externas. Esta representação matemática das dinâmicas do sistema é

usada para prever o estado futuro com base no estado atual e nas entradas conhecidas. Por outro

lado, o modelo de observação está relacionado às medidas experimentais disponíveis que po-

dem ser usadas para inferir o estado do sistema. Este modelo descreve a relação entre o estado

do sistema e as observações que podem ser feitas dele, incluindo como as variáveis de estado

estão relacionadas às medidas observáveis e como as incertezas e erros de medição afetam essas

observações. Ou seja, enquanto o modelo de evolução de estado descreve a dinâmica interna

do sistema ao longo do tempo, o modelo de observação descreve como é possível observar o

sistema e como essas observações estão relacionadas ao estado real do sistema. Os modelos de

evolução e observação podem ser escritos, respectivamente, das seguintes maneiras (Kalman,

1960; Doucet et al., 2001; Liu; West, 2001; Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam;
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Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich; Colaço, 2008; Orlande et al.,

2011a; Silva, 2012; Varon, 2015; Lamien et al., 2017; Nunes; Orlande; Nowak, 2019):

xk = hk(xk−1, vk−1), k = 1, ...,M (75)

zk = gk(xk, nk), k = 1, ...,M (76)

onde xk é o vetor de estado no instante de tempo tk, zk é o vetor de observação no instante de

tempo tk, h() é uma função que descreve a evolução do estado, g() é uma função que relaciona

o estado do sistema com as observações, e vk e nk representam os ruídos no modelo de evolu-

ção de estado e no modelo de observação, respectivamente (Kalman, 1960; Doucet et al., 2001;

Liu; West, 2001; Arulampalam et al., 2002; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich;

Colaço, 2008; Orlande et al., 2011a; Silva, 2012; Varon, 2015; Lamien et al., 2017; Nunes;

Orlande; Nowak, 2019). Assim, o objetivo do problema de estimativa de estado é, com base

nos modelos de evolução e observação definidos pelas Eqs. (75) e (76), obter informações so-

bre o vetor de estado xk. Para que os processos estocásticos xk e zk possam ser chamados de

modelo de evolução-observação eles devem satisfazer as seguintes hipóteses (Ristic; Arulam-

palam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich; Colaço, 2008; Orlande

et al., 2011a; Silva, 2012; Varon, 2015):

1. A sequencia de vetores xk para k = 1, 2, 3, ...,M é um processo de Markov, ou seja,

π(xk|x0, x1, x2, ..., xk−1) = π(xk|xk−1); (77)

2. A sequencia de vetores zk para k = 1, 2, 3, ...,M é um processo de Markov em relação à

história de xk, ou seja,

π(zk|x0, x1, x2, ..., xk) = π(zk|xk); (78)

3. A sequência de vetores xk depende das observações passadas apenas através de sua pró-

pria história, ou seja,

π(xk|xk−1, z0, z1, z2, ..., zk−1) = π(xk|xk−1). (79)

Naturalmente, para que o modelo de evolução-observação seja completamente definido,

precisa-se especificar (Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Silva,

2012; Varon, 2015):

1. A densidade de probabilidade do estado inicial x0;
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2. Os núcleos de transição de Markov π(xk|xk−1) para k = 1, 2, 3, ...,M ;

3. As funções de verossimilhança π(zk|xk) para k = 1, 2, 3, ...,M .

Além disso, para que os processos xk e zk sejam um modelo de evolução-observação, é

necessário fazer as seguintes suposições sobre os ruídos do modelo de evolução de estado e de

observação (Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikra-

vich; Colaço, 2008; Silva, 2012; Varon, 2015):

1. Para k ̸= l, os vetores de ruído vk e vl são mutuamente independentes e também mutua-

mente independentes do estado inicial x0;

2. Para k ̸= l, os vetores de ruído nk e nl são mutuamente independentes e também mutua-

mente independentes do estado inicial x0;

3. Os vetores de ruído vk e nl são mutuamente independentes para todo k, l.

Diferentes problemas podem ser considerados com os modelos de evolução-observação

(Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich; Colaço,

2008; Silva, 2012; Varon, 2015), por exemplo,

1. O problema de previsão (prediction problem), cujo objetivo é estimar π(xk|z1:k−1);

2. O problema de filtragem (filtering problem), cujo objetivo é estimar π(xk|z1:k);

3. O problema de suavização com retardo fixo (fixed-lag domain smoothing problem), cujo

objetivo é estimar π(xk|z1:k+p), onde p ≥ 1 é o retardo fixo;

4. O problema de suavização de domínio completo (whole-domain smoothing problem),

cujo objetivo é estimar π(xk|z1:K), onde z1:K = {zi, i = 1, 2, 3, ..., K} é a sequência

completa das medidas.

Os problemas listados servem para diferentes propósitos. O problema de previsão pode

ser útil quando decisões futuras precisam ser tomadas com base no conhecimento atual. Em

problemas em que a informação em tempo real do estado xk é essencial, a abordagem de filtra-

gem é importante. Caso haja a possibilidade de realizar uma série mais longa de observações

antes de estimar o estado xk, as abordagens de suavização podem ser mais interessantes, pois

produzem erros de estimativa menores do que a filtragem. Ademais, em muitos casos o pro-

blema de previsão é utilizado apenas como uma etapa intermediária para a etapa de filtragem

(Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Silva, 2012; Varon, 2015).

Nesse caso, será considerado na solução o problema de filtragem, onde se assume uma

densidade de probabilidade π(x0|z0) = π(x0) conhecida a priori no instante inicial t0, de forma
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comumente utilizado em modelos gaussianos e problemas lineares (Kalman, 1960; Doucet et

al., 2001; Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo,

2006; Orlande; Dulikravich; Colaço, 2008; Orlande et al., 2011a). Mesmo em situações onde

o problema não é intrinsecamente linear, o filtro de Kalman pode ser aplicado caso exista uma

técnica que permita a sua linearização. Nesse contexto, assume-se que os modelos de evolução

e observação, expressos pelas equações (75) e (76), são lineares. Adicionalmente, presume-se

que os ruídos vk e nk são aditivos, gaussianos, possuindo médias e covariâncias conhecidas.

Consequentemente, a distribuição a posteriori π(xk|z1 : k) em tk para k = 1, 2, 3, ... apresenta

uma distribuição gaussiana, permitindo que o filtro de Kalman resulte na solução ótima, isto

é, a distribuição a posteriori é calculada de forma exata. Com as suposições mencionadas,

os modelos de evolução e observação podem ser expressos, respectivamente, como (Kalman,

1960; Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo,

2006; Orlande; Dulikravich; Colaço, 2008; Orlande et al., 2011a):

xk = Fkxk−1 + sk + vk−1, (80)

zk = Hkxk + nk, (81)

onde sk é um vetor de controle, Fk é a matriz de transição de estado e Hk é a matriz de observa-

ção.

Essas equações são fundamentais para a implementação do filtro de Kalman que opera

em duas etapas principais: previsão e atualização. Durante a etapa de previsão, utilizando o

modelo de evolução de estado, ele projeta o estado futuro do sistema para o próximo instante

de tempo. Essa projeção é realizada aplicando o modelo de evolução de estado ao estado atual

do sistema e às entradas conhecidas. Além disso, durante essa etapa, são estimadas as incer-

tezas associadas à previsão do estado, levando em conta o ruído do processo. Já na etapa de

atualização, após receber uma nova medida observada, o filtro de Kalman revisa sua estimativa

do estado do sistema. Isso é feito combinando a previsão do estado com a medida observada,

ponderando-as de acordo com suas respectivas incertezas. Quanto mais confiável for a medida

observada (ou seja, menor for sua incerteza), maior será sua influência na atualização do es-

tado estimado. O resultado final é uma estimativa otimizada do estado do sistema, que leva em

consideração tanto o modelo dinâmico quanto as medidas observadas. Com isso, as etapas de

previsão e atualização podem ser descritas matematicamente por (Kalman, 1960; Arulampalam

et al., 2002; Orlande; Dulikravich; Colaço, 2008; Orlande et al., 2011a):

Etapa de previsão:

1. Previsão do estado:

x−
k = Fkx̂k−1 + sk; (82)
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2. Previsão da covariância do erro de estado:

P−
k = FkPk−1F

T
k + Qk. (83)

Etapa de atualização:

1. Cálculo do ganho de Kalman:

Kk = P−
k HT

k (HkP−
k HT

k + Rk)
−1; (84)

2. Atualização do estado estimado:

x̂k = x−
k + Kk(zk − Hkx−

k ); (85)

3. Atualização da covariância do erro de estado:

Pk = (I − KkHk)P
−
k . (86)

sendo x−
k a estimativa a priori do estado no instante tk antes de receber a nova observação, P−

k

a covariância a priori do erro de estado no instante tk, Qk a matriz de covariância do ruído do

processo, Kk o ganho de Kalman, Rk a matriz de covariância do ruído da observação, e I a

matriz identidade.

Para casos onde as hipóteses dos modelos lineares de observação e da evolução gaussi-

ana são inválidas, o uso do filtro de Kalman não resulta em soluções ótimas porque a distribuição

a posteriori não é analítica. Nesse caso, é possível fazer uso do filtro de Kalman estendido e suas

variações, que geralmente envolvem uma linearização do problema (Arulampalam et al., 2002;

Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich; Colaço, 2008; Orlande et al., 2011a). Outra

opção é utilizar filtros de partículas, uma abordagem mais geral e robusta para distribuições não

lineares e/ou não gaussianas (Arulampalam et al., 2002; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande;

Dulikravich; Colaço, 2008; Orlande et al., 2011a). Na próxima seção encontram-se descritos

os filtros de partículas para simular as distribuições por amostras aleatórias.

4.2.2 Filtros de Partículas

O método do filtro de partículas é uma técnica de Monte Carlo empregada na resolução

de problemas de estimativa de estado. Neste método, a função densidade de probabilidade a

posteriori é representada por um conjunto de amostras aleatórias, conhecidas como partículas,

cada uma com um peso associado. Os filtros de partículas iniciam com uma distribuição inicial

x0 e buscam calcular a melhor estimativa para o estado atual xk, com base na sequência de me-
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didas zk (Doucet et al., 2001; Liu; West, 2001; Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam;

Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006; Orlande; Dulikravich; Colaço, 2008; Orlande et al.,

2011; Silva, 2012; Varon, 2015; Lamien et al., 2017; Nunes; Orlande; Nowak, 2019). Existem

diversas variações dos filtros de partículas, diferenciando-se principalmente no cálculo dos pe-

sos. No entanto, todas essas variações utilizam a função de verossimilhança em sua formulação

e na seleção das partículas, como será abordado nas próximas subseções.

4.2.2.1 Filtro Amostragem por Importância Sequencial (SIS)

Os filtros de partículas são construídos com base no filtro SIS. A ideia principal por

trás do algoritmo SIS é representar a função densidade de probabilidade a posteriori por meio

de um conjunto de amostras aleatórias, cada uma associada a um peso correspondente. As-

sim, considera-se que {xi
k,wi

k}Ni=0 seja uma amostra aleatória que representa π(xk, zk), onde

N é o número de partículas, {xi
k, i = 0, 1, 2, ..., N} são as partículas com pesos associados

{wi
k, i = 0, 1, 2, ..., N}, e x0:k = {xj, j = 0, 1, 2, ..., k} é o conjunto de todos os estados até

o instante tk. Em seguida, os pesos são normalizados, garantindo que
∑N

i=1 wi
k = 1, de modo

que a distribuição a posteriori no instante tk pode ser aproximada por (Arulampalam et al.,

2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Orlande; Dulikravich; Colaço, 2008; Orlande et al.,

2011a; Silva, 2012; Varon, 2015):

π(xk|zk) ≈
N∑

i=1

wi
kδ(xk − xi

k), (87)

onde δ(.) é a função delta de Dirac. Considerando, para o cálculo dos pesos, que as partículas

xi
k foram obtidas de uma densidade de importância q(.) e que, a partir do teorema de Bayes, a

atualização dos pesos será dada por (Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon,

2003; Silva, 2012; Varon, 2015):

wi
k = wi

k−1

π(zk|xi
k)π(x

i
k|xi

k−1)

q(xi
k|xi

k−1, zk)
, (88)

onde a escolha ótima para a densidade de importância, que minimiza a variância dos pesos por

importância e limita a degeneração das partículas, é dada por q(xi
k|xi

k−1, zk) = π(xi
k|xi

k−1, zk).

Porém, para grande parte dos casos de interesse prático, esta escolha ótima é analiticamente

complicada. Então, a escolha mais utilizada para a densidade de importância é tratá-la como

sendo uma distribuição a priori, ou seja, q(xi
k|xi

k−1, zk) = π(xi
k|xi

k−1). Dessa forma a Eq. (88)

se reduz à (Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Silva, 2012; Varon,

2015):

wi
k = wi

k−1π(zk|xi
k). (89)



57

Aplicar sequencialmente o filtro SIS pode resultar no fenômeno da degeneração, onde

após alguns estados a maioria das partículas tem peso desprezível (Arulampalam et al., 2002;

Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio; Somersalo, 2006). Esse fato incide em um grande

esforço computacional para atualizar partículas das quais a contribuição para a aproximação da

função de densidade à posteriori é quase zero. Para superar esse problema, pode-se aumentar o

número de partículas ou acrescentar uma etapa de reamostragem (Kalman, 1960; Doucet et al.,

2001; Liu; West, 2001; Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio;

Somersalo, 2006; Silva, 2012; Varon, 2015; Lamien et al., 2017; Nunes; Orlande; Nowak,

2019). A reamostragem pode ser realizada com o algoritmo SIR, descrito na subseção seguinte.

4.2.2.2 Filtro Amostragem por Importância e Reamostragem Sequencial (SIR)

O filtro SIR faz a eliminação das partículas de baixo peso e replica partículas com pesos

maiores ou de maior importância. Assim, a reamostragem envolve um mapeamento de {xi
k,wi

k}
em {xi∗

k , N
−1} com pesos uniformes. A Figura 7 apresenta o processo de seleção das partículas

através da reamostragem, onde em (1) estão as N partículas com peso uniforme no instante

t = tk, em (2) estão os pesos das partículas atualizados após as medições, em (3) ocorre

a etapa de reamostragem e obtêm-se as partículas com pesos uniformes que serão utilizadas

posteriormente no instante t = tk+1. O processo se repete até que t = tkfinal
(Arulampalam et

al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Orlande; Dulikravich; Colaço, 2008; Orlande et

al., 2011; Silva, 2012; Varon, 2015; Lamien et al., 2017; Nunes; Orlande; Nowak, 2019).

O algoritmo SIR é descrito detalhadamente na Tabela 1. O processo se inicia gerando

um conjunto de partículas a partir do modelo de evolução ou de uma distribuição inicial. Na

sequência é feito o cálculo dos pesos associados a cada partícula e suas normalizações, conside-

rando que neste instante têm-se medidas experimentais disponíveis zk. A função de verossimi-

lhança, usada para o cálculo dos pesos, varia de acordo com as informações à priori utilizadas.

Considerando que as medidas experimentais possuem distribuição gaussiana, a função de ve-

rossimilhança é dada pela Eq. (90) onde I é o número de medições em cada instante tk e R a

matriz de covariância (Arulampalam et al., 2002; Ristic; Arulampalam; Gordon, 2003; Kaipio;

Somersalo, 2006; Varon, 2015; Nunes; Orlande; Nowak, 2019). No passo seguinte, é realizada

a reamostragem das partículas. Como as partículas de maior peso representam as regiões de

maior importância da distribuição, elas são escolhidas para serem repetidas uma ou mais vezes

dependendo do valor do peso, e aquelas com pesos desprezíveis são eliminadas. Além disso,

são dados pesos uniformes 1
N

para cada partícula selecionada. Finalmente, é feito o cálculo da

média e do desvio padrão. A média encontrada será então a solução para a variável de estado

naquele passo de tempo. Esses passos se repetem enquanto tk for menor ou igual ao tfinal

(Silva, 2012; Varon, 2015).
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Tabela 1 - Passos do algoritmo SIR.

Passo 1 - Inicialização:

Faça k=1;

Para i = 1, ...N , onde N é o número de partículas, gere um conjunto de partículas da distri-

buição inicial xi
k = π(xk|xi

k−1).

Passo 2 - Avaliação dos pesos:

Calcule os pesos wi
k = π(zk|xi

k);

Calcule o peso total Tw =
∑N

i=1 wi
k;

Normalize os pesos ŵi
k =

wi
k

Tw
.

Passo 3 - Reamostragem ou Seleção:

Construa a soma dos pesos acumulativos ci = ci−1 + ŵi
k com c0 = 0;

Tome i = 1 e gere u1 de uma distribuição uniforme U [0, N−1];

Para j = 1, 2, ..., N , faça:

Calcule uj = u1 +N−1(j − 1);

Enquanto uj > ci, faça i = i+ 1;

Designe as partículas xj
k = xi

k;

Designe os pesos para wj
k = N−1.

Passo 4 - Cálculo da Média a Posteriori e do Desvio Padrão:

xk =
∑N

i=0 xi
kŵi

k; sk =
√(

N
N−1

)∑N
i=0 ŵi

k(x
i
k − xk)2.

Passo 5 - Evolução do Modelo:

Faça k = k + 1;

Se k > kfinal + 1, então pare;

Se não, faça xi
k = π(xk|xi

k−1).

Passo 6 - Retorne para o Passo 2.

Fonte: Adaptado de Arulampalam et al. (2002).

4.2.2.3 Filtro Auxiliar de Partícula ou Amostragem e Reamostagem por Importância

Auxiliar (ASIR)

No algoritmo ASIR uma etapa de reamostragem é realizada no tempo tk−1 com as me-

didas disponíveis no tempo tk. Com isso, aumenta-se o custo computacional, porém ao usar as

informações de um passo a frente para refazer a reamostragem, espera-se que menos partículas

sejam necessárias para se obter resultados tão bons ou melhores do que os obtidos com o algo-

ritmo SIR. Assim, gera-se um novo conjunto de partículas, µi
k, baseada em alguma estimativa

pontual que caracteriza π(xi
k|xi

k−1), onde µi
k é alguma estatística de xk dada por xi

k−1. Essa

descrição pode ser, por exemplo, a média ou uma amostra π(xi
k|xi

k−1).
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mas isso não significa que os parâmetros sejam dependentes do tempo (Varon, 2015; Lamien et

al., 2017). Nesse caso, a distribuição a priori das Tabelas 1 e 2 será dada por π(xk|xi
k−1,θk).

Tabela 2 - Passos do algoritmo ASIR.

Passo 1 - Inicialização:

Faça k = 1;

Para i = 1, ...N , onde N é o número de partículas, gere um conjunto de partículas da distri-

buição inicial xi
k = π(xk|xi

k−1).

Passo 2 - Cálculo da amostra para a Variável Auxiliar:

Calcule alguma caracterização µi
k de xk dado xi

k−1.

Passo 3 - Avaliação dos pesos:

Calcule os pesos wi
k = π(zk|µi

k)w
i
k−1;

Calcule o peso total Tw =
∑N

i=1 wi
k;

Normalize os pesos ŵi
k =

wi
k

Tw
.

Passo 4 - Reamostragem ou Seleção:

Construa a soma dos pesos acumulativos ci = ci−1 + ŵi
k com c0 = 0;

Tome i = 1 e gere u1 de uma distribuição uniforme U [0, N−1];

Para j = 1, 2, ..., N , faça:

Calcule uj = u1 +N−1(j − 1);

Enquanto uj > ci, faça i = i+ 1;

Designe as partículas µij

k = xi
k e os índices ij = i;

Passo 5 - Amostragem:

Para j = 1, ..., N gere partículas xji

k da distribuição a priori π(xk)|xji

k−1), usando o índice ji,

e então, com a função de verossimilhança, calcule os novos pesos wi
k =

π(zk|xj
i

k
)

π(zk|µji

k
)
.

Passo 6 - Avaliação dos pesos:

Calcule o peso total Tw =
∑N

i=1 wi
k;

Normalize os pesos ŵi
k =

wi
k

Tw
.

Passo 7 - Cálculo da Média a Posteriori e do Desvio Padrão:

xk =
∑N

i=0 xi
kŵi

k; sk =
√(

N
N−1

)∑N
i=0 ŵi

k(x
i
k − xk)2.

Passo 8 - Evolução do Modelo:

Faça k = k + 1;

Se k > kfinal + 1, então pare;

Se não, faça xi
k = π(xk|xi

k−1).

Passo 9 - Retorne para o Passo 2.

Fonte: Adaptado de Arulampalam et al. (2002).

Por outro lado, a simulação de parâmetros como variáveis de estado pode degenerar
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rapidamente as partículas (Varon, 2015; Lamien et al., 2017). Então, outra possibilidade é

estimar os parâmetros do modelo com o algoritmo de Liu & West, que se baseia na versão ASIR

do filtro de partículas (Liu; West, 2001; Varon, 2015; Varon; Orlande; Eliçabe, 2016; Lamien;

Orlande; Eliçabe, 2017). Na subseção seguinte estão descritos os passos desse algoritmo.

4.2.2.4 Filtro de Liu & West

O filtro de Liu e West (2001) foi desenvolvido com uma abordagem que permite a sua-

vização e a regeneração da amostra do modelo dos parâmetros sem a perda de informação. Esse

filtro foi desenvolvido com o objetivo de realizar a estimativa combinada de parâmetros e variá-

veis de estado. No algoritmo de Liu & West as partículas são geradas levando em consideração

incertezas associadas aos parâmetros contabilizadas por meio de uma mistura de distribuições

normais. Esses artifícios desenvolvidos por Liu e West (2001) procuram controlar a evolução

das partículas e, com isso, evitar a degeneração (Liu; West, 2001; Varon, 2015; Varon; Or-

lande; Eliçabe, 2016; Lamien; Orlande; Eliçabe, 2017). Assim, baseada na hipótese de uma

distribuição gaussiana para o vetor de parâmetros θ, têm-se

π(θ|z1:k−1) ≈
N∑

i=1

ωi
k−1N(θ|mi

k−1, ζ
2Vk−1), (92)

onde N(.|mi
k−1, ζ

2Vk−1) é uma densidade gaussiana sendo ζ um parâmetro de suavização,

Vk−1 a matriz de covariância com as incertezas dos parâmetros e mi
k−1 a média calculada a

partir de uma modificação dos parâmetros determinada pelas partículas dos parâmetros θ e sua

média θk−1, isto é (Liu; West, 2001; Varon, 2015; Varon; Orlande; Eliçabe, 2016; Lamien;

Orlande; Eliçabe, 2017):

mi
k−1 = aθi

k−1 + (1− a)θk−1, (93)

onde a é o fator de redução, definido por (Liu; West, 2001; Varon, 2015; Varon; Orlande;

Eliçabe, 2016; Lamien; Orlande; Eliçabe, 2017),

a =
3δ − 1

2δ
, (94)

com 0.95 < δ < 0.99. O fator de suavização ζ depende também do fator de redução a, de forma

que, (Liu; West, 2001; Varon, 2015; Varon; Orlande; Eliçabe, 2016; Lamien; Orlande; Eliçabe,

2017).

ζ =
√
1− a2. (95)
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Os passos para implementação do algoritmo de Liu & West encontram-se na Tabela 3.

Tabela 3 - Passos do algoritmo de Liu & West.

Passo 1 - Inicialização:

Faça δ ∈ [0, 95; 0, 99] e calcule a com a Eq.(94) e ζ com a Eq. (95);

Faça k = 1, para i = 1, ...N , onde N é o número de partículas, gere um conjunto de partícu-

las da distribuição inicial xi
k = π(xk|xi

k−1).

Passo 2 - Cálculo da amostra para a Variável Auxiliar e das médias:

Encontre a média θk−1 dos parâmetros θ no tempo tk−1;

Calcule mi
k−1 com a Eq. (93);

Calcule alguma caracterização µi
k de xk dado xi

k−1.

Passo 3 - Avaliação dos pesos:

Calcule os pesos wi
k = π(zk|µi

k,mi
k−1)w

i
k−1;

Calcule o peso total Tw =
∑N

i=1 wi
k;

Normalize os pesos ŵi
k =

wi
k

Tw
.

Passo 4 - Reamostragem ou Seleção:

Construa a soma dos pesos acumulativos ci = ci−1 + ŵi
k com c0 = 0;

Tome i = 1 e gere u1 de uma distribuição uniforme U [0, N−1];

Para j = 1, 2, ..., N , faça:

Calcule uj = u1 +N−1(j − 1);

Enquanto uj > ci, faça i = i+ 1;

Designe as partículas µij

k = xi
k e os índices ij = i;

Passo 5 - Amostragem:

Para j = 1, ..., N gere θ
j
k a partir da Eq. (92), gere as partículas xj

k da distribuição a priori

π(xk)|xji

k−1,θ
i
k), usando o índice ji, e então, com a função de verossimilhança, calcule os

novos pesos: wi
k =

π(zk|xik,θi
k)

π(zk|µji

k
,mi

k−1
)
.

Passo 6 - Avaliação dos pesos:

Calcule o peso total Tw =
∑N

i=1 wi
k;

Normalize os pesos ŵi
k =

wi
k

Tw
.

Passo 7 - Cálculo da Média a Posteriori e do Desvio Padrão:

xk =
∑N

i=0 xi
kŵi

k sk =
√(

N
N−1

)∑N
i=0 ŵi

k(x
i
k − xk)2.

Passo 8 - Evolução do Modelo:

Faça k = k + 1. Se k > kfinal + 1, então pare;

Se não, faça xi
k = π(xk|xi

k−1).

Passo 9 - Retorne para o Passo 2.

Fonte: Adaptado de Liu e West (2001).
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4.3 Análise de sensibilidade

No contexto dos problemas inversos, a análise de sensibilidade desempenha um papel

crucial ao examinar como as variações nos parâmetros de entrada impactam os resultados do

modelo. Essencialmente, ela quantifica a influência de cada parâmetro de entrada na estima-

tiva dos parâmetros desconhecidos ou na previsão dos resultados do modelo. Ao fazer isso, é

possível identificar relações lineares e correlações entre os parâmetros do problema, que podem

complicar ou até mesmo impedir a resolução adequada. A análise de sensibilidade é essencial

para determinar quais parâmetros têm maior influência nos resultados do modelo e quais têm

uma contribuição menor. Isso permite direcionar os esforços para obter medições mais precisas

ou reduzir a incerteza associada aos parâmetros menos sensíveis. Adicionalmente, ao oferecer

informações sobre a robustez do modelo e suas limitações, a análise de sensibilidade é valiosa

para aprimorar a qualidade das estimativas ou previsões resultantes do problema inverso.

Uma maneira de realizar análise de sensibilidade é através do cálculo das derivadas das

variáveis de saída em relação a cada parâmetro de entrada. Isso permite quantificar a sensibili-

dade de uma variável de saída em relação às mudanças nos parâmetros de entrada. Nesse caso,

é preciso obter a matriz dos coeficientes de sensibilidade J(θ). Nesse trabalho, essa matriz é

obtida fazendo a derivada da solução do problema direto T (r, z, t) com relação a cada grupo de

parâmetros considerado no vetor de parâmetros θ (Beck; Arnold, 1977; Özisik; Orlande, 2021).

Logo, J(θ) é dada por:

J(θ) =

[
∂T T

k (θ)

∂θj

]T

, com k = 1, 2, ..., A e j = 1, 2, ..., B (96)

sendo A o número total de medidas no tempo e B o número total de parâmetros de θ (Beck;

Arnold, 1977; Özisik; Orlande, 2021). Na forma matricial têm-se:

J(θ) =




∂T1(θ)
∂θ1

∂T1(θ)
∂θ2

∂T1(θ)
∂θ3

. . . ∂T1(θ)
∂θB

∂T2(θ)
∂θ1

∂T2(θ)
∂θ2

∂T2(θ)
∂θ3

. . . ∂T2(θ)
∂θB

∂T3(θ)
∂θ1

∂T3(θ)
∂θ2

∂T3(θ)
∂θ3

. . . ∂T3(θ)
∂θB

...
...

...
. . .

...
∂TA(θ)
∂θ1

∂TA(θ)
∂θ2

∂TA(θ)
∂θ3

. . . ∂TA(θ)
∂θB




. (97)

Em problemas que envolvem a transferência de calor, para obter estimativas no problema

inverso, é importante que a matriz de sensibilidade possua coeficientes de alta magnitude e co-

lunas linearmente independentes. Quando o problema possui coeficientes com baixa magnitude

em determinados parâmetros de θ, ele é pouco sensível à variação desses parâmetros e, com

isso, estimativas relacionadas à essas variáveis tipicamente são difíceis de serem realizadas.

Além disso, quando existem colunas linearmente dependentes, os parâmetros pertencentes a es-

sas colunas não poderão ser estimados simultaneamente (Beck; Arnold, 1977; Özisik; Orlande,
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2021).

Nesse trabalho, os coeficientes de sensibilidade da matriz serão avaliados de forma nu-

mérica. Para isso, a derivada da temperatura com relação aos parâmetros pode ser aproximada

utilizando diferenças centradas (Özisik; Orlande, 2021). Logo,

Jkj =

[
∂T T

k (θ)

∂θj

]T

≈ Tk(θ1, θ2, θj + ϵθj, ..., θB)− Tk(θ1, θ2, θj − ϵθj, ..., θB)

2ϵθj
, (98)

onde ϵ será definido de modo que a convergência da derivada numérica seja alcançada. Para

possibilitar uma avaliação gráfica e qualitativa da dependência linear entre os parâmetros, os

coeficientes de sensibilidade, Jkj , serão multiplicados por seus respectivos parâmetros θj , ob-

tendo os chamados coeficientes de sensibilidade modificados dados por:

Pj = Jkjθj. (99)

4.4 Análise sob incerteza com o método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo é uma abordagem estatística em que uma sequência de nú-

meros aleatórios é utilizada para aproximar resultados de problemas estocásticos. Este método

se baseia em repetidas tentativas aleatórias, independentes entre si, realizadas uma quantidade

determinada de vezes. Posteriormente, os resultados de todas essas tentativas são calculados,

permitindo a obtenção da média e do desvio padrão das soluções. Dessa forma, o método de

Monte Carlo possibilita a simulação de qualquer processo influenciado por fatores aleatórios.

Além disso, para muitos problemas matemáticos que não apresentam intrinsecamente aleato-

riedade, o método permite a construção artificial de um modelo probabilístico, viabilizando a

solução desses problemas. Em suma, a essência do método de Monte Carlo reside na estima-

tiva de determinadas quantidades por meio da observação do comportamento de um grande

número de eventos individuais (Sobol, 1994; Yoriyaz, 2009; Soize, 2012; Castello; Ritto, 2016;

Rubinstein; Kroese, 2016; Silva et al., 2021; Silva, 2022).

Se o objeto for levantar as características estatísticas de uma variável de projeto TNmc
=

T (θ), onde θ é o vetor de parâmetros e com função densidade de probabilidade π(θ) conhe-

cida, pode-se utilizar o algoritmo básico para a simulação de Monte Carlo que, resumidamente,

encontra-se na Tabela 4 (Soize, 2012; Castello; Ritto, 2016).
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Tabela 4 - Passos para a análise sob incerteza com o método de Monte Carlo.

Passo 1 - Gerando realizações das variáveis aleatórias:

Faça i = 0;

Para i = 0 até Nmc, onde Nmc é o número de amostras desejadas;

Faça: i = i+ 1;

Gere uma realização θi a partir de θ e π(θ);

Simule o modelo computacional para calcular TNmc,i = T (θi);

Arquive a realização θi.

Passo 2 - Gerando uma aproximação do valor esperado:

Se i > Nmc, calcule os valores para a média e para o desvio padrão:

T̄Nmc
= 1

Nmc

∑Nmc

i=1 TNmc ,i; sTNmc
=

√
1

Nmc−1

∑Nmc

i=1 (TNmc,i − T̄Nmc
)2.

Fonte: Adaptado de Castello e Ritto (2016).
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5 VERIFICAÇÃO E VALIDAÇÃO DO MODELO MATEMÁTICO

Neste capítulo será feita a verificação do modelo matemático apresentado no Capítulo 2

por meio da comparação das soluções numéricas obtidas com MEF e o MDF, conforme descrito

no Capítulo 3. Além disso, utilizando como referências os dados experimentais disponibilizados

por Elwassif et al. (2012), será realizada a validação da solução da temperatura para o caso

permanente. Para tal, os códigos foram implementados no software Wolfram Mathematica e

executados em um notebook com processador Intel(R) Core(TM) i7-11390H@3,40 GHz com

16 GB de RAM.

5.1 Verificação da solução da temperatura em regime permanente

Inicialmente, foi realizada uma análise de convergência de malha considerando nas si-

mulações as características do eletrodo 3389 da Medtronic com os contatos 1 e 2 ativos (Med-

tronic, 2008). A solução do modelo permanente foi obtida utilizando o MEF com a NDSolve

e o MDF, conforme descrito no Capítulo 3. Os dados utilizados para obter as soluções do pro-

blema direto estão listados na Tabela 5, cujos valores que foram utilizados para os parâmetros

do tecido cerebral e para sangue são as médias disponibilizadas pela Fundação de Pesquisa em

Tecnologias da Informação na Sociedade (Foundation for Research on Information Technolo-

gies in Society - IT’IS Foundation), disponíveis em Hasgall et al. (2018), segunda coluna da

Tabela 5. Já os valores para as temperaturas e para os parâmetros dimensionais foram disponi-

bilizados por Elwassif et al. (2006), terceira coluna da Tabela 5. Além disso, o potencial elétrico

aplicado foi considerado como Vrms = 1, 2 V.

A solução com NDSolve foi obtida escolhendo uma malha composta por elementos qua-

drangulares. Na Tabela 6 estão os valores encontrados para a temperatura variando a quantidade

de elementos de malha. Os números de elementos apresentados na Tabela 6 foram definidos va-

riando os valores de MaxBoundaryCellMeasure da NDSolve entre 1/1000 e 1/1600. Os valores

foram obtidos no contorno em r = R1 e em r = 6 mm, considerando z na posição central do

contato ativo 1 (z = 22 mm), na posição central entre os contatos ativos 1 e 2 (z = 23 mm) e

na posição central do contato 4 (z = 28 mm). Trata-se de uma função degrau para o potencial

elétrico, portanto há dificuldade de convergência nas regiões próximas à mudança brusca de po-

tencial. No termo fonte da equação para a temperatura aparece a derivada do potencial elétrico

elevada ao quadrado, portanto a convergência da temperatura fica ainda mais comprometida e,

como pode ser observado na Tabela 6, possui variação que oscila na segunda casa decimal.
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Tabela 5 - Valores dos parâmetros.

Parâmetros
Valores

(Hasgall et al., 2018)
Valores

(Elwassif et al., 2006)
Massa específica do cérebro (ρ) 1046 kg/m3 1040 kg/m3

Calor específico do cérebro (cp) 3630 J/kgK 3650 J/kgK
Condutividade térmica (k) 0,510 W/mK 0,527 W/mK
Condutividade elétrica (σ) 0,375 S/m 0,350 S/m

Taxa metabólica de calor (Qm) 11893 W/m3 9132 W/m3

Massa específica do sangue (ρb) 1050 kg/m3 1057 kg/m3

Calor específico do sangue (cb) 3617 J/kgK 3600 J/kgK
Perfusão sanguínea (ωb) 0,010 s−1 0,008 s−1

Temperatura do sangue (Tb) - 36,70 ◦C
Temperatura inicial do cérebro (Ta) - 37,0 ◦C

Raio interno (R1) - 0,635 mm
Raio externo (R2) - 20,00 mm

Altura (H) - 50,00 mm

Legenda: Valores disponibilizados por Hasgall et al. (2018) e Elwassif et al. (2006).

Fonte: A autora, 2023.

Tabela 6 - Convergência de malha da solução obtida com a NDSolve.

Número Temperatura (◦C)

de Variando z com r = R1 Variando z com r = 6 mm

elementos 22 mm 23 mm 28 mm 22 mm 23 mm 28 mm

1000 37,57 37,54 37,07 37,05 37,05 37,03

1440 37,53 37,50 37,08 37,05 37,05 37,03

1690 37,66 37,70 37,11 37,06 37,06 37,04

1742 37,67 37,71 37,11 37,06 37,06 37,04

1836 37,69 37,71 37,09 37,06 37,06 37,04

1960 37,70 37,73 37,09 37,06 37,06 37,04

2016 37,71 37,74 37,09 37,06 37,06 37,04

2146 37,71 37,71 37,10 37,06 37,06 37,04

2280 37,72 37,77 37,09 37,06 37,06 37,04

2449 37,74 37,77 37,11 37,06 37,06 37,04

2480 37,68 37,78 37,10 37,06 37,06 37,04

Fonte: A autora, 2023.

Na Figura 9 estão os perfis de temperatura em diferentes posições, considerando diferen-

tes quantidades de elementos. A Figura 9a mostra o perfil de temperatura em r = R1 ao longo

de todo o comprimento z, enquanto a Figura 9b apresenta o perfil de temperatura ao longo do
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zando a perfusão sanguínea e a taxa metabólica de calor, e considerando os valores das proprie-

dades conforme os dados de Elwassif et al. (2012), obtém-se o perfil de temperaturas na posição

central entre os eletrodos 1 e 2, conforme pode ser visto na curva 2 da Figura 18b. Com as Figu-

ras 18a e 18b percebe-se que o modelo computacional simplificado produz picos de temperatura

significativamente maiores do que os encontrados experimentalmente por Elwassif et al. (2012).

Isso era esperado, pois quando um eletrodo é colocado em um meio como o tecido cerebral uma

interface que causa queda de tensão entre eletrodo-solução salina é formada. Essa queda de ten-

são na interface durante o DBS pode ser modelada considerando uma redução no valor do Vrms

aplicado com variação de 24% a 43% em um problema com eletrodo realista (Merrill; Bikson;

Jefferys, 2005; Cantrell et al., 2007; Elwassif et al., 2012). Nas curvas 3 e 4 da Figura 18c

estão os resultados obtidos considerando tais variações, onde em azul (curva 3) encontra-se o

resultado com uma redução de 24% e em vermelho (curva 4) o resultado para 43%. Como ex-

plicado na literatura, a queda de 24% a 43% na interface ocorre em problemas onde o eletrodo

DBS é modelado de forma realista. Nesse caso, como o modelo computacional utilizado é um

modelo simplificado que despreza a transferência de calor que ocorre do tecido para o eletrodo,

a redução de 43% ainda não é suficiente para alcançar temperaturas compatíveis com os dados

experimentais. Então, na curva 5 da Figura 18d estão os resultados obtidos considerando uma

queda da interface de 60% do potencial elétrico real Vrms aplicado. Logo, quando o poten-

cial elétrico real aplicado for Vrms,real, considera-se Vrms = 0, 40Vrms,real para obter resultados

computacionais próximos. Por exemplo, se Vrms,real = 2V, tem-se Vrms = 0, 40 ∗ 2V= 0, 80V.

Portanto, o modelo computacional utilizado neste trabalho trata-se de um modelo sim-

plificado que despreza a transferência de calor que ocorre do tecido cerebral para o eletrodo,

mas é capaz de capturar o comportamento dos picos de temperatura causados pelo potencial

elétrico aplicado. Além disso, esse modelo tem a vantagem de possuir baixo custo compu-

tacional e alcançar resultados conservadores, visto que as meditas de temperatura atingidas

computacionalmente são maiores do que as medidas obtidas experimentalmente. Para levar em

consideração a troca de calor entre o tecido cerebral e o eletrodo torna-se necessário incluir no

domínio computacional a região de raio entre 0 e R1 e as propriedades relacionadas as con-

dutividades térmica e elétrica do eletrodo (Elwassif et al., 2006; Elwassif et al., 2012). Essas

considerações levam a um aumento do custo computacional. Nesse sentido, trabalhos futuros

podem ser realizados para tornar o problema mais realista e abordagens como AEM podem ser

utilizadas com o intuito de diminuir o custo computacional da solução (Pereira; Abreu; Knupp,

2022).
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Tabela 8 - Valores de ωb e Qm utilizados para investigar suas influências na solução do perfil de

temperatura.

Parâmetros Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4

Perfusão sanguínea (ωb) em s−1 0 0,01 0,01 0,017

Taxa metabólica de calor (Qm) em W/m3 0 11893 20000 11893

Fonte: A autora, 2023.
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6 RESULTADOS E DISCUSSÕES

A apresentação dos resultados tem o objetivo de mostrar diferentes formas de resolver

problemas inversos de biotransferência de calor considerando a estimulação cerebral profunda.

As soluções do problema inverso podem auxiliar de forma significativa na melhoria da precisão

de resultados obtidos numericamente, sendo úteis para análises preliminares de aumentos de

temperatura causados por dispositivos DBS. Nesse sentido, a seção 6.1 mostra a aplicação do

algoritmo MCMC com o algoritmo de Metropolis-Hastings, apresentado na seção 4.1, em um

problema em regime permanente com o intuito de estimar o potencial elétrico aplicado ao dispo-

sitivo DBS, considerando que, supostamente, há medidas experimentais de temperatura dispo-

níveis em um ponto do domínio computacional. Em seguida, na seção 6.2, o potencial elétrico

anteriormente obtido foi utilizado para realizar a estimativa sequencial do campo de temperatura

interna do cérebro utilizando para isso filtros de partículas apresentados nas subseções 4.2.2.2 à

e 4.2.2.4. Além disso, na seção 6.3, o método MCMC com o algoritmo de Metropolis-Hastings

em duas etapas, apresentado na seção 4.1.1, foi aplicado ao problema transiente com o interesse

de estimar propriedades do tecido cerebral presentes no modelo matemático. Todas as soluções

foram obtidas usando códigos computacionais desenvolvidos no software Wolfram Mathema-

tica e executados em um notebook com processador Intel(R) Core(TM) i7-11390H@3,40 GHz

com 16 GB de RAM.

6.1 Estimativa do potencial elétrico aplicado utilizando como base os resultados

obtidos por Elwassif et al. (2006)

Para estimar o potencial elétrico aplicado utilizando o método MCMC com o algoritmo

de Metropolis-Hastings foram consideradas as medidas de temperatura obtidas e disponibiliza-

das por Elwassif et al. (2006). Portanto, primeiramente os dados de temperatura disponibiliza-

dos graficamente foram extraídos utilizando a WebPlotDigitizer, conforme descrito na subseção

6.1.1. Em seguida, na subseção 6.1.2, encontra-se a análise de sensibilidade, indicando a pos-

sibilidade de se estimar o potencial elétrico na solução inversa. Finalmente, na subseção 6.1.3

o potencial elétrico foi estimado utilizando o método MCMC e levando em consideração dife-

rentes informações sobre os demais parâmetros do modelo matemático.

6.1.1 Extração dos dados do artigo de Elwassif et al. (2006)

Elwassif et al. (2006) utilizaram o modelo matemático proposto por Pennes (1948) para

analisar o campo de temperatura considerando um problema em regime permanente bidimensi-
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onal em coordenadas cilíndricas. O domínio computacional utilizado por Elwassif et al. (2006)

leva em consideração a região referente ao eletrodo, ou seja, o domínio é dado por 0 ≤ r ≤ R2

e 0 ≤ z ≤ H , conforme pode ser visto na Figura 24a. Na região entre 0 e R1 os autores con-

sideraram informações referentes ao eletrodo. Portanto, as regiões em vermelho na Figura 24a

receberam as informações do eletrodo e as demais regiões foram consideradas com as proprie-

dades do cérebro.

Para simplificar o modelo e diminuir o custo computacional da solução, nesse trabalho

será considerado o domínio computacional dado na Figura 24b, ou seja, entre R1 ≤ r ≤ R2

e 0 ≤ z ≤ H . Essa simplificação retira a parcela do domínio entre 0 e R1 e considera a

influência do eletrodo como uma condição de contorno em r = R1. Essa simplificação no

modelo despreza a troca de calor que ocorre na direção do interior do eletrodo. Com isso,

espera-se que as temperaturas encontradas com esse domínio simplificado sejam ligeiramente

mais altas do que as temperaturas obtidas com os modelos que levam em conta a dissipação ao

longo do próprio eletrodo. Nesse contexto, serão utilizadas as medidas de temperatura obtidas

e disponibilizadas por Elwassif et al. (2006) para encontrar o potencial elétrico aplicado ao

domínio da Figura 24b que gere um perfil de temperatura com valores semelhante ao perfil

obtido utilizando o domínio da Figura 24a.

Figura 24 - Representação esquemática do domínio computacional.

r
0 R1          0.01                      R2

H

z

(a)

r
R1               0.01                R2

H

z

(b)

Legenda: (a) Utilizado por Elwassif et al. (2006). (b) Utilizado nesse trabalho.

Fonte: A autora, 2023.

No primeiro caso apresentado por Elwassif et al. (2006) o foco está em analisar como
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6.1.2 Análise de sensibilidade

A análise de sensibilidade foi realizada utilizando os coeficientes modificados dos pa-

râmetros (Pj), conforme descrito na subseção 4.3. Para resolver o problema, considerou-se os

valores da Tabela 10 (Elwassif et al., 2006). Na Figura 26 são apresentadas as curvas para os

coeficientes de sensibilidade modificados de cada parâmetro ao longo de r em z = 0, 02275

m, sendo P1, P2, P3 e P4 os coeficientes relacionados a Vrms, k, σ e Ta, respectivamente. A

Figura 26a mostra os coeficientes para Vrms, σ e k, onde é possível perceber que o coeficiente

relacionado a Vrms, apresenta alta sensibilidade e, possivelmente, pode ser estimado em uma

solução de problema inverso. Porém, os coeficientes modificados relacionados a Vrms, σ e k

são linearmente correlacionados conforme pode ser observado na Figura 26b, onde nota-se que

P1/P2 e P1/P3 são constantes. Dessa forma, os parâmetros Vrms, σ e k não poderão ser esti-

mados simultaneamente. Na Figura 26c encontra-se o coeficiente de sensibilidade modificado

para a temperatura Ta que permanece constante e igual a 37 ◦C ao longo de todo o raio.

Tabela 10 - Valores dos parâmetros utilizados para a solução do problema direto em regime

permanente.

Parâmetros Valores

Potencial elétrico (Vrms) 1,2 V

Condutividade térmica (k) 0,527 W/mK

Condutividade elétrica (σ) 0,35 S/m

Temperatura inicial do cérebro (Ta) 37,0 ◦C

Raio interno (R1) 0,635 mm

Raio externo (R2) 20,00 mm

Altura (H) 50,00 mm

Legenda: Valores disponibilizados por Elwassif et al. (2006).

Fonte: A autora, 2023.

Dessa forma, apenas um dos três parâmetros poderá ser estimado enquanto os outros

precisarão ser considerados deterministicamente conhecidos ou com pequenas incertezas as-

sociadas e contabilizadas nas informações à priori. Como k e σ são propriedades do modelo

matemático relacionadas a condutividade térmica e elétrica do cérebro, é importante que se

considere incertezas associadas a elas, pois se tratando de corpo humano, pode haver pequenas

variações de pessoa para pessoa que devem ser levadas em consideração para que o problema

seja mais realístico.
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6.2 Análise do perfil de temperatura obtido utilizando filtros de partículas

Nessa etapa, o intuito é realizar a estimativa sequencial do campo de temperatura in-

terna do cérebro usando problema de estimação de estado com métodos de filtro de partículas.

Primeiramente, na subseção 6.2.1, será realizada a análise de sensibilidade dos parâmetros do

modelo matemático ao longo do tempo para definir quais parâmetros podem ser estimados si-

multaneamente. Posteriormente, na subseção 6.2.2 será investigada a influência dos parâmetros

no comportamento do campo de temperatura através do método de Monte Carlo (MC). Por fim,

na subseção 6.2.3, encontram-se os resultados para a estimativa do campo de temperatura obtido

utilizando os filtros de partículas SIR, ASIR e de Liu & West.

6.2.1 Análise de sensibilidade

Considerando o problema em regime transiente, será realizada a análise de sensibilidade

dos parâmetros ao longo do tempo, utilizando os coeficientes de sensibilidade modificados dos

parâmetros (Pj), conforme descrito na seção 4.3. Como os parâmetros do modelo matemático

que aparecem sendo multiplicados são linearmente dependentes, eles devem ser estimados jun-

tos. Portanto, dividiu-se em oito grupos, sendo eles: P1 = Vrms, P2 = k, P3 = σ, P4 = Ta,

P5 = ρcp, P6 = Qm, P7 = ρbcbωb e P8 = Tb.

Na Figura 37 são apresentadas as curvas ao longo do tempo para os coeficientes de sen-

sibilidade modificados de cada grupo de parâmetros em r = R1 e z = H/2, considerando os

contatos 2 e 3 ativos. Os coeficientes de sensibilidade de P4 e P8 (Figura 37c) foram plotados

separadamente, pois atingem maiores valores de Pj e atrapalhariam a visualização do compor-

tamento dos demais parâmetros. A Figura 37a mostra o comportamento dos coeficientes ao

longo de 1000 segundos na posição central do eletrodo (R1, H/2). Nessa caso, percebe-se que

os coeficientes atingem o estado estacionário rapidamente e se tornam linearmente dependen-

tes. Então, considerando os 100 segundos iniciais, foi plotada a Figura 37b. Considerando

esse grupo de parâmetros, o coeficiente P1, relacionado a Vrms, apresenta maior sensibilidade

e, possivelmente, pode ser estimado na solução de problema inverso. O coeficiente P3, rela-

cionado a σ, apesar de atingir valor menor, tem o mesmo comportamento do coeficiente P1,

com isso σ e Vrms não poderão ser estimados simultaneamente, pois seus coeficientes possuem

dependência linear. Já o coeficiente P5, que representam a influência de ρcp tem baixa mag-

nitude em todo tempo analisado, logo, possui menor sensibilidade e provavelmente não será

estimado com precisão. Além disso, os coeficientes P6 e P7 relacionados, respectivamente, a

taxa metabólica de calor e ao fluxo sanguíneo são linearmente dependentes e não podem ser

estimados simultaneamente. Observando a Figura 37c percebe-se que os coeficientes P4 e P8

relacionados, respectivamente, a Ta e Tb alcançam maiores valores de Pj e, portanto, possuem

maior sensibilidade quando comparado aos demais.
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média obtida a partir da Eq. (9) e desvio padrão de 1 % da média (Pereira et al., 2023).

Tabela 14 - Informações estatísticas sobre os parâmetros utilizados na análise sob incerteza.

Parâmetros
n◦ de

trabs.
Média

Desvio

Padrão
Mín Max Referências

σ

(S/m)
91 0,375 0,179 0,066 0,717

(Hasgall et al.,

2018)

k

(W/mK)
4 0,51 0,02 0,49 0,54

(Hasgall et al.,

2018)

ρ

(kg/m3)
2 1046 6 1041 1050

(Hasgall et al.,

2018)

cp

(J/kgK)
2 3630 74 3578 3682

(Hasgall et al.,

2018)

ρb

(kg/m3)
4 1050 17 1025 1060

(Hasgall et al.,

2018)

cb

(J/kgK)
3 3617 301 3300 3900

(Hasgall et al.,

2018)

ωb

(1/s)
43 0,010 0,002 0,007 0,017

(Hasgall et al.,

2018)

Qm

(W/m3)
43 11893 209,2 8755 20784

(Hasgall et al.,

2018)

Tb

(◦C)
- 36,7 0,10 - -

(Elwassif et al.,

2006, 2012)

Ta

(◦C)
- 37,0 0,10 - -

(Elwassif et al.,

2006, 2012)

Vrms

(V)
- 1,05 0,05 - -

Obtido na

seção 6.1

Fonte: A autora, 2023.

Nas Figuras 38 e 39 estão os resultados das simulações sob incerteza para 20 000 amos-

tras com os contatos 2 e 3 ativos. As curvas em amarelo são as curvas para cada uma das

amostras, a curva em preto representa a média das soluções e as curvas em vermelho são os

intervalos de 99% de credibilidade. A Figura 38 mostra a variação ao longo do tempo em dife-

rentes posições de z considerando r = R1. As Figuras 38a e 38b mostram soluções na região de

aplicação do potencial, sendo a 38a na posição central do contato 2 e a 38b na posição central do

contato 3. A Figura 38c representa a posição do sensor na região central entre os contato ativos

2 e 3. Já a Figura 38d considera a posição do contato 4, distante da região onde o potencial está

sendo aplicado. O comportamento da solução para diferentes posições em r, no contato 2 pode
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0, 05 ◦C, sexp = 0, 1 ◦C e sexp = 0, 2 ◦C) e no modelo de evolução (sT = 0, 025 ◦C e sT =

0, 1 ◦C). Os valores de desvio padrão foram escolhidos de forma a analisar casos com pequenas

variações e casos mais realistas com desvio padrão de acordo com a incerteza encontrada em

aparelhos precisos de medição de temperatura. Porém, esses desvios não devem ser elevados

pois a diferença máxima de temperatura durante o estudo é de aproximadamente 1 ◦C, logo o

desvio de sexp = 0, 2 ◦C representa 20% de incerteza. Além disso, considerou-se o termo fonte

de calor resultante do aquecimento com ruído gaussiano aditivo e seu modelo de evolução é

dado por (Varon; Orlande; Eliçabe, 2016; Lamien et al., 2017):

Qi
ext,k(r, z) = Qi

ext,k−1(r, z) + ϵik(r, z), (102)

onde ϵik(r, z) tem média zero e desvio padrão 1% de Qi
ext,k−1(r, z). Para os algoritmos SIR e

ASIR, assume-se que as incertezas relacionadas aos parâmetros são contabilizadas nos vetores

de ruído vk e nk. No algoritmo de Liu & West, por outro lado, supõe-se que os parâmetros

possuem incertezas gaussianas com média e desvio padrão listados na Tabela 14.

Para verificar o efeito do número de partículas utilizadas nos algoritmos foi feito o cál-

culo do erro quadrático médio entre as temperaturas estimada e experimental, dado por (Varon;

Orlande; Eliçabe, 2016; Lamien et al., 2017):

RMS =

√∑P
p=1

(
Testimada,p − Texata,p

)2

Np

, (103)

sendo que Testimada,p e Texata,p denotam, respectivamente, as temperaturas estimadas no pro-

blema inverso e as temperaturas obtidas com a solução MDF, e Np = 61 é o número total de

passos de tempo em que as temperaturas foram comparadas. Os erros RMS serão relatados em

seus valores de média e desvio padrão, obtidos com 10 execuções de cada algoritmo, para evitar

qualquer viés resultante das medidas simuladas. Em contrapartida, os tempos computacionais

mostrados referem-se a uma única execução dos algoritmos.

Nos tópicos a seguir estão os resultados obtidos considerando os diferentes filtros de

partículas.

6.2.3.1 Filtro SIR

A solução com o filtro SIR foi obtida conforme os passos descritos no tópico 4.2.2.2. A

Tabela 15 mostra os passos do algoritmo SIR aplicado ao problema DBS. Para iniciar o procedi-

mento, considerou-se que T i
1 = Ta. Em seguida, calculou-se os pesos das partículas utilizando

as informações referentes as medidas experimentais. Posteriormente, a reamostragem ou sele-

ção das partículas foi realizada. No passo 4 calculou-se a média e o desvio padrão da solução.

No passo 5 considera-se a média obtida como condição de contorno para resolver o problema
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direto e se obter a temperatura no tempo seguinte levando em consideração as informações

sobre o ruído do modelo de evolução. O processo se repete até o tempo final estipulado.

Tabela 15 - Algoritmo SIR aplicado ao problema com DBS.

Passo 1 - Inicialização:

Faça k=1;

Para i = 1, ...N , onde N é o número de partículas, gere um conjunto de partículas da distri-

buição inicial T i
1 = Ta .

Passo 2 - Avaliação dos pesos:

Calcule os pesos: wi
k = (2π)−I/2|s2exp|−1/2 exp

[
− 1

2

(
Texp,k − T i

k

)T
(s2exp)

−1
(
Texp,k − T i

k

)]
;

Calcule o peso total: Tw =
∑N

i=1 w
i
k;

Normalize os pesos: ŵi
k =

wi
k

Tw
.

Passo 3 - Reamostragem ou Seleção:

Construa a soma dos pesos acumulativos ci = ci−1 + ŵi
k com c0 = 0;

Tome i = 1 e gere u1 de uma distribuição uniforme U [0, N−1];

Para j = 1, 2, ..., N , faça:

Calcule uj = u1 +N−1(j − 1);

Enquanto uj > ci, faça i = i+ 1;

Designe as partículas T j
k = T i

k;

Designe os pesos para wj
k = N−1.

Passo 4 - Cálculo da Média a Posteriori e do Desvio Padrão:

T k =
∑N

i=0 T
i
kŵ

i
k; sk =

√(
N

N−1

)∑N
i=0 ŵ

i
k(T

i
k − T k)2.

Passo 5 - Evolução do Modelo:

Faça k = k + 1;

Se k > kfinal + 1, então pare;

Se não, resolva o problema direto utilizando a NDSolve para i = 1, 2, ..., N com condição

inicial T k−1 e faça T i
k = T (rk, zk, tk) +N [0, sT ].

Passo 6 - Retorne para o Passo 2.

Fonte: Adaptado de Arulampalam et al. (2002).

Na Tabela 16 estão os resultados obtidos com diferentes quantidades de partículas,

eletrodos 2 e 3 ativos e três níveis de ruído diferentes, sexp = 0, 05 ◦C sexp = 0, 1 ◦C e

sexp = 0, 2 ◦C com sT = 0, 025 ◦C e sT = 0, 1 ◦C. Com os primeiros quatro casos da Tabela 16,

para os resultados com N = 50, 100, 200 e 300 partículas, sT = 0, 025 ◦C e sexp = 0, 05 ◦C,

percebe-se que ao aumentar o número de partículas, o tempo de CPU aumenta e o erro RMS

não apresenta muitas variações. Na Figura 41 estão os campos de temperatura obtidos conside-

rando os diferentes valores de N em t = 60 segundos, onde nota-se que ao aumentar o número

de partículas os contornos de temperatura estão mais regulares. A variação é maior de N = 50
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para N = 100, então, escolhendo N = 100, foram obtidos novos resultados com diferentes

desvios padrão para os modelos de evolução e observação, como pode ser visto nos casos 5 à 9

da Tabela 16. Na Figura 42 encontram-se as curvas obtidas com os problemas diretos NDSolve

e MDF, as medidas experimentais, as temperaturas estimas e os intervalos de credibilidade de

99% para os casos com diferentes números de partículas, onde nota-se que não há grande varia-

ção na temperatura estimadas com as diferentes quantidades de partículas. Além disso, a tabela

mostra que ao aumentar o ruído do modelo de evolução (casos 7, 8 e 9), o erro RMS aumenta,

pois há maior variação na curva de temperatura estimada, conforme pode ser melhor observado

na Figura 43 que mostra a comparação entre as temperaturas estimadas para os diferentes casos

com N = 100 partículas.

Tabela 16 - Erros RMS e tempo de CPU para o algoritmo SIR.

Casos
sT

(◦C)

sexp

(◦C)
N

Média do

erro RMS

(×10−2 ◦C)

Desvio padrão

do erro RMS

(×10−3 ◦C)

Tempo

de CPU

(min)1

1 0,025 0,05 50 2,116 1,905 12

2 0,025 0,05 100 1,897 1,560 25

3 0,025 0,05 200 1,873 1,486 55

4 0,025 0,05 300 1,922 1,445 80

5 0,025 0,10 100 1,617 1,643 25

6 0,025 0,20 100 1,236 2,651 25

7 0,10 0,05 100 4,572 7,577 25

8 0,10 0,10 100 7,198 6,665 25

9 0,10 0,20 100 7,342 4,226 25

Legenda: 1 Intel(R) Core(TM) i7-11390H@3,40 GHz com 16 GB de RAM.

Fonte: A autora, 2023.
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Os valores máximos de temperatura obtidos com cada um dos casos do algoritmo SIR

podem ser vistos na Tabela 17. Percebe-se que os casos de 1 a 6, que possuem desvio padrão

de sT = 0, 025 ◦C para o modelo de evolução, obtêm valores máximos praticamente iguais,

enquanto os casos 7, 8 e 9 que possuem 0, 1 ◦C alcançam maiores valores de temperatura má-

xima, pois quanto maior o desvio padrão do modelo de evolução, maior será o intervalo em que

a temperatura varia, logo valores mais altos podem ser alcançados.

Tabela 17 - Temperatura máxima obtida para os diferentes casos do algoritmo SIR.

Casos Temperatura máxima (◦C)

1 37,55

2 37,56

3 37,56

4 37,57

5 37,54

6 37,52

7 37,61

8 37,64

9 37,65

Fonte: A autora, 2023.

Na Figura 44 estão as temperaturas obtidas com NDSolve e MDF, as medidas experi-

mentais, os perfis de temperatura estimados ao longo do tempo e os intervalos de credibilidade

de 99%, considerando os diferentes desvios padrão para os modelos de evolução e observação

nos casos com N = 100 partículas. Observa-se que, apesar das incertezas nos modelos de evo-

lução e observação, o campo de temperatura foi estimado com precisão. As Figuras 44a e 44f

mostram a solução quando o desvio padrão do modelo de observação (sexp) é duas vezes maior

do que o desvio padrão do modelo de evolução (sT ). Nesses casos, as medidas de temperatura

encontram-se, em sua maioria, dentro do intervalo de credibilidade 99%. Na Figura 44b sexp

é quatro vezes maior do que sT onde percebe-se que uma parte das medidas de temperatura

se encontram fora do intervalo de credibilidade. Na Figura 44c têm-se o caso onde o desvio

padrão do modelo de observação é oito vezes maior do que o desvio padrão do modelo de evo-

lução. Por essa razão, as medidas experimentais de temperatura estão, em sua maioria, fora

do intervalo de credibilidade de 99%. Por outro lado, na Figura 44d sexp é duas vezes sT e na

Figura 44e sexp = sT . Assim, observa-se que quando as incertezas no modelo de evolução são

maiores que os ruídos experimentais (incertezas do modelo de observação), a solução tende a

se aproximar dos resultados experimentais, mas ao diminuir as incertezas no modelo de evo-

lução, obtém-se melhor precisão para o campo de temperatura. Porém, se a diferença entre as

incertezas for relativamente grande (como na Figura 44c) os resultados tendem a acompanhar a
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6.2.3.2 Filtro ASIR

Posteriormente, os mesmos testes realizados com o algoritmo SIR foram executados

com o algoritmo ASIR, seguindo os passos da Tabela 18.

Tabela 18 - Algoritmo ASIR aplicado ao problema com DBS.

Passo 1 - Inicialização:

Faça k = 1;

Para i = 1, ...N , onde N é o número de partículas, gere um conjunto de partículas da distri-

buição inicial T i
1 = Ta.

Passo 2 - Cálculo da amostra para a Variável Auxiliar:

Calcule a caracterização µi
k = T i

k.

Passo 3 - Avaliação dos pesos:

Calcule: wi
k = wi

k−1(2π)
−I/2|s2exp|−1/2 exp

[
− 1

2

(
Texp,k − µi

k

)T
(s2exp)

−1
(
Texp,k − µi

k

)]
;

Calcule o peso total Tw =
∑N

i=1 w
i
k e normalize os pesos ŵi

k =
wi

k

Tw
.

Passo 4 - Reamostragem ou Seleção:

Construa a soma dos pesos acumulativos ci = ci−1 + ŵi
k com c0 = 0;

Tome i = 1 e gere u1 de uma distribuição uniforme U [0, N−1];

Para j = 1, 2, ..., N , faça:

Calcule uj = u1 +N−1(j − 1) e enquanto uj > ci, faça i = i+ 1;

Designe as partículas µij

k = T i
k e os índices ij = i.

Passo 5 - Amostragem:

Para j = 1, ..., N gere as partículas T j
k = µij

k +N [0, sT ], calcule

π(zk|T i
k) = (2π)−I/2|s2exp|−1/2 exp

[
− 1

2

(
Texp,k − T j

k

)T
(s2exp)

−1
(
Texp,k − T j

k

)]
e

π(zk|µji

k ) = (2π)−I/2|s2exp|−1/2 exp
[
− 1

2

(
Texp,k − µij

k

)T
(s2exp)

−1
(
Texp,k − µij

k

)]
,

em seguida, calcule os novos pesos wi
k =

π(zk|T i
k)

π(zk|µji

k
)
.

Passo 6 - Avaliação dos pesos:

Calcule o peso total Tw =
∑N

i=1 w
i
k e normalize os pesos ŵi

k =
wi

k

Tw
.

Passo 7 - Cálculo da Média a Posteriori e do Desvio Padrão:

T k =
∑N

i=0 T
i
kŵ

i
k; sk =

√(
N

N−1

)∑N
i=0 ŵ

i
k(T

i
k − T k)2.

Passo 8 - Evolução do Modelo:

Faça k = k + 1. Se k > kfinal + 1, então pare;

Se não, resolva o problema direto utilizando a NDSolve para i = 1, 2, ..., N com condição

inicial T k−1 e faça T i
k = T (rk, zk, tk) +N [0, sT ].

Passo 9 - Retorne para o Passo 2.

Fonte: Adaptado de Arulampalam et al. (2002).

Os resultados obtidos com o algoritmo ASIR, para diferentes quantidades de partículas,
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podem ser observados na Tabela 19, onde nota-se que, da mesma forma como ocorre com o

algoritmo SIR, nos resultados com o algoritmo ASIR, ao aumentar o número de partículas o

tempo de CPU aumenta e o erro RMS não apresenta muitas variações. Com relação ao custo

computacional, ambos os algoritmos SIR e ASIR precisam resolver a cada passo de tempo so-

mente as equações referentes a temperatura, pois a solução para o potencial elétrico permanece

a mesma ao longo de toda a simulação, porém o algoritmo ASIR resolve o problema duas ve-

zes a cada passo de tempo. Dessa forma, o algoritmo ASIR apresenta custo computacional

entre 3 e 10 minutos maior do que o filtro SIR, dependendo do número de partículas, devido a

necessidade de resolver novamente as equações da temperatura.

Tabela 19 - Erros RMS e tempo de CPU para algoritmo ASIR.

Casos
sT

(◦C)

sexp

(◦C)
N

Média do

erro RMS

(×10−2 ◦C)

Desvio

padrão do RMS

(×10−3 ◦C)

Tempo

de CPU

(min)1

10 0,025 0,05 50 2,417 1,942 15

11 0,025 0,05 100 2,376 2,007 30

12 0,025 0,05 200 2,343 2,836 60

13 0,025 0,05 300 2,392 2,184 90

14 0,025 0,10 100 2,685 3,543 30

15 0,025 0,20 100 2,827 2,904 30

16 0,10 0,05 100 4,445 3,278 30

17 0,10 0,10 100 6,968 6,552 30

18 0,10 0,20 100 9,119 7,237 30

Legenda: 1 Intel(R) Core(TM) i7-11390H@3,40 GHz com 16 GB de RAM.

Fonte: A autora, 2023.

Na Figura 46 os campos de temperatura, em t = 60 segundos, obtidos considerando

N = 50, 100, 200 e 300 partículas com sT = 0, 025 ◦C e sexp = 0, 05 ◦C mostram que a

maior variação ocorre para N = 50. A Figura 47 mostra o perfil de temperatura ao longo do

tempo na posição do sensor para os mesmos casos da figura anterior, onde é possível observar

que o campo de temperatura estimado e os intervalos de credibilidade de 99% permanecem

semelhantes. Assim, escolhendo N = 100 partículas foram gerados os casos 14 à 18 que

mostram a solução considerando diferentes desvios padrão. Nesses casos observa-se maior

variação na temperatura estimada, visto que o desvio padrão do modelo de evolução é maior,

conforme pode ser observado na Figura 48.
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19, conforme pode ser visto na Tabela 20. Observa-se que, como esperado, os valores máximos

são maiores para os casos com maior desvio padrão do modelo de evolução. Além disso, as

temperaturas máximas são semelhantes as obtidas com o filtro SIR.

Tabela 20 - Temperatura máxima obtida para os diferentes casos do algoritmo ASIR.

Casos Temperatura máxima (◦C)

10 37,59

11 37,59

12 37,55

13 37,57

14 37,58

15 37,57

16 37,64

17 37,66

18 37,69

Fonte: A autora, 2023.

As curvas de temperatura obtidas com as soluções NDSolve e MDF, as medidas experi-

mentais utilizadas, as curvas de temperatura estimada e o intervalo de credibilidade de 99% para

os casos obtidos com filtro ASIR considerando N = 100 partículas podem ser encontrados na

Figura 49. Além disso, na Figura 50 estão os perfis de temperatura estimados ao longo do tempo

para os mesmos casos na posição do contato ativo 2. Com relação aos desvios padrão utilizados

para os modelos de evolução e observação, as mesmas considerações feitas para os resultados

do filtro SIR são válidas para o filtro ASIR, pois o comportamento das soluções é semelhante.

Ou seja, quando as incertezas do modelo de evolução são maiores do que os desvios utiliza-

dos para os dados experimentais, a solução tende a se aproximar dos resultados experimentais.

Em contrapartida, ao diminuir as incertezas do modelo de evolução, melhora-se a precisão para

o campo de temperatura estimado. Entretanto, se a diferença entre os valores utilizados para

os desvios padrão for elevada, os resultados tendem a acompanhar a solução computacional e

desconsiderar as medidas experimentais disponíveis.







118

Tabela 21 - Algoritmo de Liu & West aplicado ao problema com DBS.

Passo 1 - Inicialização:

Faça δ ∈ [0, 95; 0, 99] e calcule a com a Eq.(94) e ζ com a Eq. (95);

Faça k = 1, para i = 1, ...N , onde N é o número de partículas, gere um conjunto de partí-

culas da distribuição inicial T i
1 = Ta.

Passo 2 - Cálculo da amostra para a Variável Auxiliar e das médias:

Encontre a média dos parâmetros fazendo θk−1 =
1
N

∑N
1 θi

k−1;

Calcule mi
k−1 com a Eq. (93);

Calcule a caracterização µi
k = T i

k.

Passo 3 - Avaliação dos pesos:

Calcule: wi
k = wi

k−1(2π)
−I/2|s2exp|−1/2 exp

[
− 1

2

(
Texp,k − µi

k

)T
(s2exp)

−1
(
Texp,k − µi

k

)]
;

Calcule o peso total Tw =
∑N

i=1 w
i
k e normalize os pesos ŵi

k =
wi

k

Tw
.

Passo 4 - Reamostragem ou Seleção:

Construa a soma dos pesos acumulativos ci = ci−1 + ŵi
k com c0 = 0;

Tome i = 1 e gere u1 de uma distribuição uniforme U [0, N−1];

Para j = 1, 2, ..., N , faça:

Calcule uj = u1 +N−1(j − 1) e enquanto uj > ci, faça i = i+ 1;

Designe as partículas µij

k = T i
k e os índices ij = i.

Passo 5 - Amostragem:

Para j = 1, ..., N gere θ
j
k a partir da Eq. (92), gere as partículas T j

k = µij

k +N [0, sT ],

calcule π(zk|T i
k) = (2π)−I/2|s2exp|−1/2 exp

[
− 1

2

(
Texp,k − T j

k

)T
(s2exp)

−1
(
Texp,k − T j

k

)]

e π(zk|µji

k ) = (2π)−I/2|s2exp|−1/2 exp
[
− 1

2

(
Texp,k − µij

k

)T
(s2exp)

−1
(
Texp,k − µij

k

)]
,

em seguida, calcule os novos pesos wi
k =

π(zk|T i
k)

π(zk|µji

k
)
.

Passo 6 - Avaliação dos pesos:

Calcule o peso total Tw =
∑N

i=1 w
i
k e normalize os pesos ŵi

k =
wi

k

Tw
.

Passo 7 - Cálculo da Média a Posteriori e do Desvio Padrão:

T k =
∑N

i=0 T
i
kŵ

i
k; sk =

√(
N

N−1

)∑N
i=0 ŵ

i
k(T

i
k − T k)2.

Passo 8 - Evolução do Modelo:

Faça k = k + 1. Se k > kfinal + 1, então pare;

Se não, resolva o problema direto utilizando a NDSolve para i = 1, 2, ..., N com condição

inicial T k−1 e faça T i
k = T (rk, zk, tk) +N [0, sT ].

Passo 9 - Retorne para o Passo 2.

Fonte: Adaptado de Liu e West (2001).

Na Tabela 22 estão os resultados do filtro de Liu & West considerando diferentes com-

binações de desvios padrão. Nos casos 19 à 22 estão os resultados para os desvios padrão de

sexp = 0, 05 ◦C e sT = 0, 025 ◦C com N = 50, 100, 200 e 300 partículas. O campo de
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temperatura desses casos, em t = 60 segundos, pode ser visualizado na Figura 51 e as curvas

de temperatura estimadas juntamente com seus intervalos de credibilidade de 99% estão na Fi-

gura 52. Comparando o custo computacional do filtro de Liu & West com os custos dos filtros

anteriores percebe-se que há um considerável aumento, principalmente para o caso com 300

partículas, onde para os filtros SIR e ASIR é de, respectivamente, 80 e 90 minutos, enquanto

para o algoritmo de Liu & West é de 140 minutos. Esse aumento do custo computacional ocorre

porque ao considerar incertezas nos parâmetros do modelo matemático, há a necessidade de se

resolver novamente, a cada passo de tempo, as soluções computacionais para o potencial elé-

trico e para a temperatura, enquanto que nos casos anteriores somente a solução da temperatura

era recalculada a cada passo de tempo. Nos casos 24 à 27 da Tabela 22 estão as soluções para

os demais desvios padrão com N = 100 partículas e na Figura 53 estão as curvas estimadas de

temperatura obtidas para cada caso da tabela com 100 partículas mostrando que a variação de

temperatura é maior nos casos onde o desvio padrão do modelo de evolução é maior.

Tabela 22 - Erros RMS e tempo de CPU para algoritmo de Liu & West.

Casos
sT

(◦C)

sexp

(◦C)
N

Média

do erro RMS

(×10−2 ◦C)

Desvio padrão

do RMS

(×10−3 ◦C)

Tempo

de CPU

(min)1

19 0,025 0,05 50 1,965 3,886 16

20 0,025 0,05 100 1,513 2,689 35

21 0,025 0,05 200 1,540 4,097 80

22 0,025 0,05 300 1,182 3,204 140

23 0,025 0,10 100 1,204 5,438 35

24 0,025 0,20 100 1,089 2,765 35

25 0,10 0,05 100 5,031 6,148 35

26 0,10 0,10 100 6,193 6,613 35

27 0,10 0,20 100 5,175 6,956 35

Legenda: 1 Intel(R) Core(TM) i7-11390H@3,40 GHz com 16 GB de RAM.

Fonte: A autora, 2023.
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Além disso, na Tabela 23 estão as temperaturas máximas encontradas em cada um dos

casos analisados que ficam próximas as temperaturas obtidas nos casos com os filtros SIR e

ASIR.

Tabela 23 - Temperatura máxima obtida para os diferentes casos do algoritmo de Liu & West.

Casos Temperatura máxima (◦C)

10 37,58

11 37,56

12 37,54

13 37,56

14 37,53

15 37,54

16 37,59

17 37,62

18 37,57

Fonte: A autora, 2023.

Na Figura 54 encontram-se as solução NDSolve e MDF, as medidas experimentais, as

curvas estimadas e os intervalos de credibilidade para os casos do filtro de Liu & West com 100

partículas. Novamente, no que diz respeito aos desvios padrão utilizados para os modelos de

evolução e observação, observa-se as mesmas considerações feitas para os resultados do filtro

SIR. Ou seja, ao considerar desvios padrões muitos diferentes a solução computacional tende a

levar em consideração de forma mais significativa o maior desvio padrão, como ocorre na Figura

54c, onde o desvio do modelo de observação é oito vezes maior do que o do modelo de evolução.

Outra informação importante é que se o desvio padrão do modelo de evolução for maior do que o

desvio padrão do modelo de observação, a solução tende a acompanhar os dados experimentais

e não há melhora na precisão dos resultados. Além disso, na Figura 55 estão os perfis de

temperatura estimados e seus intervalos de credibilidade de 99% na posição do contato 2, onde

nota-se maior intervalo de credibilidade nas soluções que apresentam maior ruído no modelo de

evolução (casos 25 à 27). Ademais, com as figuras, observa-se que mesmo o algoritmo de Liu

& West levando em conta as incertezas nos parâmetros, o campo de temperatura foi estimado

com precisão.
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as equações para a temperatura duas vezes a cada passo de tempo aumentam o tempo de CPU

de 10% à 20%. Com as Tabelas 16 e 22 pode-se concluir que o tempo de CPU com o filtro

de Liu & West fica em torno 25% à 43% maior do que o filtro SIR, dependo no número de

partículas utilizado. Essa variação no tempo de simulação era esperada, pois como o filtro

de Liu & West leva em conta as incertezas associadas aos parâmetros, há a necessidade de

resolver os problemas diretos associados ao potencial elétrico e a temperatura a cada passo do

código. Nesse sentido, a grande vantagem do filtro de Liu & West é a capacidade de estimar

com precisão a temperatura mesmo adicionando incertezas aos parâmetros, uma vez que abre

possibilidade para estimar algumas propriedades cerebrais e levar em consideração as diferenças

nas propriedades que ocorrem entre pacientes, caso não haja informações precisas sobre o valor

exato dos parâmetros.

Com relação a temperatura máxima obtida em cada algoritmo, com a Tabela 24 percebe-

se que todos os casos apresentam valor máximo entre 37, 5 ◦C e 37, 7 ◦C, sendo os casos com

desvio padrão do modelo de evolução de sT = 0, 025 ◦C com temperaturas máximas entre

37, 5 ◦C e 37, 6 ◦C e os casos com sT = 0, 1 ◦C com temperaturas máximas chegando próximo

a 37, 7 ◦C. Era esperado que a temperatura máxima não apresenta-se grandes variações, pois

elas ocorrem no ponto de aplicação do potencial elétrico, ou seja em f(z) = Vrms, logo, como

o potencial elétrico aplicado é igual, a temperatura máxima deve permanecer igual. As pequenas

variações se devem as incertezas inseridas que são importantes para que o problema represente

de forma mais realista os resultados experimentais esperados.

Tabela 24 - Comparação entre as temperaturas máximas obtidas com os algoritmos SIR, ASIR e de Liu

& West.

sT sexp N Temperatura máxima (◦C)

(◦C) (◦C) SIR ASIR Liu & West

0,025 0,05 50 37,55 37,59 37,58

0,025 0,05 100 37,56 37,59 37,56

0,025 0,05 200 37,56 37,55 37,54

0,025 0,05 300 37,57 37,57 37,56

0,025 0,10 100 37,54 37,58 37,53

0,025 0,20 100 37,52 37,57 37,54

0,10 0,05 100 37,61 37,64 37,59

0,10 0,10 100 37,64 37,66 37,62

0,10 0,20 100 37,65 37,69 37,57

Fonte: A autora, 2023.

A Figura 56 mostra a distribuição de temperatura em t = 60 segundos, obtida com o pro-

blema direto NDSolve, e com os três diferentes filtros, considerando N = 100 partículas para
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6.3 Estimativa de parâmetros utilizando o método MCMC com o algoritmo de

Metropolis-Hastings em duas etapas

Outro método bayesiano que pode ser utilizado neste estudo é o método MCMC com o

algoritmo de Metropolis-Hastings em duas etapas, conforme descrito na subseção 4.1.1. Con-

siderando que todos os parâmetros do modelo matemático possuem incertezas, pode-se de-

finir dois grupos de parâmetros, sendo θ1 para os parâmetros que possuem prioris informa-

tivas e θ2 para os parâmetros que se deseja estimar. Como mostrado na subseção 6.2.1 al-

guns parâmetros possuem dependência linear e, consequentemente, não podem ser estimados

simultaneamente. Com a Tabela 25 pode-se perceber que a condutividade elétrica é o parâ-

metro do modelo matemático que possui maior variação percentual entre os valores de má-

ximo e mínimo e, portanto, foi escolhida para ser estimada na solução MCMC. Nesse caso,

θ1 = (k, ρ, cp, ρb, cb, ωb, Qm, Tb, Ta, Vrms) e θ2 = (σ). Os valores que serão utilizados na

solução MCMC estão na Tabela 25. A segunda coluna, nomeada n◦ de trabs., refere-se ao nú-

mero de trabalhos encontrados por Hasgall et al. (2018) para obter os valores de média, desvio

padrão, máximo e mínimo disponibilizados. Conforme pode ser na tabela, os valores obtidos

para k, ρ, cp, ρb e cb consideram poucos trabalhos e, portanto, para esses parâmetros, optou-se

por utilizar a distribuição uniforme com variação entre os valores de mínimo e máximo. Para

os parâmetros σ, ωb e Qm será utilizada a distribuição gaussiana truncada e para Tb, Ta e Vrms

a distribuição gaussiana. Além disso, considerou-se as mesmas informações da seção anterior,

onde os contatos 2 e 3 estavam ativos no eletrodo e as medidas experimentais simuladas foram

obtidas a cada 1 segundo na posição do sensor.

No primeiro momento, a cadeia de Markov foi inicializada com os parâmetros assu-

mindo os valores de média da Tabela 25, exceto σ que inicializou-se com 0, 1 S/m. Na Fi-

gura 62 encontra-se a cadeia de Markov obtida para o parâmetro σ considerando 15000 esta-

dos com 32% de aceitação. Desprezando os 500 estados de burn-in, foi encontrada média de

σest = 0, 375 S/m e desvio padrão sσest
= 0, 019 S/m. Nas Figuras 63a e 63b encontram-se,

respectivamente, os histogramas gerados para os valores da cadeia de Markov no intervalo entre

os estados 500 à 10000 e 500 à 15000. As Figuras mantêm as mesmas características gaussi-

anas em ambos os histogramas, mostrando boa convergência das cadeias de Markov. O tempo

computacional, neste caso, foi de 4 horas.
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CONCLUSÕES

Este trabalho abordou a solução de problemas de estimativa de variáveis de estado e

parâmetros relacionados à atividade elétrica do DBS no cérebro com o intuito de aprimorar a

precisão da análise térmica e prevenir danos e/ou aquecimento excessivo decorrente do uso do

eletrodo. Primeiramente, o problema direto associado foi resolvido com o MEF implementado

usando a função NDSolve, intrínseca ao software de computação simbólica Wolfram Mathe-

matica, e verificado com o MDF. O problema inverso foi resolvido utilizando abordagens de

solução por inferência bayesiana, sendo elas o MCMC e os filtros de partículas. Nesse sentido,

utilizou-se o método MCMC para estimar o potencial elétrico aplicado no eletrodo conside-

rando um problema permanente. Além disso, utilizou-se os filtros de partículas SIR, ASIR e

de Liu & West para melhorar a precisão do campo de temperatura estimado levando em con-

sideração um maior número de incertezas no problema em regime transiente. Por fim, com o

intuito de estimar parâmetros presentes no modelo matemático transiente, utilizou-se o método

MCMC com o algoritmo de Metropolis-Hastings em duas etapas.

Considerando os resultados para o perfil de temperatura obtidos por Elwassif et al.

(2006) como medidas experimentais simuladas foi possível obter o potencial elétrico aplicado

ao problema permanente utilizando o método MCMC. Nesse estudo, inicialmente, foram re-

alizadas simulações com o objetivo de estimar o potencial elétrico e considerando os demais

parâmetros do modelo matemático como constantes. Considerou-se o potencial elétrico com

uma informação a priori do tipo uniforme. Em seguida, considerou-se que os parâmetros pos-

suíam incertezas com o intuito de tornar o problema mais realista, pois se tratando de tecido

humano, os parâmetros podem ter pequena variações de pessoa para pessoa. Nesse caso, foram

utilizadas informações a priori informativas do tipo gaussiana truncada para as condutividades

térmicas e elétricas e do tipo gaussiana para a temperatura nos contornos. Todos os casos ana-

lisados obtiveram boas estimativas com baixo custo computacional (menos de 40 minutos). A

média e o desvio padrão do potencial elétrico obtido foram utilizados como parâmetros para as

soluções do modelo transiente.

Os resultados com os filtros de partículas mostram que as temperaturas estimadas esta-

vam em excelente concordância com as temperaturas exatas para os três algoritmos, conside-

rando diferentes desvios padrão para os modelos de evolução e observação. Os algoritmos SIR

e ASIR consideram os parâmetros do problema deterministicamente conhecido enquanto o al-

goritmo de Liu & West permite incertezas nos parâmetros. No entanto, a inclusão de incertezas

faz com que todo o problema direto precise ser executado novamente a cada passo de tempo,

o que aumenta o custo computacional, como pode ser visto nas Tabelas 16, 19 e 22, mas tem

a vantagem de poder estimar algum parâmetro desconhecido. As temperaturas máximas esti-

madas com os filtros ficaram entre 37, 52◦C e 37, 69◦C, enquanto a temperatura máxima obtida

com a solução NDSolve foi de 37, 52◦C, ou seja, as soluções possuem erro relativo percentual
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menor do que 0, 5%.

Por fim, os resultados obtidos utilizando o método MCMC com o algoritmo Metropolis-

Hastings em duas etapas mostram que é possível estimar alguns parâmetros do modelo mate-

mático mesmo levando em consideração as incertezas associadas aos demais parâmetros. O

processo em duas etapas divide o problema em dois blocos, onde os parâmetros que possuem

incertezas são contabilizados no bloco um com prioris muito informativas e as variáveis de

projeto são contabilizadas no bloco dois com prioris menos informativas que permitem maior

variação no parâmetro que se deseja estimar. Dividir o método MCMC em duas etapas aumenta

o custo computacional, mas facilita a estimativa dos parâmetros desejados, pois o procedimento

de amostragem e o teste de aceitação/rejeição são realizados separadamente para cada bloco

de parâmetros. Nesse caso, foram utilizadas prioris do tipo uniforme, gaussiana e gaussiana

truncada, a depender das informações disponíveis sobre cada parâmetro. Utilizando os valores

médios estimados dos parâmetros a temperatura máxima alcançada foi de 37, 50◦C, ou seja,

com erro relativo percentual menor do que 0, 1% quando comparada a temperatura máxima

obtida com a solução NDSolve.

Portanto, as soluções apresentadas mostram abordagens promissora para reduzir o risco

de lesões relacionadas à técnica de estimulação cerebral profunda e abrem a possibilidade de

estimar propriedades desconhecidas que podem facilitar na decisão feita para calibrar os parâ-

metros do procedimento DBS.

Trabalhos futuros

Como sugestões para trabalhos futuros pode-se citar:

• O aumento da complexidade do modelo, por exemplo, incluindo uma camada de tecido ao

redor do eletrodo que pode apresentar propriedades diferentes devido a danos mecânicos

causados durante a implantação da sonda;

• Caso o aumento da complexidade do modelo gere grande aumento do custo computacio-

nal das soluções, utilizar modelos de erro de aproximação para diminuir esse custo;

• Resolver o problema inverso considerando que as propriedades a serem estimadas variam

com o tempo;

• Incluir a disponibilidade de temperatura experimental em outros pontos do eletrodo.
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