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RESUMO

MENA CORREA, C. S. Observáveis em modelos efetivos confinantes:

Potencial quark–antiquark e momento magnético de núcleons. 2023. 191 f. Tese
(Doutorado em Física) – Instituto de Física Armando Dias Tavares, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

A compreensão da física hadrônica, em função de quarks e glúons, continua sendo
um problema em aberto já que o mecanismo do confinamento de cor ainda carece de uma
descrição analítica satisfatória a partir de primeiros princípios. Porém, com o intuito de
abordar o confinamento, têm sido desenvolvidos alguns enfoques que exploram ou até
conseguem acessar a informação da região de baixas energias da Cromodinâmica quântica
(QCD), i.e. a parte não perturbativa da QCD, onde é considerado que pode residir a expli-
cação ao confinamento. Dentre os diferentes métodos, encontramos aqueles que surgem a
partir das consequências não perturbativas das cópias de Gribov, que modificam o compor-
tamento infravermelho dos propagadores da Yang–Mills, em especial o do propagador do
glúon. Ao mesmo tempo, esses enfoques são motivados nos resultados não perturbativos
da QCD na rede. Nesta tese, estudaremos os seguintes modelos: Gribov–Zwanziger (GZ),
Gribov–Zwanziger refinado (RGZ) e Curci-Ferrari (CF, ou modelo do glúon massivo). No
caso do propagador do glúon, a informação não-perturbativa presente nessas abordagens
gera uma estrutura de pólos complexos, que viola o axioma de reflexão de positividade
relacionado à interpretação física de uma partícula, o que poderia ser considerado como
um indício de confinamento do glúon. A busca de outros indícios de confinamento nes-
ses formalismos é obviamente de grande importância para estabelecer o seu papel como
realizações infravermelhas consistentes da QCD. Com isso em mente, e supondo o confi-
namento como algo intrínseco à QCD, nesta tese investigamos em alguns observáveis as
consequências e o impacto fenomenológico das características não perturbativas dos dife-
rentes enfoques mencionados. Primeiro, relacionado ao observável do espectro de energia,
focamos no cálculo e análise do potencial estático entre um par quark–antiquark pesado,
cujo comportamento linear, corroborado pela QCD na rede, é considerado um indício do
confinamento. Nosso objetivo é ainda verificar o regime de validade dos enfoques mencio-
nados e a sua compatibilidade com as predições perturbativas, e também se tais modelos
podem produzir confinamento de quarks através de um potencial linear. Nossos resultados
indicam que os potenciais calculados estão em concordância com o resultado perturbativo
de altas energias e também que esses potenciais apresentam correções não perturbativas
interessantes. No caso de Curci-Ferrari (glúon massivo), devido à inclusão sistemática de
mais efeitos da interação que incluem correções a um e dois loops, estas se tornam muito
significativas dado o surgimento de um comportamento semilinear do seu potencial na
região de distâncias intermediárias. O outro observável estudado nesta tese é o momento
magnético, em particular o do próton. Devido à dificuldade que o cálculo apresenta, ado-
tamos o modelo de quark constituinte (CQM), que dentro das suas próprias limitações nos
permite calcular o momento magnético dos hádrons em função dos momentos magnéticos
dos seus quarks constituintes. A fim de extrair o momento magnético dos quarks e com o
objetivo de estudar nele o impacto fenomenológico dos diferentes tipos de propagadores
dos enfoques GZ, RGZ e CF, analisamos o vértice quark–fóton (QPV) (até a ordem de
um loop) focando na contribuição vinda da QCD, que depende do propagador do glúon.



Nossos resultados indicam que as contribuições dos diferentes enfoques ao momento mag-
nético dos quarks são menores em relação ao resultado perturbativo (glúon sem massa), já
que estas são suprimidas devido aos termos de massa presentes nos propagadores do glúon,
que nos casos GZ e CF apresentam um comportamento muito similar mesmo quando o
caso GZ apresenta pólos imaginários e o CF não (em nível de árvore). No caso RGZ,
devido à estrutura mais elaborada e com pólos complexos do seu propagador, aparecem
mais contribuições ao momento magnético dos quarks, podendo inclusive superar o valor
do resultado perturbativo para certos valores dos parâmetros RGZ. Referente ao momento
magnético do próton,calculado no CQM, o resultado mais interessante surge ao ajustar a
massa do quark constituinte para reproduzir a massa do próton. Neste caso, ao ajustar
os parâmetros de massa dos enfoques mencionados, podemos reproduzir o momento do
próton. Os valores obtidos inclusive são comparáveis a outros valores de massa obtidos
para a massa do glúon.

Palavras-chave: Cromodinâmica Quântica. Confinamento e Modelos Efetivos para QCD.

Momento magnético anômalo. Potenciais não Relativísticos.



ABSTRACT

MENA CORREA, C. S. Observables in effective confining models:

Quark–antiquark potential and magnetic moment of nucleons. 2023. 191 f. Tese
(Doutorado em Física) – Instituto de Física Armando Dias Tavares, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

The understanding of hadronic physics, in terms of quarks and gluons, is still an
open problem, since the color confinement mechanism still lacks a satisfactory analytical
description from first principles. However, in order to address confinement, some appro-
aches have been developed that explore or even manage to access information from the
low-energy region of Quantum Chromodynamics (QCD), i.e. the nonperturbative part of
QCD, where it is considered that the explanation for confinement may lie. Among the
different methods, we focus on those that arise from the nonperturbative consequences of
Gribov copies, which modify the infrared behavior of Yang-Mills propagators, especially
that of the gluon propagator. At the same time, these approaches are motivated by the
nonperturbative first-principle numerical results of lattice QCD. In this thesis, we will
study the following models: Gribov–Zwanziger (GZ), refined Gribov–Zwanziger (RGZ),
and Curci-Ferrari (CF, or massive gluon model). In the case of the gluon propagator, the
nonperturbative information present in these approaches generates a structure of complex
poles, which violates the positivity reflection axiom related to the physical interpretation
of a particle, which could be considered as an indication of gluon confinement. The se-
arch for other signs of confinement in these formalisms is obviously of great importance
to establish their role as consistent infrared realizations of QCD. With this in mind, and
assuming confinement as something intrinsic to QCD, in this thesis we investigate in some
observables the consequences and phenomenological impact of the non-perturbative cha-
racteristics of the different approaches mentioned. First, related to the observable of the
energy spectrum, we focus on the calculation and analysis of the static potential between
a heavy quark–antiquark pair, whose linear behavior, corroborated by lattice QCD, is con-
sidered a sign of confinement. Our objective is also to verify the validity of the mentioned
approaches and their compatibility with perturbative predictions, and also whether such
models can produce quark confinement through a linear potential. Our results indicate
that the calculated potentials are in agreement with the high-energy perturbative result
and also that these potentials present interesting non-perturbative corrections. In the case
of Curci-Ferrari (massive gluon), due to the systematic introduction of more interaction
effects that include corrections at one and two loops, these become very significant due to
the emergence of a semilinear behavior of its potential in the region of intermediate dis-
tances. The other observable studied in this thesis is the magnetic moment, in particular
that of the proton. Due to the difficulty that the calculation presents, we adopted the
constituent quark model (CQM), which within its own limitations allows us to calculate
the magnetic moment of hadrons as a function of the magnetic moments of their consti-
tuent quarks. In order to extract the magnetic moment of the quarks and with the aim
of studying the phenomenological impact of the different types of propagators of the GZ,
RGZ, and CF approaches, we analyzed the quark-photon vertex (QPV) (up to the order
of one it loop) focusing on the contribution coming from QCD, which depends on the
gluon propagator. Our results indicate that the contributions of the different approaches
to the magnetic moment of the quarks are smaller in relation to the perturbative result



(massless gluon) since these are suppressed due to the mass terms present in the gluon
propagators, which in the GZ and CF cases present a very similar behavior even if the GZ
case has imaginary poles and the CF case does not (at tree level). In the RGZ case, due
to the more elaborate structure and complex poles of its propagator, more contributions
to the magnetic moment of the quarks appear, which may even exceed the value of the
perturbative result for certain values of the RGZ parameters. Regarding the magnetic
moment of the proton, calculated in CQM, the most interesting result arises when the
mass of the constituent quark is adjusted to reproduce the mass of the proton. In this
case, by adjusting the mass parameters of the mentioned approaches, we can reproduce
the moment of the proton. The values obtained are even comparable to other mass values
obtained for the gluon mass.

Keywords: Quantum Chromodynamics. Confinement and Effective Models for QCD.

Anomalous magnetic moment. Non–Relativistic Potentials.
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INTRODUÇÃO

Por meio da árdua viagem do ser humano pela busca do conhecimento e enten-

dimento de como o mundo funciona chegou-se à descrição da natureza mediante quatro

forças fundamentais: gravitacional, eletromagnética, fraca e forte. Essa última constitui

o nosso principal interesse nesta tese.

As partículas observadas na natureza que respondem à interação forte são conhe-

cidas como hádrons, subdivididas em bárions (férmions) e mésons (bósons). Hoje, após

mais de meio século da proposta do modelo de quarks, inspirado pela busca de um mo-

delo que pudesse explicar a grande quantidade de hádrons descobertos experimentalmente

((Griffiths, 2008), Cap. 1), não há dúvidas de que os hádrons são partículas compostas,

cujas características podem ser explicadas por meio da atual teoria formal dos quarks:

a Cromodinâmica Quântica (QCD)1. Uma revisão abrangente pode ser encontrada em

diversos livros, como, por exemplo, na Ref. (Muta, 2010).

A QCD descreve a interação forte em função de partículas fundamentais colori-

das, i.e. com carga de cor: quarks, férmions de spin 1/2 e carga elétrica fracionária, e

glúons, bósons de spin 1, mediadores desta interação que, diferentemente dos fótons da

Eletrodinâmica Quântica (QED), podem auto-interagir, conferindo-lhe propriedades não

triviais à QCD. Uma dessas propriedades é a liberdade assintótica, que faz com que a

sua constante de acoplamento (αs) se torne pequena para altas energias. Esse fenômeno

nos permite usar a teoria de perturbação (PT) para calcular, por meio do formalismo da

teoria quântica de campos (QFT), processos de interação entre quarks e glúons no regime

de altas energias (Bethke, 2007). Por outro lado, para baixas energias (da ordem da massa

do próton ∼ 1 GeV), a constante de acoplamento forte aumenta, o que dificulta o uso

da mesma como parâmetro de expansão e restringe o uso da PT. Além disso, a predição

perturbativa da constante de acoplamento, devido às sutilezas da quantização da QCD

(das quais falaremos mais adiante), padece do chamado pólo de Landau (αs → ∞) que

impede o uso da PT tradicional além desta região.

Além da liberdade assintótica, que permite tratar as partículas coloridas como

partículas quase livres para altas energias, a QCD apresenta uma outra característica, o

confinamento de cor (Greensite, 2011), que estabelece que as partículas coloridas como

os quarks e os glúons não podem ser observadas de forma livre, estando elas confinadas

em estados ligados incolores (hádrons). Esta característica foi inicialmente associada à

QCD devido à ausência experimental de quarks e glúons livres e à observação exclusiva

1 Isso também é valido para os chamados hádrons exóticos, entre eles os tetraquarks (mésons) e penta-
quarks (bárions) (Aaij et al., 2020; Aaij et al., 2021).
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de hádrons no espectro físico da interação forte (Workman et al., 2022)2.

A compreensão do mecanismo do confinamento tanto quanto das propriedades

hadrônicas em função de quarks e glúons são atualmente questões não resolvidas com-

pletamente. Porém, é considerado que a explicação desses fenômenos reside na região de

baixas energias, i.e. na região não-perturbativa da QCD, cuja resolução representa um

grande desafio.

A dificuldade de acessar as informações não-perturbativas deve-se em parte ao com-

portamento da constante de acoplamento forte em baixas energias que, como mencionado

anteriormente, não permite, pelo método perturbativo usual, calcular analiticamente e

de primeiros princípios as propriedades da interação forte em baixas energias. Por essa

razão, se faz necessário abordar a QCD infravermelha por meio de fenomenologia, teorias

efetivas ou técnicas numéricas, que possuem as suas próprias vantagens e desvantagens,

mas que nos permitem obter informações (aproximadas) da região de baixas energias da

interação forte. E, mesmo que ainda não exista uma demonstração formal do mecanismo

do confinamento, atualmente uma grande quantidade de evidências numéricas respaldam

a ideia de uma QCD confinante (Greensite, 2003; Alkofer; Greensite, 2007).

Na busca por entender o confinamento pode ser tentador acreditar que a sua origem

reside simplesmente no grande valor do acoplamento forte. Essa ideia pode ser um mal

entendido devido ao comportamento do acoplamento perturbativo nas proximidades do

pólo de Landau (αs → ∞). Porém, tudo isso deve ser analisado com cuidado, já que

o pólo de Landau não é físico e sim um resultado espúrio na região de baixas energias

devido às limitações do enfoque perturbativo usual na QCD.

As evidências parecem indicar que o acoplamento forte em baixas energias é finito,

e que não necessariamente os acoplamentos quark–glúon, tri–glúon, etc nos processos

infravermelhos devem ter o mesmo comportamento, podendo ter valores relativamente

grandes ou inclusive nulos ((Deur; Brodsky; Teramond, 2016), Tab. 5.2). Por outro

lado, no regime perturbativo todas essas definições do acoplamento devem coincidir com

o resultado de altas energias ((Peskin; Schroeder, 1995), Cap. 16).

Em si, mais do que a causa, o comportamento do acoplamento forte é mais um

ingrediente no confinamento de cor. Outro ingrediente, devido à sua auto–interação,

parece ser a capacidade dos glúons de formarem tubos de fluxo de cor entre os quarks.

Algumas tentativas de entender o confinamento apontam para um potencial entre um

par quark-antiquark pesado que cresce linearmente com a distância entre eles, garantindo

assim que eles permanecerão confinados dentro de estados ligados, os mésons. Do ponto

de vista fenomenológico, isto seria devido à formação de um tubo de fluxo de cor entre o

2 Uma outra característica da QCD é a quebra de simetria quiral (χSB) (simetria aproximada), respon-
sável pela massa dos hádrons ser muitas vezes maior do que a soma das massas de seus constituintes
isolados.
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par quark–antiquark, formando uma espécie de corda (modelo de tensão na corda). Por

outro lado, a propriedade de crescimento linear do potencial é bem conhecida por estar

conectada com a noção de confinamento da lei de área do loop de Wilson na teoria de

calibre puro (QCD sem quarks) e tem sido explorada em diferentes contextos, recebendo

corroboração robusta das simulações numéricas (Greensite, 2011).

Outra abordagem para tentar entender o confinamento e outras propriedades não-

perturbativas é construir uma teoria consistente que seja simultaneamente válida no re-

gime de baixas energias da interação forte e passível de investigações (semi–)analíticas.

Porém, esse tipo de formulação representa ainda um obstáculo formidável. Seguindo essa

linha, foram propostos modelos baseados na presença de ambiguidades na integral de

caminho dos glúons, as chamadas cópias de Gribov (Gribov, 1978). A principal técnica

analítica de quantização de uma teoria de campos no contínuo requer a fixação do gauge,

pois na integração funcional os campos de gauge apresentam uma redundância de estados

físicos equivalentes devido à simetria local da teoria. Na QCD, isso geralmente é feito

através da proposta de Faddeev e Popov (Faddeev; Popov, 1967), que é consistente no ní-

vel perturbativo. Porém, como mostrou Gribov, campos equivalentes continuavam sendo

integrados.

A proposta de Gribov foi então restringir a integração do campo a uma região –

chamada de região de Gribov – livre de ambiguidades3. Mais tarde, Zwanziger formulou

uma ação local que implementa a ideia de Gribov modificando a teoria por meio da cha-

mada condição de horizonte (Zwanziger, 1989b), que define o valor de um novo parâmetro

com unidade de massa. De fato, na obra seminal de Gribov já está presente um parâmetro

massivo, sendo conhecido como massa de Gribov.

O enfoque de Gribov–Zwanziger (GZ) mostrou–se em compatibilidade com as si-

mulações numéricas da época (Furui; Nakajima, 2004; Oliveira; Silva, 2005), mas as

predições desse formalismo para propagadores da teoria entrariam em conflito com os

resultados numéricos posteriores (Cucchieri; Mendes, 2008b; Cucchieri; Mendes, 2008a).

Isso motivou um “refinamento” do formalismo originando o que hoje é conhecido como

formalismo de Gribov–Zwanziger refinado (RGZ), que inclui na ação da teoria informações

não-perturbativas adicionais, como são os termos massivos relacionados a condensados de

dimensão 2, que permitem alcançar uma boa compatibilidade com as simulações numéri-

cas atuais (Dudal et al., 2008a; Dudal; Oliveira; Silva, 2018).

Antes de Gribov já tinham sido considerados termos de massa para o glúon na

ação do mesmo. um exemplo disso foi o trabalho proposto por Curci e Ferrari (Curci;

Ferrari, 1976b), mas o modelo foi abandonado por algumas inconsistências (Curci; Ferrari,

1976c; Delbourgo; Twisk; Thompson, 1988). Apesar disso, devido ao comportamento

3 Apesar disso, nesta região configurações equivalentes do campos ainda estão presentes (Baal, 1992)
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do propagador do glúon nas simulações numéricas, há alguns anos surgiu novamente o

interesse nesse modelo e no seu termo de massa gluônica (Tissier; Wschebor, 2011). A

lagrangiana massiva do glúon usada em (Tissier; Wschebor, 2011) é um caso particular

do modelo de Curci–Ferrari. Em (Serreau; Tissier, 2012), foi mostrado que é possível

relacionar o termo de massa do glúon com as cópias de Gribov. Porém, os autores de

(Tissier; Wschebor, 2011) preferem abordar o problema da origem do termo de massa do

glúon de um ponto de vista fenomenológico. Isso permitiu a esses autores mostrar, de

uma forma mais simples, que a lagrangiana massiva do seu modelo consegue capturar o

comportamento não perturbativo do setor gluônico da QCD em compatibilidade com as

simulações numéricas atuais (Gracey et al., 2019).

Em particular, nosso interesse reside nesse tipo de formalismo que estuda o com-

portamento do propagador do glúon devido às consequências não-perturbativas das cópias

de Gribov e que ao mesmo tempo são motivados pelas simulações numéricas de QCD na

rede, que mostram que o glúon se comporta como um ente (partícula) com um massa

dinâmica de valor finito a baixas energias, mas que desaparece a altas energias, tal como

o prediz o enfoque perturbativo usual (de Faddeev e Popov). Devido ao confinamento não

podemos pensar nesse termo de massa como uma massa física e nem conceber o glúon

como uma partícula física.

O propagador do glúon (gauge de Landau) é modificado pela inclusão de escalas

não-perturbativas como, por exemplo, uma massa efetiva para o glúon, tal como no caso

do modelo de Curci-Ferrari (Tissier; Wschebor, 2011; Gracey et al., 2019), ou modificado

pela presença do horizonte de Gribov, que gera o parâmetro de massa de Gribov no

caso GZ (Gribov, 1978; Zwanziger, 1989b; Zwanziger, 1990), ou pela inclusão adicional

de condensados não-perturbativos no caso RGZ (Dudal et al., 2008b). Esses enfoques

tentam construir uma teoria consistente a altas energias e que ao mesmo tempo seja

capaz de reproduzir resultados da região não-perturbativa. E tudo isso é feito sondando o

problema da fixação de gauge em baixas energias na abordagem da integração funcional

(principalmente, nos casos GZ e RGZ). Esses modelos provam ser funcionais, obtendo

uma boa concordância com o propagador do glúon na rede e outras quantidades. Ao

ajustar o propagador do glúon na rede, esses modelos adquirem propagadores com pólos

complexo-conjugados (Tissier; Wschebor, 2011; Reinosa et al., 2017; Gracey et al., 2019;

Oliveira; Silva, 2012; Dudal; Oliveira; Silva, 2018).

A estrutura do propagador com pólos complexos, dos formalismos mencionados,

viola o axioma de reflexão de positividade, o que leva a não poder identificar o glúon como

uma partícula física (estado assintótico). Esta característica é consistente com a noção

do confinamento. A busca de outras propriedades confinantes nesses formalismos é obvia-

mente de grande importância para estabelecer o seu papel como realizações infravermelhas

consistentes da QCD.

Como isso em mente, a partir dos diferentes modelos mencionados, estudamos
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alguns observáveis nesta tese. Nossa abordagem será supor o confinamento como algo

intrínseco à QCD, em vez de tentar prová-lo, e então examinar em alguns observáveis

as consequências e o impacto fenomenológico das características não-perturbativas dos

modelos que serão estudados.

Primeiro, focamos no cálculo do potencial estático entre um par quark–antiquark

pesado, relacionado com a propriedade do confinamento linear. Nosso objetivo é inves-

tigar o regime de validade dessas descrições e a sua compatibilidade com as predições

perturbativas, e também se tais modelos podem produzir confinamento de quarks através

de um potencial linear. Por sua vez, esse potencial está relacionado ao espectro dos ní-

veis de energia do Quarkônio, que pode ser observado indiretamente (Brambilla; Sumino;

Vairo, 2001; Mateu et al., 2019).

O outro observável analisado nesta tese é o momento magnético, em particular o

do próton. Sabendo da dificuldade que o cálculo apresenta, optamos por usar o modelo de

quark constituinte (CQM), que como qualquer modelo possui as suas próprias vantagens

e limitações. O CQM basicamente condensa os efeitos das interações fortes em quarks de

valência vestidos, tratando-os como quarks constituintes responsáveis pelas propriedades

do hádron.

Uma vez que esse modelo (CQM) permite calcular o momento magnético do próton

em função dos momentos magnéticos de seus quarks (constituintes), analisamos o vértice

quark–fóton (QPV) a fim de extrair o momento magnético dos quarks. O vértice quark–

fóton (até a ordem de um loop) recebe contribuições da QED e da QCD. A correções de

QED possuem parâmetros perturbativos bem definidos, enquanto a contribuição da QCD

depende do propagador do glúon, que, conforme mencionado acima, pode apresentar dife-

rentes estruturas analíticas de acordo com o modelo efetivo empregado. Com essa análise,

foi possível estudar o impacto fenomenológico desses diferentes tipos de propagadores do

glúon no cálculo do momento magnético dos quarks e, consequentemente, dos prótons.

A tese está organizada da seguinte maneira. No Capítulo 1 faremos uma rápida

revisão sobre a história da Cromodinâmica Quântica por meio das predições teóricas e

alguns enfoques fenomenológicos que, junto aos resultados experimentais, contribuíram

com a aceitação dessa teoria fundamental que rege a interação de quarks e glúons. Em

seguida, revisaremos brevemente o formalismo funcional da QCD e das respectivas ferra-

mentas matemáticas envolvidas nele, terminando com o problema da fixação de gauge e

as cópias de Gribov.

No Capítulo 2, faremos uma breve descrição de diferentes abordagens não-perturba-

tivas para a QCD. Em particular, descreveremos os modelos que serão usados nesta tese,

mas antes disso achamos prudente focar em algumas abordagens não perturbativas que

tentam explorar a região de baixas energias da QCD, tais como o formalismo das Equações

de Schwinger–Dyson (SDE) e as simulações numéricas de QCD na rede. Finalizaremos

retomando a descrição dos modelos de: (i) Gribov–Zwanziger, como uma reformulação do
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enfoque de Gribov e as suas consequências no propagador do glúon; (ii) Gribov–Zwanziger

refinado, como uma generalização do enfoque GZ por meio de condensados que permitem

recuperar a harmonia com os resultados não perturbativos do propagador do glúon; e por

último falaremos do (iii) modelo massivo de Curci–Ferrari como uma extensão massiva do

enfoque perturbativo e a sua abordagem segura no infravermelho (sem geração do pólo

de Landau), que permite, por meio do termo de massa efetiva para o glúon, capturar

informação não perturbativa.

No Capítulo 3, apresentamos os resultados para o potencial quark–antiquark está-

tico calculado com os 3 modelos mencionados no Cap. 2 (GZ, RGZ, Massivo). Faremos

uma rápida introdução ao cálculo do potencial estático entre quarks massivos para de-

pois analisar os diferentes comportamentos do potencial, de cada modelo mencionado,

nas regiões de curtas, intermediárias e longas distâncias. Nesta análise, ênfase é dada

aos resultados do modelo de Curci–Ferrari, devido ao comportamento semilinear do seu

potencial na região de distâncias intermediárias.

No Capítulo 4, apresentamos os resultados para o momento magnético dos quarks

e do próton. Fazemos uma breve introdução ao momento magnético e ao modelo de

quark constituinte (CQM) para depois detalhar os resultados da contribuição da QCD

ao vértice quark–fóton e a extração, a partir desse vértice, do momento magnético dos

quarks para os modelos GZ, RGZ e Massivo (Curci-Ferrari). Finalizamos com a análise

do comportamento do momento magnético do próton de cada modelo mencionado.

Finalmente, no Capítulo 5, apresentaremos as conclusões e algumas perspectivas

desta tese.

Encerrando esta seção, queremos também indicar as nossas publicações que ser-

viram para o desenvolvimento dos capítulos desta tese: Quark-antiquark potentials in

non-perturbative models (Mena; Palhares, 2018), Quark-antiquark potential in the Curci–

Ferrari model (work in progress), e Quark-photon vertex in confining models (Mena; Pa-

lhares, 2023) (PRD under review).
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1 INTRODUÇÃO À CROMODINÂMICA QUÂNTICA E O PROBLEMA

DE GRIBOV

Embora atualmente seja bem mais estabelecido que quarks e glúons formem estados

ligados incolores, conhecidos como hádrons, a aceitação destas partículas coloridas como

entes físicos e não puramente matemáticos precisou percorrer um grande caminho de

resultados experimentais, cálculos fenomenológicos e predições teóricas. Diferentemente

dos hádrons, quarks e glúons nunca foram observados de forma direta no espectro da força

forte, levando ao fenômeno do confinamento na QCD.

O modelo inicial de quarks (Zweig, 1964; Gell-Mann, 1964) ditava que existiam 3

tipos ou sabores (número quântico) de quarks e que todos os diferentes tipos de hádrons

eram formados por combinações desses quarks e/ou antiquarks, que no caso dos bárions

(próton, nêutron, etc) corresponderia a 3 quarks, e no caso dos mésons (píons, káons,

etc), a pares quark-antiquark4. Atualmente, entende-se os hádrons como partículas mais

complexas. No caso do próton por exemplo, sendo este um bárion, ele estaria formado

não só por 3 quarks, hoje considerados como quarks de valência, mas também por um

“mar” de quarks e glúons virtuais que permeiam a sua estrutura (Fig. (1a)).

Na busca por entender do que o próton era feito, experimentos com processos de

aniquilação e− e+ em hádrons e de espalhamento profundamente inelástico (DIS), fei-

tos no SLAC (Stanford Linear Accelerator Center) por volta de 1968 (Friedman, 1991;

Bloom et al., 1969), levaram à conclusão de que o próton possuía uma estrutura interna

com constituintes pontuais, que no seu momento foram chamados de partons (Feynman,

1969). As predições teóricas (Callan; Gross, 1969; Bjorken, 1969) indicavam que esses

constituintes deveriam se comportar como entes livres a altas energias, algo que seria cor-

roborado experimentalmente (Bjorken; Paschos, 1969). Tudo isso e algumas coisas mais

aportariam as evidências teóricas e experimentais (embora indiretas) de que os hádrons,

e em particular o próton, eram partículas compostas por quarks (Kuti; Weisskopf, 1971;

Friedman; Kendall, 1972).

O comportamento assintoticamente livre dos partons permitiu identificá-los como

sendo os quarks5 e mostrar também que a teoria formal dos quarks e glúons, a cromo-

dinâmica quântica (Fritzsch; Gell-Mann; Leutwyler, 1973), que mostrava a propriedade

da liberdade assintótica para altas energias (Gross; Wilczek, 1973; Politzer, 1973), era

compatível com a natureza.

4 Nos anos 1960, existia o método de classificação de hádrons chamado de Eightfold Way (Gell-Mann,
1961), mas este não permitia entender o porquê da extensa variedade dos mesmos.

5 Mais tarde os partons foram identificados como sendo os quarks, glúons e o mar virtual de partículas
coloridas que compõem os hádrons.
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Os quarks, que inicialmente foram propostos como partículas hipotéticas para ten-

tar explicar a fenomenologia dos hádrons, hoje em dia, junto aos glúons, possuem suficiente

evidência experimental (indireta) (Workman et al., 2022) que consolida o seu lugar na

física da interação forte e a descrição da mesma através da QCD (Fritzsch; Gell-Mann;

Leutwyler, 1973) em função destas partículas coloridas. Porém, como já mencionamos,

a ideia dos quarks enfrentava resistência na época, mesmo quando o modelo de quarks

começou a fazer sucesso no entendimento dos hádrons, em parte devido a não observação

experimental direta destas partículas coloridas, o que entre outras coisas levaria à pro-

posição do fenômeno do confinamento de cor, no qual se estabeleceu que as partículas

com carga de cor não podem ser encontradas de forma livre na natureza mas só formando

estados singletos de cor (cor neutra), neste caso os hádrons.

Apesar disso, ainda não se tem uma demonstração formal analítica de como o

confinamento, e a sua relação com essas propriedades da QCD, pode ser extraído a partir

de primeiros princípios. O confinamento continua sendo hoje em dia um problema em

aberto.

Essa propriedade tão importante, a carga de Cor dos quarks, que confere o nome à

QCD, mesmo sendo inicialmente introduzida para solucionar problemas com o princípio

de exclusão de Pauli (Fritzsch; Gell-Mann, 1971) (destacando o problema com o Bárion

∆++)6 possui evidência experimental, mostrando que os quarks realmente possuem 3 tipos

de carga de cor (Halzen; Martin, 1984).

Podemos citar outros resultados experimentais que consolidaram a QCD como

a teoria das interações fortes. Entre elas estão a já mencionada evidência da Cor, a

espectroscopia de hádrons, a confirmação da existência do glúon através da produção

de tri jatos (Brandelik et al., 1979), os dados do DIS, das seções de choque, etc. Esses

resultados experimentais podem ser achados em (Soding; Wolf, 1981).

Devemos destacar a espectroscopia de hádrons, já que a partir dela aumentaria a

aceitação dos quarks e posteriormente permitiria a abordagem fenomenológica de sistemas

de quarks pesados. Um sucesso importante corresponde à descoberta do méson J/ψ

(Augustin et al., 1974; Aubert et al., 1974), cuja melhor explicação era que essa partícula

correspondia a um estado ligado quark–antiquark de um novo tipo de quark: o Charm, de

modo que essa partícula ficou conhecida como Charmonium (Appelquist; Politzer, 1975a;

Rújula; Glashow, 1975b). Este acontecimento marcaria o início da chamada Revolução

de Novembro (Griffiths, 2008) com posteriores descobertas de partículas que só eram bem

explicadas em termos de quarks. Estes deveriam, então, ser algo físico e não puramente

matemático (Gilman, 1985).

6 O. Greenberg (Greenberg, 1964) sugeriu que os quarks poderiam obedecer um outro tipo de estatística,
a chamada “paraestatística” resolvendo o problema com o princípio de exclusão, mas não ficou claro
se a paraestatística fazia sentido numa teoria de campo dos quarks.
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Figura 1 - Modelo (espinorial) do próton e constante de acoplamento forte
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Legenda: (a) Evolução do modelo do próton (spin) a partir do modelo mais simples (dos anos 1980)

versus o modelo atual que inclui os quarks de valência, glúons e o mar de partículas virtuais

coloridas. (b) Variação da constante de acoplamento: Diminuição da sua intensidade a altas

energias (liberdade assintótica) e, aumento da mesma para baixas energias.

Fonte: (a) Accardi et al., 2016, p. 4. (b) Workman et al., 2022, p. 164.

A descoberta do quark Charm no méson J/ψ teve um grande impacto na espectros-

copia de hádrons (Appelquist et al., 1975b), já que devido a sua grande massa, comparada

com a massa dos outros quarks, era possível a abordagem efetiva não relativística de siste-

mas contendo quarks pesados (Appelquist; Politzer, 1975a; Eichten et al., 1975). Por sua

vez, naquela época a QCD não ofereceu expressões analíticas para sistemas como o Char-

monium ou estados ligados de quarks, em grande parte devido ao confinamento de cor e

sua relação com a sua constante de acoplamento que aumenta para baixas energias (Fig.

(1b)) limitando o uso da teoria de perturbação. Ao não poder descrever esses sistemas de

quarks a partir de primeiros princípios, os investigadores optaram por recorrer a modelos

efetivos para a QCD nos quais fosse possível manter características e propriedades da

QCD e ao mesmo tempo realizar cálculos fenomenológicos que pudessem ser contrastados

com resultados experimentais (DeGrand et al., 1975).

Um modelo fenomenológico que teve (Quigg; Rosner, 1977; Eichten et al., 1978;

Stanley; Robson, 1980; Godfrey; Isgur, 1985) e ainda tem sucesso na descrição da espec-

troscopia de estados ligados de quarks pesados (vide (Mateu et al., 2019) e referências

ali citadas), foi o proposto em (Eichten et al., 1975) para descrever o espectro do Char-

monium. Este é o bem conhecido potencial de Cornell, que mistura as propriedades da

liberdade assintótica, com um potencial do tipo Coulomb para curtas distâncias e as ideias

de confinamento linear para intermediárias e longas distâncias (baixas energias).

Já desde o início dos anos 1960 (Regge, 1959; Chew; Frautschi, 1962; Godfrey;

Isgur, 1985) era conhecido que os mésons e bárions podiam ser ordenados em trajetórias

oblíquas quase lineares em função do seu momento total J versus a sua massa ao quadrado,
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as chamadas trajetórias de Regge. Estas levariam à idealização de um modelo onde

os quarks poderiam estar conectados (ingenuamente) por uma “barra” (ou corda) e o

giro ao redor do seu eixo perpendicular permitia explicar a relação linear de J vs m2,

J = (2πσ)−1 m2, onde σ tem unidades de massa/comprimento ou de tensão na corda.

Esse enfoque indicava também que a energia entre os quarks dependia de forma linear

com a distância de separação (Bali, 2001).

Uma maneira um tanto mais elegante de abordar a formação de tal objeto (barra

ou corda) entre os quarks, foi propor de forma fenomenológica a formação de um tubo

de fluxo de cor entre eles (Kogut; Susskind, 1975; Casher; Neuberger; Nussinov, 1979;

Takahashi et al., 2002). Neste cenário, as linhas de campo de cor estariam contidas numa

região aproximadamente cilíndrica cuja área transversal se mantém quase constante à

medida que os quarks se afastam. Dessa maneira, a energia potencial contida no tubo

de fluxo cresce linearmente, mantendo os quarks confinados a estados ligados (Greensite,

2011). Uma representação pictórica desse processo, para um par quark–antiquark (qq),

pode ser visto na Fig. (2).

Essa tentativa de entender o confinamento através de um potencial quark-antiquark

estático, que cresce linearmente com a escala de separação entre eles, teve apoio nos

resultados das simulações numéricas de potenciais estáticos (Bali; Schilling; Wachter,

1997; Bali, 2001) feitas usando a formulação da QCD na rede (Lattice QCD) (Wilson,

1974). De fato, é bem conhecido que essa propriedade de crescimento linear do potencial

esta relacionada com a lei de área do loop de Wilson na teoria de calibre puro7, que indica

que no limite de quarks muito massivos, os estados ligados podem ser descritos através

de um potencial linear efetivo.

Na época, o método desenvolvido por K. Wilson (Wilson, 1974) tinha como inten-

ção implementar um enfoque não perturbativo da QCD a partir de primeiros princípios

e que mantivesse a invariância de calibre. Essa formulação fez uso de uma discretiza-

ção do espaço-tempo Euclideano, permitindo assim abordar a QCD através de recursos

computacionais (Creutz, 1979; Creutz, 1980; Bali, 2001), os quais obviamente estavam e

estão (um pouco menos) limitados pela potência computacional da época. Este tipo de

formulação numa rede regula a própria teoria e aceita tratamentos em termos do inverso

da constante de acoplamento para valores grandes da mesma, complementando assim a

expansão perturbativa em função da contante de acoplamento. Em particular, as ideais

e técnicas presentes no desenvolvimento do método de Wilson estimularam a proposição

de um modelo de tubo de fluxo para hádrons (Isgur; Paton, 1985).

O critério do confinamento linear para grandes distâncias não é completamente

satisfatório para uma teoria completa da QCD, já que a inclusão de quarks dinâmicos ou

7 Isto tem sido explorado também em diferentes contextos, recebendo corroboração robusta de investi-
gações de QCD na rede (Greensite, 2011).
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Figura 2 - Relação qualitativa entre o modelo de tensão na corda e o potencial qq estático.

(a) (b)

Legenda: (a) Formação do tubo de fluxo de cor entre um par qq e posterior formação de pares qq devido

à quebra do mesmo. (b) Representação pictórica do potencial qq estático para QCD, cujo

comportamento, em distâncias intermediárias e longas, estaria relacionado à formação e

ruptura do tubo de fluxo, respectivamente.

Fonte: Greensite, 2011, p. 23-24.

de massa pequena, leva à quebra do tubo de fluxo (Philipsen; Wittig, 1998; Laermann et

al., 1999; Detar; Heller; Lacock, 2000) e a posterior formação de pares quark–antiquark,

já que isso seria mais favorável energeticamente (Fig. (2a)). A quebra da corda implica

que o potencial deixa de ser linear e se torna constante, tal como é mostrado na Fig. (2b).

Por outro lado, a quebra da corda não implica a falta do confinamento mas sim que este

poderia estar relacionado à transição entre o potencial linear e o potencial constante após

a ruptura do tubo de fluxo e a formação dos novos pares quark–antiquark. Porém, como

muitas coisas relacionadas ao confinamento, o mecanismo do mesmo não é bem entendido,

inclusive nestes casos. Além de tudo, o mais prudente é esperar que a ideia do potencial

só seja aplicável a casos de quarks massivos como o Charm ou Bottom, já que para eles o

uso da aproximação não-relativística de um potencial efetivo faz mais sentido do que no

caso de quarks leves.

Até este ponto, e sem intenção de fazer uma revisão histórica, mencionamos re-

sultados experimentais, previsões teóricas e abordagens fenomenológicas, que permitem

ter uma ideia do porquê da QCD ser considerada a teoria da interação forte. Também

mencionamos algumas maneiras de como tem sido abordado o confinamento dos quarks

por meio de modelos simples mas funcionais, como o do potencial linear, que permitiram

explicar em grande parte os resultados da espectroscopia dos hádrons.

O considerável sucesso das abordagens fenomenológicas não elimina o desafio de

tentar entender como as propriedades associadas ao confinamento, tal como o crescimento

linear do potencial qq estático, surgem a partir da própria QCD. Porém, antes de abor-

dar essa questão nos próximos capítulos, apresentaremos de maneira formal uma breve
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introdução ao formalismo da QCD e ao chamado problema de Gribov nas seções que

seguem.

1.1 A Lagrangiana da Cromodinâmica Quântica

A cromodinâmica quântica descreve a interação forte em função de quarks e glúons

através de uma teoria de gauge não-Abeliana (Yang; Mills, 1954; Park et al., 1989),

invariante sob a transformação do grupo de simetria SU(3), que está asociada à carga de

Cor dessas partículas8. Tal descrição é feita através da sua lagrangiana quantizada no

espaço de Minkowski (Peskin; Schroeder, 1995):

LQCD = −1

4
Ga

µνG
µν
a − 1

2ξ
(∂µAa

µ)2 + ψiα[(i /D −m)αβ δij ]ψjβ + ca ( −∂µDac
µ ) cc , (1)

onde a parte que descreve puramente os glúons, chamada de lagrangiana de Yang–Mills,

é:

LY M = −1

4
Ga

µνG
µν
a , Ga

µν = ∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ + gs f

abcAb
µA

c
ν , (2)

sendo Aa
µ o campo dos glúons, Ga

µν o seu tensor do campo associado, gs um parâmetro

que depois será associado à constante de acoplamento forte αs. Mais adiante, falaremos

da necessidade de fixação do calibre, que introduzirá um termo extra na lagrangiana dos

glúons.

O fator fabc corresponde às chamadas constantes de estrutura do grupo SU(N)

(SU(3) no nosso caso), relacionadas aos geradores do grupo ta (matrizes hermitianas), os

quais não comutam e têm a seguinte relação:

[ta, tb] = i fabc tc ∧ Tr[ta tb] =
1

2
δab , (3)

com a, b, c sendo índices de cor, assumindo valores 1, 2, · · · , d[G(N)] = 8, onde d[G(N)] =

N2 − 1 é a dimensão da representação adjunta (G(N)) à qual pertencem os geradores do

grupo e também o campo dos glúons.

A parte fermiônica, às vezes chamada de matéria, que descreve os quarks é:

LF = ψiα

[
( i /D −mq)

αβ δij
]
ψjβ = ψiα

[
( i/∂ −mq )αβ δij + gs (γµ)αβ Aa

µ t
a
ij

]
ψjβ , (4)

onde ψjβ é um spinor que corresponde ao campo dos quarks, α e β a índices de Dirac,

e i, j aos índices da representação fundamental do grupo de simetria SU(N), i.e. i, j =

8 A QCD é um caso particular das teorias de gauge não-Abelianas do Grupo SU(N), sendo a primeira
construída por C. Yang e R. Mills (Yang; Mills, 1954).
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1, ..., N = 3 . Sabe-se que existem 6 sabores de quarks9, logo precisaríamos de 6 termos

LF (Eq. (4))10. Tais quarks pertencem à representação fundamental do grupo SU(3),

de modo que a derivada covariante, D, está definida na representação fundamental em

termos das matrizes ta:

Dµ = ∂µ − igsA
a
µ t

a. (5)

A notação /D = γµDµ corresponde à contração da derivada covariante com a matriz gama

de Dirac, γµ.

Na parte fermiônica da lagrangiana da QCD, a derivada covariante acopla o campo

dos quarks ao campo dos glúons através dos geradores do grupo ta com a intensidade do

parâmetro gs. Em física de partículas esta surge devido à exigência de manter a invariância

local da lagrangiana e portanto do termo cinético ψ/∂ψ do campo ψ sob transformações

SU(N): ψ(x) → V (x)ψ(x), com V (x) = Exp [ i θa(x) ta ], sendo θa(x) os parâmetros da

transformação.

Isso é obtido através do comparador: uma matriz unitária N ×N que conecta de

forma contínua pontos diferentes do espaço-tempo, com a seguinte lei de transformação:

U(y, x) = V (y)U(y, x)V +(x) , U(y, y) = 1. (6)

A forma infinitesimal do comparador, em termos dos seus geradores (hermitianos), fica

escrita como:

U(x+ ǫn, x) ≃ 1 + i gs ǫ n
µ Aa

µ(x) ta +O(ǫ2) , (7)

que dá origem de forma natural a um campo vetorial, Aa
µ(x), o qual, na QCD, é associado

ao campo dos glúons. Outras expressões úteis que podem ser extraídas dessas definições,

Eqs. (6) e (7), são a lei de transformação do campo Aa
µ(x):

A
′ a
µ ta → V (x)

(
Aa

µ t
a +

i

gs

∂µ

)
V +(x) , (8)

e a sua forma infinitesimal:

A
′ a
µ ta → Aa

µ t
a +

1

gs

(∂µ θ
a) ta + i [θa ta, Ab

µ t
b ]. (9)

Desta ultima equação pode ser extraída a seguinte relação infinitesimal:

δAa
µ → 1

gs

(
Dac

µ θ
c(x)

)
∧ Dac

µ = δac∂µ − gs f
acb Ab

µ , (10)

9 A saber: Up (u), Down (d), Strange (s), Charm (c), Bottom (b) e Top (t) (Workman et al., 2022).
10 Na Eq.(4), não explicitamos o índice de sabor a fim de manter a notação o mais simples possível.
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sendo Dac
µ a derivada covariante na representação adjunta.

Para a construção da Lagrangiana do campo Aa
µ (Eq. (2)), é usado um resultado

obtido através da lei de transformação do comutador das derivadas covariantes:

[Dµ, Dν ]ψ(x) = V (x)[Dµ, Dν ]ψ(x) = [∂µ − igAa
µt

a, ∂ν − igAb
νt

b]ψ(x) ≡ −ig Ga
µν t

aψ(x),

onde definimos Ga
µν t

a = ∂µA
a
ν t

a − ∂ν A
a
µ t

a − igsA
a
µA

b
ν [ta, tb ], que não é invariante de

gauge:

[D′
µ, D

′
ν ]ψ′(x) = V (x)[Dµ, Dν ]ψ(x)

G
′a
µν t

a ψ′(x) = V (x)Ga
µν t

a V +(x)ψ′(x)

Ga
µν t

a → Ga
µν t

a + [ i αa ta, Gb
µν t

b ] , (11)

onde no último passo foi aplicada uma transformação infinitesimal. Com essas relações,

é possível escrever um termo invariante, sendo este:

Tr[ (G
′ a
µν t

a )2 ] = Tr[ V Ga
µν t

a V + V Gµν
b tb V + ] = Tr[ (Ga

µν t
a )2 ] = 1

2
(Ga

µν)2 , (12)

que corresponde à Lagrangiana de Yang-Mills.

A não comutatividade dos geradores do grupo (Eq. (3)) gera na lagrangiana dos

glúons (vide Eqs. (2) e (11)) termos de auto-interações triplas e quárticas:

−gs f
abc (∂µA

a
ν)AµbAνc − 1

4
g2

s f
abc fade Ab

µ A
c
ν A

µdAνe, (13)

o que confere aos glúons, mediadores das interações na QCD, propriedades de auto-

interação não triviais.

1.2 Quantização da QCD e o propagador do glúon

O estudo de algum aspecto da natureza sempre envolve o uso de teorias que

permitem-nos obter algum tipo de informação através de ferramentas matemáticas. No

caso das interações fundamentais, isso é feito através da quantização da sua respectiva

teoria clássica, o que nos deixa com uma teoria quântica de campos11, cuja informação

pode ser codificada nas chamadas funções de Green de n pontos (ou de correlação). Para

este procedimento, existem algumas ferramentas matemáticas tais como o formalismo

canônico ou de operadores, o qual é o ponto de partida para uma outra ferramenta, o

11 A abordagem da gravitação, diferentemente do restante das interações fundamentais, ainda não foi
formulada de maneira consistente como uma QFT.
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formalismo funcional (Feynman, 1948). Esta última será adotada nesta tese.

A relação entre o formalismo funcional e o canônico para funções de n pontos,

calculadas como o valor esperado no vácuo do produto dos n operadores do campo em

tempo ordenado (T ), pode ser escrita como (Peskin; Schroeder, 1995; Ryder, 1996; Muta,

2010):

〈 0 | T [ φ̂(x1) ... φ̂(xn) ] | 0 〉 =

∫ Dφφ(x1) ... φ(xn) ei
∫

d4x L

∫ Dφ ei
∫

d4x L
, (14)

sendo L a lagrangiana clássica e φ um tipo de campo geral (escalar, espinorial, vetorial,

etc, para os quais devem ser levadas em conta as suas respectivas propriedades).

A Eq. (14) guarda uma estreita relação com o formalismo da mecânica estatística

já que, a não ser pelo fator i nas integrais, nos lembra do cálculo de valores esperados

usando a função de partição canônica. Em certos casos, como por exemplo em simulações

numéricas, é mais conveniente trabalhar com o cálculo desse tipo de funções, no espaço

Euclideano. A conexão entre estes formalismos pode ser feita através da rotação de Wick

(Peskin; Schroeder, 1995) usando t → −iτ (τ : “tempo euclideano”), que nos permite

escrever (vide apêndice E):

∫ Dφφ(x1) ... φ(xn) ei
∫

d4x LM

∫ Dφ ei
∫

d4x LM

≡
∫ Dφφ(x1) ... φ(xn) e−

∫
d4x LE

∫ Dφ e−
∫

d4xE LE

, (15)

sendo LM e LE as lagrangianas no espaço de Minkowski e Euclideano, respectivamente.

É útil mencionar estas relações já que alguns enfoques ou modelos para QCD que se-

rão usados nesta tese foram desenvolvidos no espaço euclideano, e quando for necessário

indicaremos que tipo de espaço esta sendo usado.

No formalismo funcional, um objeto crucial é o chamado Funcional Gerador Z[J ],

que permite obter as funções de correlação através da incorporação de uma fonte artificial

J (Schwinger, 1951a) e o uso da derivação funcional12:

Z[J ] =
∫

DφExp
[
i
∫
d4x [ L(x) + J(x)φ(x) ]

]
. (16)

Por exemplo, a função de correlação de 2 pontos pode ser escrita como:

〈 0 | T [ φ̂(x1) φ̂(x2) ] | 0 〉 =

∫ Dφφ(x1)φ(x2) e
i
∫

d4x L

∫ Dφ ei
∫

d4x L
=

1

Z[J ]

(−i)2δ2Z[J ]

δJ(x1) δJ(x2)

∣∣∣∣∣
J = 0

, (17)

expressão esta que pode ser generalizada para qualquer função de n pontos:

12 Detalhes disto podem ser achados em diversos livros de QFT. Em particular, encontra-se uma apre-
sentação bastante instrutiva nas Refs. (Das, 2006; Ryder, 1996).
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〈 0 | T [ φ̂(x1) ...φ̂(xn) ] | 0 〉 =
(−i)n

Z[J ]

δnZ[J ]

δJ(x1)...δJ(xn)

∣∣∣∣∣
J=0

. (18)

É importante também definir o Funcional Gerador das funções de correlação co-

nectadas, W [J ], definido como Z[J ] = ei W [J ], já que são realmente estas últimas as

que contribuem diretamente no cálculo de amplitudes de processos físicos numa teoria

quântica de campos (Peskin; Schroeder, 1995; Ryder, 1996; Muta, 2010).

Se tentarmos calcular a função de 2 pontos para o campo Aa
µ, o chamado propa-

gador do glúon, usando as Eqs. (14), (16) e (18), veremos rapidamente que surge um

problema: o resultado diverge. Para ver isso, partamos da ação S0 e da lagrangiana

clássica do glúon sem interação L0 (os termos de interação correspondem à Eq. (13)):

S0[A] =
∫
d4xL0 ∧ L0 = −1

4
F a

µνF
µν
a ∧ F a

µν = ∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ, (19)

e do funcional gerador do glúon livre ZJ=0[A] (sem incluir a fonte por simplicidade):

Z0[A] =
∫

DAe i S0[A] ∧ S0[A] =
1

2

∫
d4xAa

µ(x)
[
∂2gµν − ∂µ∂ν

]
Aa

ν(x). (20)

É justamente no termo [ ∂2gµν − ∂µ∂ν ] onde origina-se o problema do propagador do

glúon13. Olhando para a sua representação no espaço de Fourier, −p2gµν +pµpν , é evidente

que qualquer fator do tipo pµ f(p) faz com que esse termo se anule, o que nos deixa com

Z0[A] =
∫ DA → ∞. Esta divergência é entendida como um problema relacionado à

invariância de gauge da teoria, pois estaríamos integrando sobre configurações que são

fisicamente equivalentes, já que a integração funcional leva em conta todas as configurações

possíveis do campo, inclusive aquelas conectadas por transformações de gauge.

De fato, analisando a transformação infinitesimal do campo de gaugeAa
µ (Eq. (10)):

Aa′

µ ≡ Aa θ
µ → Aa

µ + 1
g
Dac

µ θ
c(x), percebe-se que, mesmo quando Aa

µ = 0, há contribuições

do tipo ∂µθ
a(x), o que mostra que estamos diante de uma redundância na contagem de

estados físicos. Faz-se necessária alguma maneira de escolher apenas uma configuração

representativa frente a todas as possíveis.

Faddeev e Popov (Faddeev; Popov, 1967) propuseram resolver esse problema me-

diante uma condição de fixação do gauge F(A), que no gauge de Lorenz corresponde à

condição14: F(A) = ∂µ A
µ
a = 0 (invariante de Lorentz). No procedimento de Faddeev-

Popov (FP) foi feito uso de uma generalização da integral da Delta de Dirac:

1 =
∫

Dθ(x) δ( F(Aθ) )

∣∣∣∣∣det

(
δF(Aθ)

δθ(x)

)∣∣∣∣∣ , (21)

13 Nesse termo foi feita uma integração por partes desprezando termos de superfície.
14 Outros exemplos de condições são a de Coulomb: ∇ · −→

A, a temporal: A0 = 0 e a axial: A3 = 0.
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onde Dθ(x) nos permite integrar sobre as possíveis configurações, enquanto o δ( F(Aθ))

garante que a integração seja feita apenas sobre as configurações representativas que

cumprem com a condição da fixação do gauge. O jacobiano que aparece na equação acima,∣∣∣det
(
F ′

)∣∣∣, é o módulo do chamado determinante de Faddeev–Popov. Uma hipótese

crucial do enfoque de FP é considerar tal determinante como sendo sempre positivo15,

algo que, como veremos mais adiante, nem sempre será verdade.

Ao incluir o fator “1” na integral funcional do campo A, Z[A] =
∫ DAe i S[A] , onde

S[A] =
∫
d4x

(
−1

4
Ga

µνG
µν
a

)
, e usar a transformação de gauge do campo A, A → Aθ, e a

invariância da sua ação, S[A] = S[Aθ], e da medida de integração, DA → DAθ (Aθ é

uma transformação linear sobre A), obtém-se:

Z[A] =
∫

DAθ Dθ δ( F(Aθ) ) det

(
δF(Aθ)

δθ

)
Exp

[
i S[Aθ]

]
. (22)

A condição de fixação do gauge pode ser escolhida de uma forma mais geral dentro

de uma família de gauges covariantes onde F(A) = ∂µ A
µ
a − ωa, sendo ωa(x) uma função

escalar arbitrária. Ao usar essa condição geral e examinar o determinante de Faddeev e

Popov para uma transformação infinitesimal do campo A (Eq. (10)), temos que:

det

(
δF(Aθ)

δθ

)
= det

(
δ

δθ

[
∂µ A

µ
a +

1

gs

∂µD
µ θa − ωa

])
= det

(
1

gs

∂µD
µ

)
. (23)

Logo, a única dependência em Aθ na Eq. (22) fica nos fatores: DAθ δ( F(Aθ) ) ei S[Aθ], que

podem ser reescritos em função de A novamente aproveitando a invariância de gauge:

Z[A] =
∫

Dθ
∫

DAδ( ∂µ A
µ
a − ωa ) det

(
1

gs

∂µD
µ

)
ei S[A]. (24)

Neste ponto, adota-se uma técnica que consiste em multiplicar e integrar sobre todos os

possíveis valores de uma função Gaussiana ω2
a(x)/2ξ para um parâmetro arbitrário ξ. O

fator ωa(x) podem então, ser eliminado da equação devido às propriedades da delta de

Dirac, chegando a:

Z[A] =
∫

DA det

(
1

gs

∂µD
µ

)
Exp

[
i
∫
d4x

(
−1

4
(Ga

µν)2 − 1

2ξ
(∂µA

µ
a)2

)]
, (25)

onde os termos constantes, da forma
∫ Dθ, podem ser desconsiderados (embora possam

ser infinitos), pois acabam sendo cancelados ao calcular as funções de n pontos (Eq. (14))

e, consequentemente, não afetam os observáveis.

O segundo termo do fator exponencial da última equação representa a parte da

15 Isso permite deixar de lado o uso do valor absoluto no determinante.
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fixação do gauge:

LGF = − 1

2ξ
(∂µA

µ
a)2 . (26)

Com estes resultados agora sim é possível obter o propagador do glúon (Apêndice

E, Eqs. (278) – (280)), onde duas escolhas muito usadas do parâmetro ξ são ξ = 0 e

ξ = 1, que correspondem aos chamados gauge de Landau e Feynman, respectivamente16.

Quanto ao determinante de FP, que depende do campo A, este pode ser repre-

sentado como uma integral funcional de campos anticomutativos c e c na representação

adjunta17:

det

(
1

gs

∂µD
µ

)
=
∫

DcDc Exp
[
i
∫
d4x ca ( −∂µD

µ
ab ) cb

]
. (27)

Estes são os chamados fantasmas de Faddeev e Popov (Faddeev; Popov, 1967), cuja

lagrangiana Lghost = ca ( −∂µD
µ
ab ) cb, junto com a parte da fixação do gauge LGF , acaba

sendo agregada à lagrangiana clássica da QCD, terminando aparentemente com o processo

de quantização.

É importante notar que c e c̄ correspondem a campos escalares anticomutativos,

que violam o teorema Spin-Estatística18 e portanto não podem ser considerados como

partículas físicas. Estes campos só se acoplam de forma virtual (loops) ao campo de

gauge Aa
µ cancelando os estados de polarização não-físicos do mesmo (Peskin; Schroeder,

1995), mas não aparecem no espectro da QCD, sendo considerados um artifício necessário

para a quantização da teoria.

1.3 Fixação de gauge e problema de Gribov

Como foi discutido rapidamente na seção anterior, a proposta de Faddeev e Popov

trabalha com as hipóteses de que o determinante de FP é sempre positivo, de que a

condição da fixação do gauge é respeitada e de que apenas as configurações representativas

dos campos de gauge físicos são levadas em conta.

Dentre as diferentes configurações de um determinado campo A (Eq. (8)), conjunto

contínuo este também chamado de órbita de calibre, as configurações representativas são

16 No gauge em que ξ = 0 (Landau), o propagador é transverso e existe uma formulação de QCD na rede
amplamente utilizada, enquanto que a escolha ξ = 1 permite simplificar consideravelmente os cálculos
perturbativos.

17 Faddeev e Popov escolheram representar dessa maneira o determinante usando uma identidade para
integrais Gaussianas de variáveis anticomutativas (Berezin, 1966).

18 Campos escalares tradicionais comutam e obedecem à estatística de Bose-Einstein enquanto que os
anticomutativos obedecem à estatística de Fermi-Dirac.
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aquelas que intersectam apenas uma vez a condição da fixação do gauge como podemos

ver na curva dada por L na Fig. (3a).

O método de Faddeev e Popov funciona muito bem a nível perturbativo, permitindo

obter predições para a QCD no regime em que o acoplamento é muito pequeno. No

entanto, V. Gribov mostrou (no gauge de Landau) que a fixação do gauge à la Faddeev–

Popov apresenta um problema: ela não consegue realmente remover todas as configurações

equivalentes do campo A, e portanto existem órbitas de calibre que intersectam mais de

uma vez a condição da fixação do gauge (Gribov, 1978). Tais configurações remanescentes

são as chamadas cópias de Gribov19. Isso é representado pela curva L′ na Fig. (3a)20.

A abordagem de Gribov foi desenvolvida no espaço euclideano e portanto fare-

mos uso do mesmo nas contas a seguir21. A lagrangiana de Yang–Mills (sem férmions

e incluindo o termo de fixação do gauge) no espaço euclideano pode ser escrita como

(Vandersickel, 2011):

LQCD = +
1

4
Ga

µνG
a
µν − 1

2ξ
(∂µA

a
µ)2 + ca ( ∂µD

ac
µ ) cc , (28)

onde Ga
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gs f

abcAb
µA

c
ν mantém uma forma matemática similar à Eq.

(2), mas no espaço euclideano.

A transformação dos campos só depende da álgebra de Lie dos geradores do grupo

e não da natureza euclideana ou Minkowskiana dos campos. Portanto, as relações de

transformação obtidas anteriormente podem ser mantidas da forma já mostrada22. Neste

contexto, também é definido o operador de FP, M = δF(Aθ)/δθ(x), sendo esta a sua

forma mais geral possível. Para calibres covariantes lineares, esse operador pode ser escrito

como (Vandersickel, 2011):

Mab(x, y) := −∂µD
ab
µ δ(x− y) |∂A≡0 = −∂µ

(
∂µδ

ab − gsf
abcAc

µ

)
δ(x− y) |∂A≡0 . (29)

Podemos identificar mais claramente as configurações remanescentes se analisarmos

as configurações (Aa
µt

a)θ ≡ (A)θ que são cópias de Gribov de Aa
µt

a ≡ A. Nesse caso, elas

estão relacionadas pela transformação de gauge Aa θ
µ ta = V (Aa

µt
a + i ∂µ/gs)V

+ (Eq. (8)), e

tanto A quanto Aθ satisfazem a condição de Lorenz para a fixação do gauge F = ∂A = 0:

∂Aθ ≡ ∂
(
V (A+ i∂/gs)V

+
)

≡ 0, (30)

19 Singer (Singer, 1978) mostrou que tais cópias de Gribov aparecem para qualquer calibre covariante.
20 Gribov menciona que não há casos conhecidos do tipo L′′.
21 Uma formulação semi-euclideana da QCD pode ser encontrada no apêndice E.
22 Em (Vandersickel, 2011) é usado V (x) = Exp [ −i θa(x) ta ] enquanto que nós usamos o sinal +. Isto

não gera problemas, já que o sinal menos que pode ser absorvido por θ(x).
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Figura 3 - Orbitas de calibre

(a)

A l

A tr

A tr

[A]

[A]
Ω Λ

∂A=0

FIG. 2: A schematic representation of the configuration space of gauge fields, the “hyperplane” of transverse gauge

V
H

(b)

Legenda: a) Possíveis órbitas de calibre para uma dada condição de fixação do gauge. Os eixos

representam as componentes transversal e longitudinal do campo Aµ, respectivamente. b)

Órbita de calibre [A], Região de Gribov (Ω) e região Modular (Λ).

Fonte: a) Gribov, 1978, p 1. b) Alkofer, 2007, p. 2.

que, desenvolvendo as contas, pode ser escrita como:

gs(∂V
+)AV + gsV

+A(∂V ) + i(∂V +)(∂V ) + iV +∂2V = 0. (31)

A partir da equação anterior (Eq. (31)), podem ser estudadas as cópias de Gribov para

os diferentes valores do campo A e de gs. Uma descrição detalhada e didática, pode ser

encontrada, por exemplo, na Ref. (Sobreiro; Sorella, 2005).

Considerando apenas cópias infinitesimais, podemos verificar a relação entre as

cópias de Gribov e os autovalores do operador de FP. Usando (A)θ = A − 1
gs
Dabθb (infi-

nitesimal), com ∂A = 0 e ∂Aθ = 0, obtemos:

∂Aθ = ∂A− 1

gs

∂Dθ = 0 → Mabθb = −∂µD
ab
µ θ

b = −∂µ

(
δab∂µ − gsf

abeAe
µ

)
θb = 0, (32)

que nos diz que a existência de autovalores nulos do operador de Faddeev-Popov implica

na existência de cópias de Gribov.

Observa-se que a equação de autovalores do operador de FP,

Mabθb =
(
−∂2δab + gsf

abeAe
µ∂µ

)
θb = Eθb , (33)

é análoga a uma equação de autovalores do tipo Schrödinger com Aµ atuando como um

potencial (Sobreiro; Sorella, 2005). Para valores pequenos de Aµ (ou gs):

Mab
0 θ

b ≈
(
−∂2δab

)
θb = E0 θ

b, (34)

esta última equação só possui autovalores positivos, E0 > 0. Isto significa que para

valores pequenos de Aµ (ou gs) de fato o operador de Faddeev-Popov é positivo definido.
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No entanto, isso não pode mais ser garantido para valores maiores de Aµ (ou gs), já que

em algum ponto o menor autovalor da Eq. (33), E1, vai se tornar zero e depois negativo

(Gribov, 1978). No caso análogo da Eq. de Schrödinger, isso significa que o campo Aµ é

grande o suficiente para garantir soluções de energia negativa (estados ligados) (Sobreiro;

Sorella, 2005). O mesmo acontece com os outros autovalores E2, E3, etc23. Isso permite

dividir o espaço funcional dos campos em regiões C0, C1, ..., Cn−1, nas quais o operador

M de FP possui 0, 1, ..., n−1 autovalores negativos24 (Gribov, 1978). Essas regiões estão

separadas respectivamente pelos “horizontes” l1, l2, ..., ln, conhecidos como horizontes de

Gribov, onde o operador M de FP tem autovalor zero (Fig. (4a)).

É importante ressaltar que o fato do operador de FP possuir autovalores negativos

faz com que não seja possível garantir a positividade do determinante de FP (Eq. (21)).

Dessa forma, torna-se necessário manter o valor absoluto do determinante,
∣∣∣detF ′

(Aθ)
∣∣∣,

na medida de integração funcional dos campos de gauge, invalidando a hipótese do pro-

cedimento de Faddeev e Popov.

1.3.1 Região de Gribov

Uma possível solução diante deste problema proposta por V. Gribov (Gribov,

1978), foi restringir a integração funcional dos campos a uma região Ω (Fig. (3b)), onde a

condição da fixação do gauge fosse respeitada e intersectada apenas uma vez, i.e., que ape-

nas as configurações representativas do campo A sejam levadas em conta, o que implica

que o operador de FP seja positivo definido. Matematicamente, tem-se:

Ω ≡
{
Aa

µ , ∂µA
a
µ = 0 / Mab > 0

}
. (35)

A fronteira desta região, ∂Ω, é o chamado horizonte de Gribov. Faz-se evidente que

a região C0 é a região Ω, já que na região C0 o operador de FP só possui autovalores

positivos, e que l1 é ∂Ω (Mab = 0) (Fig. (4a)). Algo importante que devemos mencionar

é que as configurações Aµ ∼ 0, ou seja, o enfoque perturbativo, estão contidas na região

de Gribov, já que neste caso o operador de FP é positivo (Eq. (34)).

Outro ponto relevante sobre a região de Gribov é que as órbitas de gauge a cruzam

pelo menos uma vez (Dell’Antonio; Zwanziger, 1991), significando assim que um campo

externo à região Ω terá sempre um equivalente na região de Gribov, tal como é mostrado

em (Zwanziger, 1982).

23 Se olharmos para o operador “restante” da Eq. (33), o traço deste termo é zero devido ao fator fabc.
Logo, este operador possui autovalores negativos e positivos que somados anulam o traço do mesmo.

24 A condição ∂µAa
µ = 0 permite mostrar que o operador de FP é hermitiano, M+ = M, logo só possui

autovalores reais (Sobreiro; Sorella, 2005).
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Figura 4 - Regiões de Gribov e condição de não pólo

(a)

G(k,A)ab =
ca

k

cb

+
ca

k

Ak
µ

k − p

p

cb

+
ca cb

k k + p′ q

Ak
µ Aℓ

ν−p′ p′ + k − q

(b)

Legenda: (a) Mostra-se um esquema das regiões Cn−1 e horizontes ln de Gribov. (b) Contribuições até

ordem g2
s na inversa do operado de FP G(k, A)ab.

Fonte: (a) O autor, 2023. (b) Vandersickel, 2011, p. 58.

Tudo isto justificaria a restrição da integração funcional à região C0 (Ω) pelo fato

de sempre ser possível encontrar um campo Ã na região Cn equivalente a um campo A na

região Cn−1, tal como podemos ver na Fig. (4a). Uma demonstração para campos muito

próximos do horizonte l1, Ã e A nas regiões C1 e C0, respectivamente, como podemos ver

na Fig. (4a), pode ser encontrada em (Gribov, 1978; Sobreiro; Sorella, 2005).

Outras propriedades da região Ω foram demonstradas pelo próprio Gribov em 1977

e estão demonstradas, de forma mais pedagógica e com grande detalhe nas Refs. (Sobreiro;

Sorella, 2005; Vandersickel, 2011; Vandersickel; Zwanziger, 2012).

1.3.2 Região Modular Fundamental

Restringir a integração funcional à região de Gribov parece uma opção viável.

Porém, nesta região ainda existem configurações equivalentes (Baal, 1992; Vandersickel;

Zwanziger, 2012). Mais exemplos disto, incluindo cálculos analíticos, são dados em (Il-

derton; Lavelle; McMullan, 2007; Landim et al., 2014). Cópias de Gribov na região Ω

foram verificadas também em teorias de gauge na rede (Cucchieri, 1997; Hughes; Mehta;

Skullerud, 2013).

Já que a região de Gribov ainda contém cópias, uma alternativa seria procurar

uma região, contida em Ω, ainda mais fundamental e livre de cópias (Zwanziger, 1994).

Essa região, representada por Λ (Fig. (3b)), é conhecida como a região modular fun-

damental (FMR). Pelo fato de Λ estar contida em Ω (Λ ∈ Ω), ela naturalmente herda

propriedades da região de Gribov, i.e., Λ é uma região fechada e com fronteira ∂Λ, que
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coincide parcialmente com a fronteira ∂Ω, ∂Λ ∩ ∂Ω (Fig. (3b))25. Enquanto ainda não se

conhece uma maneira satisfatória de implementar a FMR na integração funcional (Wil-

liams, 2003), na região de Gribov podem ser efetuados os cálculos para as funções de

correlação. Em 2003, Zwanziger apresentou a conjectura de que não há uma diferença

significativa entre os cálculos obtidos para as funções de correlação através da FMR ou da

região de Gribov (Zwanziger, 2004). Além disso, na Ref. (Cucchieri, 1998b) é mostrado

que não há diferenças significativas nas funções de correlação calculadas na rede para Λ,

quando comparadas com as calculadas para Ω (Cucchieri, 1997).

Em conclusão, a quantização e restrição da integral funcional, na teoria de Yang-

Mills, deveria ser feita através da FMR, mas, como aparentemente as cópias remanescentes

na região de Gribov não desempenham um papel significativo, as mesmas poderiam ser

desprezadas, efetuando-se os cálculos de interesse da teoria apenas usando a região Ω.

Conjectura-se, assim, que as configurações representativas se encontram na região definida

pela interseção da região de Gribov e a FMR, ∂Ω ∩ ∂Λ (Zwanziger, 2004; Greensite;

Olejnik; Zwanziger, 2004).)

1.3.3 Condição de não pólo

Gribov (Gribov, 1978) foi o primeiro a mostrar que restringir a integração funcional

à região Ω, no gauge de Landau, traz profundas consequências para as características

dos propagadores dos glúons e dos ghosts. Essas novas características dos propagadores

parecem indicar que as cópias de Gribov desempenham um papel importante no estudo

e compreensão da teoria de Yang-Mills na região infravermelha.

A restrição da integração funcional se faz mediante a implementação do fator V (Ω)

no funcional gerador, onde Z[J ] → ZΩ[J ]:

ZΩ[Jsrc] =
∫

[Dφ]V (Ω) Exp
[
−
∫
d4x (LY M + LGF + LF P + Lsrc)

]
, (36)

sendo a medida [Dφ] dada pelo produto [DA][D c][Dc], e Jsrc representa as fontes J, χ∗

e χ que correspondem aos campos A, c e c, respectivamente. As lagrangianas são (Eq.

(28)):

LY M = +
1

4
Ga

µνG
a
µν ∧ LGF = − 1

2ξ
(∂µA

a
µ)2 ∧ LF P = ca ( ∂µD

ac
µ ) cc , (37)

enquanto que os termos proporcionais às fontes encontram-se em Lsrc = Ja
µA

a
µ + χa

∗c
a +

caχa.

25 Λ apresenta cópias na fronteira ∂Λ, enquanto que a região interna é livre das mesmas (Baal, 1997).
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Para chegar no resultado da expressão de V (Ω), Gribov usou o fato de que a

função de correlação de dois pontos dos ghosts esta relacionada à inversa do operador de

FP (valor esperado). A expressão dessa função de correlação dos ghosts (acoplados a uma

fonte externa), na integral funcional, é:

〈 ca(x) cb(y) 〉 ∝
∫

[D c][Dc] c(x) c(y) e−
∫

d4x (ca ( ∂µDac
µ ) cc+Lsrc) ∝

(
−∂µD

ab
µ

)−1

xy
. (38)

Na última passagem, usando uma identidade26, foram integrados os campos de FP.

Esta relação dada na Eq. (38) foi muito importante, porque permitiu obter infor-

mação de como construir o fator V (Ω). Como este precisa restringir a integração numa

região onde o operador de FP seja positivo definido (Mab > 0), então a sua respectiva

inversa precisa existir e não pode apresentar divergências. A associação com a função de

correlação de ghosts permitiu sondar sob quais circunstâncias a inversa do operador Mab

não apresentaria pólos. Para isso, o passo seguinte de Gribov foi obter o resultado do

propagador do ghost renormalizado a 1 loop, que no espaço de momentos é:

G(k2) =
1

k2

1
(
1 − 11g2

sN
48π2 Log (Λ2/k2)

)(3/22)(3/2−ξ/2)
, (39)

onde Λ é um cutoff ultravioleta e ξ é o parâmetro de gauge (ξ = 0 no gauge de Landau).

Ao analisar a Eq. (39), podemos notar rapidamente que existem 2 pólos, um deles

para k2
1 = 0 e o outro para k2

2 = Λ2 e
− 48π2

11g2
s N . O primeiro pólo, vindo de 1/k2, corresponderia

a um valor nulo do operador de FP. Dado que, para qualquer outro valor de k, o fator

1/k2 é positivo, então M > 0, o que significa que estamos dentro de Ω. Portanto, quando

k2 → 0 estaríamos nos aproximando do horizonte de Gribov, onde M|∂Ω = 0. O termo

restante da Eq. (39) nem sempre será positivo para um dado k2. De fato, para um

k2 < k2
2, a expressão se torna complexa (C), indicando que não estamos mais dentro da

região de Gribov, onde há apenas autovalores reais do operador de FP.

A partir dessa análise, pode-se argumentar que o papel do fator V (Ω) é restringir

a integração funcional a uma região onde o operador de FP seja sempre positivo e que ao

mesmo tempo não desenvolva pólos, além da singularidade em k2 = 0. Esta é a chamada

condição de não pólo. Ela é construída a partir do cálculo da transformada de Fourier

26 Para variáveis de Grassmann c, c, χ, χ∗ e um operador B, pode-se obter a seguinte equivalência
(Peskin; Schroeder, 1995; Ryder, 1996; Vandersickel, 2011):

I =

∫
[Dc][Dc]Exp

[∫
d4x d4y ca(x)Bab(x, y) cb(y) +

∫
d4x χa

∗
(x)ca(x) + ca(y)χa(x)

]

I = Nc det(B) Exp

[
−
∫

d4x d4y χa
∗
(x)
[
Bab(x, y)

]−1
χb(y)

]
.
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G(k,A)ab da inversa do operado de FP. Até ordem g2
s , esta recebe contribuições vindas

dos diagramas mostrados na Fig. (4b), onde o campo A é considerado um campo clássico

externo (aproximação semi-clássica de Gribov). O resultado é o seguinte:

G(k,A)ab =
1

k2
(1 + σ(k,A)) ≈ 1

k2

1

[1 − σ(k,A)]
, (40)

sendo σ(k,A) o fator de forma de Gribov, cuja expressão é:

σ(k,A) =
1

V

1

d− 1

g2N

N2 − 1

kµkν

k2

∫ ddq

(2π)d

Al
α(−q)Al

α(q)

(k − q)2

(
δµν − qµqν

q2

)
, (41)

onde foi introduzido um fator de volume V a fim de manter a dimensionalidade correta.

A condição de não pólo dita, então, que σ(k,A) (Eq. (41)) seja menor que um, ou

seja σ(k,A) < 1, ∀k. Como também já foi mostrado que σ(k,A) decresce com k, temos

que σ(k,A) < σ(0, A), e σ(k,A) atinge o seu valor máximo quando k → 0, ou seja, na

fronteira da região de Gribov. Logo, a condição de não pólo, que garante a positividade

do operador de FP, esta ligada à relação:

σ(0, A) < 1 ∧ σ(0, A) = lim
k→0

σ(k,A) =
1

V

1

d

g2N

N2 − 1

∫ ddq

(2π)d

Al
α(−q)Al

α(q)

q2
. (42)

Finalmente, usando a condição de não pólo, Gribov propôs construir explicitamente

o fator V (Ω) fazendo uso da representação integral da função degrau (função de Heaviside),

de modo que27:

V (Ω) = θ(1 − σ(0, A)) =
∫ i∞+ǫ

−i∞+ǫ

dβ

2πiβ
eβ (1−σ(0,A)). (43)

1.3.3.1 Propagador do glúon e do ghost na região de Gribov

Ao usar a restrição V (Ω) no gerador funcional (Eq. (36)), esta só modifica a ação de

Yang–Mills, pois σ(0, A) só depende do campo Aa
µ. Portanto, o cálculo do propagador livre

do glúon será afetado, para o qual apenas é necessária a parte quadrática da lagrangiana

de Yang–Mills, (F a
µν)2 =

(
∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ

)2
, e sua respectiva fonte J :

ZΩ[J ] =
∫

[DA]V (Ω) Exp

[
−
∫
ddx

(
1

4
F a

µνF
a
µν − 1

2ξ

(
∂µA

a
µ

)2 − Ja
µ(x)Aa

µ(x)

)]
, (44)

27 Detalhes sobre o cálculo das Eqs. (40)–(42) podem ser encontrados em (Gribov, 1978), e com mais
detalhes em (Sobreiro; Sorella, 2005; Vandersickel, 2011).
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No espaço de Fourier, tem-se (vide Apêndice E, Eqs. (278) – (280)):

Z̃Ω[J̃ ] ∝
∫
dβ[DÃ]

eβ

2πiβ
Exp

[
−
∫ ddp

(2π)d

(
−1

2
Ãa

µ(−p)
(
Kab

µν

)
Ãa

µ(p) − J̃(−p)Ã(p)
)]
, (45)

sendo:

Kab
µν(p) =

[
β

V

2

d

N g2

N2 − 1

1

k2
δµν + δµν k

2 +

(
1

ξ
− 1

)
kµkν

]
, (46)

onde o termo adicional, proporcional a 1/k2, vem do fator e−βσ(0,A) (Eq. (42)).

Com isso, pode-se obter o propagador do glúon no espaço de Fourier28:

〈 Ãa
µ(−p) Ãb

ν(p) 〉 =
δ2

δJ̃a′

µ′ (p)δJ̃ b′

ν′(−p)
Z̃[J̃ ] = C

∫
dβ
eβ

β

(
detKab

µν(p)
)−1/2 (

Kab
µν(p)

)−1

〈 Ãa
µ(−p) Ãb

ν(p) 〉 = C
∫
dβ ef(β)

(
Kab

µν(p)
)−1

, (47)

com f(β) sendo uma função que contém o fator (detK)−1/2 (Vandersickel, 2011):

f (β) = β − Log[β] − V
d− 1

2
(N2 − 1)

∫ ddq

(2π)d
Log

(
q2 +

β

V

2Ng2

(N2 − 1)d

1

q2

)
. (48)

O parâmetro β da Eq. (47) é integrado usando a aproximação de ponto de sela (no

limite termodinâmico, V → ∞) considerando que: (i) a principal contribuição à integral

venha das vizinhanças do seu ponto estacionário β0 e (ii)
(
Kab

µν(p)
)−1

não seja uma função

muito oscilante. A integral pode então ser aproximada pelo seu valor em β0:
∫
dβef(β) ∼ ef(β0) ∧ f

′

(β0) = 0. (49)

A partir da equação anterior, é obtida a seguinte relação:

1 =
1

β0

+
d− 1

d
Ng2

∫ ddq

(2π)d

1

q4 + γ4
∧ γ4 =

β0

V

2Ng2

(N2 − 1)d
(50)

onde, a fim de se obter um fator γ finito, foi considerado que β0 ∼ V , e portanto o fator

β−1
0 tem contribuição nula na Eq. (50), chamada de equação de gap. Sendo assim, conclui-

28 Para variáveis vetoriais {Aa
µ, Ja

µ} e um operador B, pode-se obter a seguinte equivalência (Peskin;
Schroeder, 1995; Ryder, 1996; Vandersickel, 2011):

IA =

∫
[DA]Exp

[∫
d4x d4y Aa

µ(x)Bab
µν(x, y) Ab

ν(y) +

∫
d4x Ja

µ(x)Aa
µ(x)

]

IA ∝ (det(B))
−1/2

Exp

[
+

1

2

∫
d4x d4y Ja

µ(x)
[
Bab

µν(x, y)
]−1

Jb
ν(y)

]
,
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se que o fator γ, que possui unidades de massa e é conhecido como parâmetro de massa de

Gribov, não é um parâmetro livre; seu valor é determinado de maneira auto-consistente

pela equação do gap, onde este funciona também como um regulador infravermelho.

Finalmente, o propagador do glúon no gauge de Landau modificado pela restrição

à região de Gribov será, a partir da Eq. (47)):

〈 Ãa
µ(−p) Ãb

ν(p) 〉 = C
∫
dβ ef(β)

(
Kab

µν(p)
)−1

∣∣∣∣
β=β0

= δab p2

p4 + γ4

(
δµν − pµpν

p2

)
, (51)

onde foi escolhido Cef(β0) = 1 como normalização do propagador.

Usando os resultados do propagador do glúon, podemos calcular o propagador do

ghost, a partir das Eqs. (38), (40) e (41):

Gab(k
2) = δab 1

k2

1

[1 − σ(k)]
∧ σ(k) = g2N

∫ ddq

(2π)d

q2

q4 + γ4

kµkν

k2(k − q)2

(
δµν − qµqν

q2

)
, (52)

que, quando k2 → 0 (d = 4), comporta-se como (Vandersickel, 2011):

Gab|d=4 ≈ 128π2γ2

Ng2

δab

k4
. (53)

Em conclusão, ao implementar a restrição de Gribov V (Ω) à integração funcional,

os propagadores tanto do glúon quanto do ghost sofreram modificações. O primeiro (Eq.

(51)) é suprimido no infravermelho, 〈 Ãa
µ(−p) Ãb

ν(p) 〉
∣∣∣
p→0

→ 0, diferente do resultado

divergente, 1/p2|p→0 → ∞, do enfoque perturbativo usual, enquanto que o segundo (Eq.

(53)) adquire um comportamento mais singular (1/k4) do que aquele previsto pelo enfoque

perturbativo à la FP (1/k2). Vários anos depois, Zwanziger (Zwanziger, 1989b; Zwanziger,

1993) formularia uma ação local29 para a teoria de Yang–Mills implementando também a

restrição da região de Gribov à integral funcional: a ação de Gribov-Zwanziger (GZ).

Os resultados das Eqs. (51) e (53) foram considerados corretos durante muito

tempo (Cucchieri, 1998a; Cucchieri, 1999; Bloch et al., 2004; Furui; Nakajima, 2004;

Oliveira; Silva, 2005), até que nas Refs. (Cucchieri; Mendes, 2008b; Cucchieri; Mendes,

2008a) foi mostrado (para d = 3 e 4) que realmente o propagador do glúon satura num

valor não nulo no infravermelho e que o propagador do ghost não é ampliado no infra-

vermelho. Esses resultados levariam à proposta de um “refinamento” do modelo GZ em

compatibilidade com os resultados da rede (Dudal et al., 2008b) – a chamada teoria de

Gribov-Zwanziger refinada, que será apresentada brevemente no próximo capítulo.

Um ponto importante que devemos ressaltar é que o propagador do glúon obtido

por Gribov (Eq. (51)), apresenta pólos imaginários em p2 = ±i γ2. Essa estrutura

29 Lembrar que a abordagem de Gribov se vale da inversa (não local) do operador de FP.
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com pólos imaginários, que no modelo RGZ se tornarão complexos, viola o axioma de

reflexão de positividade. Dessa maneira, não é mais possível interpretar o glúon como

uma partícula que faça parte do espectro físico, o que poderia indicar a presença de

confinamento. Ou seja, matematicamente, isto pode ser entendido como os glúons estando

confinados pela presença do vínculo do horizonte de Gribov, através do fator da massa de

Gribov.
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2 MODELOS EFETIVOS CONFINANTES PARA QCD

Atualmente, é bem aceito que a QCD consegue descrever as propriedades da in-

teração forte. Por um lado, uma delas, a liberdade assintótica, permite que o enfoque

perturbativo forneça uma excelente descrição da fenomenologia da interação forte em al-

tas energias. Por outro lado, em baixas energias, temos o fenômeno do confinamento,

para o qual ainda não existe uma descrição e/ou demonstração analítica derivada a partir

de primeiros princípios, que seja completamente satisfatória e que nos permita entender

o mecanismo que o gera.

O estudo do comportamento da QCD em baixas energias é fundamental, entre

outras coisas, para entender um pouco mais sobre o confinamento e ter uma descrição

completa da fenomenologia da física hadrônica no infravermelho. Esta última, mesmo

não entendida completamente, em geral nos leva a aceitar que tanto os quarks quanto os

glúons estão confinados. A tudo isso devemos acrescentar o fato de que existem simulações

numéricas que respaldam as propriedades confinantes da QCD neste regime de energia.

O problema do confinamento, ainda hoje, é uma das questões não resolvidas mais

importantes da física teórica, e portanto uma fonte de estudo muito ativa. Dentre os

diversos estudos e abordagens que tentam entender alguns aspectos do confinamento,

aparecem os modelos fenomenológicos que, mesmo incompletos ou com aproximações,

oferecem boas informações sobre a região infravermelha da QCD.

Dentre os diferentes modelos fenomenológicos estão aqueles motivados pelas con-

sequências das cópias de Gribov (Seção 1.3) nos propagadores da QCD (YM especifi-

camente) e, ao mesmo tempo, pelo comportamento desses propagadores nas simulações

numéricas de QCD na rede. Em particular, estamos interessados nesse tipo de modelo

baseado no comportamento do propagador do glúon.

Hoje em dia, é bem aceito que o propagador do glúon, diferente da predição pertur-

bativa, não diverge para momentos baixos, mas pelo contrário satura num valor finito na

região de baixos momentos. O fato do propagador do glúon saturar num valor finito, para

momento nulo, exige uma análise teórica cuidadosa, mas esse valor finito é comumente

entendido como a aparição de uma escala de massa na região infravermelha.

Como já discutimos no capítulo anterior, a QCD é uma teoria invariante de gauge,

e tal invariância exige que o glúon seja uma partícula sem massa. Porém, diante dos

resultados obtidos até a atualidade nas simulações do propagador do glúon em QCD na

rede, opta-se por interpretar esse comportamento como uma geração dinâmica de massa

para o glúon devido às fortes interações e auto-interações da QCD na região infravermelha.

Tal termo de massa não deve ser confundido como a massa de uma partícula (ou

estado assintótico) mas deve ser pensado como um termo de massa efetiva que depende

da escala de energia e que desaparece para altos momentos, preservando assim a renor-
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malizabilidade e invariância de gauge da teoria.

Nas seções seguintes discutiremos as diferentes propriedades e características de

alguns modelos que apresentam termos de massas (infravermelhas) no propagador do

glúon. Finalmente, nos capítulos seguintes usaremos esses propagadores com massas

infravermelhas e estudaremos o impacto fenomenológico deste tipo de propagador em

alguns observáveis da teoria.

2.1 Alguns enfoques não perturbativos para a QCD

Antes de entrar na descrição dos modelos usados nesta tese, achamos conveniente

fazer uma rápida descrição de alguns enfoques não perturbativos que complementam o

estudo da QCD no infravermelho, e que de um ou outro modo têm relação direta ou

indireta com os cálculos apresentados aqui, seja por meio da comparação com os dados

dos seus resultados ou com expressões analíticas.

Dentre os enfoques que resumiremos nesta seção estão o método numérico (com-

putacional) de QCD na rede, cujos resultados atualmente servem como um ponto de

referência para outros métodos. Além disso, faremos uma breve revisão de uma aborda-

gem numérica ou semi–analítica amplamente utilizada: as equações de Schwinger–Dyson

(SDE), que pertencem ao conjunto de métodos funcionais (Huber, 2020) (p. 18–30), en-

tre os quais, por exemplo, também se encontra o método do grupo de renormalização

funcional (FRG).

Este último não abordaremos em detalhes aqui, mas podemos dizer que é uma

abordagem não perturbativa com uma implementação moderna da ideia de Wilson sobre

o grupo de renormalização e a sua integração por camadas de momento. O elemento

principal deste enfoque é a ação efetiva Γk, cujas flutuações quânticas para momentos

p2 > k2 são integradas, e k atua como uma escala de corte no infravermelho. A ação

efetiva Γk, por meio das suas equações de fluxo exatas, pode interpolar entre a ação

clássica no UV e a ação efetiva quântica no infravermelho (Wegner; Houghton, 1973;

Wilson; Kogut, 1974; Ellwanger, 1994; Gies, 2012; Litim, 2001; Braun, 2012; Dupuis et

al., 2021). Podemos citar alguns dos resultados do método FRG: o cálculo do potencial

entre quarks no gauge de Landau (Ellwanger; Hirsch; Weber, 1998), propagadores da

QCD e interações efetivas entre quarks (Bergerhoff; Wetterich, 1998), condensado e massa

efetiva para o glúon (Horak et al., 2022), ou resultados ligados à teoria da QCD em geral

(Pawlowski, 2001; Gies; Wetterich, 2004; Pawlowski et al., 2004; Dupuis et al., 2021).
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Figura 5 - Propagador e vértice para o ghost nas SDE

(a) (b)

Legenda: Representação esquemática das SDE para o (a) propagador do ghost (b) Vértice ghost–glúon.

Em ambos os casos os círculos pretos representam quantidades vestidas.

Fonte: Fischer, 2006, p. 12-13.

2.1.1 Equações de Schwinger-Dyson

As equações de Schwinger-Dyson (SDE) (Dyson, 1949; Schwinger, 1951a; Schwin-

ger, 1951b) são um conjunto infinito de equações acopladas não lineares, derivadas no

contexto da integração funcional, que representam as equações de movimento de uma

teoria quântica de campos e portanto estão relacionadas às funções de Green. Conforme

discutido anteriormente, estas funções fornecem toda a informação quântica da teoria, o

que em princípio permite calcular qualquer observável em termos delas.

Essas equações podem ser derivadas a partir da consideração de que a integral

funcional de uma derivada total é zero30. Aplicando tal propriedade ao gerador funcional,

Z[J ], obtém-se:

∫
[DΦ]

(
−∂S

∂Φ
+ J(x)

)
e(−S+

∫
ddx Φ(x) J(x)) ≡

〈
−∂S

∂Φ
+ J(x)

〉
= 0, (54)

onde, após mais uma derivada com respeito à fonte J(x), obtemos as SDE para o campo

Φ.

O exemplo mais simples das SDE na QCD, cuja derivação pode ser encontrada na

ampla literatura das SDE (Roberts; Williams, 1994; Alkofer; Smekal, 2001; Fischer, 2006;

Papavassiliou, 2022), é o do propagador do ghost. Para se ter uma ideia da estrutura

desse propagador neste formalismo, podemos partir de:

SQCD + Sfontes = S
′

+
∫
ddx ca∂µ

(
∂µδ

ac + gfabcAb
µ

)
cc +

∫
ddx (χa

∗c
a + caχa) , (55)

onde S
′

contém os outros termos relacionados aos glúons, quarks, termo de gauge e fontes

relacionadas à QCD (Eq. (37)), que não se misturam com os ghosts. Usando a Eq. (55)

30 Dadas as condições de contorno apropriadas (cf. (Collins, 1986), p. 13-15).
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e tomando a derivada com respeito a χc, a Eq. (54) para o anti–ghost ca pode ser escrita

como:
〈
∂Sgh

∂ca(x)
cc(y)

〉
= δacδ(x− y) ∧ Sgh =

∫
ddx ca∂µ

(
∂µδ

ac + gfabcAb
µ

)
cc. (56)

Usando ∂S
∂ca(x)

= ∂µD
ac
µ c

c e manipulando os termos resultantes com ajuda das pro-

priedades da delta de Dirac, o lado esquerdo da Eq. (56) pode ser reescrito como:

∂2
x 〈ca(x) cc(y)〉 +

∫
ddz ddw

(
gfabd∂µ,zδ(z − x)δ(z − w)

〈
Ab

µ(z)cd(w) cc(y)
〉)
, (57)

onde 〈ca(x) cc(y)〉 e
〈
Ab

µ(z)cd(w) cc(y)
〉

correspondem às funções de correlação completas

de 2 e 3 pontos, respectivamente, e podem ser relacionadas ao propagador do ghost,

Gac(x − y), e ao vértice ghost–glúon, ∝ −Dbe
µν(z − t) Gdf (w − u)Γefg

ν (t, u, v) Ggc(v − y)

(funções conectadas)31. Após uma série de manipulações (Alkofer; Smekal, 2001) na Eq.

(57), teremos que a Eq. (56) para o ghost fica:

[∫
ddv δ(x− v)∂2

v δ
ag −

∫
ddz ddw ddt ddu ddv

(
gfabd∂µ,zδ(z − x)δ(z − w)

)
×

Dbe
µν(z − t) Gdf (w − u)Γefg

ν (t, u, v)
]

Ggc(v − y) = δacδ(x− y), (58)

da onde, por definição, podemos reconhecer que a expressão em colchetes na equação an-

terior (58) representa a inversa do propagador completo ou vestido do ghost, i.e. incluindo

todas as interações referentes a esse propagador.

O formalismo não perturbativo das SDE faz uso de diagramas provenientes da

interpretação à la Feynman da teoria de perturbação. Assim a interpretação pictórica da

Eq. (58) pode ser expressada pelos diagramas da Fig. (5a), onde o inverso do propagador

vestido do ghost, representado como uma linha tracejada com uma bola cheia, é dado

pela soma do inverso do propagador livre (linha tracejada), que corresponde ao termo ∂2

na Eq. (58), mais a correção a um loop. Esta última é, por sua vez, dada pelo resto

dos termos da mesma equação, em que pode-se reconhecer que o termo proporcional

a gfabd∂µ,z representa o vértice ghost–glúon a nível de árvore, enquanto que os termos

Dbe
µν(z− t), Gdf (w−u) e Γefg

ν (t, u, v) representam os propagadores vestidos do glúon (linha

espiral) e do ghost e o vértice ghost–glúon completo, respectivamente32.

Outro exemplo relativamente simples de mostrar, é o do vértice ghost–glúon33, que

aparece na Fig. (5b). O vértice ghost–glúon vestido pode ser expressado como a soma da

31 No capítulo 11 da Ref. (Peskin; Schroeder, 1995) pode-se encontrar detalhes sobre estas manipulações.
32 Nesta derivação, por simplicidade, fatores de renormalização forma omitidos.
33 Contas sobre a derivação desse vértice podem ser achadas, por exemplo, no apêndice da Ref. (Schlei-

fenbaum et al., 2005) ou no apêndice B da Ref. (Schleifenbaum, 2004).
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contribuição a nível de árvore mais a correção a um loop, que envolve o próprio vértice

ghost–glúon vestido e as correções dos propagadores vestidos do ghost e do glúon. A partir

das Figs. (5a) e (5b), podemos observar a natureza recursiva (infinita) das funções de

correlação calculadas no contextos das SDE. Em geral, neste formalismo, as quantidades

completas aparecem com um círculo vazio ou cheio.

Usando a Eq. (54), podemos obter todas as funções de correlação de uma teoria.

No caso da QCD, além do propagador do ghost (Eq. (58)), podemos obter obter os

propagadores do glúon e do quark, e os vértices tri–glúon, quadri–glúon, quark–glúon e

ghost–glúon. Nós não vamos nos aprofundar no cálculo dessas funções, mas sim focar um

pouco nas consequências dos seus comportamentos infravermelhos.

Um caso interessante é o do vértice ghost–glúon, já que pode ser mostrado que

no limite de baixos momentos, o vértice completo se comporta como o vértice a nível de

árvore (Marciano; Pagels, 1978; Smekal; Alkofer; Hauck, 1997; Smekal; Alkofer; Hauck,

1998; Fischer; Alkofer; Reinhardt, 2002; Fischer; Alkofer, 2002). Essa característica do

vértice ghost–glúon foi usada nas SDE para mostrar uma relação no infravermelho entre

os propagadores do glúon (D(p)) e do ghost (função vestida F (p)):

D(p2 → 0) ∝ (p2)KA−1 ∧ F (p2 → 0) ∝ (p2)−Kc . (59)

Nesse limite e em quatro dimensões, os fatores K têm a relação KA/2 = Kc = κ, onde

κ ∼ 0.595 (Zwanziger, 2002; Lerche; Smekal, 2002)34.

Da Eq. (59), pode ser rapidamente percebido que, no infravermelho e para κ > 0.5,

o propagador do glúon tende a zero, D(p2 → 0) → 0, enquanto que o propagador do ghost,

1/(p2)1+κ, é mais divergente que a nível de arvore, 1/p2. Essa ficou conhecida como solução

scaling, e na época foi considerado como um indício do confinamento de cor (Kugo; Ojima,

1979; Zwanziger, 2004).

Os acoplamentos da Yang–Mills (sem quarks), definidos a partir dos próprios vér-

tices e de forma não perturbativa e invariante pelo RG (Alkofer; Fischer; Llanes-Estrada,

2005), quando considerados os resultados da solução scaling (Eq.(59)), tendem a valores

constantes não-nulos (dependentes do esquema de renormalização), Ci:

4παgh(p) = g2 p2D(p)F 2(p)
p2 → 0∼ C1 ∧ α3g(p)

p2 → 0∼ C2 ∧ α4g(p)
p2 → 0∼ C3. (60)

Tal propriedade foi interpretada como um ponto fixo no infravermelho (Aguilar; Natale;

Rodrigues, 2003; Pawlowski et al., 2004).

Acredita-se que o comportamento infravermelho das funções de correlação da QCD

pode nos revelar indícios do confinamento. O exemplo mais prático disso, é o do potencial

estático linear entre um par quark–antiquark, que depende da convolução do propagador

34 Os cálculos iniciais mostravam um valor maior, κ ∼ 0.92 (Smekal; Alkofer; Hauck, 1997).
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do glúon com a constante do acoplamento (vértice quark–glúon), integrando este que deve

se comportar como 1/p4 no infravermelho. Diante de um acoplamento constante como o

suposto acima, esse comportamento recai sobre o propagador. Mandelstam (Mandelstam,

1979), que realizou a primeira aproximação nas SDE para o propagador quenched (sem

quarks) do glúon no gauge de Landau, obteve um comportamento 1/p4 no infraverme-

lho. Outro tipo de solução viria depois (Cornwall, 1982; Cornwall; Papavassiliou, 1989;

Papavassiliou; Cornwall, 1991; Aguilar; Natale, 2005), onde o propagador do glúon se

comportava como (p2 + m2(p))−1, com m2(p2 → 0) → mg (constante), sendo o fator de

massa m(p), interpretado como uma massa dinâmica para o glúon. Ambos os tipos de

soluções reproduzem o comportamento perturbativo para o propagador do glúon35. A

solução scaling entrava em conflito com a ideia do potencial ∝ 1/p4 no espaço de Fourier

no limite infravermelho. Uma forma de contornar isso foi propor (Alkofer et al., 2009)

que, diferentemente do vértice ghost–glúon, o vértice quark–glúon era singular no infraver-

melho, levando a um acoplamento quark–glúon singular, αqg(p2 → 0) ∝ 1/p2. No cálculo

do kernel do espalhamento quark-quark, junto com o propagador scaling do glúon, isto

gerava um comportamento 1/p4, produzindo um potencial linear confinante.

Na Fig. (6a), mostram-se resultados (quenched) para o acoplamento calculado a

partir do vértice ghost–glúon obtidos a partir da solução scaling das SDE (Fischer; Alkofer,

2002; Fischer; Pennington, 2006), e na rede (Sternbeck et al., 2005). Atualmente (Duarte;

Oliveira; Silva, 2016), o acoplamento do vértice ghost–glúon possui um comportamento

similar aos dados da Fig. (6a), tendendo a zero como p2 (Fig. (12b)), algo que outras

soluções no formalismo das SDE conseguem reproduzir também (Ferreira, 2022; Aguilar

et al., 2022).

Na Fig. (6b), é mostrada a função vestida do glúon, comparando entre os resultados

das SDE e os da rede. Em ambos os casos, são mostradps resultados na aproximação

quenched (SDE: (Fischer; Alkofer, 2003) e rede: (Sternbeck et al., 2005; Bowman et al.,

2004)) e unquenched, que inclui quarks dinâmicos (SDE: (Fischer; Alkofer, 2003) e rede:

(Bowman et al., 2004)).

Os dados atuais da rede no gauge de Landau (Cucchieri; Mendes, 2008b; Cucchieri;

Mendes, 2008a; Bogolubsky et al., 2009; Dudal; Oliveira; Silva, 2018) mostram que os

propagadores da Yang–Mills no infravermelho, não se comportam como na solução scaling,

i.e., o propagador do glúon não é nulo e sim tende a um valor constante D0, como o faria

um propagador massivo. Por outro lado, o propagador do ghost se comporta como a nível

35 Em (Buttner; Pennington, 1995b; Buttner; Pennington, 1995a), podemos encontrar uma discussão
interessante sobre o comportamento do propagador do glúon no infravermelho (1/p2 e/ou 1/p4) e suas
possíveis implicações relacionadas ao confinamento.
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Figura 6 - Acoplamento ghost–glúon e propagador do ghost na SDE vs QCD na rede
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Legenda: (a) Comparação do running (quenched) do acoplamento ghost–glúon calculado nas SDE e na

rede. Em ambos os casos o acoplamento é definido pela Eq. (60). (b) Função vestida do

glúon, Z(p) = p2D(p), comparada com dados da rede. Mais detalhes no texto.

Fonte: Fischer, 2006, p. 23, 31.

de árvore, com uma função vestida constante F0:

D(p2 → 0) → D0 ∧ F (p2 → 0) → F0. (61)

Esses novos resultados da rede levaram à procura de um outro tipo de solução nas

SDE que fosse consistente com a rede. Na verdade, soluções das SDE que utilizavam

aproximações diferentes e obtinham um propagador do glúon finito no infravermelho já

existiam antes das simulações da rede (Boucaud et al., 2008a; Boucaud et al., 2008b;

Aguilar; Binosi; Papavassiliou, 2008). Essa solução é conhecida como decoupling36, tam-

bém chamada de solução massiva. A solução scaling é um caso particular da família de

soluções decoupling (Fischer; Maas; Pawlowski, 2009)37.

Em princípio, a formulação das SDE gera um sistema de equações exato, mas

recursivo e infinito, sendo muito complicado ou até impossível de resolver sem alguma

aproximação. Por isso, neste formalismo são usados esquemas de truncamento na or-

dem das equações (Smekal; Alkofer; Hauck, 1998; Maris; Roberts, 2003; Bashir; Raya,

2006; Aguilar; Binosi; Papavassiliou, 2008; Huber; Smekal, 2013; Aguilar et al., 2022), e

implementados Ansätze, i.e. hipóteses sobre a forma funcional e tensorial, para o compor-

tamento das diferentes funções de correlação completas. Tudo isso é feito cuidando para

que as SDE preservem as propriedades e simetrias da teoria.

Atualmente, e usando a solução decoupling com seus respectivos truncamentos, o

formalismo das SDE consegue manter resultados que concordam com os dados de QCD

36 Nomeada assim porque os expoentes das funções do glúon e do glúon não estão mais vinculados.
37 Uma análise rápido disto pode ser achado em (Greensite, 2011), p. 155-157.
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na rede (dentro das incertezas dos dados). No caso do propagador do glúon, podemos

citar (Binosi; Ibáñez; Papavassiliou, 2012; Strauss; Fischer; Kellermann, 2012; Ibañez;

Papavassiliou, 2013; Aguilar; Ibáñez; Papavassiliou, 2013; Aguilar; Binosi; Papavassiliou,

2016). Para os propagadores do glúon, do ghost e do quark, há também a Ref. (Meyers;

Swanson, 2014), que resolve o caso unquenched. Para os vértices, temos: o vértice ghost–

glúon (Aguilar; Ibáñez; Papavassiliou, 2013), o tri–glúon (Aguilar et al., 2020; Aguilar

et al., 2023), o quadri–glúon (Binosi; Ibáñez; Papavassiliou, 2014; Cyrol; Huber; Smekal,

2015), o quark–glúon (Alkofer; Fischer; Llanes-Estrada, 2005; Alkofer et al., 2009; Agui-

lar et al., 2012; Oliveira; Frederico; Paula, 2020). Sobre as constantes de acoplamento

associadas a esses vértices, que até onde a rede mostra possuem valores finitos (Aguilar;

Binosi; Papavassiliou, 2010; Binosi; Ibáñez; Papavassiliou, 2013).

2.1.2 QCD na rede

O formalismo de QCD na rede (Lattice QCD), se valendo de simulações numéricas,

é atualmente uma das principais ferramentas não perturbativas e de primeiros princípios

que permitem estudar as propriedades da interação forte no regime infravermelho e conec-

tar a física dos hádrons com a dos seus constituintes: quarks, glúons e o mar de partículas

virtuais coloridas (Montvay; Munster, 1997; Ratti; Bellwied, 2021).

O método de QCD na rede, originalmente idealizado para provar o confinamento

dos quarks (Wilson, 1974), consiste na quantização de uma teoria de campos de gauge

Figura 7 - QCD na rede, discretização e resultados
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numa rede discretizada no espaço euclideano38 (xµ
E). Este método preserva a invariância

de gauge da teoria e não precisa de fixação de gauge, já que os campos são quantidades

discretas (variáveis angulares). Por outro lado, o método quebra a simetria rotacional

e a de Lorentz, mas espera-se que esses efeitos possam ser eliminados com uma análise

sistemática do comportamento conforme o espaçamento de rede (vide Fig.7a diminui.

O objetivo deste método é proporcionar uma maneira de calcular, por meio do

formalismo funcional e de forma não perturbativa, algumas quantidades de interesse,

como funções de correlação, massas, acoplamentos, constantes de decaimentos, etc, que

estejam relacionadas com a teoria de campos em questão (Montvay; Munster, 1997; Ratti;

Bellwied, 2021). Dentre os resultados de QCD na rede, podemos destacar os de alguns

observáveis, como as massas hadrônicas, por exemplo. Em particular, a massa do próton

(Durr et al., 2008) e a dos hádrons leves (Luscher, 2003; Aoki et al., 2003; Ishikawa et al.,

2008; Durr et al., 2008) (Fig. (7b)), assim como constantes de decaimentos para mésons

(Bali et al., 2013; Bali et al., 2021).

A mudança ao espaço euclideano permite que a quantização implementada por

meio da integral funcional, onde a integração feita sobre todas configurações possíveis

do campo com um “peso” eiSM (Eqs. (14)) no espaço de Minkowski torna-se uma soma

sobre as configurações com um peso estatístico e−SE (Eq. (15)), de forma equivalente à

formulação da mecânica estatística:
∫

Dφφ(x1) ... φ(xn) eiSM →
∫

Dφφ(x1) ... φ(xn) e−SE . (62)

Soma-se a isso a discretização do espaço euclideano, permitindo obter resultados numéricos

por meio da implementação de algoritmos e simulações computacionais39, como o método

de Monte Carlo, por exemplo (Landau; Binder, 2021).

Diferentemente do contínuo, onde a integral funcional cobre todas as configurações

possíveis, na rede, a integração é feita sobre um certo número de configurações e pontos

no espaço {xi}, ambos finitos. Em geral, os cálculos de QCD na rede são feitos sobre uma

rede isotrópica quadridimensional40 (euclideana) de lados L, espaçamento a e espaços

N , tal que L = Na, onde a comumente é usado em unidades de Fermis (fm). Uma

representação bidimensional dessa rede pode ser vista na Fig. (7a), onde cada sítio, i.e.

ponto na rede, é associado ao campo fermiônico ψ(x) e cada conexão, i.e. espaço entre os

pontos na rede, é associada aos glúons.

38 Lembramos que este é uma continuação analítica do espaço–tempo de Minkowski (xµ
M ), onde t → −iτ ,

tal que xµ
M = (t, −→x ) → xµ

E = (~x, x4 = τ).
39 Embora limitado a quantidades independentes do tempo e à limitação de precisão do cálculo com-

putacional, além de enfrentar obstáculos importantes em algumas teorias que apresentam o chamado
Problema do Sinal.

40 A forma da rede e os espaçamentos pode mudar como é feito nos estudos com redes anisotrópicas
(Gong et al., 2009; Fodor; Hoelbling, 2012; Forcrand; Unger; Vairinhos, 2018).
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A discretização na rede permite definir os momentos (Skullerud et al., 1999):

qµ =
2

a
Sin

(
pµa

2

)
∧ pµ =

2πnµ

aLµ

, nµ = 0, 1, ..., Lµ − 1, (63)

onde Lµ é o comprimento da rede na direção µ. A discretização do momento impõe

regularizações infravermelha e ultravioleta na rede, através do seu comprimento finito L

e do seu espaçamento de rede finito a, respectivamente. Ou seja, os momentos mínimo

(∝ 1/L) e máximo (∝ 1/a) são ambos finitos. Matematicamente, e diferentemente do

contínuo, a discretização da rede leva a quantidades bem definidas desde o começo, o que

na verdade deve ser tomado com cuidado quando se trabalha com quarks (Eq. (71)).

Após a realização dos cálculos na rede, a estrutura da mesma deve ser eliminada

aplicando o limite do contínuo a → 0, cuja implementação não é trivial (Bonnet et al.,

2001; Davies et al., 2004). Idealmente, extrapola-se esse limite numa extensão fixa da rede

L = Na ∼ const. Também, após isso, deve ser tomado o limite termodinâmico V → ∞
(V = L4). Em geral, o procedimento completo tem um alto custo computacional, pois

na prática faz-se vários cálculos mudando a e L, tentando mostrar que os resultados

não dependem fortemente desses parâmetros. Ou seja, a fim de extrair corretamente a

física a partir da rede, devem ser tidas em conta algumas coisas, como, por exemplo, que

o espaçamento a da mesma seja pequeno o suficiente para emular o contínuo. Sempre

haverá, no entanto, erros ou incertezas de discretização. Também deve ser considerado que

o tamanho da rede seja grande o suficiente para acomodar as distâncias físicas relevantes

do fenômeno que está sendo estudado, o que por sua vez introduz os chamados erros de

tamanho finito. Em geral, o objetivo final é que os erros mencionados anteriormente, junto

aos erros estatísticos inerentes aos cálculos, estejam todos sob o maior controle possível.

Para muitos processos hadrônicos, um espaço de rede a < 0.1 fm pode ser conside-

rado perto do limite do contínuo, enquanto que um valor de L = Na ∼ 2 fm tende a ser

suficiente para acomodar mésons e bárions no seu estado fundamental (Bali, 1998). Por

outro lado, para outras quantidades, como por exemplo os propagadores da Yang–Mills,

esses valores da rede não são o suficiente para poder observar corretamente o que acontece

em baixos momentos. Isso foi inicialmente discutido em cálculos semi-analíticos no for-

malismo de Schwinger–Dyson (Fischer et al., 2007), que sugeriram que o comportamento

do propagador do glúon observado na rede, que se anulava a momento zero, D(0) → 041

(Cucchieri, 1998a; Furui; Nakajima, 2004; Oliveira; Silva, 2005), estaria sendo afetado

por efeitos de tamanho finito da rede.

Nesse mesmo ano, os resultados apresentados em (Bogolubsky et al., 2007; Stern-

beck et al., 2007; Cucchieri; Mendes, 2007) (conferência Lattice 2007), para redes de

tamanho L (V = L4) igual a 13 (SU(3)), 19 (SU(2)) e 27 fm (SU(2)), respectivamente,

41 O formalismo de Schwinger–Dyson também previa esse comportamento.



52

mostraram que, para baixos momentos e no gauge de Landau, o propagador do glúon não

era nulo (D(0) 6= 0). Além disso, também verificou-se na rede que o propagador do ghost

não era mais ampliado ({1/p2κ, κ > 0} → 1/p2)42, algo totalmente diferente ao já encon-

trado na rede anteriormente43. Esses resultados foram extrapolados ao infinito (V → ∞),

confirmando que, em dimensões 3 e 4, esse era realmente o comportamento infravermelho

dos propagadores da Yang-Mills (Cucchieri; Mendes, 2008b; Cucchieri; Mendes, 2008a).

Um ponto que queremos destacar é que, mesmo não sendo necessária a fixação de

gauge na rede, existe na mesma uma grande quantidade de resultados no gauge de Lan-

dau44. Alguns deles, de interesse especial para nós (propagadores da Yang-Mills), estão

relacionados com o propagador do glúon na aproximação quenched, ou seja, sem loops de

quark (Bonnet et al., 2000; Cucchieri; Mendes, 2007; Bogolubsky et al., 2009; Bornyakov;

Mitrjushkin; Muller-Preussker, 2010; Maas, 2013; Oliveira; Silva, 2012; Gracey et al.,

2019), e outros na aproximação unquenched (Bowman et al., 2004; Silva; Oliveira, 2010;

Binosi, 2012), onde pode ser apreciado o efeito supressor dos loops de quarks no pro-

pagador do glúon em baixos momentos45. Outros resultados unquenched concentram-se

no propagador do quark (Bowman et al., 2005), no cálculo de massas hadrônicas (Ishi-

kawa et al., 2008) e no vértice de interação quark–glúon (Kizilersü et al., 2021), entre

outros. A formulação da QCD na rede é bastante complexa. Na maioria dos casos, é mais

conveniente inicialmente trabalhar separando a parte da Yang–Mills pura e a parte dos

quarks.

Voltando agora à formulação matemática da teoria de Yang–Mills discretizada,

apresentaremos uma breve introdução às grandezas utilizadas. Primeiramente, na rede

não é usado diretamente o campo dos glúons, mas sim a função de conexão ou vínculo

(link) Uµ(x) (Leinweber et al., 1999b):

Uµ(x) = P
{

Exp
[
ig
∫ 1

0
dτAµ(x+ aµ̂ τ)

]}
, (64)

onde P denota um ordenamento ao longo do caminho de integração entre os pontos x e

x+aµ̂, e neste caso, µ̂ representa um vetor unitário na rede (Fig. (7a)). Essa função serve

para construir uma quantidade invariante de gauge, que por sua vez serve para escrever

uma versão discretizada da ação da Yang–Mills.

42 Em (Cucchieri et al., 2007; Sternbeck et al., 2007), foi mostrado que não existe uma diferença qualitativa
entre os resultados para os propagadores da Yang-Mills nos casos SU(2) e SU(3).

43 Em d = 2 (L2) esses comportamentos se mantiveram (Maas, 2007).
44 A fixação do gauge na rede é feita gerando um conjunto de configurações a partir da ação invariante,

para depois aplicar transformações de gauge nas mesmas e pegar aquelas configurações (na Órbita de
gauge) que satisfaçam a condição da fixação de gauge (Cucchieri; Mendes, 1996).

45 No formalismo de SDE (Aguilar; Binosi; Papavassiliou, 2012) também é visto este efeito, o que pode
ser um reflexo do aumento do massa efetiva do glúon.



53

Tal invariante de gauge é construído a partir do traço da função conhecida como

plaqueta Uµν(x), que numa rede hipercúbica é definida como o menor quadrado possível

(menor caminho fechado), como pode ser visto na Fig. (7a):

Uµν(x) = Uµν,x = Uµ,x Uν, x+µ̂ U
†

ν, x+µ̂
U †

ν, x , (65)

onde a equação anterior pode ser escrita como:

Uµν(x) = 1 + iga2Gµν(x) − 1

2
g2a4G2

µν(x) + O(a6) , (66)

da onde podemos identificar rapidamente o termo cinético da Yang–Mills (G2
µν). A partir

disso, é escrita a chamada ação de Wilson (SU(N)) (Wilson, 1974):

SW = β
∑

x

∑

1≤µ≤ν≤4

(
1 − 1

N
R {Tr[Uµν(x)]}

)
, β ≡ 2N

g2
, (67)

que deve recuperar a forma da ação de Yang–Mills no espaço euclideano no limite do

contínuo, quando a → 0:

SW ∼ 1

2

∫
d4xTr

[
G2

µν(x)
]
, (68)

em que β foi definido de maneira tal que isso seja cumprido.

O fato de que os glúons sejam definidos a partir da função link Uµ(x) é devido a

esta fazer parte de uma versão discretizada da matriz de transporte paralelo (Leinweber

et al., 1999b). Lembrando que no contínuo os glúons aparecem naturalmente a partir do

comparador e da sua lei de transformação (Eq. (6)):

U(y, x) = V (y)U(y, x)V +(x) , U(y, y) = 1 , V (x) = Exp [ i αa(x) ta ] , (69)

onde, ao levar em conta argumentos geométricos na covariância da derivada e a preservação

da invariância de gauge, estes aparecem na derivada covariante (transporte paralelo), com

os glúons sendo chamados de conexão (vínculo, link).

Nesse sentido, o comparador é usado para distâncias infinitesimais, mas quando

este é usado para distiancias finitas x e y, ele torna-se dependente do caminho tomado

entre x e y. Isso leva à formulação da chamada linha de Wilson (Peskin; Schroeder, 1995),

que é uma espécie de versão contínua da Eq. (64):

UP (z, y) = P
{

Exp

[
ig
∫ 1

0
ds
dxµ

ds
Aµ(x(s))

]}
, x|zy → s|10 . (70)

Ao considerar um caminho fechado C na linha de Wilson UP (z, y) é gerado o

chamado loop de Wilson, definido como WC = Tr UP (z, C). A plaqueta (Eq. (65)) é um

análogo discreto disso. De forma semelhante à Eq. (66), o loop de Wilson é um invariante
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de gauge e também permite escrever o termo cinético da Yang–Mills46.

Quanto à discretização da ação dos quarks, esta tende a ser muita mais complicada.

Por exemplo, se a discretizamos diretamente, escrevendo as derivadas na aproximação de

diferenças finitas, ∂ψ(x) → 1
a

(ψ(x+ aµ̂) − ψ(x)), obtém-se um inverso de propagador

para o quark no espaço de momentos na forma:

−iγµ
Sin(p̂µa)

a
+m, (71)

que, devido à periodicidade da função seno, destrói o limite do contínuo nos zeros de

p̂µa, e os pólos no propagador levam ao problema da duplicidade de quarks, onde estes se

comportam como 2d espécies de férmions (16 na rede quadridimensional).

Essa questão é bastante complexa e está fora do escopo desta breve revisão, mas

podemos dizer que existem algumas estratégias para tentar contornar o problema (Kogut;

Susskind, 1975; Susskind, 1977; Frezzotti et al., 2001; Bazavov et al., 2010), embora estas

introduzam outros inconvenientes, como violação de simetria quiral ou não localidade. A

ideia geral para lidar com isso é escrever uma ação fermiônica, Sq, de tal maneira que:

∫
[Dψ][Dψ]Exp

[
−Sq = −a4

∑

x

ψxQxyψy

]
≡ det (Q) , (72)

onde a matriz dos quarks Qxy, que depende também do link Uµ(x), contém as correções

que permitem eliminar os férmions espúrios que apareceram na discretização da ação

fermiônica livre. Como existem diversas maneiras de contornar esse problema, estaríamos

diante de uma certa arbitrariedade na definição da ação fermiônica.

Tratado esse problema (Eq. (72)), a ação para a QCD na rede pode ser escrita

como:

SQCD = β
∑

x

∑

1≤µ≤ν≤4

(
1 − 1

N
R {Tr[Uµν(x)]}

)
− Log [det (Q)] , (73)

onde a contribuição dos quarks estaria contida no fator Log [det (Q)].

Anteriormente mencionamos que existe a aproximação quenched, que não leva em

conta os quarks. Na prática, neste formalismo a contribuição deles pode ser desprezada

se considerarmos que det (Q) = 1. Tal aproximação corresponde a considerar quarks

infinitamente massivos, i.e. sem dinâmica, que suprimem os loops de quarks. Por outro

lado, também se tem a formulação completa, unquenched, que leva em conta os quarks,

ou seja det (Q) 6= 1.

O loop de Wilson WC , na aproximação quenched e no limite de um tempo τ (eucli-

deano) assintoticamente grande, se comporta como WC
τ→ ∞∼ e−τ V (r), o que por sua vez

46 Em (Peskin; Schroeder, 1995) (Cap. 15) pode ser encontrado um exemplo de como o invariante de
gauge Tr

[
G2

µν

]
pode ser construído a partir de argumentos geométricos em teorias não-Abelianas.
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permite calcular o potencial estático entre um par quark–antiquark47:

V (r) ≡ lim
τ→∞

1

τ
Log 〈WC 〉, r = |~r |. (74)

A Eq. (74) implementada na rede permitiu confirmar que o potencial estático

quark–antiquark se comporta de forma linear para longas e intermediárias distâncias.

Podemos citar alguns resultados para a aproximação quenched (Stack, 1983; Griffiths;

Michael; Rakow, 1983; Otto; Stack, 1984; Booth et al., 1992; Bali, 1998; Bali, 2001) e

outros para o caso completo, unquenched (Bali et al., 1998; Aoki et al., 1999; Bali et al.,

2000; Bernard et al., 2000; Koma; Wittig; Koma, 2008; Kawanai; Sasaki, 2012).

2.2 Modelo Gribov–Zwanziger

No capítulo anterior, na seção 1.3, discutimos rapidamente a problemática das

cópias de Gribov e a solução proposta (Gribov, 1978) para a sua respectiva eliminação (ou

quase eliminação) através da restrição do domínio da integral funcional à região de Gribov

Ω, fazendo uso da chamada condição de não pólo e trazendo importantes consequências

para o comportamento infravermelho dos propagadores dos glúons e dos ghosts.

Posteriormente, baseado nas ideias de Gribov, D. Zwanziger (Zwanziger, 1989a;

Zwanziger, 1989b; Zwanziger, 1993) construiu um novo procedimento para restringir a

integração funcional à região de Gribov, implementando a condição de não pólo a todas

as ordens na PT, através da chamada condição de horizonte H(A), onde aparece um termo

de massa que pode ser identificado com o termo da massa de Gribov. Zwanziger, fazendo

uso da teoria de perturbação degenerada, abordou a condição de não pólo avaliando os

autovalores λ(A) do operador de Faddeev–Popov (FP), Mabθb = λ(A) θa. Isso, no limite

termodinâmico, leva à seguinte expressão48:

Tr (M) = V d(N2 − 1) −H(A) ≥ 0, (75)

sendo H(A) a função horizonte:

H(A) = g2
∫
ddx ddyfabcAb

µ(x)
(
M−1

)ad

xy
fdecAe

µ(y). (76)

A condição de positividade do operador de FP (Eq. (75)), equivalente à condição

de não pólo, pode ser incorporada à integral funcional usando a função de Heaviside

47 Em (Brambilla; Vairo, 1999) (p. 15–20) encontramos uma derivação resumida disso.
48 Uma revisão detalhada e didática da obtenção dos autovalores e do traço do operador de FP pode ser

encontrada em (Vandersickel, 2011; Vandersickel; Zwanziger, 2012).
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(θ(x)), de uma maneira similar a como foi feito no caso de Gribov. Neste caso, a restrição

do domínio da integral funcional estaria dada por (Eqs. (75) e (43)):

VGZ(Ω) = θ(λ(A)) = θ(d(N2 − 1) −H(A)/V ) =
∫ dβ

2πiβ
eβ (d(N2−1)−H(A)/V ). (77)

O fato de H(A) ser um operador não local, que depende da inversa do operador de

FP, M−1, indica que as maiores contribuições à integral funcional virão dos campos perto

da fronteira de Gribov onde M−1 começa a divergir. Dado esse comportamento, pode-se

argumentar que seria válido usar a aproximação de ponto de sela no gerador funcional,

desconsiderando o fator 1/β na Eq. (77) no limite termodinâmico, tal como foi feito no

caso de Gribov (Eq. (50)). Isso permitiria trocar θ(λ(A)) por δ(λ(A)), já que, por meio

de uma rotação de Wick, pode ser visto que a representação integral da função delta de

Dirac é equivalente à função de Heaviside, a não ser pelo fator 1/β desta última49 (Eqs.

(43) e (77)) (Gribov, 1978; Vandersickel, 2011). Ou seja, de forma equivalente, podemos

considerar desde o início na integral funcional uma função δ(λ(A)) ao invés da função

degrau θ(λ(A)).

D. Zwanziger baseou-se então na equivalência entre os ensembles microcanônico e

canônico no limite termodinâmico (Zwanziger, 1989a; Zwanziger, 1989b; Zwanziger, 1993)

e conseguiu mostrar que a variação de H(A) tende a zero quando V → ∞, justificando

assim o uso da aproximação de ponto de sela (Vandersickel; Zwanziger, 2012). Isto permite

expressar o funcional gerador como:

Z =
∫

[DA] [Dc] [Dc] δ
(
d(N2 − 1) −H(A)/V

)
e−SF P

Z =
∫

[DA] [Dc] [Dc] e−[SFP+γ4H(A)/V −γ4d(N2−1)] =
∫

[DA] [Dc] [Dc] e−Snl
GZ (78)

com a ação de Gribov–Zwanziger não local Snl
GZ sendo dada por:

S nl
GZ = SFP + γ4H(A)/V − γ4d(N2 − 1)

SFP =
∫
d4x

(
1

4
Ga

µν G
a
µν − 1

2ξ

(
∂µ A

a
µ

)2
+ ca ∂µ D

ab
µ cb

)
, (79)

onde H(A) é dada pela Eq. (76). Temos que lembrar que sempre será escolhido o limite

ξ = 0, já que a teoria foi desenvolvida no calibre de Landau.

O parâmetro γ que aparece na ação GZ tem unidades de massa, tal como no caso

49 Representação integral das funções degrau (θ(x)) e delta (δ(x)):

θ(x) =

∫ i∞+ǫ

−i∞+ǫ

dβ

2πi

eβx

β
∧ δ(x) =

∫ i∞+ǫ

−i∞+ǫ

dβ

2πi
eβx.
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de Gribov. Este parâmetro também não é livre, mas sim determinado pela condição de

Horizonte (Zwanziger, 1989b; Zwanziger, 1993):

〈H(A) 〉/V = d(N2 − 1), (80)

que também permite estabelecer uma equação de gap para esse parâmetro massivo em

O(g2) de forma muito similar ao caso de Gribov:

1 =
d− 1

d
Ng2

∫ ddq

(2π)d

1

q4 + λ4
∧ λ4 = 2g2Nγ4 . (81)

Nesta última equação, a não ser por alguns fatores constantes, o termo de massa γ no

cenário GZ é equivalente à massa de Gribov (Eq. (50)). De fato, em (Capri et al., 2013),

foi demonstrado que para todas as ordens na PT, mesmo que as abordagens de Gribov

e Zwanziger sejam bastante diferentes, as duas formas de implementar a restrição da

integral funcional à região de Gribov são completamente equivalentes.

Para garantir previsões finitas para as quantidades úteis numa teoria quântica de

campos, desde as funções de correlação até os observáveis, é preciso ter uma teoria lo-

cal e renormalizável. Dessa maneira, se faz necessário desenvolver uma expressão local

e renormalizável para a ação GZ. Zwanziger (Zwanziger, 1989b; Zwanziger, 1993; Van-

dersickel; Zwanziger, 2012), conseguiu obter tal ação local pagando o preço de introduzir

novos campos auxiliares (ϕab
µ , ϕ

ab
µ , ω

ab
µ , ω

ab
µ ) à sua ação não local, Eq. (79). Os campos

(ϕab
µ , ϕ

ab
µ ) representam campos bosônicos que aparecem na ação local quando se localiza

o operador (−M−1) da função horizonte H(A)). A introdução destes novos campos, por

sua vez, gera um fator det (−M)50. Este fator pode então ser exponenciado tal como foi

feito com no procedimento de FP que introduziu os ghosts c, c̄ (vide a identidade usada

na Eq. (38)). Na teoria de Gribov-Zwanziger, os campos auxiliares introduzidos nesse

procedimento de exponenciaçnao do determinante são os novos campos anti-comutantes

(ωab
µ , ω

ab
µ ). Mais detalhes pedagógicos sobre a localização da ação GZ podem ser encon-

trados em (Vandersickel; Zwanziger, 2012).

O funcional gerador da ação local GZ, que denotaremos como SGZ fica então escrito

50 Para variáveis complexas conjugadas {ϕab
µ , ϕab

µ , Jab
µ , J

ab

µ } e um operador B, pode-se obter a seguinte
equivalência (Vandersickel, 2011). Mais detalhes em (Vandersickel; Zwanziger, 2012):

I =

∫
[Dϕ][Dϕ]Exp

[
−
∫

d4x d4y ϕac
µ (x)Bab

µν(x, y) ϕbc
ν (y) +

∫
d4x

(
ϕac

µ J ac
µ (x) + ϕac

µ J
ac

µ (x)
)]

I = N (det(B))
−1

Exp

[
+

∫
d4x d4y Jac

µ (x)
[
Bab

µν(x, y)
]−1

J
bc

ν (y)

]
,

sendo N uma constante que será cancelada no cálculo das funções de correlação.
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como:

Z =
∫

[DA] [Dc] [Dc] [Dϕ] [Dϕ] [Dω] [Dω] e−SGZ (82)

onde SGZ pode ser expressada como a soma:

SGZ = SFP + S0 + Sγ, (83)

do termo de Faddeev-Popov SFP, dado pela Eq. (79), com duas novas contribuições

referentes aos campos auxiliares e à função horizonte, S0 e Sγ:

S0 =
∫
ddx

(
ϕac

µ Mab ϕbc
µ − ωac

µ Mab ωbc
µ − g

(
∂ν ω

ac
µ

)
fabm

(
Dbd

ν c
d
)
ϕmc

µ

)
, (84)

Sγ = −γ2 g
∫
ddx

(
fabc Aa

µ

(
ϕbc

µ + ϕbc
µ

)
+
d

g
(N2 − 1) γ2

)
. (85)

Note que o último termo da Eq. (84) não provém diretamente da localização da ação

GZ, mas é adicionado a esta a fim de se obter uma ação renormalizável (Zwanziger, 1993;

Dudal et al., 2005). Na Ref. (Dudal; Sorella; Vandersickel, 2010), este termo é discutido

em mais detalhes.

A partir das ações local (Eq. (83)) e não local (Eq. (79)), a condição de horizonte

(não local) pode ser expressada de forma local através da seguinte relação (Zwanziger,

1993; Vandersickel; Zwanziger, 2012):
∫

[DA] [Dc] [Dc] e−Snl
GZ ≡

∫
[DA] [Dc] [Dc] [Dϕ] [Dϕ] [Dω] [Dω] e−SGZ , (86)

onde, tomando a derivada parcial com respeito a γ2 e usando a Eq. (80), temos que:

−2γ2〈H(A) 〉/V = −2γ2d(N2 − 1) ≡
〈
gfabcAa

µ

(
ϕbc

µ + ϕbc
µ

) 〉
. (87)

A equação anterior por sua vez permite reescrever a condição do horizonte usando a

definição da ação quântica Γ, tal que51:

∂ΓGZ

∂γ2

∣∣∣∣∣
γ2 6=0

= 0 ∧ e−ΓGZ =
∫

[Dφ]GZ e
−SGZ . (88)

Aqui utilizamos uma notação simplificada da medida de integração da ação GZ (Eq. 82).

51 A solução γ = 0 em ∂ΓGZ

∂γ2 = 0 indicaria que a restrição à região de Gribov ainda não foi considerada
ou que as cópias não surtem efeito de geração de escala na ação quântica.
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2.2.1 Propagador do glúon no modelo GZ

As ideias de Gribov, implementadas à quantização das teorias de Yang–Mills por

meio do formalismo proposto por Zwanziger, também levam a mudanças nos propagadores

da teoria. O propagador do glúon em nível de árvore pode ser obtido considerando apenas

a parte livre da ação de GZ que envolve os campos relacionados com o campo A. Tem-se:

SGZ
0 =

∫
ddx

[
1

4

(
F a

µν

)2 − 1

2ξ

(
∂µA

a
µ

)2
+ ϕab

µ ∂
2ϕab

µ − γ2gfabcAa
µ

(
ϕbc

µ + ϕbc
µ

)]
. (89)

Usando as equações de movimento (Euler–Lagrange) na equação anterior (89), pode ser

obtida uma relação entre os campos {ϕ, ϕ} e o campo A:

ϕbc
µ = ϕbc

µ =
1

∂2
γ2gfabcAa

µ, (90)

permitindo assim, depois de um pouco de álgebra (e usando fabcfdbc = Nδad), expressar

a Eq. (89) apenas em função do campo A:

SGZ
0 [A] =

∫
ddx

[
1

4

(
F a

µν

)2 − 1

2ξ

(
∂µA

a
µ

)2 − Aa
µ

(
Ng2γ4 1

∂2

)
Aa

µ

]
. (91)

A expressão anterior (91), reescrita no espaço de Fourier (Apêndice E, Eqs. (278)

– (280)), permite obter o propagador do glúon, de forma similar ao que foi feito nas Eqs.

(45)–(47), por meio da inversa do operador ∆ab
µν , tal que ∆ac

µα(∆cb
αν)−1 = δabδµν :

SGZ
0 [Ã] =

∫ ddp

(2π)d

[
1

2
Ãa

µ(−p) ∆ab
µν(p) Ãb

ν

]
, (92)

sendo

∆ab
µν(p) =

[(
λ4

p2
+ p2

)
δµν +

(
1

ξ
− 1

)
pµpν

]
∧ λ4 = 2Ng2γ4, (93)

onde o termo λ4/p2 vem do último fator da Eq. (91). A inversa de ∆ é:

(
∆ab

µν(p)
)−1

= δab

[
p2

p4 + λ4

(
δµν − pµpν

p2

)
+ ξ

p2

p4 + ξλ4

pµpν

p2

]
(94)

Portanto, no calibre de landau (ξ = 0), o propagador do glúon será:

〈 Ãa
µ(−p) Ãb

ν(p) 〉 =
(
∆ab

µν(p)
)−1

= δab p2

p4 + λ4

(
δµν − pµpν

p2

)
, (95)

que, basicamente, é o mesmo resultado encontrado por Gribov (Eq. (51)).

Como o propagador do glúon possui a mesma estrutura com pólos imaginários

(p2 = ±iλ2) tanto na abordagem GZ quanto na de Gribov, a interpretação do glúon como

uma partícula que pertence ao espectro físico também é invalidada, mantendo assim a ideia
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de que os glúons estão confinados por meio do horizonte de Gribov. Neste cenário, tal como

na abordagem de Gribov, o propagador do ghost também é ampliado no infravermelho,

adquirindo um comportamento ∼ 1/p4 (Gracey, 2006; Vandersickel; Zwanziger, 2012).

2.3 Modelo Gribov–Zwanziger Refinado

Até meados da década 2000, o formalismo GZ no gauge de Landau conseguiu repro-

duzir dados e características então vistas em simulações na rede sobre o comportamento

dos propagadores dos glúons e dos ghosts. Dentre elas estavam algumas características

no infravermelho como um propagador do glúon suprimido (nulo) a momento zero e um

propagador do ghost ampliado, com comportamento 1/p4. Além disto, tinha-se correspon-

dência com alguns indícios atribuídos ao confinamento, tal como a violação de positividade

do propagador do glúon, um potencial linear confinante vindo do comportamento 1/p4

no propagador do ghost (Gribov, 1978) no gauge de Coulomb. Esse conjunto de resulta-

dos era obtido a partir da restrição do domínio da integral funcional devido às cópias de

Gribov.

Apesar de todo o sucesso inicial e compatibilidade do formalismo GZ com a rede

e outras abordagens não-perturbativas, quando foi possível simular grandes volumes da

mesma52, esta mostraria novos resultados para os propagadores do glúon e do ghost que

contradiziam o regime infravermelho de achados anteriores (Cucchieri; Mendes, 2008b;

Cucchieri; Mendes, 2008a) (para d = 3, 4.). A diferença consistia em um propagador do

glúon que, agora, saturava num valor não nulo, D(0) 6= 0, mas mantendo a sua violação

de positividade, enquanto que o propagador do ghost se comportava como 1/p2.

O conflito que passaram a apresentar as predições da GZ com os dados da rede

levaria à busca de uma maneira de reconciliar tais resultados. Isso foi logrado por meio de

um “refinamento” da ação de GZ, no qual foram considerados condensados de dimensão

2, 〈Aa
µ A

a
µ〉 e 〈ϕac

µ ϕac
µ −ωac

µ ωac
µ 〉, que ainda preservam a renormalizabilidade da teoria e dão

como resultado o que hoje é conhecido como formalismo de Gribov–Zwanziger Refinado

(Dudal et al., 2008a; Dudal et al., 2008b; Dudal; Oliveira; Vandersickel, 2010; Dudal;

Sorella; Vandersickel, 2011; Dudal et al., 2019), em atual compatibilidade com a rede.

52 Quanto maior o volume da rede simulada menor o valor do momento que pode ser atingido.
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2.3.1 Condensados

Os condensados ou, mais precisamente, o valor esperado no vácuo de um certo

operador local composto (LCO53) são um recurso muito importante em QFT, já que, entre

outras coisas, eles permitem ter acesso a efeitos não perturbativos. Exemplos deles são: o

famoso condensado de quark–antiquark, relacionado à quebra de simetria chiral, 〈qq̄〉 6= 0

(Shifman; Vainshtein; Zakharov, 1979a; Abramchuk; Simonov, 2021), e o condensado

do tensor do campo do glúon, 〈αsG
a
µνG

a
µν〉 6= 0, com várias aplicações fenomenológicas

(Shifman; Vainshtein; Zakharov, 1979a; Shifman; Vainshtein; Zakharov, 1979b). Um

valor não-nulo deste condensado não é associado à quebra de simetrias, mas à presença

não-perturbativa de campos no vácuo da teoria. Ambos os condensados têm valor nulo

perturbativamente, mas diferente de zero no infravermelho (Miller, 2007).

Outro exemplo de condensado é 〈Aa
µ A

a
µ〉, que poderia estar relacionado a um fator

de massa para o glúon. Este tipo de condensado tem sido muito estudado (Gubarev;

Zakharov, 2001; Kondo, 2001; Kondo et al., 2002; Boucaud et al., 2006; Gubarev; Mo-

rozov, 2005), com bastante ênfase no gauge de Landau (Gubarev; Stodolsky; Zakharov,

2001; Verschelde et al., 2001; Dudal; Verschelde; Sorella, 2003; Dudal et al., 2003b; Arri-

ola; Bowman; Broniowski, 2004; Gracey, 2005; Li; Shakin, 2005; Gracey, 2022).

A ideia do glúon poder desenvolver uma massa efetiva sempre teve um grande

interesse teórico e fenomenológico (Parisi; Petronzio, 1980; Consoli; Field, 1994; Field,

2002; Giacosa; Gutsche; Faessler, 2005; Luna et al., 2005), já que ela está atrelada às

ideias do confinamento e ao gap de massa da teoria de Yang–Mills. Em (Verschelde et

al., 2001; Dudal; Verschelde; Sorella, 2003; Browne; Gracey, 2003; Dudal et al., 2003b),

sob o formalismo do LCO e no gauge de Landau, foi apresentado e calculado até segunda

ordem um potencial efetivo renormalizável para 〈Aa
µ A

a
µ〉54, mostrando que a presença

deste condensado minimiza a energia do vácuo, favorecendo assim um valor não nulo do

termo de massa proveniente deste condensado55.

O fator de massa dinâmico previsto para 〈Aa
µ A

a
µ〉 era da ordem dos 500 MeV

(Verschelde et al., 2001), que não se encontrava muito longe das predições da rede. O fator

de massa também servia para explicar algumas discrepâncias entre funções de correlação

e dados da rede (Gubarev; Stodolsky; Zakharov, 2001; Gubarev; Zakharov, 2001), em

particular para o gauge de Landau (Langfeld; Reinhardt; Gattnar, 2002) (propagador do

gluon SU(2), massa ∼ 600 MeV) ou inclusive com outros métodos como a rede (Amemiya;

53 Em (Knecht; Verschelde, 2001) se mostra uma boa introdução e explicação do método LCO.
54 Atualmente tem-se o cálculo até três loops (Gracey, 2022).
55 Este tipo de potencial tem sido estendido a outros calibres, como por exemplo: Curci–Ferrari (Dudal et

al., 2003c; Dudal et al., 2003a), calibres lineares covariantes (Dudal et al., 2003d; Dudal et al., 2004b;
Capri et al., 2016b) e o calibre máximo abeliano (MAG) (Dudal et al., 2004a).
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Suganuma, 1999; Langfeld; Reinhardt; Gattnar, 2002; Alexandrou; Forcrand; Follana,

2002a; Alexandrou; Forcrand; Follana, 2002b; Bornyakov et al., 2003). Posteriormente,

as simulações da rede também explicitariam a necessidade de se implementar parâmetros

massivos no propagador de glúon a fim de se obter uma boa compatibilidade com os

resultados56.

No formalismo GZ, por meio do método LCO (Verschelde, 1995), foi estudado

(Dudal et al., 2005) o impacto do fator de massa proveniente do condensado 〈Aa
µ A

a
µ〉57.

A presença deste condensado não prejudicava a renormalizabilidade da GZ e mantinha

as predições da mesma, i.e. propagadores do glúon e do ghost suprimido (D(0) → 0)

e ampliado (1/p4), respectivamente, em compatibilidade com os resultados da rede da

época. De fato, tal fator de massa, m2, reforçava a supressão do propagador do glúon

(GZ, Eq. (95)) no infravermelho:

D(p)|GZ +A2 =
p2

p4 +m2 p2 + λ4
. (96)

Os efeitos desse tipo de condensado no propagador do glúon já tinham sido estuda-

dos previamente (Greensite; Halpern, 1986; Lavelle; Schaden, 1988). De fato, a ideia de

que os condensados desempenham um papel importante no vácuo da teoria de Yang–Mills

também já tinha sido investigada anteriormente, e era relacionada à geração de massa de-

vido a instabilidades do vácuo da mesma (Savvidy, 1977; Fukuda, 1978; Fukuda; Kugo,

1978; Cornwall, 1982)

Em (Dudal et al., 2005), é discutido que a energia do vácuo da GZ sem o con-

densado 〈Aa
µ A

a
µ〉 é sempre positiva a um loop, independentemente do esquema e escala

de renormalização58. O fato de se ter uma energia positiva na GZ, diferente da energia

negativa da Yang–Mills (Verschelde et al., 2001), indicaria que a GZ não possui um mí-

nimo, fazendo ela suscetível a instabilidades dinâmicas não-perturbativas, que, neste caso,

favorecem a formação de condensados (Dudal et al., 2008a).

Podemos ver da Eq. (96) que a inclusão do condensado 〈Aa
µ A

a
µ〉 não é suficiente

para gerar um propagador do glúon não-nulo no infravermelho, D(0) 6= 0, como indicavam

os mais novos resultados da rede. Isso seria resolvido com a inclusão do condensado

〈ϕac
µ ϕac

µ − ωac
µ ωac

µ 〉, que aparece ao considerar efeitos não perturbativos provenientes da

dinâmica dos campos
{
ϕac

µ , ϕac
µ , ω

ac
µ , ωac

µ

}
. Tais campos auxiliares inicialmente só foram

usados para localizar a ação GZ, mas, olhando para o acoplamento Aϕ (Eq. (84)),

56 Nessa época ainda não havia resultados para grandes volumes da rede (baixos momentos), pelo que
não se podia concluir que o glúon tivesse um comportamento massivo no infravermelho.

57 Em (Sobreiro et al., 2004), já tinha sido estudado o efeito do condensado A2, mas seguindo o formalismo
de Gribov.

58 Por outro lado, dentro da implementação da região de Gribov, e no esquema de renormalização MS,
foi mostrado que para obter 〈Aa

µ Aa
µ〉 > 0, é necessário que m2 < 0.
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suspeitou-se que efeitos não considerados no campo ϕ poderiam ter impacto no campo

do glúon. Ao mesmo tempo, analisando a condição de horizonte, −2γ2d(N2 − 1) ≡〈
gfabcAa

µ (ϕ+ ϕ)bc
µ

〉
(Eq. (87)), poder-se-ia pensar na condensação destes campos, já

que a condição de horizonte escrita desta maneira é equivalente a um condensado de

dimensão dois. O passo a passo e os detalhes técnicos da construção da ação RGZ, a

partir da inclusão dos condensados 〈Aa
µ A

a
µ〉 e 〈ϕac

µ ϕac
µ − ωac

µ ωac
µ 〉 podem ser encontrados

em (Dudal et al., 2008a).

Para investigar a existência desses condensados na GZ, pode-se introduzir nessa

ação os operadores Ah,a
µ Ah,a

µ e ϕac
µ ϕac

µ − ωac
µ ωac

µ por meio das fontes constantes, ζ e J ,

respectivamente, o que nos fornece (Capri et al., 2016c):

e−Γ(ζ,J) =
∫

[Dφ]GZ e
−(SGZ + ζ

∫
ddxAh,a

µ Ah,a
µ − J

∫
ddx( ϕac

µ ϕac
µ −ωac

µ ωac
µ )). (97)

A um loop, e usando regularização dimensional (Peskin; Schroeder, 1995), obtém-se o

seguinte resultado para os condensados:

〈ϕac
µ ϕac

µ − ωac
µ ωac

µ 〉 = − ∂Γ(ζ, J)

∂J

∣∣∣∣∣
ζ=J=0

= +
∫ ddk

(2π)d

(d− 1)(N2 − 1)Ng2γ4

k2(k4 + 2Ng2γ4)
, (98)

〈Ah ,a
µ Ah ,a

µ 〉 = +
∂Γ(ζ, J)

∂ζ

∣∣∣∣∣
ζ=J=0

= −2
∫ ddk

(2π)d

(d− 1)(N2 − 1)Ng2γ4

k2(k4 + 2Ng2γ4)
, (99)

onde foi usada a expressão da ação efetiva Γ(ζ, J):

Γ(ζ, J) =
(d− 1)(N2 − 1)

2

∫ ddk

(2π)d
Log

(
k2 +

2Ng2γ4

k2 + J
+ 2ζ

)
− dγ4(N2 − 1). (100)

As Eqs. (98) e (99) são convergentes no UV e finitas para dimensões59 d = 3, 4.

Logo, a nível perturbativo, os condensados, Eqs. (98) e (99), calculados usando integração

convencional ou dimensional (Peskin; Schroeder, 1995), possuem uma dependência γ2 no

parâmetro de Gribov60. Portanto, esses condensados estão presentes inclusive a nível

perturbativo, desde que γ 6= 0, o que naturalmente relaciona-se à restrição à região de

Gribov61, mostrando que a geração dinâmica do parâmetro não-perturbativo γ2 favorece

o aparecimento de condensados.

Em (Dudal et al., 2008a), é discutido que o parâmetro de Gribov não é apenas

um parâmetro que aparece num determinado gauge, mas sim uma escala física, que pode

59 Para d = 2 os condensados não estão bem definidos. Isto corresponde a uma patologia própria das
teorias em d = 2 (Dudal et al., 2009a).

60 O resultado também pode ser consultado em (Mintz et al., 2019) (Eq. 33).
61 É importante lembrar que 〈Aa

µ Aa
µ〉 calculado através do potencial efetivo para A2 é não nulo (Verschelde

et al., 2001; Browne; Gracey, 2003), mesmo na ausência da restrição do horizonte (γ = 0). Logo, na
GZ, um cálculo mais completo deveria dar um valor não-nulo para este condensado.
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entrar no cálculo de funções de correlação invariantes de gauge e até de observáveis.

Dessa maneira, os condensados da RGZ (Eqs. (99) e (98)), que dependem do parâmetro

de Gribov e são independentes do parâmetro de gauge, podem ter também um significado

físico associado.

Os condensados mencionados, 〈AA〉 e 〈ϕϕ − ω ω〉 não necessariamente são os

únicos que podem ser considerados no refinamento do formalismo GZ. Já foi estudada a

inclusão de mais condensados (super RGZ) (Gracey, 2010; Dudal; Sorella; Vandersickel,

2011), no entanto, 〈AA〉 e 〈ϕϕ−ω ω〉 parecem capturar completamente o comportamento

infravermelho das funções de correlação da Yang–Mills, quando comparadas com a rede

(Dudal; Oliveira; Silva, 2018).

Um ponto não tratado e no qual não entraremos em muitos detalhes, é que, tanto

no formalismo GZ quanto no RGZ, acontece a quebra da simetria Becchi-Rouet-Stora-

Tyutin (BRST) usual (Becchi; Rouet; Stora, 1974; Becchi; Rouet; Stora, 1976). Esta é

uma simetria fundamental remanescente após a perda da simetria de gauge na fixação do

gauge e é usada para provar a renormalizabilidade e unitariedade de uma teoria (Taylor,

1971; Slavnov, 1972). Tal quebra da simetria é causada pelo parâmetro de Gribov, i.e.

pela restrição da integral funcional à região de Gribov.

Apesar disso, recentemente foi proposta uma maneira de impor a restrição à região

de Gribov de forma invariante de BRST, permitindo assim estender o formalismo GZ e

RGZ, desenvolvidos inicialmente no gauge de Landau (e Coulomb), a gauges lineares

covariantes (Capri et al., 2015; Capri et al., 2016a; Capri et al., 2016c; Capri et al.,

2017b; Capri et al., 2017a): ∂µAµ = ξ b, onde b é um multiplicador de Lagrange e ξ é o

parâmetro de gauge. Para isso, foi necessário introduzir um operador BRST modificado

por efeitos não-perturbativos.

O campo Ah,a
µ , presente no condensado 〈Ah,a

µ Ah,a
µ 〉 (Eq. (99)), é um campo trans-

verso não local que faz parte da formulação BRST não perturbativa da RGZ (Capri et

al., 2015), denominada assim, porque as modificações propostas, que dependem explici-

tamente do parâmetro de Gribov, não desaparecem no infravermelho, mas preservam a

simetria BRST intacta no regime perturbativo (γ2 → 0). Esse campo Ah,a
µ é construído

de forma invariante de gauge por meio da minimização do funcional f [V ] =
∫
ddxAV

µA
V
µ

e pode ser localizado com ajuda do campo auxiliar de Stueckelberg, ξa:

Ah
µ =

(
δµν − ∂µ∂ν/∂

2
)

(Aν + O(∂AA)) → ∂µA
h
µ = 0

Ah
µ = (Aa

µ)hta = h+Aa
µt

ah+
i

g
h+∂µh, h = Exp[ig ξata]. (101)

A consideração do campo Ah
µ leva a uma reformulação da RGZ que mantém a

forma da ação RGZ original (Landau), com termos que modificam a função horizonte

H(A) → Hh(A) e o campo b → bh. Ao impor a condição do gauge de Landau, ∂A = 0,
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a formulação original é recuperada. Neste último gauge, tanto o campo Ah
µ quanto o

operador Ah
µA

h
µ se reduzem ao campo Aµ e ao operador AA, respectivamente.

Retomando o gauge de Landau, a ação RGZ SRGZ pode ser expressa como:

SRGZ = SGZ +
m2

2

∫
d4xAa

µ A
a
µ +M2

∫
d4x

(
ϕac

µ ϕac
µ − ωac

µ ωac
µ

)
+ S ′

, (102)

onde SGZ é a ação do modelo GZ (Eq. 83), e os termos proporcionais a m2 e M2 corres-

pondem às contribuições dos condensados 〈Aa
µ A

a
µ〉 e 〈ϕac

µ ϕac
µ −ωac

µ ωac
µ 〉, respectivamente.

Por outro lado, S ′

representa outros termos necessários para que, por exemplo, a ação

RGZ seja consistente com a formulação de (Gribov) Zwanziger e a integração funcional

dentro da região de Gribov seja preservada (Dudal et al., 2008b).

Os parâmetros massivos M e m, da mesma maneira que o parâmetro de Gribov γ,

não são parâmetros livres. Como discutimos, esse parâmetros são gerados dinamicamente

(Dudal et al., 2008b; Dudal; Sorella; Vandersickel, 2011; Dudal et al., 2019) e respondem

às equações de gap:

∂ΓRGZ

∂γ2

∣∣∣∣∣
γ2 6=0

= 0 ,
∂ΓRGZ

∂M2
= 0 ,

∂ΓRGZ

∂m2
= 0, (103)

que, em princípio, podem ser resolvidas por meio da minimização da ação efetiva (Eq.

(100)), onde as fontes serão associadas aos termos massivos: J → M2 e ζ → m2/2.

Mais recentemente, em (Dudal et al., 2019), onde também é mostrado detalhada-

mente o surgimento dinâmico dos condensados, foi calculado e mostrado como a presença

dos condensados 〈Aa
µ A

a
µ〉 e 〈ϕac

µ ϕac
µ − ωac

µ ωac
µ 〉 minimiza a energia da GZ, o que leva ao

refinamento da teoria. Na Fig. (8a), podemos ver como a ação efetiva é minimizada em

presença do condensado 〈Aa
µ A

a
µ〉 (m2) tomando um valor fixo para M2. O caso contrário,

com m2 fixo, é qualitativamente similar.

2.3.2 Propagador do glúon no modelo RGZ

Usando a parte livre da ação RGZ (Eq. (102)), junto à nova relação: ϕbc
µ = ϕbc

µ =
1

∂2−M2γ
2gfabcAa

µ (Eq. (90)), obtém-se:

SRGZ
0 [A] =

∫
ddx

[
1

4

(
F a

µν

)2 − 1

2ξ

(
∂µA

a
µ

)2
+ Aa

µ

(
m2

2
−Ng2γ4 1

∂2 −M2

)
Aa

µ

]
, (104)

cuja expressão no espaço de Fourier (vide Apêndice E, Eqs. (278) – (280)),

SRGZ
0 [Ã] =

∫ ddp

(2π)d

[
1

2
Ãa

µ(−p) ∆ab
µν(p) Ãb

ν

]
, (105)

permite obter o propagador RGZ do glúon no espaço de momento por meio da inversa do
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Figura 8 - Propagador do glúon e energia do vácuo na RGZ
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Legenda: (a) Mínimo da ação efetiva da RGZ em função de m2 para um valor fixo de M2. (b) Fits do

propagador RGZ do glúon comparado com a rede.

Fonte: (a) Dudal et al., 2019, p. 10. (b) Dudal; Oliveira; Vandersickel, 2010, p. 6.

operador ∆ab
µν , tal que ∆ac

µα(∆cb
αν)−1 = δabδµν , sendo ∆ab

µν :

∆ab
µν(p) =

[(
λ4

p2 +M2
+m2 + p2

)
δµν +

(
1

ξ
− 1

)
pµpν

]
∧ λ4 = 2Ng2γ4. (106)

No gauge de Landau, o propagador do glúon 〈 Ãa
µ(−p) Ãb

ν(p) 〉 =
(
∆ab

µν(p)
)−1

será:

〈 Ãa
µ(−p) Ãb

ν(p) 〉 =
p2 +M2

p4 + p2(M2 +m2) + λ4 +M2 m2

(
δµν − pµpν/p

2
)
δab. (107)

Neste cenário, o propagador do ghost não é mais ampliado com um comportamento tipo

1/p4, tal como acontece na abordagem de Gribov e GZ, mas nós não entraremos em

detalhes neste caso já que acaba não sendo necessário para nossos interesses.

Levando em conta as contribuições dos condensados m2 e M2, é facilmente reconhe-

cível, pelo menos de forma qualitativa, que o propagador RGZ do glúon pode reproduzir o

resultado da rede, D(0) 6= 0. Isso pode ser atingido mesmo se considerarmos m2 = 0. Por

outro lado, os resultados da rede mostraram que a inclusão do condensado do glúon (m2)

é fundamental para lograr uma boa concordância. Isso foi tomado como um a evidência

indireta da rede sobre o formalismo RGZ e o condensado do glúon 〈AA〉 (Oliveira; Silva,

2012).

Pelo fato do propagador RGZ do glúon, quando comparado com a rede (Oliveira;

Silva, 2012; Dudal; Oliveira; Silva, 2018), apresentar pólos complexos, a interpretação do

glúon como uma partícula que pertence ao espectro físico também é invalidada, mantendo

assim a ideia – já presente na GZ – de que os glúons estão confinados pelo horizonte de

Gribov e as suas consequências no infravermelho.

Quando falamos que o glúon não pertence ao espectro físico por causa dos pólos
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complexos, nos referimos à interpretação que se tem a partir da violação de positividade da

função espectral ρ(m2
p), na representação de Källén–Lehmann do seu propagador (Kallen,

1952; Lehmann, 1954)62, D(p) =
∫∞

0 d(m2
g)ρ(m2

g)/(p2 + m2
g), onde essa representação

permite associar as excitações dos campos com estados assintóticos ou partículas, e o pólo

do propagador com a massa da partícula mg desde que ρ(m2
g) seja positiva. Portanto,

quando ρ(m2
g) < 0, esse propagador não pode ser associado a uma partícula que pertence

ao espectro físico, algo que é considerado como mais uns dos indícios de confinamento

(Alkofer; Smekal, 2001).

Abordagens teóricas (Cornwall, 2013) e simulações da rede (Oliveira et al., 2017)

sugerem que a função espectral do glúon possui um comportamento intercalado entre uma

função positiva e negativa. Uma maneira de analisar o comportamento da função espec-

tral ρ(m2
g) é por meio da função de correlação temporal C(t), definida como (Cucchieri;

Mendes; Taurines, 2005):

C(t) =
∫ ∞

0
dmg ρ(m

2
g) e−mg t =

1

2π

∫ +∞

−∞
D(p)e−ipt. (108)

Nos formalismos GZ e RGZ, que apresentam pólos imaginários e complexos, respectiva-

mente, mostrou-se que C(t) assume valores negativos num certo intervalo de t (Zwanziger,

1989b; Cucchieri; Mendes; Taurines, 2005; Vandersickel; Zwanziger, 2012), o que implica

em violação de positividade.

De fato, pode ser mostrado que, sempre que o propagador na Eq. (108) apresenta

pólos complexo-conjugados z2
± ∈ C, C(t) pode ser expressado como63:

C(t) ∝ e−yt (A(z+, z−)Cos(xt) +B(z+, z−)Sin(xt)) , (109)

onde, sem perda de generalidade, podemos escrever z± = ±x− iy, para {x, y} > 0. Isso

nos permite intuir que quando houver pólos complexos, C(t) poderá apresentar regiões

onde a função espectral não será positiva.

O formalismo RGZ apresenta muitas características e cálculos enriquecedores, mas

que não serão discutidos aqui já que estão além das intenções desta tese. Estes, por

sua vez, podem ser encontrados nos artigos já citados e na literatura correspondente.

Por outro lado, queremos terminar esta seção indicando algumas das predições, além

das funções de correlação, obtidas a partir da RGZ, como são o caso dos cálculos das

massas das glueballs (Dudal et al., 2009b; Sorella et al., 2010; Dudal; Guimaraes; Sorella,

2011; Dudal; Guimaraes; Sorella, 2014) – ou seja, estados ligados incolores formados

puramente por glúons–, o cálculo da energia do efeito Casimir (Canfora; Rosa, 2013) e

outras incursões em temperatura finita (Canfora; Pais; Salgado-Rebolledo, 2014; Canfora

62 Uma discussão da violação de positividade pode ser encontrada em (Cornwall, 2013).
63 Uma análise similar encontra-se no apêndice C.



68

et al., 2015; Wu et al., 2023).

2.4 Modelo Curci–Ferrari ou Modelo Massivo

Sendo a QCD uma teoria invariante de gauge, os termos quadráticos ou massivos

para o glúon estão proibidos em sua ação clássica ou com correções quânticas perturbati-

vas, mas, por outro lado, as simulações atuais de QCD na rede (nível não–perturbativo)

mostram um comportamento infravermelho para o propagador do glúon que pode ser as-

sociado a uma massa dinâmica. Tal contribuição é entendida como produto dos efeitos

quânticos não-perturbativos da interação forte64.

Tal como discutimos na subseção 2.3.1, a possibilidade do glúon adquirir uma

massa dinâmica através de algum mecanismo sempre foi de grande interesse. Muito antes

dos resultados do glúon massivo da rede, que serviram de base numérica para acreditar

que o glúon poderia se comportar massivamente no infravermelho, já tinha sido estipulada

uma massa efetiva para o glúon considerando ideias fenomenológicas (aplicadas a seções

de choque, potenciais, etc) e vários enfoques teóricos e computacionais como as equações

de Schwinger–Dyson e a própria rede (Greensite, 2011), entre outros (Cornwall, 1979; Ber-

nard, 1982; Cornwall, 1982; Bernard, 1983; Donoghue, 1984). Tudo isso serviu também

para que depois esse fator de massa continuasse sendo explorado e estudado com os mes-

mos métodos e outros diferentes (Mandula; Ogilvie, 1987; Cornwall; Papavassiliou, 1989;

Lavelle, 1991; Wilson et al., 1994; Kondo, 2001; Philipsen, 2002; Doff; Machado; Natale,

2012; Ibañez; Papavassiliou, 2013; Siringo, 2016; Machado, 2016; Comitini; Siringo, 2020;

Comitini et al., 2021; Papavassiliou, 2022).

Por outro lado, nos anos 1970, Curci e Ferrari (Curci; Ferrari, 1976b) propuseram

um modelo com uma lagrangiana renormalizável com fixação de calibre não-linear que

incluía um operador de dimensão dois, 1
2
Aa 2

µ + ξ caca, que fornecia massa aos campos da

Yang-Mills (Kondo, 2001; Kondo et al., 2002)65. Este modelo foi abandonado devido a

problemas com a nilpotência do operador BRST e a falta de unitariedade da teoria (Curci;

Ferrari, 1976a; Curci; Ferrari, 1976c; Ojima, 1982; Delbourgo; Twisk; Thompson, 1988;

Blasi; Maggiore, 1996; Boer et al., 1996; Hurth, 1997). Porém, nos últimos anos tem sur-

gido um novo interesse no uso desta teoria para o glúon massivo graças ao comportamento

infravermelho das funções de correlação da Yang-Mills.

Em particular, o modelo do glúon massivo ao que nos referimos (Tissier; Wschebor,

2010; Tissier; Wschebor, 2011) é um caso específico do modelo de Curci–Ferrari no gauge

64 Como já discutido, uns desses efeitos podem ser os condensados, como os de glúons (Horak et al.,
2022).

65 Na época, a ideia desta massa servia como uma alternativa ao mecanismo de Higgs.
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de Landau66. Porém, no resto da tese nos referiremos a este caso em particular como o

modelo Curci–Ferrari (CF) ou simplesmente modelo do glúon massivo.

A lagrangiana do modelo CF, baseada fenomenologicamente no comportamento

do propagador do glúon (Tissier; Wschebor, 2011), comporta-se como uma deformação

massiva da lagrangiana de Yang–Mills na quantização de Faddeev-–Popov67:

L =
1

4
Ga

µνG
a
µν + ∂µ c

a (Dµc)
a + i ba∂µA

a
µ +

1

2
m2Aa

µA
a
µ, (110)

sendo ba o campo bosônico de Nakanishi-Lautrup (Nakanishi, 1966; Lautrup, 1967), Ga
µν =

∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAb

µA
c
ν e (Dµc)

a = ∂µc
a + gfabcAb

µc
c.

A ideia por trás do modelo é mostrar que essa lagrangiana massiva (Eq. (110)) é

a forma mais simples de se obter uma teoria que capture informações não-perturbativas

do setor gluônico da QCD68 em compatibilidade com os resultados da rede.

Embora os autores de (Tissier; Wschebor, 2011) se inclinem mais por um aspecto

fenomenológico sobre a ideia do fator de massa para o glúon, a consideração de tal fator

também pode ser inspirada por uma abordagem de quantização não-perturbativa (Ser-

reau; Tissier, 2012) na qual esse fator de massa gluônica pode ser conectado com as cópias

de Gribov (vide também (Serreau; Tissier; Tresmontant, 2014; Peláez; Tissier; Wschebor,

2013; Serreau; Tissier; Tresmontant, 2015; Tissier, 2018)). Em (Serreau; Tissier, 2012),

apresenta-se inicialmente como, ao se tomar uma média sobre as cópias de Gribov pre-

sentes em cada órbita, a múltipla contagem poderia ser controlada, ao mesmo tempo em

que surge um termo de massa para o glúon.

Como é sabido, para se obter predições finita com uma teoria fundamental, válida

para todas as escalas de energia, precisamos que esta seja renormalizável. A renormaliza-

ção do modelo CF foi provada, usando uma versão modificada da simetria BRST (Curci;

Ferrari, 1976b; Boer et al., 1996; Tissier; Wschebor, 2009)). Os fatores de renormalização

do modelo são:

Aa
µ,B =

√
ZA A

a
µ, c

a
B =

√
Zc c

a, ca
B =

√
Zc c

a, gB = Zg g, m
2
B = Zm2 m2, (111)

onde o subíndice B indica as quantidades nuas (do inglês: bare). Os fatores Z introduzem

novas contribuições chamados de contratermos que, escolhidos adequadamente, permitem

eliminar os termos divergentes gerados na expansão perturbativa. Neste modelo, são

66 Isso elimina termos proporcionais ao condensado de ghosts e interações quárticas.
67 A fixação de gauge pode ser reescrita mais convenientemente introduzindo o campo bosônico ba:

Exp

[
− 1

2ξ

(
∂µAa

µ

)2

]
→
∫

[Dba]Exp

[
−
∫

d4x

(
i ba∂µAa

µ +
ξ

2
(ba)2

)]
.

68 O modelo também tem sido estendido para incluir quarks (Barrios et al., 2021).
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usadas as seguintes relações – chamadas de teoremas de não-renormalização – para os

fatores de renormalização Z:

√
ZA Zc Zg = 1, (112)

ZA Zc Zm2 = 1. (113)

As partes finitas e divergentes dos fatores de renormalização Z satisfazem esses teoremas

de não-renormalização (Eqs. (112) e (113)) (Dudal; Verschelde; Sorella, 2003; Taylor,

1971), embora a forma das partes finitas dependa do esquema de renormalização69.

Como realmente só estamos interessados nos propagadores do modelo CF, nos

centraremos nas relações vinculadas aos mesmos. Os propagadores do glúon e do ghost

são parametrizados da seguinte forma:

Dab
µν(p) = D(p) δab

(
δµν − pµpν/p

2
)

∧ F ab(p) = δabF (p)/p2, (114)

sendo F (p) a chamada função vestida do campo fantasma (ghost dressing function) e

D(p) simplesmente a parte escalar do propagador do glúon. Também é definido:

Γ
(2)
A (p) = D−1(p) ∧ Γ

(2)
c c (p) = p2F−1(p), (115)

onde, em geral, a função Γ(2)(p) representa a soma das contribuições dos diagramas de

Feynman relacionadas aos propagadores70, cujas condições de renormalização são:

Γ
(2)
A (p = 0) = m2, Γ

(2)
A (p = µ) = m2 + µ2, Γ

(2)
c c (p = µ) = µ2. (116)

Neste caso particular do modelo CF, foi usado o esquema de renormalização deno-

minado Taylor scheme (Taylor, 1971), que modifica os acoplamentos da teoria através da

modificação dos fatores Z dos acoplamentos. A constante de acoplamento neste esquema

é definida a partir do vértice ghost-glúon quando o momento do ghost é zero, o que ga-

rante que não aparecerão correções quânticas ao vértice. Dessa maneira, o teorema da

Eq. (112) é satisfeito também pela parte finita dos fatores de renormalização Z.

Usando todas as condições mencionadas até primeira ordem e para SU(3) e d = 4,

69 Em (Tissier; Wschebor, 2009; Wschebor, 2008) foi demonstrado, para qualquer calibre ξ, que estes
teoremas de não renormalização são casos particulares dos encontrados no modelo CF.

70 No gauge de Landau, só a parte transversa desta função é relacionada com o propagador do glúon.
Por isso a parte longitudinal não pode ser acessada pelas simulações da rede nesse gauge.
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o propagador do glúon obtido é (Tissier; Wschebor, 2011) :

D−1 (p)

m2
= s+ 1 +

sλ

24

{
(2 − s2)log(s) + 2

(
1 + s−1

)3
(s2 − 10s+ 1)log(1 + s) + 111s−1

−2s−2 + (4 s−1 + 1)
3

2 (s2 − 20 s+ 12) log

(√
4 + s− √

s√
4 + s+

√
s

)
−
(
s → µ2

0

m2

)}
, (117)

sendo λ = 3αs/(4π), s = p2/m2 e µ0 a escala de renormalização.

O comportamento deste propagador do glúon (Eq. (117)) pode ser observado nas

Figs. (9a) e (9b)71, nas quais podemos ver uma boa concordância com os resultados do

propagador da rede. Vale destacar que para momentos além da escala de renormalização

(escolhida como µ0 = 1 GeV) é entendível que não haja uma completa correspondência

com a rede já que neste ponto aparecem termos logarítmicos, próprios da expansão per-

turbativa, que precisam dos conceitos do grupo de renormalização para serem levados em

conta corretamente. Sobre isso falaremos na seção seguinte.

De qualquer maneira, é muito interessante como a adição de um termo de massa na

lagrangiana de Yang-Mills, junto às condições de renormalização escolhidas neste modelo,

leva à captura de informação não-perturbativa (IR) dos propagadores da teoria.

Figura 9 - Ajuste do propagador do glúon massivo (CF) a um loop
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Legenda: Fits para: (a) Propagador do glúon (b) Função vestida do glúon. Os dados da rede: círculos

(Bogolubsky et al., 2009) e cruzes (Dudal; Oliveira; Vandersickel, 2010).

Fonte: Tissier; Wschebor, 2011, p. 6.

71 Nos trabalhos das referências citadas sobre o modelo CF é usado G(p) ao invés de D(p).
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2.4.1 Equações do grupo de renormalização (RGE) e o esquema Infrared safe (IS)

Nesta subseção, faremos uma revisão rápida sobre renormalização e as equações

do grupo de renormalização (RGE)72 no caso da lagrangiana do modelo CF (Eq. (110)).

Temos as seguintes equações de Callan-Symanzik:
(
µ
∂

∂µ
− 1

2
(nAγA + ncγc) + βg

∂

∂g
+ βm2

∂

∂m2

)
Γ{ nA, nc} = 0, (118)

onde as funções β e as dimensões anômalas γ dos campos são definidas como:

βg(g,m2) = µ
∂g

∂µ

∣∣∣∣∣
gB ,m2

B

∧ βm2(g,m2) = µ
∂m2

∂µ

∣∣∣∣∣
gB ,m2

B

, (119)

γA(g,m2) = µ
∂ZA

∂µ

∣∣∣∣∣
gB ,m2

B

∧ γc(g,m
2) = µ

∂Zc

∂µ

∣∣∣∣∣
gB ,m2

B

. (120)

A solução da equação de Callan-Symanzik (Eq. (118)) permite estabelecer uma relação

entre as funções do vértice de n pontos renormalizadas Γ(n) avaliadas em duas escalas

diferentes, µ0 e µ73:

Γ{ nA, nc} (p, µ, g(µ),m(µ)) = Z{nA, nc}/2 (µ, µ0) Γ{ nA, nc} (p, µ0, g(µ0),m(µ0)) . (121)

Na teoria de perturbação, à medida que aumenta a ordem n no parâmetro de expansão g,

é usual que apareçam termos do tipo (g2)n Logn[p2/µ2] que comprometem a consistência

da expansão perturbativa. Em (Tissier; Wschebor, 2011; Gracey et al., 2019), é escolhido

um tipo de solução a esse problema, na qual a escala de renormalização µ pode mudar

com o momento µ → µ(p), especificamente na forma µ = p. Solucionado isso, junto às

condições de renormalização (Eq. (116)) e as Eqs. (115) e (121), podem ser obtidos o

propagador do glúon e a função vestida do ghost, respectivamente:

D(p, µ0) =
ZA(p, µ0)

p2 +m2(p)
∧ F (p, µ0) = Zc(p, µ0). (122)

Para obter tais funções, cujos parâmetros mudam com o momento (e/ou escala de renor-

malização), precisamos dos fatores Z que dependem das funções β e γ. Usando as Eqs.

(111) e (112), podemos obter a função beta de g, tal que:

72 Uma descrição geral sobre renormalização e o RGE podem ser encontradas em diversos livros de QFT.
Vide, por exemplo, os Caps. 10 e 11 em (Peskin; Schroeder, 1995).

73 Em geral, esta equação permite estabelecer uma relação entre duas escalas µ′ e µ
′′

redefinindo os
acoplamentos e fatores Z em função da nova escala µ

′′

.
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βg = µ
∂g

∂µ

∣∣∣∣∣
gB ,m2

B

= µ
∂

∂µ

(
gB

Zg

)
= −g µ ∂ Log[Zg]

∂µ
= g µ

(
1

2

∂ Log[ZA]

∂µ
+
∂ Log[Zc]

∂µ

)

βg =g
(

1

2
γA(g,m2) + γc (g,m2)

)
. (123)

Por meio das Eqs. (111) e (113), podemos obter a função beta de m2:

βm2 = µ
∂m2

∂µ

∣∣∣∣∣
gB ,m2

B

= µ
∂

∂µ

(
m2

B

Zm2

)
= −m2µ

∂ Log[Zm2 ]

∂µ
= m2µ

(
∂ Log[ZA]

∂µ
+
∂ Log[Zc]

∂µ

)

βm2 =m2
(
γA(g,m2) + γc (g,m2)

)
, (124)

onde as funções da dimensão anômala do glúon e do ghost podem ser reescritas como:

γA(g,m2) = 2

(
−βg

g
+
βm2

m2

)
∧ γc(g,m

2) = 2
βg

g
− βm2

m2
, (125)

e integradas, para depois obter os fatores ZA(µ) e Zc(µ) através de:

LogZA(µ) =
∫ µ

µ0

dµ′ γA(µ′)

µ′
= −2 Log

(
g(µ)

g(µ0)

)
+ 2 Log

(
m2(µ)

m2(µ0)

)
(126)

LogZc(µ) =
∫ µ

µ0

dµ′ γc(µ
′)

µ′
= + 2 Log

(
g(µ)

g(µ0)

)
− Log

(
m2(µ)

m2(µ0)

)
, (127)

Estes fatores podem ser reescritos em função do parâmetro de expansão74 λ,

λ =
g2Nc

16π2
, (128)

de modo que chegamos aos resultados para os fatores ZA(µ) e Zc(µ) na forma:

ZA(µ) =
λ(µ0)

λ(µ)

m4(µ)

m4(µ0)
∧ Zc(µ) =

λ(µ)

λ(µ0)

m2(µ)

m2(µ0)
. (129)

Podemos, então, expressar o propagador do glúon e a função vestida do ghost como:

D(p, µ0) =
λ(µ0)

λ(p)

m4(µ)

m4(µ0)

1

p2 +m2(p)
∧ F (p, µ0) =

λ(p)

λ(µ0)

m2(µ0)

m2(p)
, (130)

expressões estas que são válidas para qualquer ordem na teoria de perturbação, o que nos

permite calcular as correções à função vestida do ghost e, em particular, ao propagador

do glúon, que é a função na qual estamos mais interessados nesta tese.

74 Neste modelo é discutido que o real parâmetro de expansão não é λ e sim a sua versão efetiva, λ̃(p).
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Para poder obter o propagador do glúon (e a função do ghost), resta resolver as

RGE: Eqs. (119) e (120), usando as Eqs. (123) e (124), para assim obter g(p) (ou,

alternativamente, λ(p)) e m2(p). Devido à complexidade destas funções, o grupo que

trabalhou o modelo CF fez uso de recursos computacionais para resolver tais equações

(Tissier; Wschebor, 2011; Gracey et al., 2019)75.

Os resultados para o propagador do glúon a um loop, incluindo o fluxo do grupo de

renormalização, ou o que chamaremos simplesmente de “running” dos parâmetros, usando

o que chamaremos de esquema IS (Infrared safe scheme) (Tissier; Wschebor, 2011; Gracey

et al., 2019), mostram uma melhoria na compatibilidade com os dados da rede para altos

momentos, mas com uma perda do ajuste num valor próximo à escala de renormalização,

µ0 = 1 GeV. A inclusão da correção a dois loops (Gracey et al., 2019) consegue melhorar

o ajuste com os dados da rede, como pode ser visto na Fig. (10a).

O valor da massa do glúon, obtida sem e com a inclusão do RGE, oscila ao redor

de 350 MeV. Tal valor encontra-se também na mesma faixa dos valores obtidos por outros

métodos (500 ± 200 MeV) (Aguilar; Mihara; Natale, 2002; Aguilar et al., 2020).

Ao resolver as equações do RG deste modelo, observa-se que o fluxo da constante

de acoplamento pode desenvolver trajetórias onde ela mantém-se finita no infravermelho

(Reinosa et al., 2017), tal como podemos ver na Fig. (10b). As trajetórias à esquerda da

linha que conecta a origem com o ponto fixo no IR (separatrix), {0.6, 1.64}, desenvolvem

um pólo de Landau, enquanto aquelas à direita não, representando assim trajetórias

Figura 10 - Ajustes do propagador do glúon massivo (CF) a dois loops e o fluxo do RG
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Legenda: (a) Fits da função vestida do glúon no esquema IS a um (linha tracejada) e dois (linha

continua) loops. (b) Fluxo do RG no plano λ(µ) vs. m(µ)/µ no esquema IS.

Fonte: (a) Gracey et al., 2019, p. 9. (b) Gracey et al., 2019, p. 7.

“seguras” no infravermelho (Infrared safe). A linha tracejada (laranja), com origem no

75 Vide as referências em (Gracey et al., 2019) para mais detalhes.
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Figura 11 - Running dos parâmetros do modelo CF em SU(3) no esquema IS
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Legenda: Fluxo RG a um (linha tracejada) e dois (linha contínua) loops de: (a) Massa do glúon m(µ);

(b) Parâmetro de expansão λ(µ).

Fonte: Gracey et al., 2019, p. 9.

zero, representa a trajetória usada para ajustar os parâmetros da teoria a fim de se obter

uma boa concordância com os dados da rede (Gracey et al., 2019).

As Figs. (11a) e (11b) mostram o running dos parâmetros do modelo CF calculados

no esquema IS para a teoria SU(3) que permitem reproduzir o propagador do glúon da

rede (Fig. (10a)). Na Fig (11b), podemos observar o comportamento do parâmetro de

expansão efetivo, λ(p), cujo valor diminui a dois loops, melhorando o controle da teoria

de perturbação.

Os autores deste modelo argumentam que mesmo que o parâmetro de expansão

desenvolva valores relativamente grandes para escalas menores que µ0 = 1 GeV, a teoria

de perturbação pode estar controlada pelos efeitos da massa do glúon, onde o parâmetro

de expansão efetivo estaria suprimido por um fator que interpola o parâmetro de expansão

no UV com aquele relevante no IR (Tissier; Wschebor, 2011):

λ̃(p) = λ(p)
p2

p2 +m2(p)
, (131)

cujo comportamento pode ser observado na Fig. (12a), o qual é notavelmente menor que o

do fator λ(p), conforme esperado. Isso supõe que o modelo mantém um bom controle sobre

a teoria de perturbação, podendo assim capturar informações sobre a região infravermelha

da teoria por meio de uma expansão perturbativa.

A partir do teorema de não-renormalização do vértice ghost-glúon (Eq. (112))

(Taylor, 1971), pode ser definida uma constante de acoplamento não-perturbativa e inva-

riante sob o grupo de renormalização (Smekal; Alkofer; Hauck, 1998; Gracey et al., 2019),

αT S(p), que, reescrita em função do parâmetro λ(p) = 3α(p)/4π,
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Figura 12 - Fluxo RG do parâmetro de expansão e ajuste do acoplamento da rede
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Legenda: (a) Parâmetro de expansão relevante λ̃(µ) (b) Ajuste da constante de acoplamento no

esquema de Taylor com os valores da rede (Duarte; Oliveira; Silva, 2016)

Fonte: (a) Gracey et al., p. 9. (b) Gracey et al., p. 10.

fica:

λ̃T S(p) = λ(µ0) p
2D(p, µ0)F

2(p, µ0) = λ(p)
p2

p2 +m2(p)
, (132)

onde o parâmetro de expansão relevante (131), se mostra idêntico ao parâmetro de ex-

pansão no esquema de Taylor (Eq. (132)).

A constante de acoplamento no esquema de Taylor, que chamaremos simplesmente

de constante de acoplamento de Taylor, αT S
s (p) = 4πλ̃T S(p)/3 (Eq. (132)), pode ser

comparada com os resultados da rede (Duarte; Oliveira; Silva, 2016) para o acoplamento

αs de Taylor extraído do acoplamento no vértice ghost-gluon. O resultado a dois loops

calculado no modelo CF (linha contínua da Fig. (12b)), no qual foi adicionado um fator

de correção no UV, mostra uma boa concordância com o resultado da rede.

Finalmente, é importante mencionar que este modelo massivo também apresenta

bons resultados quando são considerados quarks dinâmicos, mas que as correções consi-

derando quarks devem ser mais cuidadosas, já que, ao que parece, a constante de acopla-

mento revela-se maior no setor de quarks (Peláez; Tissier; Wschebor, 2014; Peláez; Tissier;

Wschebor, 2015; Peláez et al., 2017; Barrios et al., 2021; Peláez, 2023). Devemos destacar

que não é esperado poder reproduzir completamente a QCD no IR, já que os quarks estão

relacionados a fenômenos puramente não-perturbativos, como a quebra de simetria quiral.

Uma revisão, considerando o setor de Yang–Mills e o da QCD, com muitos detalhes sobre

o modelo de CF, é apresentada em (Peláez, 2021).

Tendo discutido as diferentes propriedades não-perturbativas e características rela-

cionadas ao confinamento dos modelos GZ, RGZ e CF e, em especial, o comportamento dos

seus propagadores, procederemos nos dois capítulos seguintes com o estudo do impacto
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fenomenológico desses modelos no cálculo do potencial quark–antiquark e o momento

magnético de quarks (e do prótons), respectivamente. Primeiro, investigaremos o cálculo

do potencial quark–antiquark para os diferentes modelos com a finalidade de testar sua

compatibilidade com o enfoque perturbativo e principalmente indagar se esses modelos

podem produzir o termo linear do potencial ligado ao confinamento. Em seguida, nos

concentraremos no momento magnético de quarks e estudaremos como os propagadores

destes modelos modificam a contribuição da QCD no vértice quark–fóton. Finalmente,

discutiremos sobre o momento magnético do próton calculado com a aproximação do

modelo de quark constituinte incluindo as contribuições do vértice quark–fóton de cada

modelo.
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3 POTENCIAIS QUARK–ANTIQUARK

Uma das formas de abordar as propriedades do confinamento é através de modelos

não-perturbativos e/ou fenomenológicos, tais como o potencial quark-antiquark estático

(qq), que tem demonstrado sucesso na descrição de sistemas mesônicos de baixa energia

tal como o Quarkônio (Eichten et al., 1978; Lucha; Schoberl; Gromes, 1991; Soni et al.,

2018; Mateu et al., 2019). O modelo do potencial estático é respaldado por dados da rede

que validam suas propriedades fenomenológicas e o seu comportamento de confinamento

linear para distâncias grandes e intermediárias (Bali; Schilling; Schlichter, 1995a; Bali,

1998; Brambilla; Vairo, 1999). Atualmente, o potencial de Cornell é o modelo mais

simples para ajustar o potencial da QCD na rede:

Vc = −4

3

αc

r
+ σ r , (133)

onde αc é o acoplamento de Cornell, que está relacionado à constante de acoplamento

forte e, σ é a tensão da corda, sendo ambas, constantes fenomenológicas. Este modelo

relaciona duas características importantes da QCD: I) liberdade assintótica para peque-

nas distâncias, e II) o fenômeno de confinamento para longas distâncias (confinamento

linear). Normalmente, αc é usado como uma constante para ajustar o potencial da rede,

mas como os dados indicam, esse fator diminui para pequenas distâncias podendo ser

parametrizado com um fator 1/r2. Porém, não há uma motivação física para esse termo.

O enfraquecimento do acoplamento de Cornell é interpretado como um sinal da liberdade

assintótica (Booth et al., 1992; Bali, 2001). Embora o primeiro termo do potencial de

Cornell esteja relacionado com o resultado perturbativo, a PT não consegue descrever o

potencial da rede (quenched) (mesmo para curtas distâncias (Bali, 1999)), pelo qual em

alguns casos, recorre-se à inclusão de termos adicionais aos resultados perturbativos para

poder reproduzir os dados. Por isso, é comum encontrar em alguns trabalhos a adição ad

hoc do termo linear, σr, no potencial qq para tentar completar a sua descrição.

Por outro lado, através do potencial estático podemos estudar certos aspectos de

alguns modelos para a QCD, seja aqueles com inputs não-perturbativos ou os chamados de

efetivos. Aspectos tais como o seu desempenho e/ou a sua validade na região perturbativa,

junto a modificações na mesma região vindas das informações não-perturbativas desses

modelos76 podem ser investigados. Além disso, podemos tentar explorar a influência dos

ingredientes não-perturbativos desses modelos nas regiões de distâncias intermediárias e

longas do potencial estático. Por esses motivos, calculamos o potencial para os diferentes

modelos mencionados nesta tese, com a intenção de saber se as suas diferentes caracterís-

76 Os modelos efetivos não necessariamente são pensados para funcionar em regimes perturbativos.
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Figura 13 - Diagramas do processo quark-antiquark

p
′

p

k
′

k

q, j

q, i

q,m

q, l

q D(q2)

a, µ

b, ν

p′

p

k′

k

+

q, j

q, i

q,m

q, l

q

D(q2)

a, µ b, ν

Legenda: Diagramas de Feynman para os processos de criação–aniquilação e espalhamento do par

quark-antiquark, respectivamente.

Fonte: O autor, 2023.

ticas e informações não-perturbativas trarão melhorias consideráveis ao potencial, tais

como um termo linear relacionado ao confinamento de quarks pesados.

O potencial qq pode ser calculado através do processo quark–antiquark, que na mais

baixa ordem pode ser representado pela Fig. (13). O diagrama relacionado à criação e à

destruição do par não gerará uma contribuição no potencial (Lucha; Schoberl; Gromes,

1991), já que para uma configuração do tipo singleto, onde i = j e l = m, seu resultado

é nulo, pois ele é proporcional ao fator tali t
a
jm (vide o apêndice A):

tali t
a
jm → tali t

a
il =

1

2

(
δll δii − 1

N
δli δil

)
= 0 . (134)

O diagrama restante (processo de espalhamento), no qual podem ser adicionadas

correções de ordem mais alta, permite obter um potencial qq invariante de gauge (dentro

dos gauges covariantes, Ap. A – Eq. (242)), que na aproximação não relativística e de

troca de um glúon (ou One gluon exchange (OGE)) gera (Apêndices A e B)77:

V (r) =
i CF

π r

∫ ∞

−∞
dp pα(p)D(p) ei p r / p = | ~p | . (135)

Como é sabido, a forma mais simples de obter um potencial qq estático, através da

Eq. (135), que reproduz o comportamento linear do potencial de Cornell é gerando uma

divergência quártica no potencial no espaço de momentos. Isso pode ser feito adicionando

uma contribuição do tipo Gribov 1/p4 ao produto α(p)D(p)78. Outra maneira é colocar

uma divergência 1/p2 na constante de acoplamento junto com o propagador perturbativo

77 Usaremos as notações p2 e p2 para o quadrado do módulo do quadri-momento e do momento vetorial,
respectivamente.

78 Não necessariamente 1/p4 deve ser pensada como uma divergência, pois pode ser analisada no sentido
de uma distribuição (Hersbach, 1993).
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do glúon 1/p2 (Richardson, 1979). Alguns pesquisadores analisaram o comportamento

do potencial qq colocando também a divergência ausente na constante de acoplamento,

obtendo boa concordância com o potencial da rede (Vento, 2013; Ayala; Gonzalez; Vento,

2016). No entanto, uma divergência no propagador do glúon não é compatível com os re-

sultados atuais de QCD na rede, que mostram um propagador do glúon finito para baixos

momentos. Aparentemente, uma situação semelhante ocorre com a constante de aco-

plamento que apresenta um comportamento finito nesta região (Bogolubsky et al., 2009;

Deur; Brodsky; Teramond, 2016; Duarte; Oliveira; Silva, 2016). A constante de acopla-

mento não tem uma definição única para baixas energias e também pode ser concebida

sob o conceito de cargas efetivas de Grunberg79 (Deur; Brodsky; Teramond, 2016).

Mesmo que tentar obter conclusões de aspectos não-perturbativos usando apenas

uma equação perturbativa para o potencial qq pareça um pouco ousado, pelo menos nos

permite pensar em possíveis explicações para este problema, ainda que pareçam ingênuas.

Embora não haja uma descrição do mecanismo do confinamento, esses formalismos obtêm

uma descrição razoável do espectro do Quarkônio (Richardson, 1979; Gonzalez; Mathieu;

Vento, 2011; Vento, 2013; Ayala; Gonzalez; Vento, 2016; Cucchieri; Mendes; Serenone,

2019), com a adição a mão de um termo linear no potencial (Cucchieri; Mendes; Serenone,

2019).

3.1 Potencial com parâmetros constantes nos modelos massivo, GZ e RGZ

Já que estamos interessados em calcular o potencial quark–antiquark, analisaremos

a forma geral que ele pode assumir dependendo da estrutura do seu integrando, que, como

vimos (Eq. (135), depende do produto da constante de acoplamento e do propagador do

glúon. Para este último, muitos modelos e/ou abordagens prevêem a existência de pólos

puramente imaginários ou complexos quando parâmetros são ajustados com os dados da

rede (Gribov, 1978; Stingl, 1986; Zwanziger, 1990; Dudal et al., 2008b; Baulieu et al.,

2010; Dudal; Oliveira; Silva, 2018), enquanto outros analisam a influência desses pólos

no propagador de glúon e suas funções derivadas (Cucchieri; Mendes; Serenone, 2019;

Hayashi; Kondo, 2019; Hayashi; Kondo, 2020). Os pólos mais simples têm a forma:

z2
± = − a2 ± i b2 onde {a2, b2} ∈ R+, que de forma geral podem ser expressados como

z1 = x + i y e z2 = −x + i y, com {x} ∈ R e {y} ∈ R+.

A fim de calcular o potencial, precisamos integrar a Eq. (135). Para isso, definire-

mos:

79 Grunberg propôs que o acoplamento forte poderia ser definido a partir de qualquer observável (expe-
rimental) que seja previsível em pQCD, estabelecendo um conceito de carga efetiva que se adapta ao
fenômeno que estiver sendo estudado (Grunberg, 1984).
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f(z) = z αs(z) D(z) Exp[i z r] . (136)

O teorema do resíduo permite resolver essa integral com a fórmula:

∮
f(z) dz =

2π i

(n− 1)!

∑

j

dn−1

dzn−1
[(z − zj)

n f(z)]

∣∣∣∣∣
z = zj

, (137)

sendo zj um pólo da função f(z) e n a ordem do mesmo.

Nossa análise inicial para o potencial qq estático usará parâmetros constantes.

Consideraremos a constante de acoplamento como um parâmetro fixo (αs(z) = αs), pois

esta hipótese funciona como uma boa aproximação em todos os regimes de distâncias,

dando uma boa descrição também para o espectro mesônico (Kalashnikova; Nefediev;

Simonov, 2001). Isso significa que por enquanto o propagador do glúon será o principal

responsável pelo comportamento do potencial. O uso de parâmetros constantes simplifica

muito o cálculo do potencial qq, pelo menos na ordem inicial. Ao fixar αs, temos que:

f(z) = αs zD(z) Exp[i z r] . (138)

No caso de ter apenas dois pólos simples (n = 1), z1 = x + i y e z2 = −x + i y,

({x, y} ∈ R+), podemos usar as Eqs. (137) e (138) para resolver o potencial na Eq.

(135). Isso é possível, pois f(zj) → 0 quando |z| → ∞ (Eq. (138)). Chega-se, então, na

seguinte expressão (Apêndice C):

∮
f(z) dz = (i π αs)

2∑

j=1

ei zj r 2 zj ((z − zj) D(z))|z = zj
,

∮
f(z) dz = (i π αs) e

−y r (A(z1, z2) Cos(x r) + B(z1, z2) Sin(x r)) . (139)

Assim, a partir de parâmetros constantes e dois pólos simples, o potencial qq (Eq. (135))

sempre pode ser escrito da seguinte forma:

V (r) = −αs CF

r
e− y r ( A(x, y) Cos(x r) + B(x, y) Sin(x r)) , (140)

onde A(x, y) e B(x, y) são funções que dependem dos pólos do integrando do potencial,

que são oriundos do propagador neste caso80. Não haverá pólos reais positivos no inte-

grando do potencial se as funções envolvidas forem finitas e contínuas, como indicam os

resultados atuais da rede para o propagador do glúon e da constante de acoplamento, nos

quais não aparecem descontinuidades.

Os integrandos dos modelos perturbativo, massivo (CF) e GZ são, respectivamente,

80 Os pólos do propagador estão em função do invariante de Lorentz p2 enquanto que os pólos do potencial
estão em função de p.
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no nível de árvore e sem incluir o fator eipr por simplicidade:

Ip(p) =
αs

p
, Im(p) =

αsp

p2 +m2
, IGZ(p) =

αsp
3

p4 + γ4
. (141)

O resultado para o caso perturbativo é quase imediato e pode ser resolvido no

plano complexo com pólo no eixo real (p = 0), logo:

Vp(r) =
i CF

π r

∫ +∞

−∞
dp

αs e
i p r

p
=

i αs CF

π r

∮
dz

ei z r

z
= − 4

3

αs

r
, (142)

sendo este o conhecido resultado perturbativo do potencial qq: basicamente um potencial

de Coulomb vezes um fator de cor (CF = 4/3). No entanto, a Eq. (142) representa um

potencial de longo alcance, o que não é compatível com a noção de confinamento dos

quarks.

Para o caso massivo, temos apenas um pólo, z1 = 0 + im. Logo, a Eq. (140) com

A(0, im) = 1 (vide detalhes no Apêndice C)) fornece:

Vm(r) =
i CF

π r

∫ +∞

−∞
dp

pαs e
i p r

p2 +m2
= − 4

3

αs

r
e−m r , (143)

onde este potencial, além do termo de Coulomb, tem um termo de decaimento exponencial

que depende da massa da partícula, o que faz diminuir o alcance da interação. Esse

comportamento corresponde ao bem conhecido potencial de Yukawa.

No caso GZ, temos dois pólos complexos, z1 = x + ix e z2 = −x + ix, onde

x = γ/
√

2. Isso nos diz que A = 1 e B = 0 (Apêndice C)), logo o potencial GZ será:

VGZ(r) =
i CF

π r

∫ +∞

−∞
dp

p3 αs e
i p r

p4 + γ4
= − 4

3

αs

r
e− γ r/

√
2 Cos( γ r/

√
2 ) , (144)

que, graças aos pólos complexos do integrando, provenientes da massa do Gribov, apre-

senta o típico fator de decaimento massivo vezes um fator oscilante adicional.

A presença de um fator cosseno indica que o potencial GZ se anula quando γr/
√

2 =

(2k + 1)π/2, onde k ∈ Z. O primeiro ponto onde VGZ(r0) = 0 acontece quando r0 =

π/(
√

2γ), e a partir desse ponto VGZ(r) aumenta com a distância (VGZ(r) > 0) até um

certo máximo. Naturalmente, depois de cada máximo a função cosseno diminui gradu-

almente, o que certamente não gerará um potencial confinante para intermediárias ou

longas distâncias. O máximo do potencial GZ é dado por:

∂VGZ

∂r

∣∣∣∣∣
r1

= 0 → −
(

1 + θ

θ

)
= Tan[θ] ∧ θ = γ r1/

√
2, (145)

onde o valor que corresponde ao máximo do potencial é para θ ≈ 2.1712. Assim, obtemos

as seguintes relações:
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Figura 14 - Potencial qq – Caso Perturbativo, massivo e GZ.
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Legenda: (a) A linha (verde) tracejada corresponde ao potencial GZ para γ = 1 GeV, enquanto que a

linha sólida a γ = 3 GeV. (b) Zona D do potencial GZ. Foi usado αs = 0.356.

Fonte: O autor, 2023.

r1 =

(
0.605

γ

)
fm ∧ V Max

GZ (r1, γ) ≈ (0.056 γ αs) GeV. (146)

as quais mostram que o ponto do máximo depende da inversa da massa do Gribov e o

máximo do potencial depende diretamente do valor da mesma. Ou seja, quanto mais longe

esse máximo acontecer, menor será a amplitude do potencial GZ. Isto pode ser observado

na Fig. (14), onde são comparados o caso perturbativo, massivo e o próprio potencial GZ.

De qualquer forma, mesmo que o valor máximo do potencial GZ não seja relativamente

grande, as características deste potencial são algo que os outros modelos considerados,

tanto o perturbativo quanto o massivo (em nível de árvore), não podem gerar.

Daqui em diante vamos analisar o potencial qq dividindo-o em 3 regiões: a de curta

(0.00 – 0.20 fm), intermediária (0.20 – 0.80 fm) e de longa distância (r > 0.80 fm)81.

A breve análise do potencial GZ nos serve de preâmbulo para entender as caracte-

rísticas do potencial RGZ, cujo integrando é:

IRGZ(p) =
αs p (p2 +M2)

p4 + (M2 +m2)p2 + λ4 +M2m2
, (147)

que também gera dois pólos complexos, z1 = x+ iy e z2 = −x+ iy, onde:

x =
4
√
λ4 +M2m2 Sin

[
Tan−1

[√
4λ4 − (M2 −m2)2/(M2 −m2)

]
/2
]

y =
4
√
λ4 +M2m2 Cos

[
Tan−1

[√
4λ4 − (M2 −m2)2/(M2 −m2)

]
/2
]
> 0, (148)

81 A escolha de onde cada região começa e termina é debatível, mas a discussão que segue será geral.
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cujo resultado mostra que A(x, y) = 1 e B(x, y) = κ (vide Apêndice C)), logo:

VRGZ(r) = − 4

3

αs

r
e− y r (Cos(x r) + κ Sin(x r)) ∧ κ =

M2 −m2

√
4λ4 − (M2 −m2)2

. (149)

Este potencial, devido aos pólos complexos do seu integrando, provenientes dos termos de

massa dos condensados e do parâmetro de Gribov, apresenta, além do típico fator de de-

caimento massivo, uma combinação de fatores oscilantes. A contribuição total resultante

dos condensados do propagador RGZ é o novo fator κ Sin(x r). Tal combinação sinusoidal

(Eq. (149)) permite que o potencial RGZ tenha características similares ao potencial GZ.

O ponto onde VRGZ(r0) = 0 será dado por:

Tan[x r0] = −1

κ
. (150)

Se o valor de κ não for muito pequeno (algo que acontece com os dados da rede, onde

1/κ ∼ [0.1 − 0.25]), podemos obter a seguinte aproximação:

r0 ≈ 1

x

(
π − 1

κ

)
≈
(

0.6

x

)
fm, (151)

ou seja, aproximadamente, o ponto onde o potencial RGZ troca de sinal depende do valor

da parte real dos pólos, algo bem similar com o que acontece com o potencial GZ.

As expressões do ponto máximo e o máximo do potencial RGZ são:

Tan[x r1] =
r1(xκ− y) − 1

r1(x+ yκ) + κ
∧ V RGZ

RGZ (r1) =

(
−xCos[x r1](1 + κ2)e−y r1

x r1 + (1 + y r1)κ

)
αsCF , (152)

que, comparadas com as relações para o potencial GZ (Eq. (146)), estas são um pouco

mais complexas de analisar, já que agora estamos em presença de mais parâmetros. Um

estudo mais detalhado do potencial RGZ será feito na seção seguinte.

Algo que podemos destacar é que analisar os pólos complexos que aparecem no

propagador do glúon (p2 ∈ C, segundo ajustes da rede), nos permite entender melhor

o comportamento dos potenciais GZ e RGZ, principalmente para distâncias longas e

intermediárias. Como vimos, esses pólos marcam a diferença entre os potenciais pertur-

bativo e massivo (pólo real no propagador) comparados com os potenciais GZ e RGZ

(pólos complexos no propagador) e com qualquer outro potencial qq̄ calculado usando a

Eq.(135) (veja as Eqs. (138) e (140)). A presença de pólos complexos no integrando

do potencial (p ∈ C) sempre afetará o seu resultado. Por exemplo, quando temos

dois pólos simples como na previsão em nível de árvore do modelo RGZ (Dudal et al.,

2008b; Dudal; Oliveira; Silva, 2018), uma possibilidade é que apareçam termos do tipo:

Exp(− y r) (Cos(x r) + κ Sin(x r)) (Eqs. (140) e (149)). Na ordem subsequente de cálculo

em teoria de perturbação (NLO), essa expressão seria modificada devido aos fatores de

logaritmos provenientes da implementação do grupo de renormalização. Essas correções
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perturbativas irão gerar termos de complexidade algébrica no potencial devido aos cortes

de ramificação no integrando, de modo que obter uma expressão analítica completa será

uma tarefa difícil ou mesmo impossível de ser feita. Todos esses termos, principalmente

os de seno e cosseno, irão gerar uma região na qual o sinal do potencial qq̄ muda e ele co-

meça a aumentar com a distância até certo ponto em que aquela função atinge o primeiro

máximo e entra em um comportamento oscilante devido aos fatores senoidais, tal qual já

foi discutido brevemente no potencial GZ (vide Fig. (14b)). Esta região vai depender do

valor dos pólos complexos e vamos nos referir a ela usando o termo: zona D82.

Poderíamos pensar em atribuir algum significado a essa zona D e tentar vinculá-la

a algum aspecto do confinamento, pois esse comportamento surge pela presença dos pólos

complexos no potencial devidos à incorporação de escalas não-perturbativas vindas da

região IR do propagador do glúon (e também da constante de acoplamento). Por ou-

tro lado, esse comportamento pode ser o resultado de forçar a aplicação da aproximação

perturbativa. Esta última alternativa requer uma análise mais cuidadosa, pois estamos

usando uma fórmula derivada de uma expressão perturbativa para tentar entender resul-

tados que pertencem à região não-perturbativa. Porém, caso houvesse uma teoria efetiva

que pudesse obter informação não-perturbativa através de uma abordagem perturbativa,

poderíamos usá-la para explorar a região não-perturbativa do potencial qq através da sua

equação perturbativa. Esse caso será analisado nas próximas seções.

3.2 Potencial RGZ – Propagador fenomenológico

Atualmente se sabe que o modelo RGZ é compatível com o propagador do glúon

no IR, mas não se tem uma expressão analítica que mostre como as correções pertur-

bativas afetam a estrutura ultravioleta do mesmo. Assim, inspirados no comportamento

infravermelho e ultravioleta do propagador do glúon, em (Dudal; Oliveira; Silva, 2018),

é construída uma função que interpola ambos os resultados, dominando no IR a forma

dada pelo propagador RGZ, enquanto que no UV se tem um comportamento do tipo Log,

próprio do resultado perturbativo incluindo o grupo de renormalização:

D(p) = Z
p2 +M2

1

p4 +M2
2 p2 +M4

3

(
1 + ω Log

[
(p2 +m2

g(p))/Λ2
QCD

])−13/22
, (153)

82 O nome é para fazer referência ao fato de que esses pólos vêm da parte escalar do propagador do glúon:
D(p).
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sendo Z o fator de renormalização da rede, e ω = 11Nαs(µ)/(12π). Os fatores Mi podem

ser expressados em função dos parâmetros do propagador RGZ:

M2
1 = M2 ∧ M2

2 = M2 +m2 ∧ M4
3 = λ4 +M2 m2. (154)

Na Eq. (153), o termo massivo m2
g(p) regulariza o fator logarítmico e deve se tornar

desprezível a altos momentos a fim de recuperar o resultado perturbativo.

Como mostrado em muitos artigos (Tissier; Wschebor, 2011; Gracey et al., 2019;

Dudal; Oliveira; Silva, 2018; Duarte; Oliveira; Silva, 2016), é comum usar aquele fator de

renormalização Z (Leinweber et al., 1999a) no propagador do glúon para obter uma boa

concordância com os dados da rede, devido a razões técnicas, como as diferentes condições

de renormalização entre o contínuo e a rede. Poderíamos incluir esse fator no potencial

(Eq. (135)). Uma forma seria:

V (r) =
i CF

π r

∫ ∞

−∞
dp pα(p)

(
DLt(p)

ZL

)
ei p r / DLt(p) = ZL D(p) , (155)

onde basicamente estaríamos usando o propagador da rede, mas redimensionando-o ao

mesmo tempo, o que seria equivalente a não usar o fator Z (ou fixar seu valor em 1)

e pegar os valores do parâmetros obtidos na rede. Outra maneira é apenas incluir esse

fator como um fator multiplicativo (fator de escala) no potencial ou em outras palavras,

usando DLt(p) em vez de D(p), ou seja, V(r) = Z V (r).

A influência do fator Z no potencial qq, que será aplicável a qualquer modelo

que use esse fator, corresponde apenas a um deslocamento nos valores do potencial, pois

Z é um parâmetro multiplicativo. Por outro lado, fixar Z = 1 mantém o potencial

independente do fator Z que é o apropriado, já que o potencial não deve depender de

um fator não físico. Isso também permite que o propagador corresponda ao seu resultado

perturbativo para grandes momentos.

Antes de analisar os resultados do potencial RGZ fenomenológico, partamos do

potencial RGZ a nível de árvore (Eq. (149)), que foi calculado usando os parâmetrosM2
1 =

2.521, M2
2 = 0.5082, M4

3 = 0.2795 (Dudal; Oliveira; Silva, 2018), que são relativamente

parecidos aos mostrados na tabela 1:

VRGZ(r) = −4

3

(
0.3837

r

)
e−0.6256 r (Cos[0.3705 r] + 4.8897 Sin[0.3705 r]) . (156)

Já que estamos interessados nas novas contribuições que esses potenciais trazem ao resul-

tado perturbativo, podemos calcular como se comportam esses potenciais para distâncias

curtas e até talvez distâncias intermediárias:

Vm(r ∼ 0) ≈ −4αs

3r
+

4αs m

3
− 2m2αs

3
r + O(r2), (157)
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Tabela 1 - Parâmetros do propagador RGZ fenomenológico

Reg. Z M2
1 M2

2 M2
3 m2

0 λ2 λ2
0

RGZ 1.36522 2.518 0.6379 0.3927 – – –
Massa Const. 1.36486 2.510 0.471 0.3621 0.216 – –

Cornwall 1.36636 2.394 0.413 0.3963 0.1196 0.109 –
Cornwall corrigido 1.36992 2.333 0.514 0.2123 1.1533 0.100 - 0.954

Legenda: Diferentes tipos de regularização do fator logarítmico do propagador fenomenológico. Os

fatores de massa estão em unidades de GeV.

Fonte: O autor, 2023.

VGZ(r ∼ 0) ≈ −4αs

3r
+

4αs γ

3
√

2
+ O(r2), (158)

VRGZ(r ∼ 0) ≈ −4αs

3r
− 4αs (xκ− y)

3
+

2(2xyκ+ x2 − y2)αs

3
r + O(r2), (159)

onde vemos que o termo linear presente no potencial massivo (Eq. (157)) não pode ser in-

terpretado como um fator de tensão na corda, pois ele tem o sinal errado, algo já esperado

uma vez que o potencial massivo não é linear confinante. Já o potencial GZ (Eq. (158))

não apresenta contribuições do tipo linear, nem para curtas nem intermediárias distân-

cias, algo inesperado já que se supõe que ele conta com contribuições não-perturbativas

vindas do propagador do glúon. Para o caso RGZ, o panorama parece mais alentador

(Eq. (159)) já que este aparentemente contém uma contribuição linear para r pequeno.

Tal contribuição, dependendo do valor dos seus parâmetros pode ser positiva e análoga a

um fator de tensão na corda aparecendo para curtas distâncias. Porém, se usarmos a Eq.

(156), podemos verificar que tal termo linear, apesar de ser positivo, não necessariamente

pode ser interpretado como um fator de tensão na corda σ:

VRGZ(r ∼ 0) ≈ −0.1001

r
− 0.6068 + 2.6136 r − 4.1555r2 + O(r3), (160)

com
√
σ ≈ 0.718 (r fm), pois as contribuições de ordem maior ainda são relevantes e

acabam suprimindo-o (algo que não acontece no potencial massivo a um e dois loops,

tal como veremos mais adiante, na seção 3.4). Este comportamento do potencial RGZ a

distâncias curtas pode ser melhor entendido como correções no valor do acoplamento.

Agora, voltando ao potencial RGZ fenomenológico (ph VRGZ), este foi calculado

numericamente usando o propagador RGZ fenomenológico (Eq. (153)) para as diferentes

parametrizações de m2
g(p), as quais são:

m2
g(p) = m2

0 Massa constante, (161)

m2
g(p) =

m4
0

p2 + λ2
Cornwall, (162)
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Figura 15 - Resultados do Potencial RGZ – Nível de árvore e fenomenológico
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Legenda: Potenciais até a região intermediária, usando : (a) Z = 1. (b) Z 6= 1. Mais detalhes no texto.

Fonte: O autor, 2023.

m2
g(p) = λ2

0 +
m4

0

p2 + λ2
Cornwall corrigida, (163)

m2
g(p) =

M4
3 + (M2

2 −M2
1 )p2

M2
1 + p2

Tipo RGZ. (164)

O resultados dos potenciais são mostrados na Fig. (15) e (17), para os casos (a) Z = 1

e (b) Z 6= 1, respectivamente (vide tabela 1). Nessas figuras, ph VRGZ 1, ph VRGZ 2,

ph VRGZ 3 e ph VRGZ 4, correspondem às parametrizações de massa constante (161), tipo

Cornwall (162), Cornwall corrigida (163) e tipo RGZ (164), respectivamente.

Para investigar melhor sobre o comportamento dos potenciais ph VRGZ, podemos

analisar seus integrandos. Por exemplo, quando p → ∞ todos os seus integrandos tendem

ao fator 1/p log(p2):

Z

p
(
ω Log

[
p2/Λ2

QCD

])13/22
, (165)

o que gera um comportamento assintótico do tipo − 1/r log(1/r2) quando r → 0 (Levine;

Tomozawa, 1979; Lucha; Schoberl; Gromes, 1991).

O resultado quase idêntico entre os potenciais (Fig. (15)), se deve ao fato de que

todas as parametrizações da Eq. (153) têm uma boa concordância com o propagador

do glúon na rede. (Vide Fig. (3) em (Dudal; Oliveira; Silva, 2018)). Portanto, os seus

integrandos serão uma função parecida, cuja diferença só será notada na região de lon-

gas distâncias devido aos diferentes pontos de ramificação de cada parametrização (Fig.

(17)). Já que todos os potenciais ph RGZ se comportam de forma muito similar, pode-
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Figura 16 - Ajuste do potencial ph RGZ
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Legenda: Diferença entre o ph VRGZ 1, VRGZ (Eq. (166)) (linha laranja sólida) e o fit do ph VRGZ 1 –

ajuste modificado com um fator logarítmico (Eq. (167)) (linha preta tracejada).

Fonte: O autor, 2023.

mos escolher um deles para explorar a forma analítica deste potencial. Primeiro vamos

considerar só os pólos do integrando e não o corte de ramificação devido ao logarítmico

no propagador e assim calcular o potencial. Procedendo como na Eq. (149) e usando os

pólos da parametrização (161), z1,2 = ±0.4280 + 0, 6470 i, obtemos:

VRGZ(r) = −4

3

(
0.3837

r

)
e−0.6470 r (Cos[0.4280 r] + 4.1074 Sin[0.4280 r]) , (166)

que difere ligeiramente do potencial ph VRGZ 1 para r pequeno e grande (Fig. (16), linha

laranja sólida).

Por outro lado, sabemos que quando r → 0, o potencial deve tender ao fator

−1/(r log(1/r2)). Então, modificando a Eq. (166) com um fator logarítmico, e deixando

livre o argumento (Re(z1,2)) e os coeficientes dos fatores seno e cosseno, e também o fator

exponencial (Im(z1,2)), podemos obter um potencial do tipo −1/(r log(1/r2)):

V F it
RGZ(r) = −4

3

(
0.3837

r

)
e−0.6831 r (0.5424 Cos[0.3632 r] + 1.9545 Sin[0.3632 r])

[Log (1 + (0.0727)2/r2)]0.103 . (167)

Este último potencial tem uma boa concordância com o potencial ph VRGZ 1 para r pe-

queno e grande (Fig. (16), linha preta tracejada).

Por outro lado, mesmo quando as parametrizações do propagador RGZ fenome-

nológico melhoraram os fits do propagador da rede, o resultado para o potencial RGZ a

nível de árvore e fenomenológico não é muito diferente. O potencial RGZ fenomenológico

tende a ter um comportamento mais perturbativo do que no nível de árvore justamente

pela inclusão do fator Log. Por outro lado, devemos esclarecer que nada pode ser dito

sobre o potencial RGZ a ordens superiores já que as parametrizações vistas anteriormente

carecem da riqueza dos termos de interação adicionais próprios da teoria RGZ. Mesmo

assim, usar esse propagador fenomenológico nos permitiu mostrar que um potencial com

pólos complexos e fatores logarítmicos pode ser escrito na forma da Eq. (167), que será de



90

Figura 17 - Zona D no Potencial RGZ – Nível de árvore e fenomenológico
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Legenda: Comportamento dos potenciais na zona D, usando: (a) Z = 1. (b) Z 6= 1.

Fonte: O autor, 2023.

utilidade na próxima seção, quando estudaremos o potencial massivo a ordens superiores.

Os pontos de ramificação só modificam os potenciais ph RGZ na região de longas

distâncias tal como podemos corroborar na chamada zona D do potencial na Fig. (17).

Podemos destacar também que a amplitude do potencial RGZ nesta região é muito menor

do que a amplitude do potencial GZ, sendo que os termos de massa da RGZ (Mi) se

encontram no intervalo escolhido para a massa de Gribov (1 < γ < 3). Isto é devido à

complexa relação entre os termos de massa da RGZ com o ponto de mudança de sinal (Eq.

(151)), o ponto do máximo e o máximo do próprio potencial RGZ (Eqs. (151) e (152)).

Para o potencial RGZ, calculado na Eq. (156), com valores de x = 0.37053, y = 0.6256 e

κ = 4.8897, se tem os valores aproximados do ponto de mudança de sinal r0 ≈ 1.62 fm,

do ponto do máximo r1 ≈ 1.81 fm e o máximo do potencial VRGZ(r1) ≈ 4 × 10−4 GeV,

coincidindo com o resultado da Fig. (17) (linha vermelha sólida).

3.3 Potencial massivo do modelo Curci–Ferrari

Como já foi mencionado, estamos interessados em calcular as melhorias que os

modelos efetivos podem trazer para o potencial qq. Neste caso, calculamos o potencial

não-relativístico no modelo Curci-Ferrari (CF) (Curci; Ferrari, 1976b), na verdade, num

caso particular desse modelo (Tissier; Wschebor, 2011; Gracey et al., 2019; Reinosa et al.,

2017) que é capaz de obter informação não perturbativa da QCD, em particular, para o

propagador do glúon, logrando um bom acordo com os dados da rede, tudo isso, através de

uma abordagem perturbativa “segura” no infravermelho, já que evita um comportamento

divergente para a constante de acoplamento. Nosso objetivo é saber até que profundidade

podemos explorar, com este modelo, as regiões de distância do potencial, em particular,
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as regiões de intermediárias e longas distâncias.

É bem conhecido que tanto o propagador do glúon perturbativo quanto o mas-

sivo (nível de árvore, Curci-Ferrari) falham em reproduzir os dados da rede, mas como

mostrado em (Tissier; Wschebor, 2011; Gracey et al., 2019), o uso de condições de re-

normalização adequadas e um parâmetro de expansão relativamente pequeno permitem

que o propagador do glúon, no modelo Curci-Ferrari, obtenha uma boa concordância com

os dados do propagador do glúon na rede (também reproduz o resultado perturbativo do

acoplamento da QCD). A 1 loop, usando parâmetros constantes, a melhor concordância

do propagador CF é para valores menores que 2 GeV (Fig. (9b)). Em parte isso seria

esperado, uma vez que para grandes momentos, comparados aos parâmetros utilizados,

seria necessário incorporar as equações do grupo de renormalização (RGE) e analisar a

influência da escala de energia sobre os parâmetros como está claramente explicado nas

referências citadas recentemente.

O modelo CF tem um parâmetro de expansão, λ, relativamente pequeno mas sua

constante de acoplamento associada (αs = 4πλ/3) pode herdar um valor relativamente

grande (Tabela 2). Esse valor relativamente grande do acoplamento (αs > 1) (compa-

rado com o acoplamento perturbativo, αs < 1) afetará o comportamento de seu potencial

associado na forma de um deslocamento em relação ao potencial perturbativo. Particular-

mente, gostaríamos de obter cálculos para pequenos valores da constante de acoplamento.

Por tanto, exploramos um resultado do propagador CF do glúon a 1 loop usando um valor

da constante do acoplamento relativamente menor, o valor da constante de acoplamento

de Cornell (Mateu et al., 2019) (αBott
s ∼ 0.356, Tabela 2), como podemos ver nas Figs.

Figura 18 - Propagador do glúon (Curci-Ferrari) a 1 loop
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Legenda: (a) A linha amarela representa o ajuste de (Tissier; Wschebor, 2011). A linha tracejada verde

representa nosso ajuste. (b) Função vestida do glúon. A linha horizontal é o resultado

perturbativo em nível de árvore. Valores dos parâmetros na tabela 2.

Fonte: O autor, 2023.
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(18a) e (18b) (linha tracejada verde). Obtivemos um resultado semelhante para valores

inferiores a 2 GeV, mas também obtemos discrepâncias para valores superiores a ele devido

à ausência do RGE, conforme mencionado acima.

Para o potencial CF a 1 loop, optamos por integrá-lo numericamente devido à com-

plexidade algébrica do propagador e à existência de cortes de ramificação na integração:

Vm(r) =
i CF

π r

∫ ∞

−∞
dp pαs DCF(p) ei p r , (168)

sendo o propagador CF do glúon a 1 loop (Tissier; Wschebor, 2011):

D−1 (p)

m2
= s+ 1 +

sλ

24

{
(2 − s2)log(s) + 2

(
1 + s−1

)3
(s2 − 10s+ 1)log(1 + s) + 111s−1

−2s−2 + (4 s−1 + 1)
3

2 (s2 − 20 s+ 12) log

(√
4 + s− √

s√
4 + s+

√
s

)
−
(
s → µ2

0

m2

)}
, (169)

onde λ = 3αs/(4π), s = p2/m2 e µ0 é a escala de renormalização.

Nas Figs. (19a) e (19b), comparamos os resultados para os potenciais perturba-

tivo, Cornell, massivo a nível árvore – CF – (Vm), massivo a 1 loop – 1L CF* (1L Vm∗) e

1L CF (1L Vm) onde usamos o conjunto de parâmetros da tabela (2). Todos esses poten-

ciais aparentemente tendem a reproduzir o resultado perturbativo conhecido (Eq. (142)),

embora se espere que os resultados a 1 loop sejam diferentes do resultado em nível árvore

pelo menos até a região perturbativa profunda.

Para ter uma ideia melhor sobre o comportamento desses potenciais, podemos

analisar seus integrandos. Por exemplo, quando p → ∞ todos os integrandos tendem ao

fator 1/p log(p2) (Valores dos parâmetros na tabela 2):

lim
p→∞

ZL pαs DCF(p) ∼ 4.8564

p log(p2/1.1433)
+ O

(
1

p3 log2(p2))

)
, (170)

lim
p→∞

ZL pαs DCF∗(p) ∼ 1.5176

p log(p2/2.0076)
+ O

(
1

p3 log2(p2))

)
, (171)

lim
p→∞

pαs DCF(p) ∼ 1.9333

p log(p2/1.1433)
+ O

(
1

p3 log2(p2))

)
, (172)

lim
p→∞

pαs DCF∗(p) ∼ 1.9333

p log(p2/2.0076)
+ O

(
1

p3 log2(p2))

)
, (173)

onde, como vimos anteriormente, isso vai gerar um comportamento assintótico do tipo

− 1/r log(1/r2) quando r → 0. Isso significa que, para grandes momentos ou curtas

distâncias, esses potenciais se comportam como uma família de curvas, aproximadamente.

As equações (170) e (171), pelo menos na primeira ordem, são similares a não ser por



93

Figura 19 - Potenciais qq no modelo Curci–Ferrari
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Legenda: As linhas azul (tracejada), rosa (sólida), preta (pontilhada), amarela (sólida) e verde

(tracejada) representam os potenciais perturbativo, Cornell, massivo Vm (CF), 1L Vm e 1L

Vm∗, respectivamente. (a) ZL = 1 (b) ZL 6= 1. Vide Tab. (2). Mais detalhes no texto.

Fonte: O autor, 2023.

uma constante (∼ 3.2 vezes), que explica o resultado muito afastado entre seus potenciais

(Fig. (19b)), enquanto que as equações (172) e (173) tem um limite muito parecido,

que por sua vez explica o resultado mais próximo entre seus potenciais mesmo para um

conjunto diferente de parâmetros tal como podemos ver na Fig. (19a).

Na região de distâncias intermediárias83 (Fig. (19)), notamos no potencial 1L Vm o

peso das contribuições não perturbativas provenientes do propagador e do grande valor da

sua constante de acoplamento, o que é manifestado como um deslocamento do potencial

em relação ao resultado perturbativo, que resulta menor para o caso 1L Vm∗ onde usamos

uma constante de acoplamento menor. A grande diferença entre os deslocamentos do

potencial 1L CF (Figs. (19a) e (19b)) é devida ao grande valor de Z = 2.512 (Tab. 2).

Para entender melhor o comportamento destes potenciais em intermediárias e lon-

gas distâncias, precisamos analisar os pólos complexos que aparecem no propagador CF

do glúon (p2 ∈ C) tal como fizemos no caso do potencial RGZ.

Da SubFig. (19b), podemos notar que a zona D só aparece para os potenciais 1L

Vm e 1L Vm∗ mas não para o potencial em nível de árvore (Vm) devido à presença de pólos

83 Nesta região é difícil estabelecer uma relação aproximada entre o integrando e o potencial, pois não
podemos usar um limite assintótico na região intermediária.
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Figura 20 - Ajuste ao potencial CF a 1 loop – 1L Vm
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Legenda: Diferença entre os potenciais 1L Vm e V 1L
m RGZ-like (Eq. (176)) (linha tracejada roxa) e 1L

Vm vs. o fit RGZ-like modificado com um fator logarítmico (Eq. (177)) (linha solida laranja).

Fonte: O autor, 2023.

complexos nos primeiros. Os pólos para o potencial 1L Vm são:

p2 = −0.21012 ± 0.44037 i → propagador do glúon ,

pi = ± 0.37270 + 0.59078 i → Integrando do potencial , (174)

enquanto que para o caso 1L Vm∗, temos que:

p2 = −0.16965 ± 0.35658 i ∧ pi = ±0.33558 + 0.53128 i. (175)

Devido ao valor semelhante dos pólos (Eqs. (174) e (175)), a mudança de sinal

desses potenciais ocorre praticamente no mesmo ponto (Vide SubFig. (19)).

Para explorar uma forma analítica aproximada do potencial 1L Vm vamos consi-

derar só os pólos simples do integrando como fizemos no caso do potencial RGZ fenome-

nológico e não os cortes de ramificação do propagador 1L CF. Procedendo como nas Eqs.

(138) e (140), e usando os pólos z1,2 = ±0.37270 + 0.59078 i, obtemos:

V 1L
m (r) → −4

3

(αs = 1.9107)

r
e−0.5908 r ( 0.5850 Cos(0.3727 r) + 1.747 Sin(0.3727 r)) . (176)

Sabemos também que quando r → 0, o potencial deve-se comportar como o fator

-1/(r log(1/r2)), então modificando a Eq. (176) com um fator logarítmico e deixando

livre o argumento (Re(z1,2)) e os coeficientes dos fatores seno e cosseno, bem como o fator

expoente (Im(z1,2)), podemos obter um potencial do tipo – 1/(r log(1/r2)):

V 1L
m (r) = −4

3

1.9107

r
e−0.6385 r ( 0.3031 Cos(0.3055 r) + 0.2542 Sin(0.3055 r))

(log(1 + 0.12362/r2))0.2592 , (177)

onde o fator exponencial e o argumento dos fatores seno e cosseno foram levemente modi-
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Tabela 2 - Conjunto de parâmetros usados para calcular os potenciais qq̄

λ0 (αs)0 m0 GeV µ0 GeV ZL αn
√
σn GeV

1L Vm 0.4562 1.9107 0.540 1.00
2.512 0.181 0.066

– 0.076 0.043

1L Vm∗ 0.0850 0.3560 0.303 7.50
0.785 0.037 0.030

– 0.050 0.034
1L IS Vm 0.2580 1.0807 0.342 1.00 – 0.300 0.061
2L IS Vm 0.2700 1.1310 0.330 1.00 – 0.338 0.094

Legenda: λ0 corresponde ao parâmetro de expansão, (αs)0 à constante de acoplamento, m0 ao termo de

massa, µ0 ao escala de renormalização, Z ao fator de renormalização da rede (propagador do

glúon) e, αn e
√

σn são termos ingênuos que emulam os fatores de Cornell.
√

σLtt ≈ 0.455GeV.

Fonte: O autor, 2023.

ficados. Seus coeficientes foram os mais modificados. De qualquer forma, como podemos

ver pela linha roxa tracejada na Fig. (20) (∆Vm − RGZ − Like), a Eq. (176) é uma boa

aproximação para o potencial 1L Vm (CF), diferindo ligeiramente apenas na região de

curta e longa distância profunda. Por outro lado, a Eq. (177) está em concordância com

o potencial 1L Vm como podemos ver na linha laranja sólida (∆Vm − Fit) da Fig. (20).

Então, similar ao potencial RGZ fenomenológico, aparentemente no potencial 1L

Vm, os fatores logarítmicos e seus pontos de ramificação não afetam tanto o comporta-

mento do potencial na região de longas distâncias.

Posteriormente analisaremos a modificação do potencial devido à implementação

do RGE no cálculo do propagador do glúon, e por isso usaremos uma fórmula naïve

(ingênua) do potencial de Cornell para fazer um ajuste exploratório na zona D e estudar

sua melhoria devido à inclusão de mais termos de interação vindas das correções dos loops:

Vn = −4

3

αn

r
+ σn r , (178)

onde αn e σn são parâmetros análogos ao acoplamento e tensão da corda, respectivamente.

Da Fig. (19b) (veja a tabela (2) também) podemos notar que o potencial 1L Vm

(ZVm) tem um valor maior no fator σn do que o potencial 1L Vm, mas ainda ambos são

menores em comparação com o valor do σ de Cornell na rede,
√
σn ∼ 0.455 GeV (Mateu

et al., 2019). Além disso, precisamos de um valor αn maior para ajustar a zona D do 1L

Vm do que no caso 1L Vm, sendo ambos menores em comparação com o valor αc = 0.356.

Tudo o oposto ocorre com os parâmetros do tipo Cornell no potencial 1L CF* devido

a que usamos um αs < 1 e ZL < 1, contrário do usado no potencial 1L CF onde esses

parâmetros são maiores que um.

Daqui em frente só mostraremos resultados do potencial para ZL = 1, pois como

foi mencionado é o mais apropriado já que o potencial não deve depender de um fator

não físico. Também não usaremos mais o resultado do potencial 1L CF*, mesmo quando
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foi de bastante utilidade, já que como mostraram os ajustes em (Tissier; Wschebor, 2011;

Gracey et al., 2019), os melhores valores para o propagador do glúon no modelo CF giram

em torno de µ = 1.

3.4 Potencial massivo: IS-RGE no modelo Curci–Ferrari

Como mencionamos no início deste capítulo, gostaríamos de analisar o potencial

qq fazendo uso de uma teoria efetiva perturbativa e assim obter um cálculo para o po-

tencial mais consistente com a sua equação perturbativa. De fato, como já discutido, o

modelo CF suporta uma abordagem perturbativa, que entre outras coisas pode reprodu-

zir o propagador do glúon na rede, usando um esquema seguro (sem pólo de Landau) no

infravermelho (IS) através das equações do grupo de renormalização. O resultado deste

potencial, que chamamos de potencial IS, será analisado nesta seção.

3.4.1 Propagador do glúon a um e dois loops – IS–RGE

O uso do IS–RGE na correção a um loop do modelo CF melhora sua concordância

com o propagador do glúon na rede, principalmente para grandes momentos, mas, por sua

vez, gera uma leve incompatibilidade com os mesmos dados em torno a 1 GeV (Fig. 5 da

Ref. (Tissier; Wschebor, 2011)). Essa discrepância é melhorada com a correção IS a dois

loops, obtendo-se uma descrição muito boa dos dados da rede (Fig. 6 da Ref. (Gracey et

al., 2019)). Na Fig. (21b) podemos analisar esses resultados. Lembrando que o resultado

em um loop (linha amarela sólida) é o mais próximo dos dados da rede para momentos

menores que 2 GeV, enquanto o resultado em um e dois loops (linhas tracejadas) com o

IS - RGE estão mais próximos dos dados para maiores valores que isso. Sabendo disso,

analisaremos a influência dessas melhorias do propagador do glúon no comportamento do

potencial qq. Ao mesmo tempo, temos que lembrar que aparentemente apenas o fator

1/p4 = α(p) D(p) quando p → 0 (Eq. (135)) geraria um termo linear e não deveríamos

esperar obter um comportamento do tipo Cornell no potencial, mesmo quando o IS–

RGE é incorporado, pois estamos usando um acoplamento e um propagador do glúon,

ambos finitos. Aparentemente, se estivermos usando a equação perturbativa, Eq. (135),

não importa a abordagem que usemos para calcular o potencial qq, não obteremos um

comportamento linear para a região de longa distância, não pelo menos se integrarmos

sobre todos os momentos dessa forma. Por exemplo, em (Vento, 2013) é discutido que o

potencial qq calculado da mesma forma (Eq. (135)) a partir de um propagador do glúon

e uma constante de acoplamento (ambos finitos), na abordagem de Schwinger-Dyson,

também não possui um comportamento de confinamento linear.
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Figura 21 - Uso do IS–RGE no acoplamento e no propagador do glúon
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Legenda: (a) IS “running” do acoplamento em um (linha preta ponto–tracejada) e dois (linha vermelha

tracejada) loops. A linha amarela sólida é o acoplamento fixo do 1L CF. A linha preta

(sólida) e vermelha (ponto-tracejada) representam ao parâmetro de expansão λ(p) em um e

dois loops, respectivamente. (b) Função vestida do glúon. Comparação entre os resultados do

CF e o IS (Tissier; Wschebor, 2011; Gracey et al., 2019). A linha tracejada azul representa o

resultado perturbativo no nível de árvore.

Fonte: O autor, 2023.

3.4.2 Potencial a partir do propagador do glúon IS–RGE

Quanto muda o potencial 1L Vm quando o IS–RGE é implementado no propagador

do glúon e na constante de acoplamento? Comparando com o resultado anterior do 1L

Vm (Fig. (19a)), notamos uma clara diferença em todo o regime de distância deste novo

“potencial seguro no infravermelho” (potencial IS) (Fig. (22)). Isso seria esperado, pois

agora o constante de acoplamento (Fig. (21a)) e o termo de massa dependem do momento.

O comportamento do parâmetro de massa é qualitativamente semelhante ao do “running”

da constante de acoplamento, mas atinge um valor máximo próximo a 0.5 GeV (Fig.

(11a) (Cap. 2) ou Fig. (7) da Ref. (Gracey et al., 2019)). A implementação do IS–RGE

transforma o propagador do glúon a um (Eq. (169)) e dois loops na Eq. (179) (Tissier;

Wschebor, 2011; Gracey et al., 2019), onde o reescrevemos em função da constante de

acoplamento em vez do parâmetro de expansão λ = 3α/4π:

D(p) =
α(µ0)

m4(µ0)

m4(p)

αs(p)

1

p2 +m2(p)
. (179)

Agora podemos escrever o integrando IS como:

pαs(p) D(p) =
αs(µ0)

m4(µ0)

p m4(p)

p2 +m2(p)
, (180)
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que nos mostra que o integrando IS dependerá basicamente do “running” do fator de massa

do glúon e, consequentemente, também o comportamento do potencial qq. Integramos

numericamente o integrando IS para obter o potencial.

Para distâncias curtas (Fig. (22)), o potencial IS (em um e dois loops) foi melhorado

em relação ao potencial 1L Vm e agora tende a reproduzir o resultado perturbativo de uma

melhor maneira, o que até certo ponto era esperado, pois agora a constante de acoplamento

tem valores menores nesta região. Era esperado também que na região profunda de curtas

distâncias não tivéssemos uma concordância completa com os potenciais anteriores, pois

o potencial IS inclui o “running” do acoplamento enquanto os demais potenciais foram

calculados usando uma constante de acoplamento fixa (parâmetros constantes).

Podemos entender melhor esses resultados examinando o integrando do potencial

IS (Eq. (180)), assim como fizemos para o potencial 1L Vm (1L CF) (Eq. (172)). Quando

p → ∞, o integrando a 2 loops do potencial IS tendem ao fator 1/p log(p2)84:

lim
p→∞

pαs(p) D(p) ∼ 0.4917

p (log(p2))1.34
+ O

(
1

p3 (log(p2))

)
, (181)

Figura 22 - Potencial IS
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Legenda: A linha tracejada azul, sólida rosa, preta pontilhada, sólida amarela, preta ponto-tracejada e

vermelha tracejada representam os potenciais perturbativo, Cornell, massivo (CF), 1L Vm (1L

CF), 1L IS Vm e 2L IS Vm, respectivamente.

Fonte: O autor, 2023.

84 A um loop temos uma expressão análoga, porém mais complexa para escrever aqui.
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onde, novamente, esse tipo de fator vai gerar um comportamento assintótico do tipo

− 1/r log(1/r2) para o potencial qq quando r → 0. Mas desta vez, o resultado será mais

próximo do potencial perturbativo devido aos coeficientes mais baixos nos integrandos.

Nesta região notamos que as contribuições não-perturbativas vindas do potencial e

da constante do acoplamento ainda afetam o potencial IS, sendo menor para o potencial em

dois loops (linha tracejada vermelha) do que para um loop (linha ponto–tracejada preta).

Isso porque, para grandes momentos, o valor do integrando em dois loops será menor

que para um loop. As contribuições não-perturbativas do propagador e da constante

de acoplamento afetam o potencial IS deslocando seus valores em relação ao resultado

perturbativo, como podemos ver na Fig. (22). Este comportamento pode ser observado

para todos os regimes de distância do potencial.

As regiões de distâncias intermediárias e longas são as mais afetadas devido à

inclusão do “running” nos parâmetros. Na região de distância intermediária, os valores

relativamente grandes da constante de acoplamento (Fig. (21a)) geram um deslocamento

considerável em relação ao potencial perturbativo, ao contrário do potencial 1L Vm.

Conforme discutido na análise do potencial 1L Vm, a presença de pólos complexos

no propagador do glúon e, portanto, no integrando do potencial (Eq. (180)) irá gerar a

chamada zona D na região de longas distâncias. Podemos entender melhor a diferença

entre os potenciais IS a um e dois loops nesta região se prestarmos atenção à compatibili-

dade incompleta do propagador IS do glúon a um loop (Fig. (21b)) com os dados da rede

(e comparado com o resultado 2L IS). Isso gera uma estrutura completamente diferente

no plano complexo devido à diferença dos pólos (e também aos cortes de ramificação)

presentes no integrando IS em um e dois loops (Figs. (39a) e (39c)), onde este último

tem uma melhor concordância com os dados da rede em torno de 1 GeV, tal como o

resultado 1L CF. Portanto, como comparação, vamos focar nos resultados de um loop

sem RGE (potencial 1L Vm) e no de dois loops incluindo o RGE (potencial 2L IS) devido

à melhor concordância de ambos com os dados da rede para momentos em torno de 1

GeV. Em ambos os potenciais, a mudança de sinal e o aparecimento da zona D ocorrem

em distâncias semelhantes (r ∼ 1.4 fm), mas o potencial 2L IS, ao contrário do potencial

1L Vm, é melhorado devido à inclusão de mais termos de interação (SubFig. (22)). Essa

melhoria foi quantificada usando o ajuste do tipo Cornell da Eq. (178) como podemos ver

na Tabela (2). Também podemos notar que tanto os potenciais 1L IS Vm quanto e 2L IS

Vm têm um fator σn maior que o do 1L Vm, mas ainda menor que o valor da rede.

Podemos obter uma forma analítica aproximada para o potencial 2L IS, conside-

rando novamente os pólos do integrando como pólos simples, tal como já fizemos ante-

riormente, e incluindo novamente fatores logarítmicos devidos ao limite assintótico do

integrando IS (Eq. (181)). Os pólos do integrando 2L IS são:
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Figura 23 - Ajuste ao potencial IS a 2 loops
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Legenda: Diferença entre o 2L IS Vm e o ajuste modificado tipo RGZ (Eq. (183)).

Fonte: O autor, 2023.

± p1,2 = ± (±0.0470 + 0.2511 i) ,

± p3,4 = ± (±0.5467 + 0.5653 i) ,

± p5,6 = ± (±0.5873 + 0.4861 i) . (182)

Usando a Eq. (138), os pólos p1,2 irão gerar coeficientes aproximadamente nulos.

Apesar disso, ainda podemos pensar que o potencial terá uma estrutura composta, do

tipo RGZ, como na Eq. (177), devido aos outros dois pólos restantes. O ajuste produz o

seguinte resultado:

V 2L
m (r) = −4

3

(
95.3667

r

){
e−0.8951 r ( 0.0081 Cos(0.7940 r) − 0.0396 Sin(0.7940 r))

(log(1 + 5.14162/r2))0.9201 +

e−0.4986 r ( −0.0006 Cos(1.3077 r) + 0.0440 Sin(0.4487 r))

(log(1 + 0.51822/r2))0.0810

}
, (183)

onde o fator 95.3667 vem do fator αs(p0)/m
4(p0) presente no integrando 2L IS. Basica-

mente, a última equação é uma soma de um fator seno e cosseno corrigidos com termos

logarítmicos. O potencial da Eq. (183) concorda com o potencial 2L IS, como pode-

mos ver pela pequena diferença entre seus valores na Fig. (23) (linha vermelha, 2L IS

∆Vm−Fit). A presença de mais pólos complexos no integrando IS, que vem da inclusão de

mais termos de interação no propagador do glúon e da constante de acoplamento, levam a

mais fatores no potencial IS melhorando seu comportamento para longas e intermediárias

distâncias tal como vimos nos últimos resultados.
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Figura 24 - Constante de acoplamento TS e diagramas de Feynmann
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Legenda: (a) Acoplamento de Taylor em um (linha pontilhada preta) e dois (linha tracejada vermelha)

loops. As linhas preta (sólida) e vermelha (ponto–tracejada) representam o parâmetro de

expansão de Taylor efetivo λ̃ T S(p) = 3 α̃ T S
s (p)/4π em um e dois loops, respectivamente

(Tissier; Wschebor, 2011; Gracey et al., 2019). (b) Diagramas de Feynman: para o

propagador do glúon (acima) e para o potencial qq (OGE) (abaixo).

Fonte: O autor, 2023.

3.5 Potencial massivo: Acoplamento no esquema de Taylor

A partir dos diagramas de Feynman (Fig. (24b)) sabemos que a ordem da expan-

são na constante de acoplamento para o potencial OGE é uma ordem maior do que para

o propagador do glúon e como o cálculo do potencial depende do propagador do glúon,

pode parecer que algum cálculo perturbativo para o potencial, aproveitando o resultado

perturbativo do propagador do glúon (IS), seria razoável porque cada contribuição em

função da constante de acoplamento seria cada vez menor como seria de esperar de um

cálculo perturbativo. Mas isso não é tão simples quanto parece porque mesmo quando

a abordagem perturbativa IS for ótima para o propagador do glúon, a aplicação direta

dessas características no cálculo do potencial qq não parece tão fácil como percebemos

neste estudo exploratório do modelo IS. Isto se deve em parte a que o potencial qq con-

tém muita mais informação não perturbativa do que o propagador do glúon, que pode

ser percebido inclusive se usarmos a aproximação OGE, onde o potencial depende do

produto α(p) D(p) onde se a constante de acoplamento (e não o parâmetro de expansão)

não for moderadamente pequena, nossos resultados se desviarão um pouco do resultado

perturbativo (ou Cornell), como já vimos na Fig. (22).

Sabemos que o resultado físico do potencial qq não deve depender do calibre, do

esquema ou da forma de calculá-lo, mas devido às aproximações feitas até este ponto,

não esperamos atingir o valor exato do resultado do potencial da rede (Linear), mas

pelo menos esperamos que as características da abordagem perturbativa IS nos forneçam

boas informações sobre o potencial qq. É por isso que vamos explorar outro resultado do
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modelo IS usando o acoplamento de Taylor, que concorda com o resultado da constante

de acoplamento da rede (Duarte; Oliveira; Silva, 2016) e possui valores moderadamente

menores que o último acoplamento usado. Como é mencionado em (Gracey et al., 2019)

(e discutido em (Duarte; Oliveira; Silva, 2016)) ele vem do parâmetro de expansão efetiva

relevante λ̃ do modelo CF no esquema IS (ao invés de λ) e pode ser escrito como (Eq.

(132) (Cap. 2) –Veja (Gracey et al., 2019)):

α̃ T S(p) =
4π

3
λ̃(p) = αs(p0) p

2 D(p, p0)F
2(p, p0) = αs(p)

(
p2

p2 +m2(p)

)
, (184)

onde F (p, p0) é a função vestida do ghost.

Em uma análise rápida, podemos ver que para momentos intermediários e baixos,

o acoplamento α̃ T S
s (p) possui valores menores (Fig. (24a)) do que o acoplamento αs(p)

que foi usado nos últimos cálculos (Fig. (21a)). Assim, em comparação com os resultados

dos potenciais anteriores, esperamos pelo menos uma melhoria na região de distâncias

intermediárias devido ao menor “peso” do acoplamento, ou seja, que este novo resultado

seja mais próximo do resultado do potencial perturbativo. Raciocinando dessa forma, não

esperaríamos a mesma melhoria para a região de longa distância devido a tal diminuição

no valor da constante de acoplamento.

Figura 25 - Potencial IS e IS no esquema TS
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Legenda: A linha tracejada azul, sólida rosa, preta pontilhada, sólida amarela, preta ponto-tracejada,

vermelha tracejada, preta ponto-tracejada (fina), vermelha tracejada (fina) representam os

potenciais perturbativo, Cornell, massivo Vm (CF), 1L Vm, 1L IS, 2L IS, 1L IS - TS e 2L IS -

TS respectivamente.

Fonte: O autor, 2023.
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3.5.1 Potencial para distâncias curtas

Para grandes momentos, o acoplamento α̃ T S
s (p) (Eq. (184)) tende a reproduzir

o resultado perturbativo αs(p). Então, em grandes momentos o integrando do potencial

não será modificado e corresponderá aos resultados anteriores para o integrando IS em

um e dois loops. Portanto, isso significaria que para distâncias curtas esse potencial IS

no esquema de Taylor (IS TS) não seria afetado, o que será mais válido para a região

profunda de distâncias curtas, pois podemos notar que a região abaixo e próxima de 0.2

fm é levemente afetada, assim o uso do acoplamento α̃ T S
s (p) no potencial qq também traz

uma melhoria em relação ao resultado perturbativo na região de curtas distâncias, como

podemos ver na Fig. (25).

Sabe-se que o potencial qq obtido a partir da teoria de perturbação padrão não

pode reproduzir os dados da rede para distâncias curtas (Bali, 1999), pelo menos não sem

incluir algumas correções. Bem, neste caso usaremos nossos resultados dos potenciais 1L

Vm, IS e IS no esquema TS para testar se esses potenciais podem ter alguma concordância

com o potencial da rede naquela região. Para isso, usamos a seguinte equação:

VShortD(r) = AV (r) + B r + C (185)

onde, para obter concordância com os dados da rede, tivemos que reajustar os valores

dos potenciais usando um fator adimensional A. Os fatores B e C emulariam a tensão da

corda e o fator de auto-energia do potencial, respectivamente.

Figura 26 - Ajustes no potencial da rede para curtas distâncias
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Legenda: Ajustes do potencial da rede (quenched) (Bali, 1999) usando a Eq. (185) (Veja o texto

principal para mais detalhes.). Os dados estão em unidades da escala r0 ≈ 0.5 fm

Fonte: O autor, 2023.



104

Na Fig. (26), a linha amarela sólida, preta ponto–tracejada, vermelha tracejada,

preta ponto–tracejada fina e vermelha tracejada fina representam os potenciais 1L Vm, 1L

IS, 2L IS, 1L IS–TS e 2L IS–TS, respectivamente. Usando a Eq. (185), esses potenciais

podem reproduzir o potencial da rede para curtas distâncias. Os valores dos parâmetros

A, B e C são mostrados na Tabela (3).

Realmente gostaríamos que o valor de A fosse 1, ou seja, não precisar redimensionar

o valor dos potenciais pois isso afeta seus parâmetros principais. Quanto menor ou maior

que 1 esse for esse valor, significa que temos que redimensionar mais o menos o potencial.

Conforme mostrado na Tabela (3), o potencial 1L Vm é o mais afetado, em parte, porque

a sua constante de acoplamento é grande. Para o potencial 1L IS, A apresenta um valor

muito próximo de 1 que não muda muito quando o acoplamento TS é utilizado. Para os

resultados de 2 loops temos uma situação semelhante, com um valor de reescalonamento

próximo de 1 também. Isso é importante porque significa que o potencial representa

melhor o resultado dos dados em distâncias curtas.

Espera-se que um potencial obtido a partir da PT precise de um termo linear

adicional para compensar a falta de aspectos não perturbativos. Os parâmetros B e C
foram adicionados para ver se precisamos incluir tais fatores não perturbativos. Conforme

indicado pelos valores de B na Tabela (3), esse fator acaba sendo desnecessário. Isso pode

ser facilmente entendido se analisarmos o comportamento desses potenciais para distâncias

curtas. O parâmetro C foi necessário para obter uma boa concordância com os dados.

A partir da Eq. (177), temos que o potencial 1L Vm para distâncias curtas é:

V 1L
m (r ∼ 0) ≈

(
−α1L

eff (r)

r
+ (1.0323)2 r + 0.1903 + O(r2)

)
, (186)

onde:

α1L
eff (r) =

0.7721

(log(1 + 0.12362/r2))0.2592 . (187)

O fator 1.0323 (Eq. (186)) é um termo de tensão na corda com um valor grande

que aparentemente indica que existem contribuições não perturbativas aparecendo em

curtas distâncias (Bali, 1999).

Para distâncias curtas, o potencial IS 2L (Eq. (183), pode ser escrito como:

V 2L
m (r ∼ 0) ≈ − α2L

eff (r)

r
+ (0.7122)2 r + O(r2) , (188)

onde:

α2L
eff (r) =

(
1.0276

(log(1 + 5.14162/r2))0.9201 − 0.0706

(log(1 + 0.51822/r2))0.0810

)
. (189)
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Tabela 3 - Conjunto de parâmetros usados para ajustar o potencial em distâncias curtas

A
√

B GeV C GeV
1L Vm 0.3314 ∼ 0 ∼ 0

1L IS Vm 1.1013 ∼ 0 1.2044
2L IS Vm 1.3505 ∼ 0 1.2381

1L IS Vm – TS 1.1434 ∼ 0 0.5970
2L IS Vm – TS 1.4000 ∼ 0 0.8055

Legenda: Ajuste da Eq. (185) com os dados de curtas distâncias (Bali, 1999). A é um fator de escala, B
e C são termos de tensão de corda e energia própria, respectivamente.

Fonte: O autor, 2023.

Desta vez obtemos um valor de tensão da corda menor (0.7122 GeV) do que para

o potencial 1L Vm, mas ainda maior que a tensão da corda da rede (0.455 GeV). Pelo que

podemos ver, para este caso também existem contribuições lineares não perturbativas

aparecendo em curtas distâncias, as quais serão relevantes ainda na região intermediária.

Assim, devido à existência desses fatores lineares, não é necessário adicionar um

fator linear adicional (B) no ajuste para curtas distâncias tal como vemos na Tabela (3).

3.5.2 Potencial para intermediárias e longas distâncias

Mesmo quando α̃ T S
s (p) tem valores menores no IR (comparado com αs(p) IS),

as regiões de intermediárias e longas distâncias do potencial são melhoradas devido à

estrutura IR do acoplamento α̃ T S
s (p). O fator extra 1/(p2 + m2(p)) (Eq. (184)) altera a

ordem dos pólos no integrando do potencial IS porque o propagador do glúon já contribui

com o mesmo termo. Na Eq. (269) (Apêndice C), podemos ver um exemplo simples

para isso, onde no caso de pólos simples de ordem dois aparecem contribuições adicionais

em relação ao pólo simples de ordem um, então tais termos contribuiriam na “melhoria”

do comportamento do potencial tanto na região de distâncias intermediárias como na

já mencionada zona D. Devido a isso, poderíamos pensar que o comportamento desses

potenciais na zona D (Fig. (27)) não depende completamente do valor grande ou pequeno

do acoplamento, mas das contribuições que vêm dos pólos complexos, pelo menos com

este modelo.

Como já mencionamos nas últimas análises dos potenciais 1L Vm e IS, comparamos

sua melhoria devido à implementação do RGE no propagador do glúon. Agora, focando

na região de longas distâncias, particularmente na zona D, usamos novamente a fórmula

do potencial do tipo Cornell (Eq. (178)) para ajustar esta parte do potencial (Tabela 4).

Os primeiros resultados (Tabela (2)), na zona D, mostraram para o potencial 1L

Vm um valor de tensão da corda (naïve) de 0.043 GeV. Esse valor aumentou ligeiramente
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Figura 27 - Zona D dos potenciais IS e IS–TS
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Legenda: A linha amarela, preta ponto–tracejada, vermelha tracejada, ponto–tracejada (fina) e

vermelha tracejada (fina) representam os resultados 1L Vm, 1L IS, 2L IS, 1L IS–TS e 2L

IS–TS, respectivamente.

Fonte: O autor, 2023.

Tabela 4 - Parâmetros usados para ajustar a zona D do potencial IS–TS.

αn
√
σn GeV

1L IS Vm – TS 0.412 0.128
2L IS Vm – TS 0.451 0.147

Legenda: Ajuste na região de longas distâncias do potencial IS–TS usando a Eq. (178).

Fonte: O autor, 2023.

à medida que usamos os resultados do propagador de glúon com o RGE. O penúltimo

resultado foi o do potencial 2L IS (2L IS Vm), com um valor de 0.094 GeV (tabela (2)).

Agora, os últimos resultados para a tensão da corda também mostram um aumento em

seu valor, algo que também pode ser verificado graficamente na Fig. (27). Os maiores

valores obtidos foram para o potencial 2L IS TS, com um valor de 0.147 GeV (Tabela 4).

Esses valores ainda representam uma fração do valor da tensão da corda na rede.

Como vimos, o uso do acoplamento α̃ T S
s (p) trouxe melhorias interessantes para a

região de longas distâncias. Além disso, seu uso também trouxe melhorias na região de

distâncias intermediárias como pudemos verificar na Fig. (25) onde os potenciais IS–TS

(α̃ T S
s (p)) se aproximam mais do potenciais perturbativo do que os resultados anteriores.

Mas isso não é tudo. Embora não tenhamos enfatizado nisto primeiro, a presença

de pólos complexos também afetou o comportamento desses potenciais na região de dis-

tâncias intermediárias. Infelizmente devido à presença de termos de seno e cosseno (Eqs.

(177) e (183)) não podemos usar aproximações e obter uma expressão mais clara sobre

o comportamento do potencial nessa região. Mesmo assim, a Fig. (25) mostra um fato

interessante, nessa região, os potenciais são aproximadamente lineares, o que podemos

verificar usando um ajuste do tipo Cornell (Eq. (178)).
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Figura 28 - Comportamento semi–linear dos potenciais IS e IS–TS
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Legenda: A linha preta ponto–tracejada, vermelha tracejada, ponto–tracejada (fina) e vermelha

tracejada (fina) representam os potenciais 1L IS, 2L IS, 1L IS–TS e 2L IS –TS,

respectivamente. As linhas finas sólidas são um ajuste linear. Veja a tabela 5.

Fonte: O autor, 2023.

Tabela 5 - Parâmetros do ajuste da região intermediária dos potenciais IS e IS–TS

αs(p) α̃ T S
s (p)

αn
√
σn GeV Sc GeV αn

√
σn GeV Sc GeV

1L IS Vm 0.275 0.532 - 1.413 0.308 0.431 - 0.685
2L IS Vm 0.220 0.530 - 1.225 0.243 0.456 - 0.770

Legenda: αn,
√

σn e Sc são termos que emulam os fatores de Cornell.

Fonte: O autor, 2023.

Lembrando que para curtas distâncias os potenciais apresentaram fatores lineares

maiores que o valor da tensão da corda (Eqs. (186) e (188)) e, que também os potenciais

obtidos não apresentam um comportamento linear para longas distâncias, era esperado

que as contribuições adicionais aparecendo em distâncias intermediárias fossem mitigado

gradualmente o termo linear como a Fig. (28) mostra a partir de 0.20 fm, onde o potencial

tem um aumento suave e estável com a distância, até 0.65 fm, aproximadamente.

Os resultados do ajuste entre 0.11 fm e 0.70 fm são mostrados na tabela (5).

Precisamos aumentar um fator constante Sc para obter uma boa concordância com os

potenciais. Analisando esses valores podemos ver que o ajuste dos potenciais oferece

resultados próximos aos encontrados na rede, destacando aqueles que vêm dos potenciais

IS–TS, onde encontramos que a tensão da corda assume valores de σT S
1L = (0.431)2 = 0.19

GeV 2 e σT S
2L = (0.456)2 = 0.21 GeV 2.

É realmente surpreendente encontrar esses resultados usando apenas a aproximação

OGE para o potencial qq. Especialmente, aquele para o potencial 2L IS TS onde a tensão
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da corda está em concordância com o valor encontrado na rede. Embora este resultado

seja válido apenas na região de distâncias intermediárias, é muito importante, pois como

mencionado em (Bali; Schilling; Wachter, 1995b), as energias de ligação dos estados de

baixo nível são menos sensíveis à forma do potencial fora da faixa de 0.2 fm - 1.0 fm, que

na verdade é o intervalo que estamos tratando como a região de distâncias intermediárias,

e como praticamente temos um potencial linear nessa região, poderíamos testar se esse

potencial consegue reproduzir essas energias de ligação.

3.6 Potenciais saturado e ad hoc linear

Como já foi mencionado, uma forma de se obter um fator linear é considerar uma

divergência no IR do integrando do potencial. Isto não parece uma opção válida já que

os resultados da rede são finitos tanto para a constante de acoplamento como para o

propagador de glúon, logo:

V (r → ∞) ≈ i CF

π r

∫

p → 0
dp pα0 D0 e

i p r → 0 , (190)

onde α0 = α(p → 0), D0 = D(p → 0), ambos finitos85. Isso pode significar que a aborda-

gem perturbativa só pode produzir um potencial saturado a partir de quantidades finitas,

uma vez que este pode ser definido mais uma constante adicional. Esse comportamento é

observado em dados na rede quando são considerados quarks dinâmicos na aproximação

unquenched, algo que não está sendo considerado em nossos cálculos. Tudo isso parece

um resultado estranho, mas também temos que ter em mente que nossos resultados não

são um resultado exato do potencial qq e talvez essa aproximação não pode ir mais longe.

No momento podemos ajustar os potenciais obtidos mais uma constante para comparar

até que ponto eles podem dar uma semi-descrição do potencial de Cornell e/ou da rede.

Poderíamos também considerar um termo linear adicional como é feito em outros tra-

balhos, citados anteriormente, para tentar encaixar o potencial em toda a sua extensão.

Definimos um potencial saturado (VSC(r)) e um potencial ad hoc linear (VP L(r)):

VSC(r) = a V (r) + c (191)

VP L(r) = AV (r) +B r + C, (192)

85 Discutir as consequências de um potencial V (r) → 0 para grandes distâncias: possibilidade de tunela-
mento e de espectro contínuo (ausência de confinamento) é por si mesmo um tema bastante interessante
mas que infelizmente não abordaremos nesta tese, mas deixaremos para incluir em analises posteriores.
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Figura 29 - Potencial saturado e ad hoc linear
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Legenda: A linha tracejada azul, preta pontilhada, sólida amarela, preta ponto-tracejada, vermelha

tracejada, preta ponto-tracejada (fina), vermelha tracejada (fina) representam os potenciais

perturbativo, Cornell, massivo (CF), 1L CF, 1L IS, 2L IS, 1L IS - TS e 2L IS - TS

(modificados) respectivamente. Potenciais (a) Saturados (b) Linear ad hoc.

Fonte: O autor, 2023.

onde a e A são fatores adimensionais de escala, B é um termo de tensão de corda e, c e C

correspondem a um termo de auto-energia.

Os resultados para os potenciais saturados (VSC(r)) são mostrados na Fig. (29a)

e também na Tabela (6). Os ajustes com o potencial da rede (Bali; Schilling; Wachter,

1997) foram feitos no intervalo [0.2 - 0.45] fm, onde foi encontrado um melhor resultado.

Na seção 3.5.1 foi discutida a influência dos fatores a e c no potencial . Novamente o

potencial mais afetado foi o 1L CF. Seu fator de escala “a” deve ser pequeno para se

adequar aos resultados. Os fatores de escala para os potenciais IS e IS–TS são próximos

de 1. Como observamos na seção 3.5.1, para distâncias curtas, o potencial 1L CF tem um

melhor ajuste com o potencial da rede. Nesta mesma região, podemos notar novamente

um ligeiro desvio dos potenciais IS e IS - TS em relação ao potencial da rede. O fator c

foi necessário para obter um melhor ajuste com o potencial da rede, e por sua vez indica

o valor máximo que cada potencial atinge.

Finalmente, temos os resultados para o potencial ad hoc linear (VP L(r)). Para o

ajuste do potencial da rede usamos o intervalo: [0.1 – 1.60] fm. Em geral, os resultados

de ajuste não são tão bons, pois o fator de escala é pequeno em todos os potenciais. Isso

porque, como vimos anteriormente, esses potenciais já apresentam um fator de tensão na

corda maior que o fator da rede. Por essa razão, o ajuste força o fator de escala a ser

pequeno para reduzir a influência do fator linear de curtas e intermediárias distâncias e

assim poder dar prioridade ao fator linear de longas distâncias que colocamos de forma
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Tabela 6 - Parâmetros usado no ajuste do potencial da rede

Saturado ad hoc linear
a c GeV A

√
B GeV C GeV

1L Vm 0.379 0.487 0.181 0.470 - 0.058
1L IS Vm 0.801 1.109 0.346 0.427 0.236
2L IS Vm 0.891 1.009 0.332 0.442 0.117

1L IS Vm – TS 0.909 0.749 0.374 0.454 0.034
2L IS Vm – TS 0.996 0.796 0.373 0.455 0.023

Legenda: Ajustes dos potenciais saturado e ad hoc linear com o resultado da rede (Bali; Schilling;

Wachter, 1997) (Ver Eqs. (191) e (192)).

Fonte: O autor, 2023.

ad hoc. Por tudo isso, em geral, o fator B está muito próximo do valor de tensão da

corda da rede, o que é necessário para obter um bom ajuste. O fator C acaba sendo quase

desnecessário, pois possui valores próximos de zero em quase todos os casos.

3.7 Comentários finais sobre o potencial quark–antiquark

Foi observado em todas as equações do potencial que, em relação aos pólos reais,

a presença de pólos complexos no propagador do glúon, contribui com termos adicionais

ao potencial. Os pólos reais do propagador contribuem com termos proporcionais a ex-

ponenciais que decaem em função da distância, o que mitigam suas contribuições para

grandes distâncias, enquanto que os pólos complexos não apenas contribuem com termos

de decaimento, mas também com termos proporcionais a fatores seno e cosseno. Isto foi

próprio dos casos GZ, RGZ e CF (a 1 loop sem RGE), onde os pólos complexos deram

origem a chamada zona D, que no contexto dessas resultados, poderíamos ter pensado

em associá-la a um surgimento de um indicio de confinamento cuja melhoria poderia vir

da inclusão de mais termos de interação. E, já que uma divergência IR no integrando

do potencial talvez não seja a solução para o potencial linear, poderíamos ingenuamente

perguntar se uma contribuição multigluônica no potencial poderia oferecer melhores re-

sultados, pois estaríamos na presença de múltiplas contribuições de seno e cosseno devidas

aos pólos complexos do propagador do glúon e da constante de acoplamento, algo assim

como uma soma de Fourier onde os termos sinusoidais se aproximassem a um termo li-

near para distâncias maiores. Por outro lado, tem trabalhos indicando que a contribuição

multigluônica no potencial não muda significativamente a dependência radial do potencial

mas sim renormaliza a sua força efetiva e o seu alcance de interação (Ding; Huang; Chen,

1987; Liu; Chen; Huang, 1990; Belkov; Dillig; Pilotto, 1996).

Por outro lado, os últimos resultados para o potencial do modelo CF incluindo
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o RGE nos seus parâmetros, mostraram novamente a aparição da zona D, pois estamos

na presença de pólos complexos novamente. Porém, um tanto mais importante e de-

vido principalmente ao fator de massa efetiva do glúon deste modelo, foi a aparição de

um comportamento semilinear nesses potenciais (IS e IS–TS, Fig. (28)) na região de

distâncias intermediárias, onde agora a contribuição multigluônica no potencial poderia

ser um recurso interessante de adicionar já que este não mudaria significativamente a sua

dependência radial e sim o alcance do potencial, e poderia nos ajudar a estender o compor-

tamento semilinear desses potenciais para longas distâncias. Diante disto, esperaríamos

então que a chamada zona D acabe desaparecendo pela extensão do comportamento li-

near. Isto planteia um inconveniente na existência da zona D no potencial, já que mesmo

que ela sempre possa aparecer produto dos pólos complexos, torna complicado relaciona-

la com algum vínculo ou indicio de confinamento e terminaria sendo mais um produto

das aproximações matemáticas envolvidas.
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4 MOMENTO MAGNÉTICO E VÉRTICE QUARK-FÓTON

Os processos de física de altas energias são extremamente importantes, pois ofe-

recem muita informação sobre o comportamento das interações fundamentais envolvidas

nesses processos. Sendo assim, nos permitem testar previsões teóricas e compará-las com

seus respectivos dados experimentais, obtendo-se em muitos casos uma boa concordân-

cia entre eles (Soding; Wolf, 1981; Workman et al., 2022). No caso da QCD, embora

esses processos a altas energias sejam tão relevantes, nos experimentos em aceleradores

de partículas que envolvem processos de espalhamento ou condições iniciais dos estados

hadrônicos, os diferentes estágios e/ou ingredientes nessas colisões podem envolver escalas

de energia relativamente baixas, de modo que o enfoque perturbativo não seja suficiente

e precisemos de informações não-perturbativas.

A compreensão das propriedades hadrônicas em função de quarks e glúons é atu-

almente uma questão não resolvida, já que não podemos calcular analiticamente suas

propriedades a partir de primeiros princípios, razão pela qual a QCD acaba sendo abor-

dada através do uso de teorias efetivas ou aproximações numéricas que podem nos permitir

obter grandezas não-perturbativas. Fatores de forma, por exemplo, são um campo de es-

tudo interessante, pois oferecem informação sobre a estrutura e o comportamento elétrico

e magnético das partículas envolvidas. Mesmo quando não podemos calcular analitica-

mente os fatores de forma para os hádrons (prótons, nêutrons, ETC.) ou mesmo para os

quarks diretamente devido ao confinamento, podemos explorar os fatores de forma desses

constituintes hadrônicos uma vez que eles podem interagir com os fótons. Isso nos leva

a estudar o vértice quark-fóton (QPV), pois ele codifica todas as informações da intera-

ção. Para o estudo do momento magnético dos hádrons e dos quarks, além do vértice

quark-fóton, existem algumas abordagens: sejam elas efetivas (fenomenológicas) (Rújula;

Georgi; Glashow, 1975a; Chao, 1990; Jido; Weise, 2005; Jovanovic et al., 2010), semi–

analíticas, como o uso das equações de Schwinger-Dyson (SDE) (Frank, 1995; Chang; Liu;

Roberts, 2011; Fomin et al., 2020; Xing; Raya; Chang, 2021) ou numéricas, como a QCD

na rede (Martinelli et al., 1982; Beane et al., 2014; Leutnant; Sternbeck, 2018; Sternbeck;

Leutnant; Eichmann, 2019; Alexandrou et al., 2019).

Por outro lado, fazendo certas aproximações, podemos tentar explorar analitica-

mente os fatores de forma eletromagnéticos dos quarks usando o enfoque perturbativo.

Nas ordens mais baixas, eles receberão contribuições eletro (QED) e cromo (QCD) mag-

néticas vindas do QPV. Em particular, focaremos na contribuição da QCD que depende

do propagador do glúon. E, como já mencionamos no Cap. 2, existem alguns modelos que

tentam abordar o confinamento inspirados no comportamento do propagador do glúon na

rede, cuja modelagem do seu propagador no gauge de Landau inclui a consideração de

ingredientes não-perturbativos como as escalas de massa presentes. Temos o modelo de



113

Curci-Ferrari (Tissier; Wschebor, 2011; Gracey et al., 2019), com uma massa efetiva para

o glúon, o formalismo de Gribov-Zwanziger (GZ), que inclui a chamada massa de Gribov,

e o seu modelo refinado (RGZ), que introduz ainda alguns condensados de dimensão dois

(Gribov, 1978; Zwanziger, 1989b; Zwanziger, 1990; Dudal et al., 2008b).

Nesse contexto, nosso objetivo é explorar o impacto fenomenológico desses tipos de

propagadores do glúon no vértice QPV em um loop. Especificamente, investigaremos o fa-

tor de forma magnético, mostrando que as modificações que aparecerão devido às escalas

não-perturbativas dos modelos mencionados são consistentes. Por outro lado, queremos

ver quão profundamente podemos sondar a região de baixas energias e tentar obter al-

gumas informações ou valores dos parâmetros dos modelos estudados. Vale ressaltar que

os resultados apresentados em (Tissier; Wschebor, 2011; Reinosa et al., 2017; Gracey et

al., 2019) mostram que em alguns casos a região de baixas energias das QCD pode ser

explorada através do enfoque perturbativo mesmo quando a constante de acoplamento

não é pequena o suficiente, mas sim o parâmetro de expansão associado. Isso é muito

interessante, pois em baixas energias não há consenso sobre um valor fixo da constante

de acoplamento, já que dependendo do vértice de interação do qual é extraída, esta pode

ter diferentes comportamentos e valores, nulos ou até grandes (vide a Tabela 5.2 na Ref.

(Deur; Brodsky; Teramond, 2016) e também as referências ali citadas). Mesmo assim,

para um conjunto grande de modelos de acoplamento que saturam no infravermelho, o

parâmetro de expansão no modelo de Curci-Ferrari, por exemplo, mantém-se abaixo de

1.

Outro objetivo é apresentar cálculos e discussões sobre o momento magnético do

próton, obtido por meio de um modelo efetivo, o modelo de quark constituinte (CQM).

Nele, introduziremos as modificações do fator de forma dos quarks devido aos modelos

mencionados acima. Todos esses resultados serão tratados com cuidado, explicitando as

limitações do modelo mesmo quando este consegue obter uma boa concordância com o

momento magnético e o espectro dos hádrons (Rújula; Georgi; Glashow, 1975a; Perkins,

2000; Jovanovic et al., 2010).

4.1 Momento magnético

Para uma partícula de massa m, spin s e carga e, o momento magnético do spin é

dado pela seguinte equação:

µpart = g
(
e

2m

)
S, (193)
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Figura 30 - Diagramas de Feynman do vértice férmion-fóton

(a) (b)

Legenda: (a) Diagrama geral do vértice férmion-fóton. p, q1 e q2 são os momentos do processo. (b)

Contribuições ao vértice quark-fóton na ordem de um loop. As linhas retas, onduladas e

enroladas representam o quark, o fóton e o glúon, respectivamente.

Fonte: O autor, 2023.

onde g86 é o fator de Landé, que representa a força relativa entre o momento magnético

e o seu acoplamento spin-órbita.

O momento magnético de spin ou apenas o momento magnético também pode ser

calculado através da QFT via o vértice férmion-fóton (Fig. (30)). O momento magnético é

um excelente observável para explorar com QFT. Prova disso é a concordância entre a pre-

visão do momento magnético do elétron (múon), através do vértice elétron (múon) –fóton

em Eletrodinâmica Quântica (QED), comparado com seu valor experimental (Aoyama;

Kinoshita; Nio, 2019; Zyla et al., 2020; Aoyama et al., 2020).

O vértice férmion-fóton (FPV), pode ser representado com um diagrama geral de

Feynman como o da Fig. (30), que pode ser descrito de forma geral com a próxima

expressão (Minkowsky e on–shell) (Peskin; Schroeder, 1995; Schwartz, 2014):

iMµ = − i e U(q2)
[
F1

(
p2
)
γµ + i

pν σ
µν

2m
F2

(
p2
)]

U(q1). (194)

onde U(q1) e U(q2) são espinores de Dirac, σµν ≡ 1
2

[γµ, γν ], sendo γµ uma matriz de Dirac,

pν = q2ν − q1ν , e F1 e F2 são os fatores de forma onde F1 está relacionado à carga elétrica

e F2 ao momento magnético.

Sabe-se (Schwartz, 2014; Peskin; Schroeder, 1995) que a partir da expressão ante-

rior (Eq. (194)) pode ser obtido o fator g, que é quasi como obter o momento magnético

da partícula (Eq. (193)), em função dos fatores de forma:

g = 2 [F1(0) + F2(0)] , (195)

onde F1(0) = 1, devido à conservação de carga, e F2 = 0 no nível de árvore.

86 Não confundir com o fator g relacionado com a constante do acoplamento forte, αs = g2/4π.
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O fator ge e o momento magnético do elétron (QED a 1 loop), são dados por:

µe = ge

(
e

2me

)
1

2
= [1 + F2(0)]

(
e

2me

)
=
(

1 +
α

2π

)
µB, (196)

onde α é o acoplamento da QED, µB = e/2me é o magneton de Bohr e F2(0) = α/2π,

sendo α/2π o conhecido resultado do Schwinger para QED. (Schwinger, 1948).

Mas e as outras partículas? O próton, por exemplo. Se calcularmos o momento

magnético do próton da mesma forma que para o elétron, obteremos um resultado seme-

lhante (Eq. (196)) já que em 1 loop o fator g da última expressão é independente da massa

da partícula . Porém, diferentemente do elétron (ge ≈ 2.002319 (Zyla et al., 2020)), o

momento magnético experimental do próton tem um valor muito diferente (gp ≈ 5.585694

(Zyla et al., 2020)) do esperado para uma partícula elementar o que é uma indicação da

estrutura complexa do próton. Nos dias atuais, sabemos que o próton é uma partícula

composta e também bastante complexa. Atualmente, a QCD modela o próton como uma

partícula composta por três quarks de valência e um mar de quarks e glúons virtuais.

Como já mencionamos, mesmo conhecendo a estrutura do próton, não podemos

calcular analiticamente, a partir de primeiros princípios, o seu momento magnético ape-

nas usando o momento magnético dos seus componentes fundamentais, em parte devido

aos efeitos do fenômeno do confinamento e seu efeito no comportamento da constante de

acoplamento forte. Por outro lado, podemos recorrer a algum modelo efetivo que simpli-

fique um pouco as coisas e tentar calcular o momento magnético do próton. Neste caso,

usaremos o modelo do quark constituinte (CQM).

4.1.1 Modelo do quark constituinte

O modelo do quark constituinte (Perkins, 2000; Griffiths, 2008) trata os quarks de

valência como quarks efetivos constituintes responsáveis pelas propriedades dos hádrons.

Esses quarks aparecem como quarks de corrente vestidos pela interação com a nuvem

de quarks e glúons virtuais e por causa disso, sua massa, chamada de massa do quark

constituinte, é muito maior que sua massa nua, sendo aproximadamente 1/3 da massa do

núcleon para os quarks leves, Up (u) e Down (d).

Neste modelo assume-se que os quarks se comportam como partículas de Dirac

pontuais (spin 1/2, g = 2), então seu momento magnético será:

µq = gQq

(
e

2mq

)
S → µq = Qq

(
Mp

mq

)
µN , (197)

onde mq é a massa do quark, Mp é a massa do próton, µN = e/2Mp é o magnetão nuclear

e Qq é um fator numérico que caracteriza a carga da partícula, o quark neste caso.
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No CQM, o momento magnético do próton vem das somas vetoriais dos momentos

magnéticos dos seus quarks constituintes devido às propriedades de simetria da função de

onda de três quarks, que produz (Fayyazuddin, 2012; Perkins, 2000):

µp =
4

3
µu − 1

3
µd =

[
4Qu

mu

− Qd

md

]
Mp

3
µN =

Mp

mq

µN = 2.7925µN , (198)

onde no resultado acima usamos a Eq. (197), Qu = 2/3, Qd = −1/3, Mp = 938.2720 MeV

(Zyla et al., 2020) e, mu = md = mq = 336 MeV (Rújula; Georgi; Glashow, 1975a; Perkins,

2000; Griffiths, 2008), onde esta última aproximação permite ter uma boa concordância

com o valor experimental µp = 2.7928... µN (Zyla et al., 2020).

A massa do quark constituinte pode ser fixada a partir de ajustes com o resultado

do espectro de massa dos hádrons. No contexto do CQM, a massa dos hádrons é modelada

como a soma das massas dos quarks constituintes mais um termo que leva em conta

as energias de ligação vinculadas a uma interação hiperfina tipo Coulomb entre quarks

(potencial de interação). No caso dos núcleons (p e n), e baixo a aproximação mu = md =

mq, podemos escrever sua massa de forma fenomenológica:

MN = 3mq − 3K/m2
q, (199)

onde K é um parâmetro livre, que ajustado ao espectro de massa dos bárions fornece

um valor de K/m2
q ≈ 50 MeV (Gasiorowicz; Rosner, 1981; Perkins, 2000; Jovanovic et

al., 2010). Logo, no caso do próton, a massa do quark constituinte que se ajusta ao

espectro de massa será de 363 MeV, próximo ao valor 336 MeV que se ajusta ao momento

magnético do mesmo.

É importante ressaltar que a Eq. (197) implica a ausência de interações quark-

quark (g = 2), de modo que F2 = 0. Mas, o que aconteceria se considerássemos as

correções vindas da QFT para o fator g dos quarks no CQM ao invés do valor fixo g = 2,

e também quais seriam as consequências no momento magnético do próton? Claro, dentro

dos limites deste modelo. Bem, seguindo essa linha de raciocínio, podemos incluir tais cor-

reções no fator gq do quark usando o vértice quark-fóton (QPV) que, independentemente

do modelo CQM, pode ser representado com o diagrama da Fig. (30a) (f → q).

4.2 Vértice quark–fóton

No vértice quark-fóton, até a ordem de um loop, as contribuições para o momento

magnético do quark podem ser descritas com os diagramas de Feynman da Fig. (30b),

que exibem contribuições por parte da QED e da QCD através dos diagramas com um

propagador do fóton interno (linha ondulada) e um propagador do glúon interno (linha

enrolada), respectivamente. Dessas contribuições, estamos considerando como uma con-



117

tribuição fixa a contribuição da QED já que os valores dos parâmetros envolvidos são

muito conhecidos até mesmo o valor do acoplamento da QED, α(0) (Zyla et al., 2020).

Então, focaremos nossa atenção apenas na contribuição da QCD que depende do pro-

pagador do glúon para o qual existem alguns modelos, modelos confinantes, que tentam

explicar o comportamento do mesmo. Pelas regras de Feynman (euclidianas, Ap. E.0.1.2)

as contribuições a um loop na Fig. (30.b) podem ser escritas como:

Mµ → eQq N U(q2)
∫ d4k

(2π)4

(
γν(/p+ /k + imq)γµ(/k + imq)γν

[(k − q1)2] [(p+ k)2 +m2
q] [k2 +m2

q]

)
U(q1) . (200)

onde N , para o diagrama com o propagador do fóton interno será e2 Q2
q, e para o diagrama

com propagador interno do glúon será g2 CF (a contribuição do gauge–covariante não

aparece nesta equação, pois afetará apenas ao fator F1 que não é de nosso interesse no

momento. Consulte o apêndice F.). Sabe-se que a equação acima (200) pode ser reescrita

em função dos parâmetros de Feynman (x, y e z) (Apêndice G), o que fornece:

Mµ →
∫ d4k

(2π)4

∫ 1

0
dx dy dz

2 eN Qq Nµ

[xA+ yB + zC]3
, (201)

onde Nµ = U(q2)
[
γν(/p+ /k + imq)γµ(/k + imq)γν

]
U(q1), A = k2 +m2

q, B = (p+k)2 +m2
q

e C = (k − q1)
2. O fator xA+ yB + zC no denominador pode ser escrito como:

xA+ yB + zC = K2 + ∆E , (202)

sendo K = k + yp − zq1 e ∆E = xy p2 + (1 − z)2m2
q, onde K e ∆E foram obtidos

para um propagador do glúon perturbativo (massa zero) e como foi mencionado, existem

alguns modelos confinantes para esse propagador e um de nossos interesses é estudar o

seu impacto no fator gq do quark, portanto, daremos atenção especial à modificação de

C (que depende da estrutura do propagador) devida aos outros modelos do propagador e

a sua contribuição para o fator ∆E. Por exemplo, para o modelo do glúon massivo, onde

a massa do glúon será diferente de zero, mg 6= 0, o fator zC será zC → z(k − q1)
2 + z m2

g

que obviamente apenas modifica os termos proporcionais a z, então, o fator ∆E recebe

apenas correções do fator de massa presente no modelo do glúon (Ver apêndice H):

∆E
Mass = xy p2 + (1 − z)2 m2

q + z m2
g . (203)

O numerador Nµ (Eq. (201)) pode ser simplificado usando as relações dos mo-

mentos, da álgebra das matrizes gama e dos espinores. Logo (Apêndice G, Eq. 322):

Nµ = γµ

[
K2 − 2(1 − x)(1 − y)p2 + 2(1 − 4 z + z2)m2

q

]
+ pν σµν [2 z(1 − z)mq] , (204)

que pode ser comparada com a próxima expressão geral do vértice quark-fóton no espaço

euclidiano (análoga à do espaço de Minkowski (Eq. (194)). Ver Ap. (E.0.1.2), Eq. (299)):
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Mµ = eQq U(q2)

[
γµ F1

(
p2
)

+
pν σµν

2mq

F2

(
p2
)]
U(q1), (205)

onde assumimos que as funções (euclideanas) F1 e F2 acima desempenharão um papel

análogo às da Eq. (194) (Minkowsky). Então, para estudar a contribuição para o mo-

mento magnético precisamos apenas do termo proporcional a pν σµν da Eq. (204), que

juntamente com as Eqs. (201) e (202) nos fornecem a seguinte expressão (Apêndice G):

(
eQq

2mq

)[∫ 1

0
dx dy dz

∫ d4K

(2π)4

8 N z(1 − z)m2
q

[K2 + ∆E]3

]
pν σµν →

(
eQq

2mq

)
F2

(
p2
)
pν σµν , (206)

onde o fator F2(p
2) foi definido como o coeficiente do operador acima (Eq.(205)). Resol-

vendo a integral em K usando uma relação no espaço euclidiano (Apêndice G), obtemos:

F2(p
2) =

N
4π2

[∫ 1

0
dx dy dz δ(x+ y + z − 1)

z(1 − z)m2
q

∆E

]
. (207)

4.2.1 Contribuição da QED no vértice quark–fóton

Para a contribuição da QED no vértice quark–fóton, temos que ∆E = xy p2 +(1−
z)2 m2

q e N = e2 Q2
q (propagador interno do fóton), então a Eq. (207) torna-se:

F2(p
2) = Q2

q

(
α

π

) [∫ 1

0
dx dy dz δ(x+ y + z − 1)

z(1 − z)m2
q

xy p2 + (1 − z)2m2
q

]
, (208)

onde, α = e2/4π, é a constante de acoplamento da QED. A Eq. (208) em p2 = 0 produz:

F2(0) = Q2
q

(
α

π

) ∫ 1

0
dz
∫ 1−z

0
dy

z

1 − z
= Q2

q

(
α

2π

)
, (209)

onde para Qq→ e = −1, recuperamos o resultado de Schwinger para a QED, α/2π.

4.3 Contribuição da QCD no vértice quark–fóton

4.3.1 QCD Perturbativa

Para a contribuição perturbativa da QCD no QPV, temos que ∆E = xy p2 + (1 −
z)2 m2

q e N = g2 CF , então a Eq. (207) torna-se:

F2(p
2) = CF

(
αs

π

) ∫ 1

0
dx dy dz δ(x+ y + z − 1)

z(1 − z)m2
q

xy p2 + (1 − z)2m2
q

, (210)
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onde αs = g2/4π, é a constante de acoplamento da QCD. Da Eq. (209), a contribuição

perturbativa da QCD (Eq. (210)) em p2 = 0 será:

F2(0) = CF

(
αs

2π

)
, (211)

que é semelhante à contribuição da QED vezes o fator de cor, CF .

Ao contrário do acoplamento da QED, o acoplamento da QCD para momento zero

não é tão simples de definir e/ou calcular, mas muitos estudos mostram que este poderia

ter um valor finito a momento nulo (Deur; Brodsky; Teramond, 2016) (ver também as

referências nele). Assim, pode ser muito útil para nós redefinirmos a função F2 indepen-

dentemente do acoplamento da QCD, como:

F 2(0) =
πF2(0)

CF αs

. (212)

onde para o caso da QCD perturbativa, F 2(0) = 0.5.

4.3.2 Modelo massivo

Para o modelo massivo o fator ∆E é modificado devido ao termo massivo, m2
g, no

propagador de glúon (Veja apêndice H.0.1):

1

(k − q1)2
→ 1

(k − q1)2 +m2
g

, (213)

que modifica o denominador na Eq. (200) e, como foi discutido para a Eq. (203), o fator

∆E será ∆Mass = xy p2 + (1 − z)2 m2
q + z m2

g. Usando a Eq. (207), semelhante à Eq.

(210), e a Eq. (212), para p2 = 0 obtemos:

F
Mass

2 (0, a) =
πFMass

2 (0)

CF αs

=
∫ 1

0
dz

z(1 − z)2

(1 − z)2 + z a
, (214)

onde F
Mass

2 (0, a) depende apenas de a = (m2
g/m

2
q), ou seja, a razão entre as massas do

glúon e o quark. Resolvendo a integral acima obtemos (Apêndice I.0.1):

F
Mass
2 (0, a) =

1

2
− a

2


2 − (a− 2)Log[a] +

(a− 2)2 − 2√
a(a− 4)

Log




√
a(a− 4) + a− 2

2




 , (215)

cujo comportamento da F
Mass
2 (0, a) é mostrado na Fig. (31) (linha verde sólida).

Os casos limitantes da Eq. (215) para a → 0 e a → ∞ são:

F
Mass
2 (0, a → 0) =

1

2
− π

2
a1/2 − (1 + 2Log [a])

2
a+

15π

16
a3/2 + O

(
a2
)
, (216)
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Figura 31 - Função F 2(0) para os modelos massivo e GZ
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Legenda: m2 corresponde à massa do glúon (m2
g) ou de Gribov (γ2), respectivamente, e mq, à massa do

quark (veja mais detalhes no texto) .

Fonte: O autor, 2023.

que nos mostra que para a → 0 (ou mg = 0) a função F
Mass

2 (0, a) terá um valor máximo

de 1/2 como era esperado. No outro extremo temos:

F
Mass

2 (0, a → ∞) =
1

3a
− 12Log[a] − 25

12a2
− 60Log[a] − 97

10a3
+ O

(
1

a4

)
. (217)

4.3.3 Modelo Gribov–Zwanziger

Para o modelo Gribov–Zwanziger (GZ) (Gribov, 1978; Zwanziger, 1990) teremos

duas contribuições ∆E provenientes da decomposição do propagador GZ do glúon:

(
l2

l4 + γ4

)
=

1

2

(
1

l2 + i γ2
+

1

l2 − i γ2

)
, (218)

onde γ2 é a massa de Gribov. O propagador acima também modifica o denominador na

Eq. (200) e como discutido para a Eq. (203), as contribuições ∆E serão (Ap. H.0.2):

∆±
GZ = xy p2 + (1 − z)2 m2

q + z (±i γ2) , (219)

então, para p2 = 0 e sob os mesmos argumentos usados na Eq. (214), obteremos:

F2
GZ

(0, a) =
πFGZ

2 (0)

CF αs

=
1

2

∫ 1

0
dz

[
z(1 − z)2

(1 − z)2 + i z a
+

z(1 − z)2

(1 − z)2 − i z a

]
, (220)

onde o fator 1/2 na equação acima aparece pelo resíduo do propagador (Eq. (218)).

F
GZ
2 (0, a) depende apenas de a = (γ2/m2

q), ou seja, da razão entre as massas de Gribov

e do quark. Resolvendo essa integral obtemos (Apêndice I.0.2):
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F
GZ
2 (0, a) =

1

2
− a

2


aLog [a] − π +

[(a+ 2i)2 + 2]√
a(a+ 4i)

Log


+i a− 2 − i

√
a(a+ 4i)

2




− [(a− 2i)2 + 2]√
a(a− 4i)

Log


−i a− 2 − i

√
a(a− 4i)

2




 . (221)

O caso limitante da função F
GZ
2 (0, a), quando a → 0, é:

F
GZ

2 (0, a → 0) =
1

2
− π

2

(√
2

2

)
a1/2 +

π

2
a− 15π

16

(√
2

2

)
a3/2 + O

(
a2
)
, (222)

mostrando que para a → 0 (ou γ = 0) essa função terá um valor máximo de 1/2 como era

esperado, e também, pela comparação de seus coeficientes podemos corroborar que para

a < 0.2, a função F
GZ

2 (0, a) terá um valor maior que a função F
Mass

2 (0, a) (Eq . (216))

como podemos ver na Fig. (31) (linha laranja tracejada). No outro extremo temos que:

F
GZ
2 (0, a → ∞) = +

12Log[a] − 25

12 a2
+

3π

a3
+ O

(
1

a4

)
, (223)

onde, comparado ao caso massivo, a função F
GZ

2 (0, a) não possui um termo linear inverso,

o que nos permite entender mais claramente porque F
GZ

2 (0, a) decai mais rápido que a

função F
Mass
2 (0, a) quando a → ∞, como podemos ver na Fig. (31).

4.3.4 Modelo Gribov–Zwanziger Refinado

O propagador do glúon do modelo Gribov-Zwanziger Refinado também pode ser

decomposto como um par de propagadores “massivos” através da parametrização:

p2 +M2

p4 + (M2 +m2)p2 + λ4 +M2m2
≡ A+

p2 + α′
−

+
A−

p2 + α′
+

, (224)

onde M2, m2 e λ2 são termos de massa provenientes dos condensados usados para localizar

a ação RGZ (Dudal et al., 2008b; Dudal; Oliveira; Vandersickel, 2010). A± e α
′

∓ podem

ser escritos em função dos termos de massa RGZ, tal que:

A± =
1

2


1 ± M2 −m2

√
(M2 −m2)2 − 4λ4


 , α′

∓ =
M2 +m2 ∓

√
(M2 −m2)2 − 4λ4

2
, (225)

que neste caso e como mostram os dados da QCD na rede, teremos pólos complexos

((M2 −m2)2 − 4λ4 < 0) (Oliveira; Silva, 2012; Dudal; Oliveira; Silva, 2018). Além disso,

esses dados mostram que m2 < 0, então vamos definir m2 = −m2 > 0, e:



122

κ =
M2 +m2

√
4λ4 − (M2 +m2)2

> 0 , s =
M2 −m2

2
, t =

√
4λ4 − (M2 +m2)2

2
. (226)

Tal como no caso GZ, no modelo RGZ teremos duas contribuições ∆E provenientes

da decomposição do propagador do glúon (Eqs. (224), (225) e (226)), como:

∆∓
RGZ = xy p2 + (1 − z)2 m2

q + z (s∓ it) , (227)

então, sob os mesmos argumentos usados nos últimos modelos e, para p2 = 0, obteremos:

F2
RGZ

(0, a, b, κ) =
1

2

∫ 1

0
dz

[
(1 − iκ) z(1 − z)2

(1 − z)2 + z (a− ib)
+

(1 + iκ) z(1 − z)2

(1 − z)2 + z (a+ ib)

]
, (228)

onde a = s/m2
q e b = t/m2

q. Os detalhes da solução da Eq. (228) ({a, b} > 0) podem

ser encontrado no Apêndice I.0.3. Os casos limitantes da função F2
RGZ

(0, a, b, κ) para

{a, b} → 0 e {a, b} → ∞ (em ambos os casos κ é fixo), são:

F
RGZ
2 (0, a → 0, b → 0, κ) =

1

2
+
π

2

(√
2

2

)
(κ− 1) b1/2 +

b

2
(π + κ(1 + 2Log[b])) + O

(
b3/2

)

+ a

(
−

√
2π

8

κ+ 1

b1/2
+
πκ− 3 − 2Log[b]

2
− 45

√
2π

64
(κ− 1) b1/2 + O (b)

)
+ O

(
a2
)
, (229)

que tem uma estrutura mais complexa do que o caso Massivo ou GZ. Para obter uma

visão um pouco mais clara do que essa equação representa podemos considerar a ≈ b ∼ 0:

F
RGZ
2 (0, a ∼ 0, κ) ≈ 1

2
+
π

√
2 (3κ− 1)

8
a1/2 + (κ(π + 1) + π − 3 + 2(κ− 1)Log[a])

a

2
,

onde o esse resultado mostra que a função F
RGZ

2 (0) pode ter um valor maior que 1/2,

para um κ fixo e a e b próximos de 0, já que seus termos dominantes podem ser positivos

em contraste com o caso Massivo e GZ (Eqs. (216) e (222)) (κ pode ter um valor grande

(κ > 1) como vimos anteriormente). No outro extremo, para {a, b} → ∞, temos que:

F
RGZ

2 (0, a → ∞, b → ∞, κ) =
1

3a
+

1

a2

(
b κ

3
− 12Log[b] − 25

12

)

+
1

a3

(
−b2

3
− 180Log[a] − 291

30
− b κ

30
(60Log[a] − 155)

)
+ O

(
b3

a4

)
, (230)

que mostra um termo linear inverso como no caso Massivo, indicando um decaimento

menos pronunciado do que o caso GZ. Outra característica importante é que a expansão de

segunda ordem da função RGZ F 2(0) (considerando a ≈ b) é semelhante ao caso Massivo

exceto pelo termo adicional proporcional a κ onde a e b competem em magnitude:
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Figura 32 - Função F 2(0) para os modelos Massivo, GZ e RGZ

(a) (b)

Legenda: a e b são razões entre os parâmetros de massa e a massa do quark (mais detalhes no texto).

Fonte: O autor, 2023.

F
RGZ

2 (0, a ≈ b → ∞, κ) ≈ κ

3a
− 12Log[a] − 25

12a2
, (231)

onde este resultado difere do caso massivo e GZ devido ao termo proporcional a κ, que

pode ser grande como já mencionamos. Este termo fará com que a função RGZ F 2(0)

decaia mais lentamente do que para os casos Massivo e GZ (Eqs. (217) e (223)) .

Ajustando a zero todos os parâmetros desses modelos confinantes recuperamos o

resultado da QCD perturbativa F 2(0) (Eq. (211)) tal como podemos verificar a partir

das equações (214), (220) e (228) e corroborar com a Fig. (32a) para a = b = 0, sendo

a = m2
g/m

2
q ou γ2/m2

q para os modelos Massivo ou GZ, respectivamente. Em ambos os

casos não há dependência do parâmetro b. Para o modelo RGZ a e b possuem uma relação

mais complexa com os parâmetros conforme vimos recentemente (Eq. (228)).

Da Fig. (32) notamos que a função F 2(0) dos modelos massivo e GZ tem um

comportamento semelhante com um valor máximo de 0.5 que diminui à medida que o

parâmetro “a” aumenta ou o que é o mesmo, à medida que o parâmetro de massa do

modelo aumenta para uma massa do quark constituinte fixa. Em outras palavras, os

termos de massa desses modelos tem um efeito supressor no valor de F 2(0), que não

excede o valor do resultado perturbativo. Pode parecer surpreendente que o modelo

GZ, mesmo tendo pólos imaginários no seu propagador do glúon (Eq. (218)), produza

uma função F 2(0) semelhante a o modelo massivo. Isso é porque na sua decomposição

o propagador do modelo GZ é semelhante a um par de propagadores “massivos” com

contraparte conjugada o que faz com que as contribuições imaginárias adicionais acabem

se cancelando deixando-nos com um resultado real e um comportamento similar entre

tais funções. Mesmo assim, comparado com F
Mass
2 (0), essas contribuições adicionais

aumentam o valor da F
GZ

2 (0) para pequenos valores do parâmetro “a” (a ≤ 0.177) (para

mq = 336 MeV, mg = γ ≈ 141 MeV). Para valores do parâmetro “a” maiores do que isso,
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Tabela 7 - Valor dos parâmetros RGZ

Z M2
1 M2

2 M4
3 M m λ

O.S DATA 0.8333 4.473 0.704 0.3959 2.1150 1.9414 i 2.0381
D.O.S DATA 1 1 2.525 0.510 0.2803 1.5890 1.4195 i 1.5222
D.O.S DATA 2 0.7296 4.157 0.5922 0.3350 2.0389 1.8881 i 1.9730

Legenda: Parâmetros RGZ das Refs. (Oliveira; Silva, 2012) (O.S) e (Dudal; Oliveira; Silva, 2018)

(D.O.S). Todos os parâmetros estão em potências de GeV exceto Z.

Fonte: O autor, 2023.

tais contribuições fazem que F
GZ

2 (0) diminua mais rápido que F
Mass

2 (0) (Ver Fig. (32)).

Como já mencionamos, no modelo RGZ, o propagador do glúon (Eq. (224)) tam-

bém pode ser decomposto como um par de propagadores do tipo massivo com pólos

complexos conjugados neles (Oliveira; Silva, 2012; Dudal; Oliveira; Silva, 2018). Então,

o comportamento da função RGZ F 2(0) será mais complexo algebricamente porque os

pólos complexos adicionam contribuições adicionais àquelas que apareciam quando havia

apenas pólos imaginários ou reais no propagador, que também é aumentado, em parte,

devido ao valor grande que o parâmetro κ pode adquirir (que depende do valor dos pa-

râmetros da RGZ, Eq. (228). Veja a Tabela 8). Por tudo isso, e em contraste com a

abordagem perturbativa e os modelos Massivo e GZ, o valor da função F
RGZ

2 (0) pode

ser maior que 0.5 em uma certa combinação de valores pequenos dos parâmetros a e b

(Eq. (229) – Fig. (32a)). Para valores grandes de a e b, F
RGZ
2 (0) diminui como os outros

modelos também, mas mesmo assim, sua contribuição sempre pode ser maior que a dos

outros modelos, como já foi discutido (Ver Eq. (230) e Fig. (32b)).

Os fits do propagador do glúon na rede (SU(3)) nos permitem obter valores para

os parâmetros da RGZ. Neste caso temos usado os dados de (Oliveira; Silva, 2012), que

chamamos de O.S DATA, e os da Ref. (Dudal; Oliveira; Silva, 2018), que chamamos de

D.O.S 1 e D.O.S 2 DATA (Ver tabela 7). Com esta combinação de valores, e usando o

valor da massa de quark constituinte mq = 336 MeV, o valor de F 2(0) é menor que 0.5,

sendo os valores F 2(0) = 0.2229, F 2 = 0.1768 e F 2(0) = 0.2416 para O.S DATA, D.O.S

1 e D.O.S 2 DATA, respectivamente (Ver Fig. (32b) e Tabela 8). Os valores semelhantes

para O.S e D.O.S 2 DATA são devidos ao valor muito semelhante de seus parâmetros.

Eles compartilham um valor semelhante e menor que um para o fator de normalização

na rede (Z), que é compensado com um valor maior para o parâmetro M no modelo

RGZ, que afeta o valor do propagador do glúon para momento zero. D.O.S 2 DATA

tem um valor de Z igual a 1, o que torna o valor do parâmetro M menor que os dois

casos anteriores. De qualquer forma, o parâmetro Z é um parâmetro não físico útil para

ajustar o propagador do glúon. Se aplicarmos ao resultado de F 2 para O.S e D.O.S 2

DATA, seus valores correspondentes seriam diminuídos porque o Z atuaria como um fator

multiplicativo menor que um.
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Tabela 8 - Parâmetros usados para calcular a função F 2(0) – RGZ

a b κ F 2(0)
O.S DATA 3.117 4.624 7.89 0.2229

D.O.S DATA 1 2.525 4.106 4.90 0.1768
D.O.S DATA 2 2.624 4.405 7.76 0.2416

Legenda: F 2(0) para uma massa de quark fixa, mq = 336 MeV.

Fonte: O autor, 2023.

4.4 Correções do vértice quark–fóton no CQM

Da QFT sabemos que o momento magnético do quark pode ser escrito como:

µq = Qq

(
e

2mq

)
1

2
[2 (1 + F q

2 (0)]) = Qq

(
Mp

mq

)
[1 + F q

2 (0)]µN , (232)

que a 1 loop, para a QED e QCD perturbativa (Eqs. (209) e (211)), será:

µq = Qq

(
Mp

mq

)(
1 +Q2

q

(
α

2π

)
+ CF

(
αs

2π

))
µN , (233)

enquanto que para os modelos confinantes usados (Eqs. (209), (214), (220) e (228)), será:

µq = Qq

(
Mp

mq

)(
1 +Q2

q

(
α

2π

)
+ CF

(
αs

π

)
F 2(0)

)
µN , (234)

onde F 2(0) depende da razão entre as massas desses modelos e a massa do quark.

Usando as relações acima no µp calculado no CQM (µCQM
p , Eq. (198)):

µCQM
p =

4

3
µu − 1

3
µd =

[
4

3
Qu

(
Mp

mq

)
− 1

3
Qd

(
Mp

mq

)]
µN =

(
Mp

mq

)
µN , (235)

podemos incluir de forma simples as correções quânticas dos modelos (Eq. (234)). Assim,

a nova expressão para o momento magnético (µ+QF T
p ) será:

µ+QF T
p = µCQM

p

[
1 +

(
Q2

u +
Qd

3

(
Q2

u −Q2
d

)) α

2π
+ CF F 2(0)

αs

π

]
, (236)

onde a contribuição da QED será considerada como um valor fixo porque o valor do

acoplamento QED é bem conhecido e, portanto, nos concentraremos apenas em como a

contribuição da QCD afeta a equação acima.

Se escolhermos alguma massa constituinte mq (tipo mq = 336 MeV) de modo que

o resultado de µCQM
p seja próximo ao valor experimental e considerarmos α e αs diferentes

de zero, então o µ+QF T
p calculado a partir dessas correções (QFT) será maior que µCQM

p

e µExpt
p , e vice-versa.
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4.4.1 CQM – Modelo massivo

Como análise inicial para calcular o momento magnético do próton, a partir das

modificações aplicadas ao CQM, usaremos o valor de mq = 336 MeV87 para a massa do

quark constituinte. Logo, usando a Eq. (236), onde F 2(0) vem das Eqs. (212) e (214),

podemos analisar o comportamento do momento magnético do próton através do CQM

modificado com correções da abordagem perturbativa da QCD e do modelo do glúon

massivo (MM), respectivamente.

Na Fig. (33a) vemos que o momento magnético calculado através do CQM (linha

amarela tracejada), para um mq = 336 MeV, está muito próximo do valor experimental

(linha azul sólida (horizontal)) e como mencionamos acima, se o valor µCQM
p estiver muito

próximo do valor experimental, então o µ+QF T
p calculado a partir da Eq. (236) será maior

que o µCQM
p e µExpt

p devido aos termos adicionais das correções da QFT. Esse valor maior

pode ser apreciado para o momento magnético calculado com a QCD perturbativa (linha

vermelha sólida (oblíqua)) e correções do modelo do glúon massivo na Sub-Fig. (33.a).

Para o MM, como exemplo, escolhemos uma massa para o glúon de mg = 140 MeV (linha

celeste mais tracejada) e 600 MeV (linha preta ponto–tracejada). Para cada valor de massa

do glúon a partir de zero, observa-se uma diminuição no valor do momento magnético e ao

mesmo tempo um crescimento linear em função da constante de acoplamento. De qualquer

forma, para o modelo perturbativo QCD ou Massivo, com a escolha de mq = 336 MeV o

µ+QF T
p será sempre maior que o valor experimental.

Tal como na Fig. (33a), o resultado para µCQM
p (linha amarela tracejada) na Fig.

(33b) está em concordância com o valor experimental (linha azul sólida (horizontal)).

Neste caso, fixamos o valor da constante de acoplamento e expressamos o µ+QF T
p em

função da massa do glúon. O resultado para o caso QCD perturbativo corresponderá a

mg = 0 para cada valor fixo da constante de acoplamento. Para o modelo Massivo, os

valores definidos para αs foram 0.1 (linha verde sólida), 0.4 (linha roxa mais tracejada)

e 1.0 (linha laranja ponto–tracejada). Neste caso, para cada valor fixo do acoplamento

observamos uma diminuição no momento magnético à medida que o valor do termo de

massa do glúon aumenta. Obviamente, para o mesmo valor de mq = 336 MeV, o valor de

µ+QF T
p será sempre maior que o valor experimental, como na análise anterior.

No modelo CQM temos alguns valores para mq, um deles é 336 MeV, que produz

um valor muito próximo do momento magnético do próton. O outro valor é 363 MeV

que não reproduz o momento magnético do próton, mas sim sua massa (e outras massas

dos hádrons) (Eq. (199)), e vice-versa. Então, se usarmos mq = 363 MeV para calcular

o momento magnético do próton a partir do CQM não obteremos um valor tão próximo

87 Valor que sempre pode ser ajustado para reproduzir o valor experimental do momento magnético.
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(≈ 2.58477) mas não tão absurdamente diferente do seu valor experimental (≈ 2.79285).

Esse resultado difere do valor experimental apenas em um 7.45%.

Por outro lado, dentro dos limites do CQM, usar o valor de 363 MeV nos dá a

oportunidade de explorar outras restrições nos valores dos parâmetros dos modelos que

estamos estudando. Como mencionamos acima, podemos ver nas Figs. (33c) e (33d) que

o momento magnético calculado para o valor mq = 363 MeV no CQM (linha amarela

tracejada), é um pouco diferente do valor experimental (linha azul sólida (horizontal)).

Devido a isso poderíamos tentar preencher as informações faltantes com as contribuições

da QFT (Eq. (236)) para atingir o valor do momento magnético e ao mesmo tempo

reproduzir o valor da massa do próton.

Da Fig. (33c) (linha vermelha sólida) notamos que para o caso da QCD perturba-

tiva uma concordância é obtida quando αs = 0.38 (Tabela (9) para m = mg = 0)).

Figura 33 - Momento magnético do próton no CQM–MM
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Legenda: Comparação entre o momento magnético do próton (experimental –Expt) (µp) e, os

resultados do CQM e do CQM modificado pela QCD e o MM. Para mq = 336 MeV: (a) µp vs

αs (b) µp vs mg. Para mq = 363 MeV: (c) µp vs αs. (d) µp vs mg. O ponto preto é para

αs = 4 e mg = 703.83 MeV. Mais detalhes no texto principal e nas tabelas 9 e 10.

Fonte: O autor, 2023.
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Tabela 9 - Ajuste do momento magnético do próton para um fator de massa fixo

m [MeV] 0 140 600
Mass

αs ‖ λCF 0.38 ‖ 0.091
0.83 ‖ 0.198 3.24 ‖ 0.773

G.Z. 0.83 ‖ 0.196 5.30 ‖ 1.265

Legenda: Valor do acoplamento para o qual o resultado dos modelos QCD, Massivo e GZ concordam

com o valor experimental µp.

Fonte: O autor, 2023.

Para o modelo massivo (MM), usando novamente mg igual a 140 MeV (linha celeste

mais tracejada) e 600 MeV (linha preta ponto–tracejada), a concordância é obtida quando

αs é igual a 0.83 e 3.24, respectivamente.

Tal como na Fig. (33c), o resultado do µCQM
p , para mq = 363 MeV, na Fig. (33d)

(linha amarela tracejada) difere do seu valor experimental (linha azul sólida (horizontal)),

mas desta vez notamos também que para um determinado conjunto de parâmetros esse

valor pode ser atingido. Assim como na Fig. (33b), na Fig. (33d) também fixamos o valor

do acoplamento e expressamos µ+QF T
p como uma função de massa do glúon. Novamente,

mg = 0 corresponderá ao caso da QCD perturbativa para cada valor da constante de

acoplamento. Os valores obtidos para o modelo massivo são αs = 0.4 e mg = 7.30 MeV

(linha roxa mais tracejada) e αs = 1.0 e 185.64 MeV (linha laranja ponto–tracejada). Para

um αs = 0.1 (linha verde sólida) o valor do momento magnético não pode ser atingido

com nenhum valor de mg. De fato, para qualquer valor abaixo de αs = 0.38 o momento

magnético não pode ser atingido para qualquer mg diferente de zero, o que nos traz de

volta ao caso da QCD perturbativa (Ver Fig. (33c)). O ponto preto que se encontra na

linha azul sólida (horizontal) indica o valor extremo de αs = 4 e mg = 703.83 MeV para o

qual o modelo Massivo está de acordo com o valor do momento magnético (Ver Tab. 10).

Esses valores (ingênuos) estimados para o termo de massa do glúon mg, no modelo

massivo, estão dentro da faixa de valores obtidos por outros métodos mais complexos

(mg = 500 ± 200 MeV), como as Equações de Schwinger–Dyson e QCD na rede (Aguilar;

Mihara; Natale, 2002; Bicudo; Oliveira, 2010; Aguilar et al., 2020). Mesmo assim, isto

não significa que nossos resultados sejam valores definitivos para a massa do glúon. Por

outro lado, na referência (Deur; Brodsky; Teramond, 2016), um grande número de valores

obtidos para αs em momento zero são mostrados, dentro dos quais escolhemos um intervalo

entre 0 e 4. Este último é um valor extremo. Como já discutido, nos artigos (Tissier;

Wschebor, 2011; Gracey et al., 2019) foi mostrado que o glúon massivo (Curci-Ferrari)

pode adotar um tratamento perturbativo para calcular o propagador de glúons devido,

entre outras coisas, ao comportamento do acoplamento no IR (QCD na rede) (Bogolubsky

et al., 2009; Duarte; Oliveira; Silva, 2016)). Nesse modelo, o parâmetro de expansão é

proporcional ao acoplamento tal que λCF = 3αs/4π (para SU(3)). Portanto, mesmo que a

constante de acoplamento não seja pequena, o modelo pode ser tratado através da teoria
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Tabela 10 - Ajuste do momento magnético do próton para um acoplamento fixo

αs ‖ λCF 0.38 ‖ 0.091 0.40 ‖ 0.095 1.00 ‖ 0.239 4.00 ‖ 0.955
Mass mg [MeV] 0 7.30 185.64 703.83
G.Z. γ [MeV] 0 9.70 179.77 516.80

Legenda: Valor dos parâmetros de massa onde o resultado dos modelos QCD, Massivo e GZ concordam

com o valor experimental µp.

Fonte: O autor, 2023.

de perturbação devido ao valor pequeno do parâmetro λCF (Como vimos no Cap. 2, o

parâmetro de expansão efetivo λ̃CF (p) é menor que λCF (Tissier; Wschebor, 2011; Gracey

et al., 2019)).

Para αs = 4, temos que λCF teria um valor próximo a 0.95 que tomamos como valor

extremo no cálculo do momento magnético (Tabela 8). Pensando em tais resultados no

modelo Curci-Ferrari, poderíamos buscar resultados para αs maiores que 1 (λCF < 1), pois

aparentemente em alguns casos o regime de baixa energia da QCD poderia ser explorado

de forma um tanto perturbativa, mas também tendo em mente que o comportamento

infravermelho da constante de acoplamento não é totalmente compreendido.

4.4.2 CQM – Modelo GZ

Assim como no modelo massivo, no modelo GZ começaremos usando mq = 336

MeV para calcular o momento magnético do próton através do CQM. Usando novamente

a Eq. (236), onde F 2(0) agora vem da Eq. (220), analisaremos o comportamento do

momento magnético no CQM modificado com as correções do modelo GZ. Incluiremos

também o caso da QCD perturbativa.

Na Fig. (34a) podemos ver que o momento magnético do próton calculado com

o CQM (linha tracejada amarela) é próximo do valor experimental (linha sólida azul

(horizontal)) tal como vimos no caso do modelo massivo. Como já mencionamos, esta

situação nos deixa com um µ+QF T
p maior que µCQM

p e µExpt
p . Como a função F

GZ

2 (0) se

comporta de maneira muito semelhante ao F 2(0) do modelo massivo (Ver Figs. (31) e

(32)), esperamos que o momento magnético proveniente do modelo GZ se comporte de

forma semelhante ao modelo massivo. De fato, isso pode ser verificado comparando as

sub–figuras das Figs. (33) e (34).

Da Fig. (34a) podemos apreciar um valor maior para o momento magnético calcu-

lado com correções QCD (linha sólida vermelha (oblíqua)) e GZ do que para o µCQM
p sem

correções vindas da QFT. Para o modelo GZ, escolhemos um termo de massa de Gribov

γ igual a 140 MeV (linha celeste mais tracejada) e 600 MeV (linha preta ponto tracejada)

tal como fizemos para o termo de massa no modelo massivo. Desta vez também vemos
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que para cada valor de massa de Gribov a partir de zero, há uma diminuição no valor do

momento magnético e ao mesmo tempo um crescimento linear em função da constante

de acoplamento. Como o momento magnético GZ se comporta de maneira semelhante ao

do modelo massivo, a escolha de mq = 336 MeV nos deixa com um momento magnético

sempre maior que o valor experimental mesmo que a massa de Gribov aumente (lembre-se

que a contribuição da QED tem um valor fixo).

Na Fig. (34b) o momento magnético é expressado como uma função da massa de

Gribov para cada valor fixo do acoplamento. O resultado para µCQM
p (linha tracejada

amarela) tem concordância com o valor experimental (linha azul sólida (horizontal)) tal

como na Fig. (34a). O resultado da QCD perturbativa corresponde a γ = 0 para cada

Figura 34 - Momento magnético do próton no CQM–GZ
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Legenda: Comparação entre o momento magnético do próton (experimental –Expt) (µp) e, os

resultados do CQM e do CQM modificado pela QCD e o GZ. Para mq = 336 MeV: (a) µp vs

αs (b) µp vs mg. Para mq = 363 MeV: (c) µp vs αs. (d) µp vs mg. O ponto preto é para

αs = 4 e γ = 516.80 MeV. Mais detalhes no texto principal e nas tabelas 9 e 10.

Fonte: O autor, 2023.

valor fixo do acoplamento. Para o modelo GZ, os valores definidos para αs foram 0.1
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(linha verde sólida), 0.4 (linha roxa mais tracejada) e 1.0 (linha laranja ponto tracejada).

Tal como para o caso massivo, para cada valor de acoplamento fixo observamos uma

diminuição do momento magnético à medida que o valor da massa de Gribov aumenta.

Agora continuaremos nossa análise usando o valor mq = 363 MeV. Das Figs. (34c)

e (34d) notamos que o µCQM
p calculado (linha amarela tracejada) é um pouco diferente do

valor experimental (linha sólida azul (horizontal)) tal como vimos na análise do modelo

Massivo para mq = 363 MeV. Novamente, poderíamos tentar preencher a informação

faltante com as contribuições vindas da GZ (Eq. (236)) tal como fizemos para o modelo

massivo, e atingir tanto o momento magnético quanto o valor da massa do próton.

Como não alteramos as condições para o caso da QCD perturbativa, sua concor-

dância permanece para αs = 0.38 (Tabela (9) para m = γ = 0)) tal como vemos na Fig.

(34c). Para o modelo GZ, usando (novamente) um valor de γ igual a 140 MeV (linha azul

mais tracejada) e 600 MeV (linha preta ponto tracejada), a concordância é obtida quando

αs é 0.82 e 5.3, respectivamente. O primeiro valor é muito semelhante ao obtido para o

caso massivo, mas o segundo é muito maior (consulte a tabela (9)).

Na Fig. (34d) expressamos o µQF T
p como uma função da massa de Gribov para

cada acoplamento fixo como fizemos na Fig. (34b). Mais uma vez, γ = 0 corresponderá ao

caso da QCD perturbativa. Os valores obtidos para o modelo GZ são αs = 0.4 e γ = 9.70

MeV (linha roxa mais tracejada) e αs = 1.0 e 179.77 MeV (linha laranja menos tracejada).

Em comparação com o modelo massivo, o primeiro valor de γ é maior que o valor de mg,

mas o segundo é menor. Isso pode ser entendido a partir das Figs. (31) e (32) onde para

cada valor fixo de αs, quando o termo de massa m é pequeno (a = m2/m2
q), seja mg ou

γ, o valor da função F
GZ
2 (0) é maior que a função F 2(0) massiva, e quando o termo de

massa m é maior, a função F
GZ

2 (0) é menor que a função F 2(0) massiva.

Tal como na análise do modelo massivo, para qualquer valor abaixo de αs = 0.38,

o momento magnético não pode ser atingido para qualquer valor do termo de massa a

não ser zero, porque no limite de γ → 0 voltamos ao caso da QCD perturbativa onde a

concordância é obtida para αs = 0.38 (Ver Fig. (34c)).

Lembrando que poderíamos pensar em buscar resultados de αs > 1, como discutido

para o modelo massivo (Curci-Ferrari), colocamos um ponto preto na linha azul sólida

(horizontal) da Fig. (34d) para indicar a concordância do momento magnético do modelo

GZ com o valor experimental, sendo o parâmetro definido αs = 4 e γ = 516.80 MeV, onde

γ é menor que o termo de massa mg (Veja Tabela 10) devido ao comportamento das suas

funções F 2(0), como explicamos anteriormente.
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Figura 35 - Momento magnético do próton no CQM–RGZ
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Legenda: Comparação entre o momento magnético do próton (experimental –Expt) (µp) e, os

resultados do CQM e do CQM modificado pela QCD e o RGZ. Para mq = 336 MeV: (a) µp vs

αs. Para mq = 363 MeV: (b) µp vs αs. Mais detalhes no texto principal.

Fonte: O autor, 2023.

4.4.3 CQM – Modelo RGZ

Finalmente, para o modelo Gribov–Zwanziger refinado, começaremos usando o va-

lor mq = 336 MeV e, em seguida, o valor mq = 363 MeV para calcular o momento magné-

tico do próton através do CQM. Mais uma vez, usando a Eq. (236), onde desta vez F 2(0)

vem da Eq. (228), analisaremos o comportamento do momento magnético RGZ através

da abordagem CQM modificada. Incluiremos também o caso da QCD perturbativa.

O modelo RGZ tem três parâmetros que podem ser ajustados para reproduzir o

propagador do glúon na rede. De momento, usaremos apenas os valores de QCD na rede

que chamamos de O.S DATA, D.O.S 1 e D.O.2 DATA na seção anterior (Tabelas 2 e 8).

Como vimos para o modelo Massivo e GZ, usar mq = 336 MeV nos deixa com um

momento magnético maior que o resultado vindo do CQM (linha amarela tracejada) e do

valor experimental (linha azul sólida (horizontal), que não é exceção para o modelo RGZ

como vemos na Fig. (35a). Os resultados semelhantes para O.S DATA e D.O.S 2 DATA,

devem-se ao valor semelhante de seus parâmetros (Tabela 7) e isso é refletido no resultado

semelhante do seu fator F 2(0), com valores de 0.2229 e 0.2416, respectivamente, tal como

vimos na Tabela 8. Como consequência, o valor do seu momento magnético, vindo do

CQM modificado com correções RGZ, é ligeiramente semelhante. Para D.O.S 1 DATA,

F 2(0) foi 0.1768 (Tabela 8), que não é muito menor que os resultados de O.S DATA e

D.O.S 2 DATA, mas como o momento magnético cresce com o acoplamento, o resultado

D.O.S 1 acaba ficando cada vez mais distante dos demais resultados à medida que o

acoplamento cresce tal como podemos ver na Fig. (35). A combinação dos parâmetros

RGZ utilizados nos dá um valor para o momento magnético dentro do valor obtido para
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Tabela 11 - Variação dos parâmetros RGZ para calcular o µp no CQM–RGZ

αs ‖ λCF 0.40 ‖ 0.095 1.00 ‖ 0.239 4.00 ‖ 0.955
{m,λ} fixed ‖ M [GeV] 1.6234 1.5870 1.3662
{M,λ} fixed ‖ m [GeV] 1.4487 i 1.4178 i 1.2013 i
{M,m} fixed ‖ λ [GeV] 1.5064 1.5231 1.6262

Legenda: Valores {M, m, λ} para mq = 363 MeV. Os valores fixos são os de D.O.S 1 DATA (Tab. (7)).

Fonte: O autor, 2023.

QCD (linha vermelha sólida) e não maior que isso como poderia acontecer para uma certa

combinação deles como já vimos acontecer no fator F 2(0) na Fig. (32a).

Para o valor de mq = 363 MeV, o momento magnético RGZ pode obter uma con-

cordância para algum valor de αs devido a que o µCQM
p é menor que o valor experimental

como podemos ver na Fig. (35b) (linha amarela tracejada). A concordância corresponde

a αs igual a 0.77 e 0.71 para o O.S DATA e D.O.S 2 DATA, respectivamente. Esses valores

αs são semelhantes devido a que os valores dos parâmetros para O.S e D.O.S 2 DATA

são semelhantes conforme já foi discutido. Enquanto ao caso D.O.S 1, o valor αs = 0.97

é maior do que nos outro casos devido ao menor valor da sua função F 2(0) o que faz

necessário um valor maior de αs para atingir o momento magnético.

Por outro lado, se no modelo RGZ ao invés de usar os valores de QCD na rede

deixamos “livres” os seus parâmetros podemos explorar como se comporta o momento

magnético RGZ para uma maior gama de valores. O comportamento do momento mag-

nético no CQM–RGZ, para diferentes valores de {M,m, λ} ([GeV]) e uma massa de quark

constituinte mq = 363 MeV, pode ser visto na Fig. (36).

Nas Figs. (36a) e (36b) temos o comportamento do momento magnético para

valores fixos do parâmetro “m”. Nesses casos decidimos usar valores de m = 0.5 i, 1.4195 i

e 2.0 i, que correspondem aos planos verde, vermelho e amarelo, respectivamente. Esses

valores estão devidamente indicados nas figuras também.

Nesses casos podemos ver que para cada valor fixo de m, existem muitos valores

que podem ajudar a atingir o valor experimental do momento magnético (plano preto).

M e λ aumentam juntos mas M aumenta em maior medida.

O valor m = 1.4195 i, não foi escolhido aleatoriamente, ele corresponde ao valor

de “m” para D.O.S 1 DATA (tabela 7), e isso foi feito com a intenção de comparar os

resultados para os diferentes valores dos parâmetros RGZ com os já conhecidos.

Nas Figs. (36a) e (36b), foi usado um valor de αs = 1.0 e αs = 4.0, respectivamente,

com a finalidade de ver um pouco melhor a variação do comportamento do momento

magnético RGZ. Nessas figuras, respectivamente, as siglas D.O.S 1 M1 e D.O.S 1 M2

correspondem aos valores de M de M1= 1.5870 e M2= 1.3662, respectivamente, para

os valores fixos do D.O.S 1 DATA, m = 1.4195i e λ = 1.5222 com os quais é possível

reproduzir o momento magnético do próton. Esses valores são mostrados na tabela 11.
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Destacamos que o valor de M1 é parecido com o valor de M = 1.5890 do D.O.S 1 DATA.

Nas Figs. (36c) e (36d) também mostramos o comportamento do momento mag-

nético, mas neste caso é para valores fixos do parâmetro λ, para o qual decidimos usar

valores de λ = 1.0, 1.5231(1.6262) e 2.0, que correspondem aos planos verde, vermelho e

amarelo, respectivamente. Esses valores estão devidamente indicados nessas figuras.

Nas Figs. (36c) e (36d), onde usamos valores de αs = 1.0 e αs = 4.0, respectiva-

mente, as siglas D.O.S 1 λ1 e D.O.S 1 λ2 correspondem aos valores de λ de λ1 = 1.5231

e λ2 = 1.6262, respectivamente, para os valores fixos do D.O.S 1 DATA, M = 1.5890 e

m = 1.4195 i com os quais também é possível reproduzir o momento magnético do próton.

Esses valores são mostrados na tabela 11. Cabe destacar também que o valor de λ2 é

muito parecido ao valor de λ = 1.5222 do D.O.S 1 DATA.

Figura 36 - Momento magnético do próton no CQM–RGZ variando os parâmetros RGZ
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Legenda: µp para diferentes valores de {M, m, λ} (m = im), αs e mq = 363 MeV. Com m fixo: (a)

αs = 1 e (b) αs = 4. Com λ fixo (c) αs = 1 e (d) αs = 4. O plano preto é o valor µExpt
p . Os

pontos brancos correspondem ao caso em que dois parâmetros de massa assumem os valores

dos ajustes da rede (Tab. (7)), enquanto o terceiro pode ser encontrado na (Tab. (11)).

Fonte: O autor, 2023.
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Tabela 12 - Massa do quark constituinte no CQM–QCD

αs ‖ λCF mq [MeV] Mp [MeV] % ∆Mp

QCD
0.4 ‖ 0.095 364.63 943.89 0.60
4.0 ‖ 0.955 621.28 1713.85 82.7

Legenda: Conjunto de parâmetros usado para ajustar o µp através do CQM–QCD para um αs fixo.

Fonte: O autor, 2023.

4.5 Fixando a massa do quark constituinte ao resultado do CQM – QCD

Já que no modelo CQM a massa do quark constituinte é uma função de observáveis

tais como o valor do momento magnético ou a massa do próton (hádrons em geral),

poderíamos explorar variações para a massa dos quarks constituintes e ver como isso afeta

os modelos que estamos usando. Neste caso, podemos fixar o valor da massa do quark

constituinte através do CQM modificado com as correções da QFT, µ+QF T
p (Eq. (236)).

Começaremos com o resultado para a QCD perturbativa (Eqs. (212)) e analisaremos

como os valores dos parâmetros dos modelos Massivo, GZ e RGZ são afetados.

Lembrando que o acoplamento da QCD não possui um valor único para p2 = 0,

vamos escolher alguns valores para poder realizar a nossa análise. Escolhendo um valor de

αs = 0.4, é necessária uma massa do quark constituinte igual a mq = 364.63 MeV88 para

reproduzir o momento magnético do próton no caso perturbativo. Com essa escolha de

parâmetros podemos atingir ao mesmo tempo o valor do momento magnético e a massa

do próton (com uma discrepância de 0.6%, (Eq. (199), Mp ≈ 3mq − 150)) (Tab. 12).

Como já mencionamos, mesmo quando o acoplamento da QCD seja grande o seu

parâmetro de expansão pode ser pequeno, tal como discutimos para o parâmetro λCF do

modelo CF. Escolhemos um valor extremo para αs = 4.0 que corresponde a λCF = 0.955.

Para ajustar o µp através do CQM – QCD para αs = 4.0 é necessária uma massa do

quark constituinte de mq = 621.28 MeV. Esse valor de massa constituinte é maior do

que o usado para reproduzir a massa do próton através do CQM. Portanto, para esses

parâmetros não podemos atingir o valor do momento magnético e a massa do próton ao

mesmo tempo, onde para este último há uma discrepância do 82.7% (Tab. 12).

Devido a essa discrepância, vamos nos concentrar principalmente no caso αs = 0.4

e mq = 364.63 MeV. Como mencionamos na análise dos modelos confinantes, seus termos

de massa têm um efeito supressor no valor do F 2(0) e portanto no valor do seu momento

magnético calculado a partir do CQM modificado. Logo, se fixarmos o resultado da QCD

para ser compatível com o momento magnético do próton, os outros modelos nos darão

88 Esse valor está muito próximo do valor mq = 363 MeV já que ele, junto ao valor αs = 0.38, foram
usados para reproduzir a massa do próton através do CQM como vimos anteriormente.
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Figura 37 - Momento magnético do próton para uma massa constituinte fixada no CQM–QCD

Expt

QCD

Mass s = 0.4

Mass s = 4.0

GZ s = 0.4

GZ s = 4.0

0 200 400 600 800
1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

2.8

m [MeV]

p
/
N

0 1.×10-6 2.×10-6

p-2

p

p+2

(a) (b)

Legenda: Ajuste do µp através do CQM mais correções de QCD (linha tracejada amarela) com o

momento magnético experimental (linha azul,Expt). Para o conjunto de parâmetros fixos de

QCD da Tabela 12: (a) Comportamento Massivo e GZ (ǫ é o erro experimental do µp (Zyla et

al., 2020)), e (b) comportamento no caso RGZ com seus parâmetros livres para αs = 0.4.

Fonte: O autor, 2023.

um valor menor do momento magnético à medida que seus parâmetros de massa aumen-

tam. Isto pode ser apreciado de uma forma mais simples para os modelos Massivo e GZ

na Fig. (37a) que apenas obtêm uma concordância com o momento magnético para um

termo de massa m (mg ou γ) da ordem de O(10−7) (αs = 4.0, linhas ponto–tracejadas

preta e verde) até O(10−6) MeV (αs = 0.4, linhas tracejadas pretas e verdes), pratica-

mente no valor zero dos seus parâmetros de massa (Sub-Fig. (37.a)), ou seja, quando tais

modelos tendem a comportar-se como o caso perturbativo.

Para o caso do modelo RGZ, a situação pode ser diferente do que para os casos

Massivo e GZ, já que ao contrario desses modelos, os termos de massa da RGZ não

sempre tinham um efeito supressor no fator de forma RGZ, FRGZ
2 (0, a, b) (Eq. (229)).

Isso acontecia para combinações de valores pequenos dos parâmetros a e b da função

FRGZ
2 (0, a, b), sendo a = (M2 − m2)/2m2

q e b =
√

4λ4 − (M2 +m2)2/2m2
q (com m2 =

−m2 > 0), onde essa função podia ter um valor igual o maior do que o caso perturbativo

(0.5). Por tanto, podemos obter uma concordância com o resultado fixado a partir do

caso perturbativo para diferentes combinações dos parâmetros RGZ e os valores fixos de

αs = 0.4 e mq = 364.63 MeV. Isso pode ser visto na Fig. (37b), começando a partir de

valores pequenos para o conjunto {M,m, λ}, que não vai poder reproduzir o propagador

do glúon na rede como os valores dos conjuntos O.S e D.O.S, mas esses valores podem

ir aumentando a fim de produzir o momento magnético do próton e em algum ponto

reproduzir o propagador do glúon na rede. Algo semelhante a esse comportamento foi

visto nas Figs. (36) da subseção anterior (4.4.3).
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Tabela 13 - Massa do quark constituinte a partir do CQM–MM. Caso GZ

αs = 0.4 ‖ λCF = 0.095 αs = 4.0 ‖ λCF = 0.955
mg mq γ Mp % ∆Mp mq γ Mp % ∆Mp

300 342.94 263.07 878.82 6.34 418.13 273.39 1104.40 17.71
500 339.96 392.14 869.89 7.29 380.15 402.20 990.44 5.56
700 338.58 505.85 865.73 7.73 363.22 514.76 939.67 0.15

Legenda: Parâmetros usados para ajustar o µp através do CQM com correções do modelo massivo

usando um valor fixo para a massa do glúon. As massas estão em potências de MeV.

Fonte: O autor, 2023.

4.6 Fixando a massa do quark constituinte aos resultados do CQM–QFT

(modelos confinantes)

Assim como fixamos o valor da massa do quark constituinte através do CQM

modificado com correções da QCD na seção anterior, podemos fixar o valor da massa do

quark constituinte a partir dos valores dos parâmetros de um dos modelos estudados, e

analisar as consequências nos parâmetros dos outros modelos.

4.6.1 Modelo Massivo

Em QCD na rede (Bogolubsky et al., 2009; Oliveira; Silva, 2012; Duarte; Oliveira;

Silva, 2016) é mostrado que o propagador do glúon no infravermelho se comporta como

um propagador com uma massa efetiva, e embora não tenhamos um valor exato para a

massa do glúon nessa região, na literatura podemos encontrar que a massa do glúon é

de aproximadamente 500 ± 200 MeV (Aguilar; Mihara; Natale, 2002) (ver também as

referências citadas ali). Então, para o caso do modelo do glúon massivo vamos explorar

os valores que os parâmetros dos outro modelos adotam para tal faixa da massa do glúon.

Escolhemos ajustar o momento magnético do próton no caso massivo para um

valor de αs = 0.4 e os valores de massa do glúon de 300, 500 e 700 [MeV], que fixam a

massa do quark constituinte em 342.94, 339.96 e 338.58 [MeV], respectivamente. Com

esses respectivos valores obtemos um valor da massa do próton (Mp ≈ 3mq − 150) de

878.82, 869.89 e 865.73 [MeV], com uma discrepância do 6.34, 7.29 e 7.73 % do seu valor

experimental, respectivamente (Veja a tabela 13).

Para o caso extremo de αs = 4.0, a massa do quark constituinte correspondente

aos valores da massa do glúon de 300, 500 e 700 [MeV] é 418.13, 380.15 e 363.22 [MeV],

respectivamente. Por sua vez, esses valores produzem uma massa do próton de 1104.40,

990.44 e 939.67 com uma discrepância do 17.71, 5.56 e 0.15 %, respectivamente (Veja a

tabela 13). Em geral, o ajuste para αs = 0.4 oferece melhores resultados do que o ajuste
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Tabela 14 - Massa do quark constituinte a partir do CQM–MM. Caso perturbativo e RGZ

αs = 0.4 ‖λCF = 0.095 αs = 4.0 ‖ λCF = 0.955
DATA mq µp %µp µp %µp

pQCD
342.94 2.9695 6.32 4.1498 48.59
339.96 2.9955 7.26 4.5644 63.43
338.58 3.0078 7.70 4.7771 71.05

O.S
342.94 2.8436 1.82 3.3518 20.01
339.96 2.8673 2.67 3.5586 27.42
338.58 2.8785 3.07 3.6631 31.16

D.O.S 1
342.94 2.8214 1.02 3.1185 11.66
339.96 2.8452 1.87 3.3301 19.24
338.58 2.8564 2.28 3.4373 23.08

D.O.S 2
342.94 2.8524 2.13 3.4388 23.13
339.96 2.8761 2.98 3.6464 30.56
338.58 2.8873 3.38 3.7511 34.31

Legenda: Parâmetros usado para ajustar o µp através do CQM com correções do modelo massivo para

um valor fixo de massa do glúon. As massas estão em potências de MeV.

Fonte: O autor, 2023.

para αs = 4.0 para a massa do quark constituinte e a massa do próton.

Tendo fixado, a partir do modelo massivo, a massa do quark constituinte que

reproduz o momento magnético do próton, podemos analisar como isso afeta os outros

modelos. No caso do modelo GZ, para αs = 0.4, os valores da massa de Gribov que

reproduzem o µp são: 263.94, 392.14 e 338.58 MeV, para uma massa do quark constituinte

de 342.94, 339.96 e 338.58 MeV, respectivamente. Os valores da massa do Gribov para o

ajuste em αs = 4.0 podem ser achados na tabela 13.

Para o caso perturbativo e o conjunto de dados do RGZ, os valores mais interes-

santes são para αs = 0.4 já que a diferença entre o seu momento magnético e o valor

experimental é percentualmente pequena. Já para a configuração de αs = 4.0 os valores

do momento magnético se afastam do resultado experimental tal como podemos ver na

tabela 14.

4.6.2 Modelo GZ

No caso do modelo GZ sabemos que o seu propagador não reproduz o compor-

tamento infravermelho do propagador do glúon na rede. Isso dificulta obter um valor

para a massa de Gribov. Porém, supondo que tivéssemos algum valor semelhante ao caso

massivo, vamos designar um valor para a massa de Gribov de 300, 500 e 700 [MeV], onde,

junto ao valor de αs = 0.4, o momento magnético do próton calculado no caso GZ com

esses valores vai fixar a massa do quark constituinte no valor de 341.86, 338.63 e 337.38
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Tabela 15 - Massa do quark constituinte a partir do CQM–GZ. Caso Massivo

αs = 0.4 ‖ λCF = 0.095 αs = 4.0 ‖ λCF = 0.955
γ mq mg Mp %Mp mq mg Mp %Mp

300 341.86 354.17 875.59 6.68 407.91 338.58 1073.73 14.44
500 338.63 689.19 865.89 7.71 364.91 672.53 944.73 0.69
700 337.38 1089.95 862.14 8.11 349.80 1075.00 899.40 4.14

Legenda: Parâmetros usados para ajustar o µp através do CQM com correções do modelo GZ para um

valor fixo da massa do Gribov. As massas estão em potências de MeV.

Fonte: O autor, 2023.

MeV, respectivamente. Com esses valores, e usando novamente a Eq. (199), obtemos um

valor de massa do próton de 875.59, 865.89 e 862.14 MeV, com uma discrepância do 6.68,

7.71 e 8.11 % do seu valor experimental, respectivamente (Veja a tabela 15).

Para o caso extremo de αs = 4.0, a massa do quark constituinte, correspondente

ao valor de 300, 500 e 700 [MeV] da massa de Gribov, é 407.91, 364.91 e 349.80 [MeV], o

que produz uma massa do próton de 1073.73, 944.73 e 899.40 MeV com uma discrepância

do 14.44, 0.68 e 4.14 %, respectivamente

Tendo fixado, a partir do modelo GZ, a massa do quark constituinte que reproduz o

µp, também podemos analisar como isso afeta os demais modelos. Neste caso só olharemos

para o modelo massivo, onde os valores da massa do glúon que reproduzem o µp, junto

ao valor de αs = 0.4, são: 354.17, 689.19 e 1089.95 MeV, para uma massa de quark

constituinte de 341.86, 338.63 e 337.38 MeV, respectivamente. Os valores de massa do

glúon para o ajuste em αs = 4.0 podem ser encontrados na tabela 15.

Poderíamos analisar os valores para o caso perturbativo e o conjunto de dados

RGZ, tal como fizemos a partir do modelo massivo (Tabela 14), mas a fim de não tornar

muito pesada esta análise não colocaremos uma tabela de valores já que lembrando que

o caso Massivo e GZ se comportam muito parecido, ambos os resultados serão muito

parecidos também.

4.6.3 Modelo RGZ

Neste caso, ao invés de usar a massa do glúon ou de Gribov para fixar a massa

do quark constituinte, usamos o conjunto de dados do modelo RGZ, para αs = 0.4,

obtendo um valor de 349.49, 346.59 e 350.65 MeV para a massa constituinte para o

conjunto de dados O.S, D.O.S 1 e D.O.S 2 DATA, respectivamente. Com esses valores,

e usando novamente a Eq. (199), obtemos um valor da massa do próton igual a 898.46,

889.76 e 901.95 MeV, com uma discrepância do 4.24, 5.17 e 3.87 % respeito ao seu valor

experimental, respectivamente (Veja a tabela 16).
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Tabela 16 - Massa do quark constituinte a partir do CQM–RGZ. Caso Massivo e GZ

αs = 0.4 ‖ λCF = 0.095 αs = 4.0 ‖ λCF = 0.955
DATA mq mg γ Mp %Mp mq Mp %Mp

O.S 349.49 128.12 130.92 898.46 4.24 560.89 1532.68 63.35
D.O.S 1 346.59 183.81 176.90 889.76 5.17 491.56 1324.67 41.18
D.O.S 2 350.65 110.78 115.74 901.95 3.87 587.00 1610.98 71.70

Legenda: Parâmetros usados para ajustar o µp através do CQM com correções do modelo RGZ para um

valor fixo dos parâmetros RGZ. As massas estão em potências de MeV.

Fonte: O autor, 2023.

Tendo fixado, a partir do modelo RGZ, a massa do quark constituinte que reproduz

o µp, analisaremos como isso afeta os termos de massa dos modelos Massivo e GZ. Para

o modelo Massivo, os valores de massa de glúon que reproduzem o µp são 128.12, 183.81

e 110.78 MeV, enquanto que para o modelo GZ, os valores da massa de Gribov que

reproduzem o µp são 130.92, 176.90 e 115.74 MeV, todos esses valores correspondem às

configurações dos DADOS O.S, D.O.S 1 e D.O.S 2, respectivamente.

Para a configuração αs = 4.0 e o conjunto de dados RGZ, os resultados obtidos

para a massa do quark constituinte não são muito interessantes já que quando calculamos

a massa do próton a partir deles, os resultados ultrapassam o seu valor experimental, tal

como podemos ver na tabela 16.

Tendo estudado e analisado o momento magnético do próton a partir do CQM

modificado com as correções vindas do QPV para os diferentes modelos usados, perce-

bemos que exite uma grande liberdade na escolha dos valores dos parâmetros, mas que

mesmo assim podemos podemos encontrar valores para o termo de massa do glúon que

seja compatível com os resultados obtidos por outros meios (Cap. 2). Por outro lado,

os pólos complexos vindos dos propagadores dos modelos estudados não tiveram um im-

pacto não físico no momento dos quarks nem do próton, pelo menos dentro dos limites

das aproximações feitas.
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CONCLUSÕES

Hoje, após o longo caminho de predições teóricas, resultados experimentais, cál-

culos fenomenológicos e simulações numéricas, que deram forma e consolidaram a cromo-

dinâmica quântica como a teoria que pode descrever as propriedades da interação forte

em função de quarks e glúons, ainda carecemos de uma descrição satisfatória sobre o me-

canismo por trás do fenômeno que mantém os quarks e os glúons confinados em estados

ligados de hádrons. Esta questão é ainda hoje um problema em aberto. Porém, como

discutido ao longo desta tese, o problema do confinamento é uma fonte de estudo muito

ativa para a qual existem muitos enfoques ou abordagens que se centram, especialmente,

na informação não perturbativa da região de baixas energias da QCD, onde é conjecturado

que o confinamento ocorre.

Nesta tese, estudamos principalmente três desses enfoques: Gribov–Zwanziger

(GZ), Gribov–Zwanziger refinado (RGZ) e Curci-Ferrari (CF, ou modelo do glúon mas-

sivo). Como discutido no Cap. 2, tais modelos são influenciados, em especial, pelo

comportamento do propagador do glúon no infravermelho: (i) devido às consequências

não-perturbativas da análise de Gribov sobre as condições do método de quantização de

Faddeev e Popov para a QCD, e (ii) pelos resultados não-perturbativos da QCD na rede.

Uma característica muito importante dos propagadores do glúon dos modelos es-

tudados é que, por causa das suas escalas de massa não-perturbativas, eles possuem uma

estrutura com pólos complexos que leva à violação do axioma de reflexão de positividade.

Isso geralmente é considerado um indício de confinamento, já que essa violação do axioma

pode levar a interpretar o glúon como uma partícula que não faz parte do espectro físico.

Supondo o confinamento como algo intrínseco à QCD, e na busca por algum outro

indício do confinamento presente nos modelos mencionados, nesta tese investigamos em

dois observáveis as consequências e o impacto fenomenológico das suas características

não-perturbativas, principalmente daquelas contidas nos seus propagadores. No Cap. 3,

investigamos o comportamento do potencial quark–antiquark estático (não-relativístico)

para quark pesados, que por sua vez pode ser relacionado ao observável (indireto) do

espectro de energia do quarkônio (cc, bb). Os potenciais resultantes dos modelos GZ,

RGZ e CF foram contrastados com o resultado perturbativo e o potencial de Cornell

(fenomenológico), que por sua vez, é uma boa aproximação ao potencial linear da QCD

na rede. Os nossos resultados indicam que todos os potenciais obtidos, em maior ou

menor medida, tendem a reproduzir o resultado perturbativo para altas energias ou curtas

distâncias. Na seção 3.1, foi discutido o cálculo dos potenciais por meio de parâmetros

constantes (constante de acoplamento e termos de massa), o que permitiu ter uma ideia

do impacto dos pólos complexos provenientes dos termos de massas não-perturbativas

dos modelos. Mais especificamente, mostramos como a nível de árvore esses pólos geram
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termos trigonométricos de seno e cosseno nos casos GZ e RGZ, que embora não acabem

tendo um comportamento linear em distâncias intermediárias ou longas, são modificações

que nem o resultado perturbativo nem o massivo (nível de árvore) podem gerar.

A partir da seção 3.3 até o final do capítulo, centramo-nos nos resultados do po-

tencial do modelo CF. Primeiro, investigamos o potencial para o seu propagador a um

loop, que era capaz de reproduzir o propagador do glúon na rede para baixos momen-

tos fazendo uso de um acoplamento grande cujo valor, junto à inclusão de informação

não-perturbativa por meio da massa efetiva do glúon, resultaram num potencial bastante

afastado da predição perturbativa. Em seguida, estudamos o potencial para o propagador

deste modelo a um e dois loops incluindo o fluxo do grupo de renormalização chamado

de seguro no infravermelho por não desenvolver o pólo de Landau. Os resultados destes

potenciais melhoraram significativamente o resultado perturbativo do potencial devido à

inclusão do running tanto no acoplamento quanto no termo de massa. Outra melhoria

aconteceu quando incluímos o chamado acoplamento de Taylor, que, em relação ao acopla-

mento anterior, possui valores menores para baixos momentos, mas reproduz o resultado

perturbativo.

Os resultados mais interessantes surgiram ao analisar as regiões de distâncias in-

termediárias e longas do potencial massivo a um e dois loops incluindo o RGE (seção 3.5).

No caso da região intermediária, apareceu um comportamento semilinear no potencial

cuja parametrização nos indicou que esses potenciais apresentam um fator de tensão na

corda similar ao da QCD na rede (σ ∼ 0.21 GeV2). Lembrando que o comportamento li-

near do potencial é considerado um indício do confinamento que em princípio tem origem

no comportamento não-perturbativo da QCD, é algo bastante relevante que possamos

obter tal resultado por meio da abordagem perturbativa efetiva do modelo CF. Tudo isto

mostrou que a introdução sistemática de mais efeitos da interação incluindo as correções

a um e dois loops é significativa devido ao surgimento do comportamento semilinear no

potencial CF na região de distâncias intermediárias.

Finalmente, neste capítulo, discutimos sobre o comportamento do potencial a lon-

gas distâncias e como a inclusão da interação multigluônica pode ajudar a estender o

comportamento linear do potencial massivo. Outra perspectiva referente ao resultado do

potencial CF com RGE é calcular o espectro de energia do mesmo, já que, mesmo que

este resultado seja válido apenas na região de distâncias intermediárias, é ali (0.2 fm – 1.0

fm) onde as energias de ligação dos estados de baixo nível podem ser reproduzidas pelo

comportamento linear.

Referente ao outro observável estudado nesta tese, este foi desenvolvido e inves-

tigado no Cap. 4. Neste caso nos concentramos no momento magnético, com ênfase

no do próton. Para calcular este último usamos o modelo de quark constituinte (CQM)

(subseção 4.1.1), que nos permitiu calcular o momento magnético do próton em função

do momento magnético dos seus quarks constituintes. Tudo isso foi brevemente explicado
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na tese.

Com a finalidade de obter o momento magnético dos quarks, na seção 4.2), pri-

meiro analisamos o vértice quark–fóton (QPV) até a ordem de um loop, onde, focando na

contribuição da QCD, investigamos o impacto fenomenológico da estrutura dos pólos dos

propagadores dos enfoques GZ, RGZ (complexos – nível de árvore) e CF (reais – nível

de árvore) neste vértice. Os nossos resultados indicaram que, na aproximação de nível

de árvore para o propagador, o momento magnético não possui características não-físicas

oriundas dos pólos complexos, o que é mantido para o momento do próton calculado em

função dos momentos dos quarks, dentro das respectivas aproximações. Nossos resultados

também mostraram que as contribuições ao momento magnético dos quarks dos enfoques

GZ, RGZ e CF são suprimidas devido às escalas de massa não-perturbativas desses mode-

los. No caso GZ e CF (nível de árvore), cujos comportamentos são muito similares apesar

da diferença da estrutura de pólos do propagador, essas contribuições sempre serão me-

nores ou no máximo iguais ao resultado perturbativo quando a razão entre seus termos de

massa e a massa do quark constituinte seja relativamente grande ou nula, respectivamente.

Por outro lado, no caso RGZ, esse modelo possui um comportamento mais complexo, po-

dendo ter valores iguais, menores ou até maiores que o resultado perturbativo dada uma

certa combinação dos valores de seus parâmetros e a massa do quark constituinte. Esse

comportamento permitiria ajustar o resultado da RGZ ao momento magnético do próton

com maior facilidade do que para os modelos GZ e CF. Para uma combinação de valores

nulos dos parâmetros massivos dos modelos, recuperamos o comportamento perturbativo

usual.

Uma vez calculado o momento magnético dos quarks, incluímos as correções quânti-

cas dos formalismos GZ, RGZ e CF ao modelo CQM. Para obter uma melhor limitação nos

parâmetros dos modelos mencionados, é necessário possuir informações não-perturbativas

como o valor do acoplamento no infravermelho (a momento zero especificamente) e tam-

bém um valor para a massa do quark constituinte. Esta última pode, de forma aproxi-

mada, ser calculada a partir do espectro de bárions, tal como foi indicado na tese. Como

não existe um consenso a respeito da constante de acoplamento a momento zero, esco-

lhemos usar alguns valores, indicados ao longo do Cap. 4, que nos permitissem estudar

o comportamento do momento magnético. Escolhidos os valores para os parâmetros do

estudo do momento magnético, analisamos as previsões dos modelos. Devido ao resultado

similar do momento magnético dos quarks nos formalismos GZ e CF, o comportamento

do momento magnético do próton extraído desses modelos foi muito semelhante. Por sua

vez, pudemos notar que existem muitas combinações de valores dos parâmetros desses

modelos que podem reproduzir o momento magnético do próton. Porém, os valores de

massa encontrados para o glúon podem encaixar dentro dos outros valores achados na

literatura para a massa do glúon. Quanto ao modelo RGZ, esse modelo possui o respaldo

de valores numéricos extraídos da QCD na rede, que em principio nos deixa com menos
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parâmetros livres para ajustar ao momento do próton. Por outro lado, se mexemos nos

valores dos parâmetros RGZ, vemos que estes possuem muita liberdade dentro do modelo

CQM corrigido (com os efeitos quânticos da RGZ), existindo um número muito grande de

combinações que podem reproduzir o momento do próton a partir de um dado valor da

constante de acoplamento e da massa de quark constituinte. Esses valores dos parâmetros

RGZ podem ser pequenos e ir aumentando até serem compatíveis com os valores da rede

ou inclusive ser maiores.

Temos algumas perspectivas sobre os resultados deste último capítulo. Primeiro,

nossos resultados podem ser estendidos a escalas de momento diferentes de zero, o que

poderia nos permitir investigar outros fatores de forma presentes no vértice quark–fóton

(Chang; Liu; Roberts, 2011) ou no futuro fazer comparações com dados da rede (Leut-

nant; Sternbeck, 2018). Também, a extensão dos cálculos a ordens superiores seriam

bastante úteis para verificar quão convergentes são nossos resultados obtidos a partir dos

formalismos estudados.

Uma outra perspectiva, um pouco inspirada no cálculo do momento magnético dos

quarks, é realizar o cálculo do momento cromomagnético dos quarks a partir dos modelos

mencionados nesta tese e comparar aos resultados existentes, como o do quark top na

escala da massa do boson Z (αs(m
2
Z)) (Aranda et al., 2021). O cálculo do momento cro-

momagnético apresenta uma divergência infravermelha que não pode ser solucionada por

meio da regularização dimensional, mas que propagadores finitos no infravermelho podem

ajudar a solucionar. Esses cálculos poderiam ajudar a obter valores para os parâmetros

do formalismo GZ (RGZ) para altas energias e estabelecer quão pequenos devem ser nes-

sas escalas. No caso do modelo GZ podemos comparar diretamente com o resultado da

equação do gap da massa de Gribov (Apêndice J).
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APÊNDICE A – Potencial quark–antiquark

Os diagramas da Fig. (13) nos permitem obter a seguinte expressão:

iM = Vr
(k) [ ig γµ tali ] U s(p)

[
Dab

µν(q2 = (p+ k)2)
]

U s′

(p′) [ ig γν tbjm ] Vr′

(k′)

− U s′

(p′)
[
ig γµ taji

]
U s(p)

[
Dab

µν(q2 = (p′ − p)2)
]

Vr
(k)

[
ig γν tblm

]
Vr′

(k′) , (237)

onde U e V são os espinores do quark e o antiquark em função dos seus 4-momentos

respectivamente. A primeira linha da equação acima é referente ao processo de aniquilação

enquanto que a ultima linha ao processo de espalhamento.89

Se sabe que os gerados do grupo ta cumprem a seguinte relação (Peskin; Schroeder,

1995):

taji t
a
lm =

1

2

(
δjm δil − 1

N
δji δlm

)
. (238)

Logo, para o processo de aniquilação na configuração de singlete (i = j e l = m)

teremos que:

tali t
a
jm → tali t

a
il =

1

2

(
δll δii − 1

N
δli δil

)
= 0 , (239)

enquanto que para o processo de espalhamento:

taji t
a
lm → taii t

a
ll =

1

2

(
δil δil − 1

N
δii δll

)
=

(
N2 − 1

2N

)
I = CF I . (240)

Portanto, só o processo de espalhamento contribuirá com o potencial qq, o qual

também depende do propagador do glúon:

Dµν(q2) = −iD(q2)

(
gµν − (1 − ξ)

qµqν

q2

)
. (241)

sendo este ultimo uma quantidade dependente do gauge, mas cuja contribuição, para um

mesmo tipo de quark, por parte do termo de gauge, é nula90:

iMξ ∝ (1 − ξ)

q2

[
U s′

(p′)
[
/q
]

U s(p)
] [

Vr
(k)

[
/q
]

Vr′

(k′)
]

= 0, (242)

89 O sinal negativo é consequência da não comutatividade das partículas (Peskin; Schroeder, 1995).
90 Isso pode ser considerado válido enquanto não houver uma troca no sabor do quark (interação fraca).
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já que /q = /p′ − /p, e portanto U s′

(p′) [/q ] U s(p) = U s′

(p′) [mq −mq ] U s(p) = 0.

Considerando a aproximação NR para quarks muito massivos, a Eq. (237) pode ser

conectada com a amplitude de espalhamento (aproximação de Born da Mecânica Quântica

NR) (Peskin; Schroeder, 1995; Lucha; Schoberl; Gromes, 1991):

〈 #»p
′| iM | #»p 〉 = −i Ṽ ( #»q ) (2π)4 δ4(p+ k − p′ − k′) , #»q = #»p

′ − #»p . (243)

Os espinores não-relativísticos podem ser expressados como:

U s(p) =
√
m


ξ

s

ξs


 ∧ Vs(p) =

√
m


 ηs

−ηs


 , (244)

o que permite simplificar a parte restante da Eq. (237), [U γµ U ] [V γµ V ], onde teremos

termos proporcionais a:

U s′

(p′) [γ0 ] U s(p) = U+s′

(p′) U s(p) = m1

(
ξ+s′

ξ+s′

)

ξ

s

ξs


 = 2mqδ

s′s (245)

Vr
(k) [γ0 ] Vr′

(k′) = 2mqδ
rr′

(246)

U s′

(p′) [γi ] U s(p) = mq

(
ξ+s′

ξ+s′

)

−σi 0

0 σi




ξ

s

ξs


 = 0 , (247)

o que finalmente nos permite escrever91:

iM = − 4π i αs CF D(q2)
[
2mq δ

s′s
] [

2mq δ
rr′
]
, (248)

e:

Ṽ (| #»q |) = 4π αs CF D(| #»q |2). (249)

Logo, podemos aplicar a transformada de Fourier para calcular o potencial em

função da distância de separação entre as partículas, tal que:

V (r) =
∫ d3q

(2π)3
Ṽ (| #»q |) ei #»q . #»r =

− i

4π2 r

∫ ∞

−∞
dq q Ṽ (q) ei q r,

sendo isto válido para um potencial central e par no espaço de momento Ṽ (q).

91 Em mecânica quântica não relativística os estados são normalizados como:
〈 #»p ′ | #»p 〉 = (2π)3δ3( #»p ′ − #»p ) , enquanto que em TQC é usada a normalização invariante de Lorentz:
〈 #»p ′ | #»p 〉 = 2 E #»p (2π)3δ3( #»p ′ − #»p ) . Isto nos será útil no momento de comparar com as expressões
da amplitude de espalhamento da TQC, além disso, na nossa aproximação de quarks muito massivos
teremos: E ≃ m.
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APÊNDICE B – Potencial quark–antiquark no Espaço Euclideano

A análise do potencial qq no espaço Euclideano será feita de maneira análoga ao

apêndice anterior (A). A expressão da amplitude ME do processo será92:

ME = g2taji t
a
lm U s′

(p3) [γE
µ ] U s(p1)

[
Dµν(q2

E)
]
Vr

(p2) [γE
ν ] Vr′

(p4). (250)

Analogamente o termo Dµν(q2
E) é expressado também como o produto de uma

função quadrática em q2
E e outra de forma tensorial:

Dµν(q2
E) = D(q2

E)

(
δµν − (1 − ξ)

qµqν

q2

)

E

. (251)

Assim teremos também uma expressão geral para ME:

ME = 4π α CF D(q2
E) [U s′

(p′
E) [γE

µ ] U s(pE)] [Vr
(kE) [γE

µ ] Vr′

(k′
E)]. (252)

Novamente precisamos dos produtos dos espinores e matrizes gama, os quais não

mudam nesta aproximação de quarks muito massivos. Então teremos que:

Figura 38 - Diagrama no Espaço Euclideano do Processo Quark-Antiquark.

p′
E

pE

k′

E

kE

q, j

q, i

q,m

q, l

qE

D(q2
E
)

a, µ b, ν

Legenda: Diagrama do processo quark-antiquark.

Fonte: O autor, 2023.

92 Estritamente falando um espalhamento é em princípio um processo de evolução no tempo, sendo bem
definido apenas no espaço de Minkowski. Como estamos tratando quarks supermassivos, o potencial
obtido está relacionado com a correlação entre correntes estacionárias, como é feito em QCD na rede
(Greensite, 2011).
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ME = 4π α CF D(q2
E) 2mqδ

s′s 2mqδ
r′r , (253)

e essa equação sera comparada com uma expressão análoga à Eq. (243):

< #»p
′| ME | #»p > = − Ṽ ( #»q ) (2π)4 δ4(p′

E + k′
E − pE − kE) , #»q = #»p

′ − #»p , (254)

de maneira que teremos uma expressão análoga ao caso de Minkowski, onde Ṽ ( #»q ) pode

ser calculado como93:

Ṽ ( #»q ) = −4π α CF D(q2
E) , q2

E = | #»q |2 = q2 , q4 = 0 (255)

As Eqs. (255) e (250) podem ser usadas para calcular o potencial qq.

93 Onde consideramos q4 = 0, porque os nossos potenciais estão em função do momento vetorial, e essa
variável poderia ser tomada como uma constante
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APÊNDICE C – Integração dos potenciais Massivo, GZ e RGZ

Partindo do teorema do resíduo:

∮
f(z) dz =

2π i

(n− 1)!

∑

j

dn−1

dzn−1
[(z − zj)

n f(z)]

∣∣∣∣∣
z = zj

, (256)

e considerando uma função f(z) = z αs(z)D(z) Exp[i z r], com pólos simples (n=1), z1,2 =

(−1)j x1 + iy1, z3,4 = (−1)j x3 + iy3, etc / {xj, yj} ∈ R+, e que cumpre que f(zj) → 0

quando |z| → ∞ , podemos obter que:

∮
f(z) dz = (i π)

∑

j

ei zj r 2 zj (S(z)|z = zj
) & S(z) = (z − zj)αs(z) D(z) ,

∮
f(z) dz = (i π) e−y r (A(z1, z2) Cos(x r) +B(z1, z2) Sin(x r)) , (257)

onde para o caso apenas de 2 pólos simples, z1 = x+ iy e z2 = −x+ iy, teremos que:

A(z1, z2) = ( 2 z1 S(z1) + 2 z2 S(z2)) ∧ B(z1, z2) = i ( 2 z1 S(z1) − 2 z2 S(z2)) (258)

No caso particular de αs(z) = αs, faremos S(z) = (z − zj) D(z), logo:

∮
f(z) dz = (i πα) e−y r (A(z1, z2) Cos(x r) + B(z1, z2) Sin(x r)) , (259)

com A e B cumprindo a Eq. (258).

O coeficiente para o caso Massivo (Eq. (259)), com pólos, z1 = 0 + im e z2 = 0, é:

A(0, im) = 2(im) (z − im)
1

z2 +m2

∣∣∣∣
z = im

= 1. (260)

Os coeficientes para o caso GZ (Eq. (259)), serão:

A → 2z1(z − z1) z
2

(z2 − z2
1)(z2 − z2

2)

∣∣∣∣∣
z = z1

+
2z2(z − z2) z

2

(z2 − z2
1)(z2 − z2

2)

∣∣∣∣∣
z = z2

= 1. (261)

B → 2iz1(z − z1) z
2

(z2 − z2
1)(z2 − z2

2)

∣∣∣∣∣
z = z1

− 2iz2(z − z2) z
2

(z2 − z2
1)(z2 − z2

2)

∣∣∣∣∣
z = z2

= 0. (262)

Os pólos no caso GZ são:

z1 = γ (1 + i)/
√

2 ∧ z2 = γ (−1 + i)/
√

2. (263)
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Os coeficientes da Eq. (259) para o caso RGZ serão:

A → 2z1(z − z1) (z2 +M2)

(z2 − z2
1)(z2 − z2

2)

∣∣∣∣∣
z = z1

+
2z2(z − z2) (z2 +M2)

(z2 − z2
1)(z2 − z2

2)

∣∣∣∣∣
z = z2

= 1. (264)

B → 2iz1(z − z1) (z2 +M2)

(z2 − z2
1)(z2 − z2

2)

∣∣∣∣∣
z = z1

+
2iz2(z − z2) (z2 +M2)

(z2 − z2
1)(z2 − z2

2)

∣∣∣∣∣
z = z2

B → i
z2

1 + z2
2 + 2M2

z2
1 − z2

2

=
M2 −m2

√
4λ4 − (M2 −m2)2

= κ. (265)

Os pólos do propagador são os seguintes:

z2
1 =

1

2

(
−
(
M2 +m2

)
+
√

(M2 −m2)2 − 4λ4

)

z2
2 =

1

2

(
−
(
M2 +m2

)
−
√

(M2 −m2)2 − 4λ4

)
. (266)

Como já foi mencionado, no caso RGZ aparecem pólos complexos quando se fita o

propagador da rede, tal que:

z1 = x+ iy ∧ z2 = −x+ iy. (267)

onde:

x =
4
√
λ4 +M2m2 Sin

[
1

2
Tan−1

[√
4λ4 − (M2 −m2)2/(M2 −m2)

]]

y =
4
√
λ4 +M2m2 Cos

[
1

2
Tan−1

[√
4λ4 − (M2 −m2)2/(M2 −m2)

]]
. (268)

Para pólos complexos de ordem 2, teremos:

f(z) = z αs(z) D(z) Exp[i z r] / n = 2 & S2(z) = (z − zj)
2 αs(z) D(z)

∮
f(z) dz = (i π)

∑

j

2 ei zj r d

dz
(z S2(z) Exp[i z r])

∮
f(z) dz = (i π)

∑

j

2 ei zj r
(
i r zj S2(zj) + zj S

′
2(z)|z = zj

+ S2(zj)
)

(269)

que comparado aos pólos de ordem um, agora temos um termo adicional zj S(zj) vezes

r que contribuirá como uma constante devido ao termo 1/r no potencial. Os termos

zj S
′
2(z)|z = zj

+ S2(zj) contribuem para o resultado perturbativo 1/r.
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APÊNDICE D – Integrandos IS e IS–TS em 3D

Figura 39 - Integrandos dos potenciais IS e IS–TS em 3D.

(a) (b)

(c) (d)

Legenda: (a) e (c) correspondem ao caso IS de um e dois loops, enquanto (b) e (d) ao caso IS de um e

dois loops com acoplamento TS, respectivamente.

Fonte: O autor, 2023.
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APÊNDICE E – Convenções e Fórmulas para o espaço euclideano

Convenções euclidianas Para trabalhar com modelos euclidianos da QCD

temos usado as convenções da Ref. (Novikov et al., 1999). Primeiro, partimos da métrica

convencional de Minkowsky:

xµ = (x0, xi) = (t,−→x ) & xµ = (x0, xi) = (t,−−→x ) & gµν ≡ (+,−) , (270)

sendo µ e ν índices de Lorentz. A transcrição para a métrica euclidiana, δµν ≡ (+,+), é:

x0 = −i x4 = x0 & xi = −xi = xE
i

p0 = −i p4 = p0 & pi = −pi = pE
i

A0 = i A4 = A0 & Ai = −Ai = −AE
i

∂0 = i ∂4 = ∂0 & ∂j = −∂j = ∂E
j =

∂

∂xj
= ∇, (271)

onde o índice E indicará uma quantidade euclidiana.

E.0.1 Formulação euclidiana

E.0.1.1 Parte Bosônica

Usando as Eqs. (271) e (2), o produto F a
µν F

µν
a e a quantidade invariante de gauge,

Ga
µνG

µν
a , se transformam como (Minkowsky)(Peskin; Schroeder, 1995):

Ga
µνG

µν
a = F a

µνF
µν
a + 4gfabc (∂µA

a
ν)AµbAνc + g2 fabc fade Ab

µ A
c
ν A

µdAνe , (272)

onde:

F a
µνF

µν
a = F a

00F
00
a + F a

0jF
0j
a + (F a

i0)
(
F i0

a

)
+
(
F a

ijF
ij
a

)
,

e

F a
j0F

j0
a = F a

j0

(
∂jA0

a − ∂0Aj
a

)
=
(
∂E

j A
a
4 − ∂4A

E,a
j

) (
∂E

j A
a
4 − ∂4A

E,a
j

)
=
(
F a

j4F
a
j4

)E

F a
0jF

0j
a =

(
−F a

j0

) (
−F j0

a

)
= F a

j4F
a
j4 =

(
F a

4jF
a
4j

)E

F a
ijF

ij
a = F a

ijF
a
ij =

(
∂iA

a
j − ∂jA

a
i

)
F a

ij =
(
∂iA

a
j − ∂jA

a
i

)E (
F a

ij

)E
=
(
F a

ijF
a
ij

)E
, (273)

logo:
(
F a

µνF
µν
a

)Mink →
(
F a

µνF
a
µν

)E
.
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Os fatores (∂µA
a
ν)AµbAνc e Ab

µ A
c
ν A

µdAνe, se transformam como:

(∂µA
a
ν)AµbAνc = (∂0A

a
0)A0bA0c + (∂jA

a
0)AjbA0c + (∂0A

a
k)A0bAkc + (∂jA

a
k)AjbAkc

= (∂4A
a
4)Ab

4A
c
4 + (∂E

j A
a
4)AE,b

j Ac
4 + (∂4A

E,a
k )Ab

4A
E,c
k + (∂E

j A
E,a
k )AE,b

j AE,c
k

(∂µA
a
ν)AµbAνc ≡ (∂E

µ A
E,a
ν )AE,b

µ AE,c
ν , (274)

Ab
µ A

c
ν A

µdAνe =Ab
0 A

c
0 A

0dA0e + Ab
0 A

c
j A

0dAje + Ab
j A

c
0 A

jdA0e + Ab
j A

c
k A

jdAke

=Ab
4 A

c
4 A

d
4A

e
4 + Ab

4 A
E,c
j Ad

4A
E,e
j + AE,b

j Ac
4 A

E,d
j Ae

4 + AE,b
j AE,c

k AE,d
j AE,e

k

Ab
µ A

c
ν A

µdAνe =
(
Ab

µ A
c
ν A

d
µA

e
ν

)E
(275)

Portanto:

(
Ga

µνG
µν
a

)Mink →
(
Ga

µνG
a
µν

)E
, (276)

então, a ação de Minkowsky torna-se uma ação euclidiana tal que:

iSMink[A] = i
∫
dx0

−→
dx
(

−1

4
Ga

µνG
µν
a

)
= −

∫
dx4

−→
dx
(

+
1

4
Ga

µνG
a
µν

)E

→ −SE[A]. (277)

O funcional gerador (euclidiano) da ação gluônica livre pode ser escrito como:

Z0,G =
∫

DAe− SE
0

[A] =
∫

DAExp

[
−
∫
d4xE

(
1

4
F a

µνF
a
µν − 1

2ξ

(
∂µA

a
µ

)2
)]

, (278)

onde na ação livre, SE
0 [A] =

∫
d4xE

(
1
4
F a

µνF
a
µν

)
, foi adicionado o termo de fixação do

gauge 1
2ξ

(
∂µA

a
µ

)2
. A ação livre pode ser reescrita como:

S0[A] =
1

2

∫
d4xE

[
Aa

µ(xE)
(

−δµν ∂
2 + ∂µ∂ν

)
Aa

ν(xE) − 1

ξ

(
∂µA

a
µ

)2
]

=
1

2

[∫ d4p

(2π)4

d4p′

(2π)4

(∫
d4xE e

i(p′+p).x
)
Ãa

µ(p′)

[
δµν p

2 − pµpν +
1

ξ
pµpν

]
Ãa

µ(p)

]

E

S0[A] =
1

2

∫ d4pE

(2π)4
Ãa

µ(−pE)
[
D−1

µν (pE)
]
Ãa

µ(pE), (279)

sendo a transformada de Fourier e o propagador perturbativo do glúon, respectivamente:

Aa
µ(xE) =

∫ d4pE

(2π)4
Ãa

µ(pE) ei(p.x)E & Da b
µν(pE) =

δab

p2
E

(
δµν − (1 − ξ)

pE
µ p

E
ν

p2
E

)
. (280)
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E.0.1.2 Parte Fermiônica

A ação fermiônica (Minkowsky) é (Peskin; Schroeder, 1995; Schwartz, 2014):

SMink =
∫
d4xψ

i
( iγµ Dij

µ −m)ψj =
∫
d4xψ

i
( iγµ ∂ij

µ −m)ψj + ψ
i
gγµAa

µt
a
ij ψ

j , (281)

sendo ψ (ψ) o campo fermiônico, γµ uma matriz de Dirac, ta os geradores do grupo

(matrizes) e Dµ a derivada covariante, que pode ser reescrita usando a Eq. (271):

Dµ = ∂µ − i g Aa
µ t

a & Dµ = ∂µ − i g Aµ
a t

a

D0 → i∂4 − i g (iAa
4) ta = iD4 & D0 → i∂4 − i g (iAa

4) ta = iD4

Dj → ∂E
j − i g (AE a

j ) ta = DE
j & Dj → −∂E

j − i g (−AE a
j ) ta = −DE

j , (282)

logo, o termo com a derivada covariante pode ser reescrito no espaço euclideano como:

ψ ( iγµ Dµ)ψ → −ψ ( γ4D4 + γE
k D

E
k )ψ = −ψ ( γE

µ D
E
µ )ψ, (283)

onde: γ4 = γ0 and γE
k = −iγk = i γk:

γ4 =


0 1

1 0




4x4

& γE
k =


 0 −iσk

iσk 0




4x4

, (284)

sendo σk as matrizes de Pauli. Das relações anteriores temos que:

γ2
4 = 1 & (γ4)

+ = γ4 & (γE
k )2 = 1 & (γE

k )+ = γE
k → (γE

µ )+ = γE
µ , (285)

o que implica que o gerador da álgebra de Clifford que estamos usando é Hermitiano:

σµν =
i

2
[γµ, γν ] & σE

µν =
i

2
[γE

µ , γ
E
ν ] &

(
σE

µν

)+
= σE

µν , (286)

A relação de anti-comutação satisfaz:

{γE
µ , γ

E
ν } = γE

µ γ
E
ν + γE

ν γ
E
µ = 2δµν . (287)

Por conveniência na transição ao espaço euclidiano em(Novikov et al., 1999), o

campo fermiônico se transforma como: ψ → −i ψE
e ψ → ψE, logo, a partir da ação

fermiônica (Minkowsky, Eq. (281)) e lembrando das Eqs. (271), (282) e (283), temo que

iSMink → −SE:

SE =
∫
d4xE

(
ψ

E

i

(
− i γE

µ ∂
E
µ − im

)
δij ψ

E
j + ψ

E

i

(
− g γE

µ t
a
ij

)
AE a

µ ψE
j

)
. (288)
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Da Eq. (288) podemos obter o propagador livre (SF ) onde S−1
F =

(
− i γE

µ ∂
E
µ − im

)
que

satisfaz S−1
F SF = δ4(x− y). No espaço de momentos, o propagador será:

S̃F (pE) =
1

γE
µ p

E
µ − im

=
/pE + im

p2
E +m2

, (289)

onde foi usado que γE
µ p

E
µ = /pE e (γE

µ p
E
µ )2 = p2

E.

O propagador (livre) do elétron e do quark será, respectivamente:

S̃e(pE) =
/pE + ime

p2
E +m2

e

&
(
S̃q(pE)

)i j

σ θ
=

(
/pE + imq

)
σ θ
δ ij

p2
E +m2

q

, (290)

sendo σ e θ índices de Dirac, e i e j índices do grupo de simetria.

Da Eq. (288) podemos obter o vértice quark–glúon (QGV) (regra de Feynman):

−
δ3
(
ψ

E

i

(
− g

(
γE

µ

)
σθ
taij
)
AE a

µ ψE
j

)

δψ δψ δA
→ +g

(
γE

µ

)
σθ
taij , (291)

e no caso do vértice quark-fóton (QPV), temos que:

−
δ3
(
ψ

E

i

(
−eQq

(
γE

µ

)
σθ
δij

)
AE a

µ ψE
j

)

δψ δψ δA
→ eQq

(
γE

µ

)
σθ
δij , (292)

sendo Q o fator numérico que caracteriza a carga da partícula, o quark neste caso. Para

o elétron será Q = −1.

Na QED temos relações similares (com menos índices):

SE =
∫
d4xE

(
ψ

E
(
− i γE

µ ∂
E
µ − ime

)
ψE + ψ

E
(
+ e γE

µ (Aa
µ)E ψE

))
, (293)

sendo a derivada covariante, Dµ = ∂µ + i eAµ (g → −e).
A regra de Feynman do vértice elétron–fóton (EPV) será:

− δ3SInt

δψ δψ δA
→ − e γE

µ . (294)

Relações espinoriais As quantidades fermiônicas ψ (U) (Eq. (288)) obedecem a

equação de Dirac, tal que:

(
− i γE

µ ∂
E
µ − im

)
ψE(xE) = 0 = ψ

E
(xE)( +iγE

µ ∂
E
µ − im) , (295)

(
γE

µ p
E
µ − im

)
U(pE) = 0 = U(pE)( γE

µ p
E
µ − im), (296)

onde usamos ψE = U(pE) e+i(p.x)E , sendo U(pE) um espinor no espaço Euclideano.

Da Eq. (288) podemos definir a corrente jµ, que se conserva desde ψE satisfaz a
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equação de Dirac (Eqs. (295)):

jµ = ψ
E
γE

µ ψ
E & ∂µ jµ = 0 . (297)

Lembrando das Eqs.(286), σE
µν = i

2
[γE

µ , γ
E
ν ], (295) e (296) podemos escrever uma

expressão euclidiana análoga à identidade de Gordon, p′
µ + pµ ≡ 2mγµ − i σµν q

ν . Come-

çando com U(p
′

E)
[
i σE

µν q
E
ν

]
U(pE) e sendo qE

ν = (p
′

ν − pν)E, obtemos que:

U(p
′

E)
[
i σE

µν q
E
ν

]
U(pE) = U(p

′

E)
[
2im γE

µ −
(
p

′ E
µ + pE

ν

)]
U(pE). (298)

Por uma análise semelhante, podemos escrever a amplitude para o QPV euclidiano:

Mµ → eQq U(q2)

[
γµ F1

(
p2
)

+
σµν pν

2mq

F2

(
p2
)]
U(q1), (299)

que em nível árvore é eQq U(q2) γµ U(q1), em acordo com a regra de Feynman do QPV

(Eq. (292), o que significa que nesta ordem, F1(p
2) ≡ 1 e F2(p

2) ≡ 0, análogo ao caso no

espaço de Minkowsky (Schwartz, 2014; Peskin; Schroeder, 1995).
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APÊNDICE F – Contribuições no vértice quark–fóton a um loop

Da Fig. (30b), q1 e q2 correspondem ao momento externo do quark de entrada e

saída, respectivamente, enquanto p é o momento externo do fóton. No triângulo formado

por dois quarks e um bóson (fóton ou glúon), k é o momento para o quark de entrada,

k + p é para o quark de saída e k − q1 é para o bóson. Com esses esclarecimentos e

usando as relações (regras de Feynman) das Eqs. (280), (290) e (291) calculamos as

contribuições de um loop para o vértice quark-fóton onde as contribuições da QED e da

QCD (perturbativa), respectivamente, são proporcionais às seguintes expressões:

(eQqγν)Dνα(k − q1)S(p+ k)(eQqγµ)S(k) (eQqγα) , (300)

(g tcγν)Dc a
να(k − q1)S(p+ k) (eQqγµ) S(k) (g taγα) , (301)

onde ta ta = CF = (N2 − 1)/2N , sendo CF o fator de cor, que para SU(3) é CF = 4/3.

Devido as semelhanças das Eqs. (300) e (301), elas podem ser expressadas numa única

equação:

= eQq N U(q2)
∫ d4k

(2π)4

((
γν (/p+ /k + im) γµ (/k + im) γν

[(k − q1)2] [(p+ k)2 +m2] [k2 +m2]

)

− (1 − ξ)

(
(/k − /q1

)(/p+ /k + im) γµ (/k + im)(/k − /q1
)

[(k − q1)2]2 [(p+ k)2 +m2] [k2 +m2]

))
U(q1) , (302)

onde m é a massa do quark, N é e2 Q2
q para a contribuição da QED e g2 CF para a

contribuição da QCD (perturbativa). Na equação acima (302) o numerador do fator

proporcional ao termo de gauge (1 − ξ) pode ser reescrito como:

U(q2)
(
(/k/p+ im/k − /q1

/k + k2 − /q1/p− im/q1
)γµ(k2 +m2)

)
U(q1) , (303)

onde foi usado /q1
U(q1) = imU(q1) (Eqs. (296)). Ademais, a Eq. (303) pode ser sim-

plificada usando as relações espinoriais (Eq. 296) e das matrizes gamma (Eq. (287)) e

as expressões na camada de massa (on-shell) q2
1,2 = −m2 e p.q1 = − p.q2 = −p2/2

(p = q2 − q1) , o que gera:

/k/p+ im/k − /q1
/k = 2k.p & k2 − /q1/p− im/q1

= k2 + p2 +m2. (304)

Assim, o numerador da Eq. (303) se reduz a ((k + p)2 +m2) (k2 +m2) γµ, logo, o
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fator proporcional ao termo de gauge (1 − ξ) na Eq. (302) será:

−(1 − ξ)

(
γµ

(k − q1)4

)
, (305)

que, de (Schwartz, 2014), sabemos que esta expressão será zero
∫ d4q

q4 = 0.

Para extrair a divergência UV, a Eq. (305) também pode ser escrita como:

−(1 − ξ)

(
(k2 +m2) γµ

[(k − q1)2]2 [k2 +m2]

)
, (306)

onde o denominador da Eq.(306) pode ser reescrito usando os parâmetros de Feynman

(Peskin; Schroeder, 1995):

1

Am1

1 Am2

2 ... Amn
n

=
∫ 1

0
dx1... dxn δ

(∑
xi − 1

) ∏
xmi−1

i

[
∑
xi Ai]

∑
mi

Γ (
∑
mi)∏

Γ (mi)
, (307)

onde para n = 2,m1 = 2,m2 = 1 e x1 = x, x2 = y, δ(x + y − 1) e A1 = (k − q1)
2 e

A2 = k2 +m2, obteremos:

1

[(k − q1)2]2 [k2 +m2]
=
∫ 1

0
dx

2x

[(k − xq1)2 − x2q2
1 − xm2 + (1 − x)m2]

3 , (308)

então, a Eq. (306) pode ser escrita como:

(k2 +m2) γµ

[(k − q1)2]2 [k2 +m2]
=
∫ 1

0
dx

2x(K2 + (1 − x2)m2)

[K2 + ∆LG]3
γµ, (309)

onde K = k − xq1 e ∆GT = (1 − x)2m2. Os termos lineares em K foram desprezados.

Mesmo quando o fator acima tem divergências, ele só afeta a função F1 (proporci-

onal a γµ), logo o termo de gauge (1 − ξ) (Eq. (309)) não contribui para a função F2 e,

portanto, nem com o momento magnético. Devido a isso, não será de nosso interesse no

momento. Para calcular a função F2 podemos apenas escrever a Eq. (302) como:

Mµ = eQq N U(q2)
∫ d4k

(2π)4

(
γν (/p+ /k + im) γµ (/k + im) γν

[(k − q1)2] [(p+ k)2 +m2] [k2 +m2]

)
U(q1) . (310)
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APÊNDICE G – Função F2(0) e a expressão do vértice quark–fóton

Da Eq. (307), o denominador da integral na Eq. (310) pode ser reescrito como:

1

ABC
=
∫ 1

0
dx dy dz

2

[xA+ yB + zC]3
, (311)

onde A,B e C são k2 +m2, (p+ k)2 +m2 e (k − q1)
2, respectivamente. Também:

xA+ yB + zC = K2 + ∆E , (312)

sendo, K = k + yp− zq1 e ∆E = xy p2 + (1 − z)2m2.

O numerador da integral na Eq. (310) pode ser simplificado usando as relações

dos momentos, matrizes gamma e as relações espinoriais, de tal forma que:

Nµ = −2
[
/k γµ/p+ /k γµ/k − 2im(pµ + 2kµ) −m2γµ

]

+ (4 − d)
[
/p γµ /k + /k γµ /k − 2im kµ − im /pγµ − m2γµ

]
, (313)

onde adicionalmente usamos as seguintes relações (obtidas usando a Eq. (287)):

γνγµγν = (4 − d)γµ − 2γµ & γνγαγβγν = 4 δαβ − (4 − d)γα γβ

γνγα γβ γσγν = − 2 γσγβγα + (4 − d)γα γβ γσ . (314)

Não consideraremos os termos com o fator (4 − d) no numerador da Eq. (313) já

que, como veremos mais adiante, eles não contribuirão para o cálculo de nosso interesse.

Substituindo k = K − yp+ zq1 (da Eq. (312)) na Eq. (313), obtemos:

Nµ → −2 [I + II + III + IV ]µ , (315)

sendo os primeiros produtos simplificados como:

I → (1 − y) /Kγµ/p− y/pγµ /K + z /Kγµ/q1
+ z/q1

γµ /K ∝ KOdd = 0, (316)

II → −y(1 − y)/pγµ/p = y(1 − y)p2γµ, (317)

III → /Kγµ /K = − 1

2
K2γµ +

(
4 − d

2d

)
K2γµ, (318)

onde nas Eqs. (316), (317) e (318), foi usado
∫
(odd K) → 0 e spinor U(q2) /pU(q1) = 0

(Eq. (296)) e as relações KµKν = δµνK
2/d, respectivamente. O último termo é:
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IV = + z(1 − y)/q1
γµ/p− yz/pγµ/q1

+ z2
/q1
γµ/q1

−m2γµ

IV =(−1 + 2 z + z2)m2 γµ + z(1 − y) p2 γµ + 2(z + z2) im q1µ + 2 z (1 − y) im pµ, (319)

onde para os termos em IV usamos a expressão (válida para qualquer valor de d):

γαγβγσ = −γσγβγα + 2γαδβ σ − 2γβδα σ + 2γσδα β . (320)

Usando as Eqs. (315), (316), (317), (318) e (319), o numerador será:

Nµ → − 2

[
−K2

2
+

(
4 − d

2d

)
K2 + (1 − x)(1 − y)p2 − (1 − 2 z − z2)m2

]
γµ

− 4im
[
(z(1 − y) + 2y − 1) pµ + (−z + z2) q1µ

]
. (321)

A fim de extrair o fator F2 reescrevemos o termo independente de γµ em função de

q1 e q2 na forma [(q2µ + q1µ) (a+ b) + (q2µ − q1µ) (a− b)] /2, onde os coeficientes, a e b,

são a = z(1 − y) + 2y − 1 e b = − z(1 − y) − 2y + 1 − z + z2. Os fatores a+ b e a− b são,

respectivamente, −z(1 − z) e (x − y)(z − 2). Fazendo tudo isso podemos usar a relação

(q1 + q2)µ = 2 im γµ − iσµν pν (Eq. (298)), obtendo:

[
−2(2z − 2z2)m2 γµ + 2mz(1 − z)σµν pν − 2im pµ (x− y)(z − 2)

]
,

onde o termo proporcional a pµ não contribuirá para Mµ (Eq. (310)) devido à identidade

Ward e porque sua integral é ímpar sob a mudança de x → y e y → x (Veja Eq. (312)).

Finalmente, o termo independente de γµ (sem os termos (4 − d)) fica:

Nµ → +2mz(1 − z)σµν pν , (322)

que juntamente com as Eqs. (310), (311) e (312) e por comparação com a expressão do

QPV (Eq. (299)) nos dá a função F2(p
2) relacionada ao momento magnético:

(
eQq

2m

)
σµν pν

[∫ 1

0
dx dy dz

∫ d4K

(2π)4

8 N z(1 − z)m2

[K2 + ∆E]3

]
, (323)

onde a integral K pode ser resolvida usando a próxima relação (espaço euclidiano):

∫ ddlE
(2π)d

1

(l2E + ∆E)
n =

1

(4π)d/2

Γ(n− d/2)

Γ(n)

(
1

∆

)n − d/2

, (324)

que para d = 4 e n = 3 produz um resultado finito, 1/(32π2 ∆E). Neste ponto, precisamos

lembrar que a Eq. (323) teria uma contribuição da ordem ǫ (ǫ = 4 − d) (Eq. (313)) que

desaparece para ǫ → 0 já que a integral acima (324) é finita para d = 4 e n = 3.

Lembrando que a função F2(p
2) foi definida como o coeficiente do operador σµν pν ,

e usando as Eqs. (299), (323) e (324), obtemos que:
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F2(p
2) =

N
4π2

[∫ 1

0
dx dy dz δ(x+ y + z − 1)

z(1 − z)m2
q

xy p2 + (1 − z)2 m2
q

]
. (325)

A integral acima (Eq. (325)) pode ser resolvida mudando as variáveis, tal que:

x = 1 − y − z ∧ y = (1 − z)ρ ∧ θ = 1 − z ∧ dydz ≡ J(ρ, θ) dρdθ, (326)

J(ρ, θ) =

∣∣∣∣∣∣

∂y
∂ρ

∂y
∂θ

∂z
∂ρ

∂z
∂θ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
θ ρ

0 −1

∣∣∣∣∣∣
= −θ, ∧ z|10 → θ|01 ∧ y|1−z

0 → ρ|10 ,

I1(p,mq) =
∫ 1

0
dx dy dz δ(x+ y + z − 1)

z(1 − z)m2
q

xy p2 + (1 − z)2 m2
q

I1(p,mq) =
∫ 1

0
dθ dρ

(1 − θ)m2
q

ρ(1 − ρ) p2 +m2
q

=
2m2

q√
p2(p2 + 4m2

q)
Tanh−1



√√√√ p2

p2 + 4m2
q


 , (327)

que para momentos baixos, pode ser escrita como:

I1(p → 0,mq) =
1

2
− p2

12m2
q

+
p4

60m4
q

+ O(p6/m6). (328)

Contribuição da QED no QPV: Neste caso a Eq. (325) se torna (N = e2 Q2
q):

F2(p
2) = Q2

q

(
α

π

) [∫ 1

0
dx dy dz δ(x+ y + z − 1)

z(1 − z)m2

xy p2 + (1 − z)2m2

]
, (329)

sendo α = e2/4π, o acoplamento da QED. A equação acima (329) para p2 = 0 produz:

F2(0) = Q2
q

(
α

π

) ∫ 1

0
dz
∫ 1−z

0
dy

z

1 − z
= Q2

q

(
α

2π

)
, (330)

onde, como mencionamos no texto principal, se tivéssemos q → e e Qe = −1 (vértice

elétron–fóton) recuperaríamos o conhecido resultado de Schwinger para a QED.

Contribuição da QCD no QPV: Neste caso a Eq. (325) se torna (N = g2 CF ):

F2(p
2) = CF

(
αs

π

) ∫ 1

0
dx dy dz δ(x+ y + z − 1)

z(1 − z)m2
q

xy p2 + (1 − z)2m2
q

, (331)

sendo αs = g2/4π o acoplamento da QCD. A equação acima (331) para p2 = 0 produz:

F2(0) = CF

(
αs

2π

)
, (332)

que é semelhante à contribuição da QED no QPV.

Para os modelos confinantes da QCD que usaremos, o resultado da Eq. (332) será

alterado conforme veremos nos próximos apêndices.
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APÊNDICE H – Contribuições dos modelos na função F2(0) da QCD

Até a ordem de um loop, a contribuição da QCD para o QPV foi escrita como a

Eq. (310), gerando a Eq. (325) (331) que depende da estrutura do fator ∆E (Eq. (312)).

Uma propriedade importante segue do resultado da Eq. (312), que será usada para os

modelos confinantes do propagador do glúon, a qual é que, se o propagador de glúon tiver

algum fator de massa, m2
g, ele só contribuiria para o fator ∆E como z m2

g.

H.0.1 Contribuição da QCD a partir do fator Massivo ∆E

O propagador massivo (nível árvore) tem um termo de massa adicional, m2
g:

1

(k − q1)2 +m2
g

, (333)

onde se substituirmos esse propagador no QPV (Eq. (310)), obteremos:

xA+ yB + zC = K2 + ∆Mass
E , (334)

onde A, B e K são os mesmos da Eq. (312), enquanto ∆Mass
E = xy p2 +(1−z)2m2

q +z m2
g,

mudou pela adição do termo de massa. Essas mudanças modificam a Eq. (331), tal que:

FMass
2 (p2) = CF

(
αs

π

) ∫

x y z

z(1 − z)m2
q

xy p2 + (1 − z)2 m2
q + z m2

g

. (335)

onde
∫

x y z ≡ ∫ 1
0 dx dy dz δ(x+ y + z − 1). Para p2 = 0, a Eq. (335) torna-se:

FMass
2 (0) = CF

(
αs

π

) ∫ 1

0
dz

z(1 − z)2 m2
q

(1 − z)2 m2
q + z m2

g

, (336)

H.0.2 Contribuição da QCD a partir do fator GZ ∆E

Para o modelo Gribov–Zwanziger teremos duas contribuições ∆E, provenientes da

decomposição do seu propagador do glúon como um par de propagadores do tipo massivo:

(
(k − q1)

2

(k − q1)4 + γ4

)
=

1

2

(
1

(k − q1)2 + i γ2
+

1

(k − q1)2 − i γ2

)
, (337)
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onde, semelhante ao modelo Massivo, se substituirmos o propagador GZ no QPV (Eq.

(310)) e usarmos novamente os parâmetros de Feynman para reescrever o denominador,

obteremos:

xA+ yB + zC± = K2 + ∆±
GZ , (338)

onde K, A e B são os mesmos da Eq. (312) enquanto C+ e C− são (k − q1)
2 + iγ2 e

(k − q1)
2 − iγ2, respectivamente. Os novos fatores ∆+

GZ e ∆−
GZ , são:

∆±
GZ = xy p2 + (1 − z)2 m2

q + z (±i γ2) . (339)

Essas modificações alteram a Eq. (331), tal que:

π FGZ
2 (p2)

CF αs

=
1

2

∫

x y z

[
z(1 − z)m2

q

xy p2 + (1 − z)2m2
q + iz γ2

+
z(1 − z)m2

q

xy p2 + (1 − z)2m2
q − iz γ2

]
. (340)

Para p2 = 0, a Eq. (340) torna-se:

π FGZ
2 (p2)

CF αs

=
1

2

∫ 1

0
dz

[
z(1 − z)2 m2

q

(1 − z)2m2
q + iz γ2

+
z(1 − z)2 m2

q

(1 − z)2m2
q − iz γ2

]
. (341)

H.0.3 Contribuição da QCD a partir do fator RGZ ∆E

Para o propagador RGZ do glúon, podemos adotar uma decomposição semelhante

ao propagador GZ, através da seguinte parametrização:

l2 +M2

l4 + (M2 +m2)l2 + λ4 +M2m2
≡ A+

l2 + α′
+

+
A−

l2 + α′
−

, (342)

sendo l = k − q1 como nos outros modelos. Os parâmetros da equação acima são:

A± =
1

2


1 ± M2 −m2

√
(M2 −m2)2 − 4λ4


 , α′

± =
M2 +m2 ∓

√
(M2 −m2)2 − 4λ4

2
, (343)

onde poderíamos ter pólos reais ou complexos se (M2 −m2)2 −4λ4 for maior ou menor que

zero, respectivamente. Podemos explorar o caso de pólos reais que sempre terão que ser

positivos para evitar divergências no propagador do glúon, mas como já foi mencionado

no texto principal, os dados de QCD na rede mostram a existência de um par de pólos

complexos e também que m2 < 0.
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No caso de pólos complexos redefinimos os parâmetros da Eq. (343):

κ =
M2 +m2

√
4λ4 − (M2 +m2)2

, s =
M2 −m2

2
, t =

√
4λ4 − (M2 +m2)2

2
. (344)

sendo m2 = −m2 > 0.

Assim como o propagador GZ, o propagador RGZ também gera duas contribuições

∆E devido à sua decomposição como propagadores do tipo massivo–complexos– (Eqs.

(342)), sendo tais contribuições:

∆±
RGZ = xy p2 + (1 − z)2 m2

q + z (s± it) . (345)

Como nos casos anteriores, essas modificações (Eq. (345)) irão alterar a Eq. (331),

onde obteremos:

πFRGZ
2 (p2)

CF αs

=
1

2

∫

x y z

[
(1 − iκ)z(1 − z)m2

q

xy p2 + (1 − z)2m2
q + z (s− it)

+ cc.

]
. (346)

Para p2 = 0, a equação acima torna-se:

FRGZ
2 (0) = CF

(
αs

2π

) ∫ 1

0
dz

[
(1 − iκ)z(1 − z)2 m2

q

(1 − z)2m2
q + z (s− it)

+
(1 + iκ)z(1 − z)2 m2

q

(1 − z)2m2
q + z (s+ it)

]
. (347)

A solução das Eqs. (336), (341) e (347) serão detalhados no apêndice seguinte.



187

APÊNDICE I – Solução da integral F 2(0)

No texto principal redefinimos a função F2(0) como F 2(0) = (πF2(0))/(CF αs) que

é independente do acoplamento αs. Agora vamos resolver esta integral para os diferentes

modelos confinantes: Massivo, Gribov–Zwanziger e Gribov–Zwanziger Refinado.

I.0.1 Caso Massivo – Integral F
Mass

2 (0, a)

A função F
Mass
2 (0, a), definida na Eq. (214) (também na Eq. (336)), é caracteri-

zada por um único parâmetro, a, que é a razão entre as massas do glúon e do quark:

F
Mass

2 (0, a) =
∫ 1

0
dz

z(1 − z)2

(1 − z)2 + z a
→ z2

2
− az + a

∫
dz

((a− 2)z + 1)

(1 − z)2 + z a
(348)

onde separamos a equação em partes integráveis e a integramos para um z arbitrário. O

novo numerador da integral foi reescrito de tal maneira que nos permitiu obter o resultado:

F 2 → z2

2
− az+a


(a− 2)

2
Log

[
(1 − z)2 + z a

]
− 2 + a(a− 4)

i
√
a(a− 4)

Tan−1


 2z + a− 2

i
√
a(a− 4)




 ,

onde para obter a função F
Mass

2 (0, a) (a partir da equação acima) precisamos avaliar z de

0 a 1. Usaremos também a seguinte identidade trigonométrica:

Tan−1 [Z] = − i

2
Log

[
1 + iZ

1 − iZ

]
, (349)

e assim, obtemos a expressão para a função F 2(0, a) do caso Massivo:

F
Mass

2 (0, a) =
1

2
− a

2


2 − (a− 2)Log[a] +

(a− 2)2 − 2√
a(a− 4)

Log




√
a(a− 4) + a− 2

2




 , (350)

sendo a = m2
g/m

2
q.

Também podemos obter os casos limites da Eq. (350) para a → 0 e a → ∞:

F
Mass
2 (0, a → 0) =

1

2
− π

2
a1/2 − (1 + 2Log [a])

2
a+

15π

16
a3/2 + O

(
a2
)
, (351)

enquanto que no outro extremo temos que:

F
Mass
2 (0, a → ∞) =

1

3a
− 12Log[a] − 25

12a2
− 60Log[a] − 97

10a3
+ O

(
1

a4

)
. (352)
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I.0.2 Caso Gribov–Zwanziger – Integral F
GZ
2 (0, a)

A função F
GZ

2 (0, a) foi definida na Eq. (220) (também na Eq. (341)). Assim como

no caso Massivo, a função GZ é caracterizada por um único parâmetro, a, que desta vez

é a razão entre as massas de Gribov e do quark:

F
GZ
2 (0, a) =

1

2

∫ 1

0
dz

(
z(1 − z)2

(1 − z)2 + i z a
+

z(1 − z)2

(1 − z)2 − i z a

)
, (353)

onde podemos separar a equação acima em partes integráveis e integrá-la para um z

arbitrário, como fizemos para a função massiva F 2(0, a), o que nos dá:

F 2(0, a) → z2

2
− a

2

∫
dz

(
(z(a+ 2i) − i)

(1 − z)2 + iz a
+

(z(a− 2i) + i)

(1 − z)2 − iz a

)
. (354)

Reescrevendo os numeradores da nova integral obtemos:

∫
dz

(z(a+ 2i) ∓ i)

(1 − z)2 ± iz a
→ (a± 2i)

2
Log

[
(1 − z)2 ± iaz

]
+

(∓i)
2

∫
dz

[(a± 2i)2 + 2]

(1 − z)2 ± iz a
, (355)

o que nos permite escrever a solução da integração de F
GZ

2 (0, a) para um z arbitrário:

F
GZ
2 (0, a) → z2

2
− a

2

(
(a± 2i)

2
Log

[
(1 − z)2 ± iaz

]
+

(∓i) [(a± 2i)2 + 2]√
a(a± 4i)


Tan−1


−2 ± ia+ 2z√

a(a± 4i)






 . (356)

Avaliando z de 0 a 1 na última equação e usando o valor principal de Log[Z] e a

identidade para Log[Z] (Eq. (349)), obtemos a solução da função GZ F
GZ

2 (0, a):

F
GZ
2 (0, a) =

1

2
− a

2


aLog [a] − π +

[(a+ 2i)2 + 2]√
a(a+ 4i)

Log


+i a− 2 − i

√
a(a+ 4i)

2




− [(a− 2i)2 + 2]√
a(a− 4i)

Log


−i a− 2 − i

√
a(a− 4i)

2




 , (357)

sendo a = γ2/m2
q. Os casos limites da Eq. (357) para a → 0 e a → ∞ são:

F
GZ
2 (0, a → 0) =

1

2
− π

2

(√
2

2

)
a1/2 +

π

2
a− 15π

16

(√
2

2

)
a3/2 + O

(
a2
)
, (358)

F
GZ
2 (0, a → ∞) = +

12Log[a] − 25

12 a2
+

3π

a3
+ O

(
1

a4

)
. (359)
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I.0.3 Caso Gribov–Zwanziger Refinado – Integral F
RGZ
2 (0)

Ao contrário do caso Massivo e GZ, a função RGZ será caracterizada por dois

parâmetros, a e b, que serão uma razão entre os termos de massa RGZ e a massa do quark

conforme detalhado nas Eqs. (226) e (228):

F
RGZ

2 (0, a, b, κ) =
1

2

∫ 1

0
dz

[
(1 − iκ) z(1 − z)2

(1 − z)2 + z (a− ib)
+

(1 + iκ) z(1 − z)2

(1 − z)2 + z (a+ ib)

]
, (360)

onde, como nos casos anteriores, separamos a equação em partes integráveis e a integramos

por um z arbitrário, o que nos dará uma expressão como:

F
RGZ
2 (0, a, b, κ) → z2

2
+ z (b κ− a) +

(1 ∓ iκ)

2

(
(a∓ ib)

z (a∓ ib− 2) + 1

(1 − z)2 + z (a∓ ib)

)
(361)

que pode ser reescrita de uma forma mais conveniente:

(1 ∓ iκ)

2

(a∓ ib)

2

(
(a∓ ib− 2) [2(z − 1) + (a∓ ib)]

(1 − z)2 + z (a∓ ib)
− [(a∓ ib− 2)2 − 2]

(1 − z)2 + z (a∓ ib)

)
(362)

onde o primeiro termo da equação acima gera:

(1 ∓ iκ)

2

(
(a∓ ib) (a∓ ib− 2)

2

)
Log

[
(1 − z)2 + z (a∓ ib)

]
, (363)

enquanto a segunda parte, inversamente proporcional a (1 − z)2 + z (a∓ ib), produz:

∫
dz

[
1

(1 − z)2 + z (a∓ ib)

]
=

2

i
√

(a∓ ib− 2)2 − 4
Tan−1


 2z + (a∓ ib− 2)

i
√

(a∓ ib− 2)2 − 4


 , (364)

Juntando todos esses resultados (Eqs. (361), (363) e (364)) e usando o valor

principal de Log[Z], a identidade trigonométrica (Eq. (349)) e avaliando o parâmetro z

de 0 a 1, obteremos a solução da função F
RGZ

2 (0, a, b, κ):
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F
RGZ

2 (0, a, b, κ) =
1

2
+ (b κ− a) +

(1 − iκ)

2

(
(a− ib) (a− ib− 2)

2

)(
Log [a2 + b2]

2
− iTan−1

[
b

a

])
+

(1 + iκ)

2

(
(a+ ib) (a+ ib− 2)

2

)(
Log [a2 + b2]

2
+ iTan−1

[
b

a

])
−

(1 − iκ)

2


(a− ib) [(a− ib− 2)2 − 2]

2
√

(a− ib− 2)2 − 4




Log




√
(a− ib− 2)2 − 4 + a− ib− 2

2




−

(1 + iκ)

2


(a+ ib) [(a+ ib− 2)2 − 2]

2
√

(a+ ib− 2)2 − 4




Log




√
(a+ ib− 2)2 − 4 + a+ ib− 2

2




 , (365)

onde para dados RGZ de QCD na rede (consulte a Tabela 8):

κ =
M2 +m2

√
4λ4 − (M2 +m2)2

≥ 0 , a =
s

m2
q

≥ 0 , b =
t

m2
q

≥ 0 (366)

s =
M2 −m2

2
≥ 0 & t =

√
4λ4 − (M2 +m2)2

2
≥ 0. (367)

Os casos limites de F
RGZ

2 (0, a, b, κ) (Eq. (365)) para a → 0 e a → ∞, são:

F
RGZ
2 (0, a → 0, b → 0, κ) =

1

2
+
π

2

(√
2

2

)
(κ− 1) b1/2 +

b

2
(π + κ(1 + 2Log[b])) + O

(
b3/2

)

a

(
−π

4

(√
2

2

)
κ+ 1

b1/2
+
πκ− 3 − 2Log[b]

2
− 45π

32

(√
2

2

)
(κ− 1) b1/2

+
8κ− 3π − 6κLog[b]

6
b+ O

(
b3/2

))
+ O

(
a2
)
, (368)

enquanto que no outro extremo temos que:

F
RGZ

2 (0, a → ∞, b → ∞, κ) =
1

3a
+

1

a2

(
b κ

3
− 12Log[b] − 25

12

)

+
1

a3

(
−b2

3
− 180Log[a] − 291

30
− b κ

30
(60Log[a] − 155)

)
+ O

(
b3

a4

)
. (369)
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APÊNDICE J – Equação do gap da massa de Gribov no modelo GZ

A equação no espaço euclideano do gap a 1 loop é dada por:

1 =
d− 1

d
Ng2

∫ ddqE

(2π)d

1

q4
E + λ4

, (370)

que podemos resolver decompondo o integrando:

1

Ng2
= (1 − 1

d
)
(

i

2λ2

){ ∫ ddq

(2π)d

1

q2 + iλ2
−
∫ ddq

(2π)d

1

q2 − iλ2

}

1

Ng2
= (1 − 1

d
)
(

i

2λ2

){
1

(4π)d/2

Γ(1 − d/2)

Γ(1)

[ (
1

∆1

)1−d/2

−
(

1

∆2

)1−d/2
] }

,

onde nos últimos passos usamos a expressão (e omitimos o índice E por simplicidade):

∫ ddl

(2π)d

1

(l2 + ∆ )n
=

1

(4π)d/2

Γ(n− d/2)

Γ(n)

(
1

∆

)n−d/2

e ∆1 = iλ2, e ∆2 = λ2/i. Fazendo a mudança, zΓ(z) = Γ(z + 1), para usar a regulari-

zação dimensional (d = 4 − ǫ, ǫ → 0):

(4π)2

Ng2
= (1 − 1

d
)
(

i

2λ2

){
1

(4π)2

Γ(2 − d/2)

1 − d/2

[
∆1

(
4π

∆1

)2−d/2

− ∆2

(
4π

∆2

)2−d/2
] }

−16π2

Ng2
=

(
i

2λ2

)(
3

4
+

5ǫ

16
+ O(ǫ2)

){ [
∆1

(
Γ(ǫ/2)

(∆1/4π)ǫ/2

)
− ∆2

(
Γ(ǫ/2)

(∆2/4π)ǫ/2

)]}
,

onde no último passo fizemos uma expansão binomial em ǫ. Usando:

(a+ bǫ)
Γ(ǫ/2)

(∆/4π)ǫ/2
= (a+ bǫ) (

2

ǫ
− γe + Ln[4π] − Ln[∆] ) = −aLn[

∆

µ2
] + 2 b , (371)

podemos obter:

−16π2

Ng2
=

(
i

2λ2

){ [
∆1

(
−3

4
Ln[

∆1

µ2
] +

5

8

)
+ ∆2

(
−3

4
Ln[

∆2

µ2
] − 5

8

)]}

−32π2

Ng2
=

3

4
Ln[ λ4/µ4 ] − 5

4
,

que finalmente nos permite expressar a massa de Gribov como:

λ4 = µ4 Exp
[ 5

3
− 128π2

3Ng2

]
. (372)


