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[...] as vezes, é a simplicidade que se esconde sob aparéncias

complexas, as vezes, ao contrario, as aparéncias sao simples e dissimulam
realidades extremamente complicadas. A natureza, zombando das dificuldades
analiticas, como dizia Fresnel, emprega apenas meios simples e, através da
combinagao deles, gera sabe-se 14 que labirintos inextricaveis. Essa

é a simplicidade oculta, aquela que nos cabe desvendar.

Henri Poincaré



RESUMO

FERREIRA, H. S. Determinagdo de integrais primeiras para sistemas dinamicos em duas
e trés dimensoes com um algoritmo linear. 2024. 148 f. Dissertacao (mestrado em Fisica)
- Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro, 2024.

Este trabalho se propoe, inicialmente, a uma abordagem ampla no que diz respeito
aos métodos nao-classificatorios ou generalistas para tratar equagoes diferenciais ordina-
rias de primeira e segunda ordem. Mais especificamente estaremos interessados em EDO’s
racionais (diretamente relacionadas a sistemas diferenciais polinomiais auténomos) e, para
tanto, nosso ponto de partida consiste do estudo de estruturas tedricas introduzidas em
fins do século XIX, em referéncia aos trabalhos de S. Lie e G. Darboux. Neste sentido,
apresentamos alguns detalhes em cada uma das teorias de modo a nos permitir estabelecer
o procedimento misto denominado método da fungdo-S, implementado muito recentemente
pelo grupo de pesquisas da UERJ atuante na 4rea. E de amplo conhecimento que tais mé-
todos apresentam complicagoes para casos especificos, que ficarao evidentes ao longo da
leitura. Assim, implementar e aperfeigoar algoritmos para lidar com equagoes deste tipo,
quando integraveis, tem sido a principal motivacao do grupo. Portanto, o desenvolvimento
mais ao final deste trabalho apresenta, como proposta, um método de alta eficicia que nos
permite determinar polinémios de Darboux de modo linear (os autopolinémios do campo
vetorial associado a estas equagoes sao de fundamental importancia para a construcao de
um fator integrante). Nesse aspecto, reforgamos algumas ideias introduzidas em capitulos
precedentes (utilizando-nos de uma notagado mais conforme com desenvolvimentos recen-
tes do grupo) e instituimos, definitivamente, os algoritmos para nossos fins, de modo que,
um destes se aplica as 1IEDQ’s racionais que apresentam solugao geral Darbouxiana e ou-
tros dois se encarregam de problemas envolvendo 2EDQO’s, em subcasos que se apresentam
como: 2EDQ’s racionais com uma integral primeira elementar e outra nao-Liouvilliana;
2EDO’s racionais com duas integrais primeiras Liouvillianas, sendo uma delas elementar.
Concluimos com uma discussao sobre o desempenho do método em termos computacio-
nais, que de antemao podemos afirmar, seguramente, representa uma rotina de eficiéncia
singular (devido a linearidade das equagbes envolvidas no procedimento) em termos de
memoria consumida e tempo de execugao, também, acrescentamos ao final um exemplo
de aplicacao do método a equagdo de um oscilador nao-linear (Duffing van-der Pol) de

amplo interesse para aplicacoes diversas.

Palavras-chave: Integrais primeiras Liouvillianas. Equacoes diferenciais ordinérias de

segunda ordem. Simetrias nao-locais.



ABSTRACT

FERREIRA, H. S. Determination of first integrals for dynamical systems in two and
three dimensions with a linear algorithm. 2024. 148 f. Dissertacao (mestrado em Fisica)
- Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro, 2024.

This work proposes, initially, a broad approach with regard to the non-classificatory
or generalist methods to deal with first and second order ordinary differential equations.
More specifically, we will be interested in rational ODE’s (which are directly related to
autonomous polynomial differential systems) and, to this end, our starting point consists
of the study of theoretical structures introduced by the end of 19th century, in a reference
to the works of S. Lie and G. Darboux. In this sense, we present some details contained
in each of these theories in order to establish a mixed procedure called the S - function
method, which was recently implemented by the UERJ research group working in the
topics. It is widely known that such methods present complications when applied to some
specific cases, and it will become evident throughout this reading. Thus, implementing
and refining algorithms to deal with these type of equations, when integrable, has been
the main motivation of the group. Therefore, the development at the very end of this
work presents, as a proposal, a highly efficient method that allows us to determine the
Darboux polynomials with a linear procedure (the eigenpolynomials of the vector field
associated with these equations have fundamental importance for the construction of an
integrating factor). In this aspect, we reinforce some ideas which are discussed in the
preceding chapters (introducing a notation in conformity with the most recent develop-
ments of the group) and definitively establish the algorithms for our purposes, in such
a way that, one of them applies to rational first order ODE’s presenting a Darbouxian
general solution, while the other two are useful to deal with problems involving second
order ODE’s, in subcases that arise as follows: rational second order ODE’s presenting
one elementary first integral and one non-Liouvillian first integral; rational second order
ODE’s with two Liouvillian first integrals, one of them being elementary. We conclude
with a discussion on the performance of our method in computational terms, which we
can surely assert, beforehand, represents a routine of singular efficiency (due to the li-
nearity of the equations involved in the procedure) in terms of consumed memory and
execution time. Additionally, we present an example as an application of our method to
an equation of a non-linear oscillator (Duffing van-der Pol) which is of great interest for

various applications.

Keywords: Liouvillian first integrals. Second order ordinary differential equations.

Non-local symmtries.
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INTRODUCAO

Estudos relacionados as chamadas equagoes diferenciais, de uma maneira geral,
tiveram inicio no ultimo quarto do século XVII, com a publicagdo de resultados obtidos
por Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilheim Leibniz (1646-1716), de maneira inde-
pendente. Nos referidos trabalhos sao introduzidos os elementos do Calculo Diferencial e
Integral, motivados por consideragoes de natureza fisica e geométrica (Sotomayor, 2011).
Estes elementos levaram ao reconhecimento de um novo campo de estudos na Matema-
tica, que causou interesse em alguns personagens importantes na historia da disciplina,
podemos citar os irmaos Bernoulli, Euler, Lagrange e Laplace (Boyce; DiPrima, 2006),
contribuindo para que este novo ramo se tornasse fonte ferramental importante para o
estudo de diversos problemas na Fisica, Quimica, Biologia, e até mesmo na Economia.
Algumas das leis mais gerais destas areas encontram uma expressao formal nas equacoes
diferenciais’.

Desenvolvimentos mais recentes no campo das equacoes diferenciais conduziram
aos métodos de aproximagao numérica e aos métodos geométricos ou topoldgicos, impul-
sionando o estudo das equagoes nao-lineares e mantendo a notoriedade da teoria como
uma importante fonte de problemas ainda nao resolvidos (Boyce; DiPrima, 2006). Tam-
bém, sob o contexto que envolve o surgimento do computador na segunda metade do
século XX, tem sido possivel retomar os chamados métodos nao-classificatorios, em re-
feréncia aos métodos com maior abrangéncia quando comparados aos seus antecessores
(apesar de mais custosos operacionalmente), no sentido de que, alguns dos métodos anti-
gos, usualmente estudados nos cursos a nivel de graduagao, podem ser entendidos como
casos particulares destes generalistas/nao-classificatorios. Vale mencionar, portanto, os
trabalhos de Darboux (1842-1917), a respeito da integrabilidade de sistemas polinomiais
de primeira ordem auténomos em C", além também do método de simetrias de Lie (1842
- 1899) que nos permite reduzir a ordem (n) de uma equacao diferencial a n — r se a
mesma, for invariante pela acdo de um grupo de transformacgoes de Lie a r parametros
cuja algebra associada ¢é solivel. Estudos envolvendo o corpo tedrico presente nestes mé-
todos, que haviam sido deixados de lado (apesar de sua magistral elegincia), vém sendo
retomados gracas ao desenvolvimento de computadores cada vez mais versateis, o que
suprime a necessidade de execucao manual dos célculos.

Contudo, ainda existe muito a ser feito em relacao as solugoes de equacoes dife-

renciais ordindrias (EDO’s?) em forma fechada (em termos de funcdes Liouvillianas). Do

I Parte dos exemplos trabalhados neste texto sao de motivacio essencialmente pratica, apresentaremos
devida descri¢ao dos problemas quando for o caso.

2 £ comum encontrarmos ainda a sigla ODE, do inglés Ordinary Differential Equations.
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ponto de vista algoritmico, podemos citar, por exemplo, as EDO’s racionais de primeira
ordem com solucao geral elementar, sobre as quais apresentaremos um estudo mais deta-
lhado e, para as quais, o algoritmo de 1983 desenvolvido por Prelle e Singer é suficiente em
teoria, pois, parte do algoritmo proposto consiste na determinacao de elementos funda-
mentais no contexto da abordagem de Darboux, em referéncia aos chamados polinémios
de Darbouz e, a maneira mais 6bvia para os obtermos de modo explicito é heuristica®. Es-
tudos neste cenario compoem parte fundamental do corpo tedrico do presente trabalho, e,
a proposta se estende ainda a uma analise criteriosa de casos envolvendo equagoes diferen-
ciais ordinarias racionais de segunda ordem que apresentam solucoes gerais Liouvillianas
nao-elementares. Como veremos, o ferramental teérico envolvido nesta adaptacao do mé-
todo PS (Prelle-Singer) as 2EDO’s é também fundamentado em algumas consideragoes
do método de simetrias de Lie, apresentando, portanto, um carater misto. Ainda assim,
estas ferramentas (poderosissimas, por sinal) enfrentam, naturalmente, dificuldades para
lidar com alguns casos e, muito se desenvolve em termos de aperfeicoamento dos métodos
para obtencao de solugoes ou para simplificacao de EDQO’s racionais. Podemos entao dizer
que apesar da idade das teorias de Lie e de Darboux, os desdobramentos a elas associados
estao bastante ativos e, por conta disso, ha ainda grande interesse por parte de diversos
pesquisadores na implementagao de novos algoritmos, ou mesmo, no aperfeicoamento de
algoritmos ja existentes para fins de resolucao destas equacoes e de sistemas diferenciais
a elas associados.

Neste trabalho discutiremos inicialmente os topicos de maior utilidade presentes
nas teorias de Darboux (capitulo 2) e de Lie (capitulo 3) para estruturar o método da
fungao-S (capitulo 4). A ideia é, nao s6 tornar clara a utilidade destas abordagens, mas
também compreender suas limitacoes. Assim, estes primeiros capitulos estdo dispostos
de uma maneira que, de certa forma, reconstréi uma sucessao cronolégica em termos de
tépicos de interesse do nosso grupo. Na sequéncia, os demais capitulos, versam sobre novos
resultados, sugerindo um refinamento do método PS, de modo a obtermos um sistema
de equacoes lineares para determinacao dos polindmios de Darboux, o método é aplicavel
tanto a 1IEDO’s racionais quanto a 2EDQ’s racionais. Foram incluidos também contetidos
de relevancia para o entendimento do texto no capitulo inicial e nos trechos em apéndice,

como uma tentativa de garantir maior clareza e compreensao ao leitor.

3 Sendo necessério construir um polindmio candidato genérico em grau n com coeficientes a determinar,
o procedimento resulta em um sistema de equagoes algébricas para o qual, cada solugdo nao trivial
corresponde a um polindémio de Darboux.
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1 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

No campo das equacoes diferenciais, as chamadas ordinarias sao notavelmente im-
portantes para o desenvolvimento das ciéncias e suas aplicagdes, grande parte destas,
como mencionamos na secao introdutoéria, sdo comumente associadas a problemas fisicos,
quimicos, bioldgicos, entre outros. Neste sentido, diz-se que uma equagao diferencial pode
representar um modelo tedrico para algum dos referidos problemas em termos de uma
dindmica, quer dizer, equacdes diferenciais podem prover resultados e/ou conclusoes a
respeito de um dado sistema que apresente variagoes de certas grandezas como fungoes de
varidveis ditas independentes no sistema (veremos alguns exemplos de aplicagoes praticas
em determinadas partes do texto). O préprio tempo, como variavel (t), é frequentemente
tomado como independente, assim o fazemos ao definir os conceitos mais fundamentais a
respeito das equacoes diferenciais ordinarias, apresentados neste capitulo inicial do tra-
balho. Este primeiro contato é importante para que tenhamos uma nog¢ao geral do nosso

objeto de estudos.

1.1 Preliminares

A fim de caracterizar o problema central da teoria das Equacoes Diferenciais, po-
demos, por hora, fornecer uma descricao informal da situacdo. Denomina-se “equacao
diferencial” qualquer equacao que estabeleca relacao entre as derivadas de uma ou mais
fungoes desconhecidas (com respeito a uma ou mais variaveis) e elas mesmas. Neste
contexto, quaisquer informacoes a respeito das fungoes incognitas representam algum
progresso em dire¢ao a solugao do problema.

Como sugere o titulo que atribuimos a este capitulo, iremos trabalhar aspectos
que envolvem a classe das chamadas ED’s ordindrias e, em vista disto, torna-se, portanto,

imprescindivel atentar-nos a definicbes mais precisas.

1.1.1 Defini¢oes gerais

Definigao 1.1.1. Seja f uma aplicagao f : U — R" definida nos pontos (x,t) do aberto
U de R" x R. Dizemos que

& = f(x,t). (1)
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¢ uma equagao diferencial ordindria em R" definida através de f (Doering; Lopes,
2016). O sinal ~ denota derivagao em relagdo a variavel escalar ¢. E comum também
denominarmos a equagao (1) como um sistema dindmico, pois a mesma pode também ser
representada a forma de um sistema com n equagoes diferenciais escalares de primeira

ordem nas varidveis € = (21, Tg, ..., Zy).

Considere I um intervalo em R. Diremos que uma solugdo da equagao (1) é uma
curva definida e diferenciavel « : I — R™, de modo que, para cadat € I,  : t — x(t). A
representacao grafica da solucao estd, portanto, inteiramente contida em U, f determina
um campo de velocidades* do sistema (Doering; Lopes, 2016). Em outras palavras, para
cada t € I,

(®(t),t) €U e @(t) = f(z(t),1).

Como mencionado, podemos também representar a equac¢ao (1) na forma de um

sistema diferencial:

[fl = fl(l‘l, T2y ...y, Ty, t)
To = f2(x17 L2y -5 T, t)
i'n = fn(xlyx% s 7$n7t)'
A solucao é, portanto, a n-upla x(t) = (z1(t), x2(t),...,z,(t)) constituida por fungoes

x; : I — R de modo que,

I’Z(t) :fi(fL’l,Ig,...,fEn,t) (2)

para cada t € I. A variavel ¢ neste contexto é comumente denominada varidvel indepen-
dente enquanto que as varidveis dependentes x; sao varidveis de estado. As fungoes f;
definem um campo vetorial sobre o espago das variaveis de estado, denominado espacgo
de fases, no qual os eixos coordenados sao xy, s, ..., T,.

Do ponto de vista que adotamos para esta abordagem, uma solucdo x : t —
(x1(t), ..., x,(t)) define também uma trajetdria do campo no espago de fases, de modo que,

em cada instante (para cada t € I) o vetor f = (fi,..., f,) € tangente a trajetéria. Entao,

4 Da expressdo usual para velocidade instantanea % = f.
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pela evolucdo do campo a partir de condicdes iniciais® distintas obtemos um conjunto de
diferentes trajetorias no espaco de fases, a isto convencionamos chamar retrato de fases
(Monteiro, 2019).

Convém apresentar alguns exemplos para que o leitor possa se familiarizar melhor

com estes conceitos mais fundamentais da teoria.

Exemplo 1.1.1. Em 1922, o fisico holandés Balthasar van der Pol trabalhou a equagao

i+pu(l—a?)i—x=0 (3)

em uma tentativa de modelar o funcionamento de um circuito elétrico presente nos pri-
meiros aparelhos de rddio. Na equacao, p ¢ um parametro positivo e, em analogia com
a equacao de um oscilador harménico amortecido®, podemos dizer que F(z) = pu(z* — 1)
representa um termo de “amortecimento” quando z? > 1, porém, se 22 < 1, o termo atua
como um “amplificador”, em outras palavras, F'(x) amortece oscilagoes de grande ampli-
tude e intesifica oscila¢oes de menor amplitude, o sistema portanto atinge uma “oscilagao
autossustentada” (ciclo limite) (Monteiro, 2019).

A equagao diferencial (3) (de segunda ordem) pode ser representada como um
sistema diferencial com equacdes de primeira ordem em duas varidveis de estado” (x,v)

da seguinte maneira:

tey ()
g=p(l—ay -z

Utilizando-se de técnicas de integracao numérica é possivel obter solugoes particulares. O
processo consiste, basicamente, de iteragoes sucessivas segundo as equagoes que definem
o proprio sistema, partindo, claro, de um dado ponto (x(to),y(to)) = (xo,%0) (condi¢ao
inicial). Grande parte do trabalho é feita computacionalmente®. Seguem, por representa-
¢oes nas figuras (1) e (2), exemplos do que denominamos curva-solucao e espago de fases,

obtidas através de procedimento numérico considerando x(0) =0, y(0) =0,1 e u = 1.

® Tomemos uma solugdo x : I — R™ de & = f(x,t) e um ponto (xg,tg) € U. Se tg € I e x(ty) = xg
entdo a solugdo x satisfaz & condigdo inicial x(ty) = .

6 & + i +wix =0, sendo 7y e wy duas constantes positivas referentes ao coeficiente de amortecimento e
frequéncia natural (4/ %) do sistema respectivamente.

" Pressagio do que iremos abordar brevemente apés discussdo de alguns exemplos para fixar os conceitos
apresentados até o momento.

8 B importante mencionar que por essa abordagem as solucdes obtidas sdo aproximadas e, em geral,
estas técnicas nao nos permitem tirar conclusoes de validade geral sobre a dindmica do problema.
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Figura 1 - Uma curva solucao do sistema Figura 2 - Uma trajetéria do campo vetorial

diferencial bidimensional (4). bidimensional (4) no espago de fase.

Legenda: Na imagem & esquerda, representamos o grafico (em R?) de uma solugdo particular
x:t— (z(t),y(t)) para o sistema de equagoes que define o oscilador de van der Pol. Ao lado,
incluimos a evolucdo do sistema para esta solucdo no espaco de fase, por este recurso
acompanhamos, simultdneamente, as mudancas em cada uma das varidveis de estado = e y.
Fonte: O autor, 2024.

Exemplo 1.1.2. Considere o sistema planar

iy = —x9 — (22 + 23)
(5)

j?g = X.

Este sistema é equivalente a uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem na reta®

expressa por

d
22 ad = D@y, 22), (6)

dr,  —m9 — (3 + 3)

pois, integrando esta equagdo obtém-se uma curva xs = x2(x1) , que representa uma
trajetéria no plano de fases obtida por evolugao do sistema (5) a partir de uma dada
condigao inicial. Podemos associar o valor obtido através do campo escalar h(z,zs) a

inclinacdo da reta tangente a cada curva, assim, h(zy,x2) deve assumir valor tnico em

9 Discutiremos, no capitulo seguinte, maiores detalhes a respeito da equivaléncia entre sistemas polino-
miais e equagoes diferenciais racionais.
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cada ponto (x1,z3), exceto nos chamados pontos de equilibrio, para os quais ambas as
fungoes, numerador e denominador de (6), se anulam!® (Monteiro, 2019).

Figura 3 - Retrato de fase para o sistema dado na equagao (5)

1.5
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Legenda: Cada solucdo pode ser portanto identificada no plano de fase como um conjunto de pontos
{(z1(t),22(t))|t € R} de uma das trajetérias. A evolugao do campo é definida segundo o
sentido de percurso dado por t crescente.

Fonte: O autor, 2024.

O objetivo do retrato de fase é, portanto, nos dar alguma ideia a respeito de uma
evolugao qualitativa global do sistema, tratando-se de um esbogo esquematico de algumas
das trajetérias representadas sobre o espago de fases!! (Doering; Lopes, 2016).

Perceba que nossa abordagem inclui nao somente equagoes de primeira ordem,
vimos que, na forma (3) a equagdo de van der Pol é uma 2EDO (equacao diferencial
ordinaria de segunda ordem) auténoma ¥ = f(x,4) em R. Vamos tentar generalizar as
ideias de uma maneira simples e que nos sera de utilidade poteriormente. Tome uma

equacao diferencial ordinaria da forma

v _ 2y
dz?’

i

d
y' = g(z,y.y) sendo if = -2 ey
dx

A variavel independente agora é x, nao mais representando uma grandeza vetorial neste

10 Estes pontos estdo relacionados as chamadas solucdes estaciondrias para sistemas auténomos (quando
f(z,t) = f(x)), definidos como pontos (z1,...,z,) tais que f(z1,...,z,) = 0, sua importancia é
fundamental quando na intengdo de se estudar nocoes de estabilidade das solugdes, que envolvem
aspectos de uma abordagem mais qualitativa.

11 Técnicas de andlise qualitiva das equacdes diferenciais constituem um ferramental muito importante
para os estudos na &drea de sistemas dindmicos permitindo-nos determinar solugoes assitéticas, i.e.,
comportamentos dos sistemas com t — co. Porém, podem haver casos para os quais parte do compor-
tamento transiente (antes do regime permanente) nos passe desapercebida.
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contexto. Vamos considerar também que ¢ : U — R, sendo U C R x R?. Assim, também

v,y ey’ sao grandezas esclares. Esta equacao é equivalente ao sistema

' (x) =v(x)
V' (x) = g(z,u(x),v(z)),

pois veja que tomando uma solugao (u(z),v(z)) do sistema e fazendo y(x) = u(z) temos

y'(x) = u"(z) = v'(2) = gz, u(z),v(z)) = g(x,y(x),y (z)),
implicando que (u(z),v(x)) = (y(z),y'(x)) é solu¢do do sistema (Doering; Lopes, 2016).

Esta construcao é analoga e da justificativa as que faremos mais adiante, ao considerar,
para 2EDQO’s do tipo

y'(x) = oz, y(x),y (x)),

a forma

Z(x) = é(z,y(x), z(x)), com z =1y’

E possivel também verificar que o procedimento se aplica as equagoes de ordem

superior
d™y
(m)ziz / (m_l)
y Tom = 9wy YT ),

para qualquer m > 1 fixo, sendo ¢ aplicagoes em abertos U C R x R™. Neste sentido,
uma equacao diferencial ordinaria de ordem m pode ser representada por um sistema
diferencial equivalente com m EDQO’s de primeira ordem.

Com respeito aos detalhes da construgao tedrica que versa sobre existéncia e uni-
cidade das solugoes de equacoes diferenciais vale somente fazer mencao, a maioria dos

textos basicos para uma disciplina de equagoes diferenciais ordinarias na graduacao for-
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nece uma discussao razoavelmente elaborada a respeito!?. Para o desenvolvimento deste
trabalho é importante apenas mencionar o fato de que garantir a existéncia de solugoes
nao necessariamente significa que seja sempre possivel exprimi-las em termos de fungoes
elementares'?.

Como nosso grupo se interessa por abordagens que envolvam técnicas analiticas
para o estudo de sistemas dinamicos, é conveniente trabalharmos em um aspecto mais
amplo no que diz respeito as solugoes, i.e., referimo-nos com frequéncia as familias de
curvas-solugdo, também denominadas solugoes gerais das equagoes diferenciais, que, em
contraponto as solugoes particulares, representam solucoes para quaisquer que sejam as

condicoes iniciais definidas para o problema'?.

1.1.2 EDO’s exatas e Fator Integrante

Como pontuamos, nem sempre serd possivel obter solugdes que possam ser escri-
tas em termos de fungoes elementares. Na verdade, equacoes diferenciais para as quais
podemos de fato fazé-lo sdo casos bastante especiais. Dessa forma iremos, por hora, nos
restringir ao estudo das chamadas EDO’s ezatas. O desenvolvimento conceitual em torno
destas equagoes nos permitira introduzir ideias relevantes para o trabalho como um todo,
a exemplo das integrais primeiras e do fator integrante.

Counsidere uma familia de curvas definida através de:

I(z,y) = C, (8)

onde C' é constante e I é fungao suave (C*) nas varidveis x e y. Denominamos familia de
curvas pois a cada valor atribuido a constante C' obtemos y como fun¢ao implicita de x.

Suponhamos que a equacdo (8) represente uma expressao que possa ser tomada
como solugao geral de uma 1EDO y/'(x) = ¢(z,y). Tomando a derivada total com respeito

a x por ambos os lados da igualdade escrevemos:

12 Basicamente, a existéncia de solucdes para equacdes diferenciais é garantida pela continuidade do
campo f, enquanto que a unicidade é estabelecida por condi¢bes iniciais, de um modo bastante sim-
plista, é suficiente reafirmar o fato de que f, por se tratar de um campo vetorial tangente as traje-
térias no retrato de fase, deve entdo se constituir de um representante vetorial tinico em cada ponto
(z1,...,2n) regular (que ndo representa ponto de equilibrio) definido sobre cada solugdo particular
(B(to) = Xo.

I3 Uma definicdo para a classe das funcdes elementares é apresentada no Apéndice A.

14 Vale ressaltar que a integracdo analitica nem sempre é factivel, como mencionado, sio poucos os casos
para os quais podemos utilizar-nos de fungoes elementares para representar tais expressoes gerais.
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dl(z,y) 0I(x,y) Ol(x,y)dy
de Oz + oy dr 0. )

Esta representa uma condigao fundamental para que tenhamos liberdade de dizer quando
uma dada equacao diferencial ordinaria de primeira ordem pode ou nao ser integrada
analiticamente, basicamente, diremos que se uma equacao diferencial se apresenta na

forma:

Ol(w,y)  Ol(w,y)dy _
ox dy dr

0, (10)

entao suas solugoes sao dadas implicitamente através de I(z,y) = C' (Rosa, 2022). Vamos
considerar a forma genérica de duas fungoes P(x,y) e Q(z,y) como as derivadas parciais

0(I) e 0,(I) respectivamente, assim expressamos a equacao (10) como

P(r,y) + Q) 2L =0 (1)

Nesse formato, podemos entao supor que a solucao geral da equagao diferencial (11) é
representada implicitamente por uma familia de curvas I(z,y) = C para a qual é possivel

estabelecermos as seguintes identificagoes:

ol(z,y)
or '’

ol(z,y)

P =
(aj7 y) ay )

e Qry) = (12)
ou, simplesmente VI(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)), reforcando o carater de campos vetoriais
no contexto de equagoes escalares nas variaveis de estado.

Veja entdo que, retomando a equagao (9), diremos que uma 1EDO pode ser inte-

grada analiticamente se houver fungao I(x,y) que satisfaca

P(x,y) + Q(x,y)y = ;li(xyy). (13)

Definigao 1.1.2. Seja uma 1EDO expressa no formato P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0. Se a
condigao estabelecida em (13) for vélida para alguma funcao I(x,y) infinitamente dife-

rencidvel, entdo dizemos que a referida equagao diferencial é exata (Avellar; Duarte; Mota,
2020).



19

Fungoes I(x,y) de classe C*° em um aberto U C R? sdo tais que:

o’r I
oxdy  Oyox’

Entéo, através das equagoes em (12) escrevemos que:
or  0Q
oy Oz’

Teorema 1.1.1. Se as fungoes Q(x,y) e P(x,y) sio de classe C*° em U C R?, entdo
P(z,y) + Q(x,y)y =0 € exata se, e somente se:

OP(z,y)  0Q(z,y)
oy Oz (14)

para cada (z,y) € U.

Nomeada frequentemente como Condi¢io de Fuler a equagao (14) expressa condi-
¢ao necessaria e suficiente (sob certas hipdteses) sobre as fungdes P(x,y) e Q(x,y) para

que possamos operar apropriadamente a fim de encontrar I(z,y) que satisfaca (12)1°.
Exemplo 1.1.3. Consideremos a equacao diferencial de primeira ordem dada por:

dy _2xy—y2+2x

= ) 15
de  2xy +y3 — x? (15)

Ou ainda, 2ry —y*+ 2z + (22 — 22y —y3)y’ = 0. Nesta forma, podemos facilmente verificar
que 0, P = 0,() fazendo

Plx,y)=2ay—y*+2z e Qz,y) =2 —2zy— 1y’

Portanto, esta é uma equacao exata. A solugao geral I(z,y) = C pode ser obtida levando-
se em consideragao que 0,1 = P(x,y) e 0,/ = Q(z,y), como proposto na equacao (12).

Vejamos:

15 As fungdes P(z,y) e Q(x,y) devem ser continuamente diferencidveis em um dominio U C R? sim-
plesmente conexo, ou seja, é possivel definir curvas suaves entre quaisquer dois pontos distintos no
interior de U, adicionalmente, tomando duas curvas distintas com pontos extremos em comum no
interior de uma regido simplesmente conexa, dizemos ser possivel deformar, continuamente, uma na
outra, mantendo-se os extremos fixos sem sair da regidao (Rosa, 2022). A condicdo poderia também
ser obtida via rot(P(z,y), Q(z,y)) = 0.
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E sabido que

Ia,9) = [ S+ oly) = [ Ple.y)de +oly), (16)

logo:

g; _ {fy (/P(;z;,y)dx + go(y)) = Q(z,y).

Portanto

dzg/y) =Q(z,y) — (%/P(:I:,y)dm — oY) = / (Q(x,y) - %/P(m,y)dx) dy.

Substituindo entao este resultado em (16), obtemos

I(z,y) = /P(x,y)dx+/ (Q(x,y) - gy/ﬂw,y)dw) dy. (17)

Entéo, a fim de encontrarmos uma fungéo I(z, y) cabivel para o exemplo em consideragéo,

basta executarmos as operacoes no lado direito da seguinte expressao:

0
I(z,y) = /(2xy — 9?4+ 22)dx + / <x2 — 2zy — > — oy /(Qxy —y 4+ 2m)dx> dy,

1
= I(z,y) = 2* + 2%y — 29 — Zy“.

Ou seja, a solugao geral da equacao (15) na forma implicita é dada através da familia de

curvas z? + 2%y — xy? — 1yt = C.

Exemplo 1.1.4. Consideremos a equagcao:

2zy

ou ainda y* — 22 — (2xy)y’ = 0. Entao, verifica-se facilmente que 9, P # 9,Q, o que implica
que esta ndo é uma equacao exata. Porém, interessante notar que se dividirmos por z?
ambos os lados de y* — 22 — (2zy)y’ = 0, obtemos uma 1EDO exata (Avellar; Duarte; Mota,

2020). Diremos que o fator 1/2% é um fator integrante.

O fator integrante permite-nos tornar exata uma 1EDO nao exata, com isto, o
método para obtencao de uma solucao geral por quadraturas, explicitado no primeiro

exemplo, pode ser aplicado. Neste contexto somos induzidos ao questionamento em res-
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peito as condigbes necessarias para que R(x,y)P(z,y) + R(z,y)Q(x,y)y = 0 seja uma
1EDO exata, sendo R(z,y) um fator integrante.

Perceba que, nos casos em que a 1EDO é racional, ou seja

dy _ M(z,y)
dr N(z,y)’

(18)

sendo M (z,y) e N(z,y) polindbmios nas varidveis x e y que nao possuem fator comum
(polindmios coprimos), podemos estabelecer P(z,y) = M(x,y), bem como Q(x,y) =

—N(z,y), uma vez que, para (18) se escreve

dy _

0
dz

M(ZE,y) —N({E,y)

e a condigdo (14) passa a ser

OM(xz,y)  ON(z,y)

oy oz (19)
Contexto no qual
_ 9l(z,y) _ 0I(z,y)

Digamos que a 1EDO racional R(z,y)M (z,y) — R(z,y)N(z,y)y = 0 seja exata,

entao, em referéncia ao teorema (1.1.1), devemos ter que

O(RM) O(—RN)
oy  Ox (21)

O que nos leva a

VO 0RO -
Uma equacao diferencial parcial (EDP) que pode nao ser tao simples de resolver. Casos
em que R = R(x) ou R = R(y) reduzem a equagao (22) a uma 1EDO separavel, portanto
mais simples, porém menos geral. Ou seja, por este caminho é provavel que tenhamos de
lidar com problemas ainda mais complicados. Os desdobramentos que se dao no ambito da
procura por fatores integrantes para 1EDQ’s racionais envolvem outra contextualizacao

tedrica, que serd abordada no capitulo seguinte. Tomemos, por hora, o desenvolvimento
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até a equagdo (22) como uma contextualizagdo parcial do problema, o mesmo serd feito
a seguir para 2EDQ’s racionais, que sdo também equacoes de interesse para os desenvol-
vimentos do nosso grupo. Portanto, no escopo deste trabalho estardo somente as EDO’s
racionais de primeira e segunda ordem.

Retomaremos a EDP que aparece em (22) no capitulo seguinte, onde enunciamos os
principios mais basicos da abordagem generalista de Darboux. A equacgao estabelece uma
relacdo de suma importancia ao método de Prelle e Singer, que se baseia em um teorema
a respeito da estrutura do fator integrante para 1IEDQO’s racionais que apresentam solucao
geral I(z,y) = C elementar.

Vale atentar-nos também para uma discussao a respeito de fator integrante no

contexto de 2EDQO’s racionais. Uma 2EDO racional pode ser colocada como

d?*y(z M(z,y,y
) = yg) _ M( 21%)7 (23)
dx N(z,y,y')

com M e N polindmios em U C R3. Por uma abordagem semelhante aquela que empre-

gamos inicialmente para as 1EDQO’s racionais, reescrevamos:

M(z,y,y') — N(z,y,y")y" =0, (24)

Vamos propoér, em total analogia ao desenvolvimento anterior, que seja possivel buscar

uma fungao suave I(z,y,y’) de modo que possamos escrever:

d )
M@%W—N@MMMZE#@%M, (25)

Em contraponto ao caso de 1EDQ’s, nao ¢é possivel representar a solucao geral de uma
2EDO através de I(z,y,y") = C, devido ao fato de que a relacdo possui dependéncia
explicita de y. Podemos, no maximo, dizer que a expressao representa uma familia de
superficies de nivel sobre as solugoes da 2EDO, ou seja, para todo par (x,y) em uma curva
solugdo a funcao I(z,y,y’) é constante, e, por tal motivo, a denominamos invariante ou

6 cuja importancia reside no fato de que, em principio, se conhecemos

integral primeira’
um invariante da 2EDO, resolvemos a expressao I(z,y,y’) = C para 3’ e integramos a
1EDO resultante para encontrar, de fato, a solucao y(x) da 2EDO.

Por processo similar aquele feito para 1IEDQO’s exatas, ao derivar ambos os lados

16 Apresentaremos, formalmente, uma definicio para a integral primeira no capitulo seguinte, onde seré
interessante fazer breve retomada das ideias contidas no &mbito dos sistemas de equacbes de primeira
ordem que foram apresentados na primeira subsecao deste capitulo.
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de I(z,y,y’) = C com respeito a variavel x ficamos com:

d I 0Id I dy I
—I(z,y,y) = 0 +a y+a——y=1‘z+1yy’+fy/y”:0 <Iu=a:aul>. (26)

dx Ox Oydr 0y dx ou

Fazendo uma correspondéncia direta entre as equagoes (25) e (26), determina-se,
por comparagao entre M (x,y,y') — N(z,y,y")y” = 0 (tomando I(z,y,y’) = C em (25)) e
L+ Ly + I,y" = 0 somente que I,y = —N(z,y,y’), assim:

I(z,y,y) = /nyy)dy + f(z,9), (27)

sabendo que N(z,y,y") é polinémio. A derivada total desta relagdo com respeito a varidvel

x é entao representada por:

d N — 0 / / /a / / f 8f/
%I(x,%y) ——a—x/N(x,y,y)dy —yay/N(:z:,y,y)dy — N(z,y,y")y" +37+87y _

Que se apresenta como uma relagao no formato da equagao (25), podemos entéo atribuir

a M(z,y,y') a seguinte relacao:

/ 8 ! !
M(fv,y,y)z—%/N(z,y,y)dy a /Nﬂsyy)dy +af+af
ou ainda,

/ / a a !
M(x,y,y)Jr/(NeryNy)d 8£ ajycy

Como M(x,y,y’) e N(z,y,y’) sdo conhecidos, podemos, desta tltima equacao, extrair f,
e fy, consequentemente f(z,y). Logo, encontramos também I(x,y,y’) por intermédio de
(27).

Acontece que para a maioria expressiva das 2EDQ’s racionais nao é possivel iden-
tificar funcao I(x,y,y’) que nos permita estabelecer a relagao (25), dessa forma, podemos
propor, similarmente ao caso de 1IEDQO’s, um fator multiplicativo correspondendo ao que
chamamos de “fator integrante” R(x,y,7’) para a equacao, de forma que possamos esta-

belecer:

dl
R(z,y,y )M (z,y,y') — R(z,y, ¥ )N(z,y,y)y" = %(Ly, y') =0.



24

Mas nao ha meios de comparar RM — RNy" com I, + I,y + I,,y", através de
RM — RNy" =1, + I,y + I,y"

s6 conseguimos extrair que —RN = I,,. Do restante, I, + Iy’ = RM, nada inferimos,
pois nao temos posse de expressoes isoladas para I, e I, em termos de R.

Tomemos a 2EDO escrita em forma diferencial,

dy' = 7y)d:c = ¢(z,y,y)dx.
Se ha um fator integrante, escrevemos:

R(gbdl’ - dy,) = dI(CL’, Y, y,)’ (28)

mas dI(z,y,y') = 0,1dx + 0,Idy + 0y 1dy’. Se y'dx = dy, entdo podemos adicionar um

termo proporcional a (y'dz — dy) do lado esquerdo de (28), faremos:

ol ol ol
R[®dz — dy' + S(y'dx — dy)] = —dx + —dy + o

or y 5y

Em que S = S(x,y,y), por hora, é apenas uma funcao auxiliar. Entao

I, =R(®+SYy), I,=—-RSel =—R. (29)

Se I(z,y,y') é uma funcao “bem comportada”, entao, deve satisfazer I,, = I,,, bem como
Iy =1y, e I,y = I,,. Estas imposicoes geram EDP’s em R e S, e novamente, nao nos
parece favoravel, em principio, trocar o problema de resolver uma 2EDO racional por

EDP’s do tipo

OR oo OR S
(¢+S )+ }%<a+ya )+58+R8x 0 (0,1, — 0.1, =0),
OR ) a¢ aR B
OR oS OR
(58, Ray/> +3, =0 (01, — 8,1, =0).

A partir destas relacgoes, é possivel trabalhar no que se considera uma extensao

do chamado método PS (Prelle-Singer) para 2EDQ’s racionais, desenvolvimento proposto
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no trabalho Duarte et al. (2001) pelo nosso grupo de pesquisas na area. Originalmente, o
método PS foi proposto por M.J. Prelle e M. F. Singer no trabalho Prelle e Singer (1983).
O que denominamos método da fungdo-S ja é parte de um desenvolvimento bastante
recente (Avellar et al., 2019) e remonta alguns dos mais importantes trabalhos publicados
pelo grupo atuante em fisica matematica e computacional da Universidade do Estado do
Rio de Janeiro (UERJ), portanto, certamente iremos também nos debrugar sobre as ideias
que induzem este desdobramento, para tanto, sera necessario estudarmos em detalhes
cada um dos métodos que nomeamos generalistas na descri¢ao inicial deste capitulo,
pois a respeito do método da func¢ao-S, podemos dizer que trata-se de um procedimento
misto entre as abordagens de Lie e Darboux. Desse modo, iremos ainda retomar os

desenvolvimentos que seguem das equagoes (22) e (30) quando nos for oportuno.
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2 TEORIA DE DARBOUX

J. Gaston Darboux (1842 - 1917) foi um matemaético francés reconhecido por im-
portantes contribui¢oes nos campos da geometria diferencial e da analise. Dentro do que
se propoe para este trabalho, iremos avaliar neste capitulo alguns poucos detahes a res-
peito da abordagem generalista que Darboux inaugura no campo de estudo das equacoes
diferenciais em Darboux (1878a) e Darboux (1878b). Uma abordagem ligada mais forte-
mente a estruturas matematicas estabelecidas por sistemas com n equacoes diferenciais
polinomiais (em caso bidimensional, nos referimos as chamadas curvas algébricas inva-
riantes), na contramao do que se fazia até entdo, com os métodos classificatérios, estes,
compoem um conjunto de métodos muito particulares, tratam-se de abordagens epecificas
construidas para trabalhar tipos especificos de ED’s, de modo muito semelhante aquele
que nos é apresentado usualmente nos cursos de graduagao.

O algoritmo Darboux-Prelle-Singer (DPS) ¢ fundamentado sobre o fato de que
uma 1EDO racional que apresenta solugao geral elementar deve possuir um fator inte-
grante composto por polinomios que satisfazem uma condicao especifica. Os polinémios
de Darboux sao autofunc¢des de um operador diferencial D associado a 1TEDO em ques-
tao (o operador de Darboux), e entdo, em suma, se pudermos listar os “autopolinémios”
do operador, por assim dizer, serd possivel construir o fator integrante e encontrar uma
solucao por quadratura para a 1IEDO. Neste capitulo, vamos direcionar nossos estudos as
bases do método de Darboux rumo a construgao de um importante teorema que diz res-
peito a estrutura do fator integrante para 1EDQ’s racionais com solugao geral elementar,
o chamado teorema de Prelle e Singer. A partir deste ponto podemos, efetivamente, listar

os passos do semi-algoritmo!” DPS para que se possa determinar uma integral primeira
da 1EDO.

2.1 Aspectos fundamentais

Definigao 2.1.1. Uma integral primeira de um sistema diferencial € = f(x) auténomo
de primeira ordem em F C R" é uma funcao diferenciavel I : F — R que satisfaz
(I ox)(t) = 0. Em outras palavras, I(xq,xs,...,2,) é constante sobre as curvas solucao

x = x(t) do sistema.

Consideremos o seguinte sistema diferencial polinomial de primeira ordem autdo-

17 Um algoritmo é constituido por um ntimero finito de passos e, como veremos, o algoritmo DPS passa
por uma condigdo especifica que pode, eventualmente, ndo estabelecer um término definitivo para o
procedimento.
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nomo no plano:

dx @

C=i=Ny), o =i=May). (31)

Sendo entao M(z,y) e N(x,y) polindmios coprimos nas varidveis reais = e y. Vamos
retomar a ideia de solugoes para sistemas de equagoes neste formato como curvas para-

metrizadas o(t) = (x(t),y(t)) tais que

entao, se o problema admite integrais primeiras, estas devem corresponder a fungoes dife-

rencidveis I : R? — R que, por definigdo, satisfazem (I o )'(t) = 0, correspondentemente

dl 01 ol
— T — Y —_— ’ pumy . 2
dt 8x$ * ayy 0 (32)

Quer dizer entdo que, para uma integral primeira I(zx,y)

ol ol
N(z,y)5- + Mz, y)afy =0. (33)

Para a EDP (33), o que usualmente denominamos equagao caracteristica, correponde a

de dy
Na.y) ~ Mwy) (34

O que torna entdo evidente a equivaléncia entre um sistema como em (31) e uma 1EDO

racional
dy M(z,y)
= Ny = 0wy (35)

Na verdade, se I(z,y) é integral primeira do sistema (31), entdo a familia de curvas
I(x,y) = C ésolugao geral da 1IEDO racional (35), quer dizer que a equacdo caracteristica
da EDP para a integral primeira em (33) é dada por (35)(Avellar; Duarte; Mota, 2020).

Veja que, combinando (33) e (34) escritas nos formatos
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M(zy) L dy  M(z,y)

N(z,y) I, ¢ dr  N(z,y)’

respectivamente, escrevemos

dy I,

— =—-—— = [Ldx+ I,dy=dl(z,y) =0,

que também representa uma condicao importante a esse respeito, diz-se que dI é uma
1-forma nula sobre as curvas solucao.

Vamos reescrever a EDP em (33) na forma:

(N(ZE, y)Oax + M (x, y)ﬁy) [I] = 0. (36)
Assim, definimos o operador de Darboux associado ao sistema (31) ou a 1IEDO racional
(35) como o campo vetorial D = N(z,y)0x + M(z,y)0y. Com relagao a este modo de
nos referirmos aos operadores diferenciais parciais (campos vetoriais) sugerimos ao leitor
que avalie o contetudo apresentado no apéndice B, com breves noc¢oes de topologia, incluso
variedades, espaco tangente e espago cotangente.

Em vista da equagao anterior, podemos afirmar que se I(x,y) é integral primeira
de (31), entdo necessariamente D[I] = 0, o que, por sua vez, implica que I(z,y) = C é
solugao geral da 1EDO (35).

E bastante comum que encontremos um operador diferencial parcial

“ 0

associado ao campo vetorial no espago de fases para um sistema & = f(x). Com efeito,
verifica-se que aos f; correspondem as componentes do campo e 8%1- denotam elementos de
base (espago vetorial tangente - vide apéndice B). Ocorre que o operador de Darboux no
contexto avaliado corresponde exatamente a este elemento, utilizaremos desta nog¢ao em

um momento posterior, por hora, serd interessante considerarmos D = N(z,y)D, onde

d

0 9,
D, =— == —_
Y dxly=¢@=y)  Ox + ¢l y)ay

O operador de Darboux também nos permite reescrever uma relacao ja estabelecida

anteriormente para caso de 1IEDQO’s racionais nao exatas, lembremo-nos da equacao que
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aparece em (22), que representa condi¢do necessaria para que exista uma fun¢ao R(z,y)
de modo que a 1EDO na forma RM — RNy = 0 seja exata.

OR OR oM ON oM ON
N—+M—+R—+R—=0= D|R+R 0.
ar oy TV oy T [B] + <8y+8$>
Esta ultima relagao nos permite ver que
DR
R
portanto, a razao %, sendo R fator integrante de uma 1EDO racional, é funcao polino-

mial. A presente relacao é de suma importancia para o contexto que se da em sequéncia,
prenunciando o famoso resultado de Prelle e Singer.

Notemos, tendo ainda em pauta o operador de Darboux neste cenario das 1IEDQO’s
racionais, que se o fator integrante R(x,y) de uma 1EDO racional puder ser representado

na forma R = pi*py? com p; e py polindmios irredutiveis em z e y, entao, tanto [p 1]

M

como
sao polinomios. Nao ¢ dificil confirmar esta afirmacao utilizando-nos da anterlor,

que [R] é polinémio, com isso, se R = p{'p5?:

D[R]  Dpi'py*]  Dlpi*|ps* + D[py*]pt*  Dipi'] | D[p5?]

R P Dy P Dy Py’ Py’

np™ D nopi2 1D D D
_mpi 1] | m2p) _ P2} _, Dlp]  Dipa] _

P1 Do D1 D2

—(Ny + M,) = polinémio.

Sendo entao

D
ny + ng 24— polindmio = nyD|[p1] + napy [p2]
P P2 D2

= polindmio.

Mas D[p;] é polinémio, podemos incorpora-lo ao lado direito da equagao e escrever

D [p2]
P2

NP1 = polindémio,

assim, se p; e po sao irredutiveis, nao ha fator comum entre os mesmos, logo, esta tultima
relagdo nos permite concluir que D[ps] deve ser divisivel por ps, resultando um polinémio,

[Pl]

analogamente, diz-se que ¢ polindémio.

Mais espe(nﬁcamente, se o fator integrante de uma 1EDO racional puder ser escrito
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como,

R=[In"

A . . ’ . .z . . ~ Dlp; ~ PN .
com p; polindmios irredutiveis nas variaveis x e y, diremos entao que % sao polindémios.
7

A demonstragao decorre de processo similar ao anterior. Tomemos:

D[R] _ D[IL; pi"] _ > P i Dlpi) Lz 0}’ _ Z}w
R [« pZ’“ [Tk pZ’“ i pl-“

Di

= —(No + My). (38)

Obviamente que, sendo M e N polindmios, entao também N+ M, é polinomio. Portanto,
pi | D[pi] (Duarte et al., 2001), a notagao p; | D[p;| quer dizer simplesmente que D[p;] pode
ser dividido por p; e gerar um novo polinémio.

Vamos entao reestruturar estas tltimas observagdes. Consideremos que o fator
integrante de uma 1EDO racional possa ser escrito na forma de um produto de polinémios
irredutiveis, cada um destes elevado a algum valor n;, dizer que % é polinémio sera
equivalente a D[p;] = ¢;pi, sendo ¢; apenas uma maneira de representarmos o “polinémio
quociente”. Nesta representacao, a semelhanca com equagoes de autovalor para matrizes
é o que induz a denominarmos p; autopolinomios de D, mais comumente, diz-se que os p;

sao os polinomios de Darbouz. Aos g; nos referimos como cofatores.

2.2 O método de Prelle e Singer

Em 1983 M. J. Prelle e M. F. Singer publicaram o trabalho Elementary First Inte-
grals of Differential Equations no volume 279 de Transactions of The American Mathema-
tical Society (Prelle; Singer, 1983), no qual se estabelecem alguns resultados importantes
que, juntamente com parte dos detalhes ja apontados na primeira se¢ao do presente ca-
pitulo, nos permitirao construir um semi-algoritmo para obtencao de solucoes gerais para
EDOQ’s racionais de primeira e segunda ordem.

Reservamos o segundo capitulo para trabalhar questoes referentes as EDO’s de
primeira ordem, o contelido presente nesta parte do texto serd de importancia para en-
tendermos o funcionamento do método efetivamente. Ja foi dito que o desenvolvimento
para ampliarmos a aplicagdo destes conceitos as 2EDQO’s racionais requer também certa
familiaridade com algumas ideias presentes na teoria de Lie, tais como grupos de transfor-

macoes, o conceito de simetria e a ideia de invariancia, estes topicos serao ainda discutidos
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no capitulo seguinte.

2.2.1 1EDO’s racionais com solucao geral elementar

O trabalho de Prelle e Singer faz mencao ao que se estabelece em Mordoukhay-
Boltovskoy (1907), no qual diz-se que para a equacao diferencial y' = f(z,y) com f
funcao algébrical® de x e y, se existir fungao elementar g(x,y) constante sobre as solucoes
de v = f(x,y), entdo existem fungoes algébricas wy, . .., w,, em duas variaveis bem como
constantes ci, ..., ¢y, tal que wo(z,y) + >, cln(w;(x,y)) é uma integral primeira da
1EDO. Prelle e Singer apresentam a seguinte ideia como um corolario em seu artigo origi-

nal, mas que podemos ver como uma generalizacao do resultado de Mordukhai-Boltovski.

e Seja K um corpo diferencial com fungoes em n+1 variaveis e L uma estensao elemen-
tar!® de K. Considere f em K e assuma que existe um elemento nio constante g de
L, tal que g é constante sobre as solucdes de y™ = f(y,v/,y",...,y" Y, z). Entdo
existem fungoes algébricas wi, ws, ..., w,, em K, bem como constantes ci, ..., Cp,

de modo que

wo(?/, y/a y”7 s 7y(n—1)7 [L’) + Z Ciln(wi(ya y/> ylla SR y(n—l)’ ZL’)) (39)
i=1
seja constante sobre as solucoes de y™ = f(y, 9/, y",...,y" Y, ).

A demonstracao é apresentada em sequéncia no artigo original (Prelle; Singer, 1983).
Em particular, nos casos de 1EDO’s racionais, como enunciado originalmente em
Mordoukhay-Boltovskoy (1907), teremos que, se a equagao possui solugao geral elementar

F(z,y) = K, entdo existe solugao geral I(x,y) = C na forma

I(z,y) = wolz.y) + > nidn(u(z, ),

=1

18 Uma funcio y = f(z1,...,2,) que satisfaz uma equacio F(y,x1,...,7,) = 0, onde F é polindomio
irredutivel com coeficientes em algum corpo de constantes K, é chamada funcao algébrica. O polinémio
F' é frequentemente escrito em poténcias da varidvel y, assim, uma funcio algébrica y = f(x1,...,x,)
deve satisfazer Py (z1,...,2,)y" + Po_1(21,...,2)y"  + ... Py(21,...,2,) = 0, com Pi(z1,...,2,)
polinémios e Py(z1,...,2,) # 0, o nimero k é dito grau da fungdo algébrica, se k = 1, escreve-se
y como fungdo racional, em casos de k = 2, 3,4 uma funcao algébrica pode ser expressa como raizes
quadradas ou cubicas de fungbes racionais, o que ja nao se faz possivel, em geral, para casos em que
k > 4 (Encyclopedia of Mathematics, 2022).

19 Nocdes a respeito de corpos de funcdes e corpos diferenciais podem ser encontradas no apéndice A.
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em que w; sao fungoes algébricas de x e y e os n; sdo constantes (Avellar; Duarte; Mota,
2020).

. N . . M !
Da mesma forma, referindo-nos as 2EDQO’s racionais, se y” = N((;Z;’/)) com M e N

poliinémios coprimos possui solugdo geral elementar F(z,y,y’) = K, entdao havera dois

invariantes independentes (Duarte et al., 2001) que podem ser escritos como

m
](._'['7 Y, y/) = wO(xa Y, y/> + Z TLihl(wi(,T, Y, y/))
i=1
Um outro resultado contido também no trabalho de Prelle e Singer, de ainda maior
relevancia para a proposta no contexto que vem a seguir, ¢ dado através do seguinte

enunciado:

Teorema 2.2.1. Se um sistema polinomial auténomo, equagao (31), equivalentemente,
uma 1EDO racional (35), possuir uma integral primeira elementar, entdo havera fator

integrante R(x,y) que pode ser escrito na forma

R=]]n" (40)

onde n; € Q e p; sdo polindmios irredutiveis nas varidveis = e y (Prelle; Singer, 1983).
Em adicional, cada p; = 0 corresponde a uma curva algébrica invariante (Dumortier;
Llibre; Artes, 2006).

Definicao 2.2.1. Denominamos curva algébrica qualquer curva dada através de uma
relagdo do tipo p(z,y) = 0 onde p é um polinémio em duas varidveis com coeficientes no

corpo dos complexos (Avellar; Duarte; Mota, 2020).

Definicao 2.2.2. Considere uma 1EDO racional, entao D representa o operador de Dar-
boux associado. O polinémio p(z, y) serd dito curva algébrica invariante se D[p(x,y)] =
p(z,y)q(x,y) (Avellar; Duarte; Mota, 2020).

Uma maneira sucinta de apresentar os resultados mais importantes desse cenario
para a construgdo de um algoritmo que viabilize a busca por um fator integrante para
1EDO’s é:

« Se a 1EDO racional (35) apresenta solucao geral elementar, entao existe fator inte-
grante R(x,y) da forma [T; p;*, com p; sendo autopolindémios do operador diferencial
de Darboux D ¢ n; sdo nimeros racionais. Como 258 — —(N, + M,), substituindo

R
R =TI, pi"* obtemos
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D

i
com ¢; sendo os cofatores dos p;.

Entao, se de alguma forma conseguirmos determinar os polindémios de Darboux e
os respectivos cofatores, sera possivel construir um fator integrante na forma de produto
de poténcias dos mesmos resolvendo a expressao Y_; n;q; = —(N, + M,) para os n;. Tendo
posse de um fator integrante para a 1IEDO, podemos encontrar a solucao geral I(z,y) = C
por quadraturas. O maior percalco aqui reside justamente sobre a determinacao dos
autopolindmios de D, sendo o método mais 6bvio o de construir candidatos p; e ¢; com
coeficientes a determinar, entdo, impoe-se a condigdo D[p] = ¢p para a obtencao de um
sistema algébrico nos coeficientes dos polinémios que, nem sempre podem ser resolvidos
com facilidade, sendo fator limitante até mesmo para sistemas de computacao algébrica
(CAS?), caso algum dos polindmios seja de grau maior ou igual que 4. Vejamos entao
um exemplo com aplicagdo prética (dindmica populacional) para que se possa, de fato,

constatar o “custo operacional” do método.

Exemplo 2.2.1. O modelo de dindmica populacional de Lotka-Volterra surgiu com o
proposito de responder por que a diminuicao de atividades pesqueiras no Mar Adriatico
durante a Primeira Guerra Mundial foi mais favoravel as espécies predadoras, como arraias
e tubardes, tendo resultado em um aumento consideravel na concentracao destes animais.
Em contrapartida, observou-se a ocorréncia inversa para a populagao dos peixes, que lhes
serviam de alimento (Monteiro, 2019).

Sejam x(t) a variavel de estado associada a populac¢ao de presas e y(t) a varidvel
associada a populacao de predadores, o modelo proposto, em 1926, para avaliar questoes

referentes as variacoes populacionais no sistema, é:

d d
:d—i:x(a—ﬂy% ?):*y:y((h—’?/) (42)

T
Como usual, consideramos t como variavel temporal, «, 5,7 e ¢ sdo parametros positivos.
Os parametros « e (3, representam, respectivamente, as taxas de acréscimo e decréscimo
na populacao das presas, indicando que, na auséncia dos predadores, a concentracao de
presas aumenta exponencialmente, por conta do termo ax, a predacao é representada

pelo termo de interagdo —fzy. Na segunda equacdo v e d sdo, respectivamente, as taxas

20 Da sigla para o termo correspondente em inglés “Computer Algebra System”. Assim nos referimos
usualmente aos softwares que nos auxiliam com mateméatica simbdlica, alguns exemplos sdo Maple,
Mathematica, Reduce, Axiom, Maxima, etc.
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de decréscimo e acréscimo na populagao dos predadores que, de modo analogo, diremos
que, se nao ha presas entao a populagao dos predadores deve diminuir exponencialmente,
pela presenca do termo —~y, caso contrario, o nimero de predadores aumenta devido ao
termo de interagao dxy.

Veja entao que o modelo corresponde a um sistema diferencial polinomial auténomo
em duas dimensoes. De maneira similar ao que foi feito no inicio deste capitulo para
obter a equagao (35) a partir do sistema (31), podemos atuar com (42) assumindo que, se
existir uma integral primeira I(z,y) = C entao o sistema é equivalente a seguinte equagao

diferencial racional de primeira ordem nas variaveis de estado:

dy _ y(6x —7) (43)

dr — z(a—fBy)’

Comecemos por buscar algum polindmio de Darboux de primeiro grau. Seja en-
tao pp(z,y) = fix + foy + f3 um polindmio com coeficientes constantes f;, tal que
Dipp(z,y)] = pp(x,y)\(z,y), de modo entdo que \(x,y) seja o cofator de pp(z,y). Nesse

caso:

Dipo(,)] = o8y +a) 3 pola.)] — s(~b2 + )5 oo,

ou ainda,

Dlpp(z,y)] = 2(—By + a) fi — y(—bx + ) fo.

Um resultado de grau 2 (dois) nas varidveis x e y, mas, por construgdo, temos pp de
primeira ordem, logo, se D[pp| = ppA, podemos constatar que A(z,y) deve também ser

de primeira ordem em (z,y), consideremos:

A, y) = prx + pay + ps.

Assim, D[pp] = ppA fica

v(=py + a)fi —y(—=0x + ) fo = (fir + fay + f3) (017 + P2y + p3).

Utilizando da propriedade distributiva e rearranjando os termos obtemos a forma
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(=18 + f20)zy + fraz — foyy = fipa® + (fipz + fapr)wy + fopy® + (faps + fap2)y+
+ (fips + fap1)x + f3ps.

Comparando os coeficientes de ambos os lados da equagdo obtemos as seguintes

relagoes:

J20 — [1B = fip2 + fop
fia = fips + fap: (44)

—foy = faps + f3pa,

além de fip; =0, 1 =1,2,3.

Bem sabemos que os coeficientes de pp sao os trés f;, uma maneira simples de se
encontrar uma solugao para o problema ¢é considerar que ao menos um deles seja nao nulo,
equivalentemente, vamos avaliar os casos f; # 0, com fo = f3 = 0e fy # 0, com f; =
f3 = 0, evitando, em ambos, que o polindbmio seja apenas uma constante. Pelo primeiro

deles, extraimos das equagoes em (44) as relagoes

—fiB = fip2 e fia = fips.

Portanto, conclui-se trivialmente que

a=p3e = —ps.

Como podemos notar, no presente caso, f; é arbitrario. Tomando f; = 1, teremos entao

determinado um autopolinémio pp e seu cofator \:

pp(z,y) = fix+ foy+ fzs =z e N, y) = p1o + poy + p3s = a — Py.

Como o leitor agora deve imaginar, o segundo caso, para o qual estamos propondo
fo#0e fi = f3 =0 vai gerar um polindémio pp(z,y) = y, como implicagao dessa escolha
sobre o sistema (44) podemos extrair sem grandes dificuldades que A(z,y) = oz — 7.

De posse das informagoes obtidas até entao, ja é possivel dar um passo adiante no
ambito do método de Prelle e Singer. Sob a consideracao de que a 1EDO racional em
(43) apresenta uma solucao geral elementar, devemos retomar uma importante relagao ja
discutida anteriormente, equagao (41), a qual, obviamente, considerando-se adaptagdes

necessarias por conta da notagao que adotamos para o presente estudo de caso, devemos
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reescrever coio

D[R
T an 277,1)\ = — Nx+My)
— ni(—By+ a) —na(=dx +v) = —a+ By — dx + 7.

Nao ¢ dificil notar que n; = ny = —1 representa uma solugao para esta equacao, com isso,

expressamos um fator integrante como

1
R(z,y) = [[(pp,)"™ = —.
A verificacao de que 0, (RM) = —0,(RN) = 0 é direta. Quer dizer, como ji mencionamos,

se tivermos posse de um fator integrante, reescrevemos a equacao de uma maneira alterna-
tiva, a qual satisfaz a condig¢ao de equacao exata, logo, torna-se possivel obter solucao por
técnicas de resolucao analitica. Assim, a obtengdo de um invariante (ou integral primeira)
I(x,y) se d4, de maneira completamente andloga (levando-se em consideragao os devidos

ajustes) ao caso do exemplo 1.1.3 através da equagao (17), pelo seguinte procedimento

I(z,y) /Rde—/RNdy /( [/Rde)d

— I(z,y) = 0x — ylnzx + Sy — alny = C. (45)

Obtemos assim uma solugao geral elementar I(z,y) = C, na forma implicita. E
possivel verificar ainda que, de fato, I(x,y) é uma integral primeira elementar da 1EDO,
cuja existéncia haviamos, até entao, somente proposto por suposi¢ao. Lembremo-nos de

que se I(z,y) é integral primeira, entdo D[I] = 0, ora:

DlI| = x(—By + a)I, — y(y — 6z)1,

Se utilizarmos da expressao que determinamos para I(x,y) em (45) podemos constatar

facilmente que

DlI] = (o = By)(@d —7) + (26 =) (By —a) = 0.
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2.2.2 1EDO’s racionais com solucao geral Liouvilliana

E importante enfatizar que o método de Prelle e Singer (PS) se aplica, original-
mente, as 1EDQO’s racionais com solucao geral elementar somente?!, ou seja, podemos
lancar mao do algoritmo descrito para o método em casos para os quais existem solucoes
(na forma implicita) do tipo G(z,y) = C, sendo G funcao elementar nas variaveis = e
y. Ocorreu que, em 1992, ao questionar-se a respeito dos casos de 1IEDQO’s racionais que
apresentam solucoes no corpo de funcoes Liouvillianas??, M. Singer pdde introduzir um
novo resultado. Antes de enuncia-lo, é conveniente fazer uma breve observacao.

A grosso modo, podemos dizer que as fungoes elementares sao composicoes de fun-
¢oOes algébricas, exponenciais e logaritmicas, ja as chamadas fungoes Liouvillianas sao, na
verdade, fungoes que compoem uma extensao do corpo de fungoes elementares, incluindo,
portanto, ndo somente estas composicoes de fungoes algébricas, exponenciais e logaritmi-
cas como também integrais destas fungoes que, nem sempre podem ser representadas como
fungoes elementares (Avellar; Duarte; Mota, 2020). Quer dizer que podemos caracterizar
fungoes Liouvillianas tanto como “ Liouvillianas elementares” quanto como “Liouvillianas
nao-elementares”, ou seja, funcoes elementares sao também Liouvillianas, mas nem toda
funcao Liouvilliana é elementar. Vale uma tentativa de elucidar rapidamente estas ideias

com um exemplo bastante simples.

Exemplo 2.2.2. Qualquer funcao logaritmica pode ser representada como uma integral,
a reciproca nao é verdadeira. Tomemos, por exemplo, uma fun¢ao In(f(z,y)). Sabemos

que

Oln(f(z,y)) 1 Of(z,y)

oz flz,y) Ox

entao

ite)) = [P g [ (LT g

Desse modo, é possivel dizer que

21 Os desenvolvimentos que iremos abordar nos préximos capitulos serdo fundamentais para trazer a
tona uma possibilidade de formulacao e adaptacdo do método para 2EDQ’s racionais. E uma referén-
cia direta a alguns dos trabalhos realizados pelo nosso grupo de pesquisas em tempos recentes, com
resultados que culminam no chamado método da fung¢do-S, como ja foi mencionado, trata-se de um
procedimento misto envolvendo as abordagens de Darboux e de Lie.

22 Informacoes detalhadas sobre corpos de funcoes, extensio de corpo, funcdes elementares, funcdes
Liouvillianas e demais conceitos envolvidos neste contexto que poderao ser uteis para o entendimento
de determinados trechos do texto se encontram no apéndice A.
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2 Qxyewzy
Ty _
In(e®? — 1) = / (6332@/ 1) dz,

. . ] e1e ~ 2
indicando uma possibilidade de se representar a func¢ao In(e*”¥ — 1) na forma de uma
integral. Porém, nao podemos representar, em termos de fun¢oes elementares, uma funcao

. . . .z 2 _ .
cuja derivada parcial na varidvel z resulte (¥ — 1)71, ou seja

o = f ()

nao pode ser escrita como uma fungéo elementar sem o simbolo da integragdo (Avellar;

Duarte; Mota, 2020). Assim concluimos que

2
2xye* Y
— | dx
er™y — 1
representa uma funcao Liouvilliana elementar, pois possui sua expressao correspondente

~ 2
em termos de fungoes elementares In(e”¥ — 1), ao passo que

[ (=)

é considerada uma funcao Liouvilliana nao-elementar.

Dando entao continuidade ao que vinha sendo discutido, apresentamos o resultado
proposto por M. Singer como uma tentativa de aprimorar o método, de forma que o
mesmo pudesse também ser aplicado as 1IEDO’s racionais que possuem solugao geral nao

elementar.

Teorema 2.2.2. (Singer, 1992) Se uma 1EDO racional y' = %((z;’)), com M(x,y) e N(z,y)

coprimos, apresenta solugao geral Liouvilliana, entdao, no formato M — Ny’ = 0 a 1EDO

possui um fator integrante R que pode ser escrito como

R(z,y) = el Uiz vy, (46)

sendo U e V racionais em z e y satisfazendo 0,V = 9,U.

Veja que o argumento da funcdo exponencial é uma integral de linha, a condicao

para que esta esteja bem definida é expressa no teorema por
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ov  oU

or oy’

condigao de Euler. Deve haver portanto um caminho de integracao (que nao é mencionado
pelo autor) definido em uma regido simplesmente conexa (“sem buracos”), dito de outra
maneira o integrando Udx + V dy representa uma diferencial exata®®, ou seja, existe uma
funcao O(z,y) tal que o diferencial d© = Udx + Vdy, assim U = 0,0 e V = 0,0. Por
tais consideragoes, o resultado do teorema (2.2.2) pode, na verdade, ser reapresentado de
uma maneira mais interessante. Isto porque Singer nao se atentou ao fato de que se U
e V sdo racionais, entao a integral [ Udx 4+ Vdy pode ser escrita em termos de fungoes

racionais e logaritmicas, como segue:

o= /d@ - /Uda:+de: Zo+ Y niIn(Z).

Z; sao fungdes racionais em (x,y) e n; sdo constantes.
Assim, um fator integrante para 1IEDO’s com solu¢ao geral Liouvilliana, segundo

Singer (equagao (46)), se apresenta no formato

R(x’ y) — ef Udz+Vdy — e(ZO+Zi (e ln(Zi)) — eZO I_I(Zz)nZ (47)
i

A partir desta expressao para R(z,y) construiremos um algoritmo que nos permitird bus-

car, para os casos com solucao geral Liouvilliana, uma equacao equivalente aquela obtida

por substituigao direta de (40) em (37), em referéncia a equagao (41), mais especificamente

Vale lembrar que esta relagao é de suma importancia para o algoritmo no caso de 1IEDO’s
com solucao geral elementar. Iremos, apos estabelecer uma expressao analoga para o caso
de equacoes com solugao geral Liouvilliana, avaliar as consequéncias sobre a aplicacao do

método (algoritmo) devido a ligeira diferenga que apresenta o formato do fator integrante.

Teorema 2.2.3. (Duarte; Duarte; Mota, 2002b) Se uma 1EDO racional apresenta solugao
geral Liouvilliana, entdo, tomando-a como M — Ny’ = 0, serd possivel encontrarmos um

fator integrante R(x,y) que se expresse através de

23 Alguns aspectos no contexto de formas diferenciais e dlgebra exterior sio apresentados no apéndice B.
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R =D ] pf (z,y),

em que Zg é fungao racional, p; sdo polinémios irredutiveis e ¢; sdo constantes. Ha também

uma discussao a respeito em Duarte, Duarte e Mota (2002a).

Este é um resultado obtido por (Christopher, 1999) e (Duarte; Duarte; Mota, 2002b)
de forma independente. Antes de apresentarmos efetivamente a demonstragao do teorema

2.2.3 é necessario verificar a validade do seguinte enunciado:

Lema 2.2.1. Seja w(x,y) fungao tal que as derivadas w, e w, sdo racionais em x e y.

Assim, podemos representar w na forma

W = Z() -+ anln(Zz),

sendo Z; funcoes racionais e n; constantes®?.

Consideremos w(z,y) analitica®®, assim podemos escrevé-la como

w= f(z)+g(y) + h(z,y). (48)

Evidentemente que f depende apenas da variavel x e g apenas da variavel y, a funcao

h(x,y) satisfaz a condicao [ h,dx = [ h,dy = h. Desse modo:

_ df | _p .
wm—hz+@, y hy+dy (49)
Além do fato de que:
/wxdxz/hmdﬂfdfdx:mf; /wydythydy+/d9dy:h+g.
dx dy

Um resultado conhecido (Davenport; Siret; Tournier, 1993) a respeito da integral de

fungoes racionais p(u) estabelece

24 Uma demonstracio fundamentada nas mesmas ideias que utilizamos para demonstrar este resultado
no presente texto é apresentada também em (Duarte; Duarte; Mota, 2002a) de forma mais sucinta.

25 Qualquer funcio analitica pode ser representada na forma que estamos sugerindo na equagdo (48)
(Avellar; Duarte; Mota, 2020).
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| pluddu = po(w) + 3 siln(pi(w)

em que k; sao constantes e p;(u) fungoes racionais. Entdo, para uma funcao H(u) cuja

derivada total na variavel u seja funcao racional podemos escrever:

H('LL) = /%du = HO chln

sendo H;(u) (i =0,1,...) fungdes racionais em u e ¢; constantes.
Agora, consideremos que as hip6teses do enunciado no lema (2.2.1) sejam satis-

feitas, entdo w, ¢é racional, logo, de uma das rela¢oes em (49) vemos que também h, é

f()

racional em (z,y) e ¢ racional em x. Portanto escrevemos

W) = [ hade = hole,y) + 3 cily) (il ), (50)
bem como
1@) = [V = o) + S aym( ), G1)

em que h;(z,y) e fj(x) sdo todas fungoes racionais, incluindo fj e hy. Os coeficientes a; sao
constantes e, segundo Davenport, Siret e Tournier (1993), ¢;(y) poderiam, em principio,

ser também fungoes algébricas, entretanto, sabendo que w, é racional podemos afirmar,

dg(y) 4
dy

Derivando a primeira das duas equagoes anteriores, equacao (50), com relagdo a

de (49), que h,, é racional em (z,y) e é fungao racional na varidvel y.

variavel y temos

L+ Z cig” s, + Z dc‘ (52)

Mas ja sabemos que h, ¢é racional, assim, os termos com fungoes logaritmicas devem se
anular e, uma forma de fazé-lo, sem perda de generalidade, seria tomando ¢; = const.

pela condigao

d.
ﬁ:().
dy
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Entao, integrando (em y) a equagdo (52) sob a consideragao supracitada (¢; =

const.), ficamos com

hw.y) = [ ydy = holw,y) + 3 i (il ) (53)

¢; constantes e h; fungoes racionais em x e .

Ja haviamos mencionado que Z—Z ¢ também racional em y, assim

o) = [ Gy = o0(s) + X bu (o) (54)

em estrutura analoga aos demais casos, i.e., by sdo constantes e g, sdao func¢oes racionais.

Entao, pelos resultados expressos em (54), (53) e (51), podemos reescrever w de (48) como

w=2Zy+ an In(Z;). O (55)

A demonstrac¢ao do teorema (2.2.3) segue diretamente deste ultimo resultado.
Demonstragao (Teorema 2.2.3): J4 haviamos dado os primeiros passos desta demons-
tragao na discussao que precede a equagao (46). Vejamos, novamente, que sob as hipdteses
do teorema 2.2.3, se 9,U = 9,V entdo® existe fungdo escalar ©(z,y) com a qual escre-
vemos dO© = Udz + Vdy, portanto 9,0 = U e 9,0 = V. Com isso é imediato que, do
resultado (46) de M. Singer

R(z,y) = o Wdetvdy) _ [d® _ o

O teorema 2.2.2 nos assegura também que U e V' (0,0 e 0,0) sao funcodes racionais,
assim, a integral (0) no argumento da fungao exponencial pode ser expressa em formato
semelhante aquele proposto através do lema 2.2.1, ou seja

O(x,y) = Zo+ > ni In(Z;).

Substituindo-se esta expressao diretamente em (46) obtemos, como expressa equacao (47)

26 A esse respeito, poderfamos nos estender em discussoes que envolvem conceitos fundamentais do célculo
vetorial, fazendo mencao, por exemplo, do fato de que (U(z,y), V(x,y)) constitui campo conservativo,
porém, para questoes de nosso interesse, nao serd necessario.
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Z n;
R(z,y) = e” [[(Z)™.
i
Nesse formato, sabemos que as fungdes Z; sao racionais em (z,y) e n; sdo constantes. Po-
demos escrever o produto de poténcias de fungoes racionais como um produto de poténcias

de polinémios irredutiveis nas variaveis (x,y) (Avellar; Duarte; Mota, 2020), assim

R($7 y) = eZO Hpi(x7 y)m . (56)

Fundamentalmente, o método PS para 1EDQ’s racionais com solugao geral elemen-

[R] ¢ polindmio, além de possuirem fator integrante no for-

tar utiliza-se do fato de que
mato R = IT; p;*. Vimos, ao con81derar 1EDO’s com solucao Liouvilliana que a estrutura
do fator integrante é levemente alterada, portanto, faz-se necesséario avaliar as consequén-

cias do fato sob a condicido expressa em (37). Agora, considerando R(z,y) = % [],; pi",

DIR] _ DIe” Ip!"] _ D™ ILp}" + ™D [Ipl"] _

R eHILpl eZ 1, pi"
D[Z]11; p}" + X Dlpy’ | Ty i _ D[Zol TLipi" + %, iy’ Dlp;] i, 1
Hzp;,% Hzp?Z

DIR] Dip;]

S = DIZ) + S 57
R O Z ] p] ( )
Com isto, escrevemos
Dip;

D[Zy] + Zm i =—(N, +M,). (58)

O lado direito da equagao é, certamente, um polinémio (para o propésito dos nosssos
trabalhos, i.e., equagoes diferenciais racionais) vimos ainda que para cada p; a razao [’”]
resulta em polinémio (cofator). Resta entdo saber sobre D[Z;] com Z; fungao ramonal.

Prenunciando a conclusao que faremos a respeito, enunciamos o seguinte teorema:

Teorema 2.2.4. Para uma 1EDO racional M(z,y) — N(z,y)y’ = 0, sendo M(x,y) e
N (x,y) polinémios coprimos, possuindo fator integrante na forma R(x,y) = eZ0 [, pi", de
modo que Zy seja func¢do racional, p; como polinomios irredutiveis e n; valores constantes,
o resultado da aplicagio D[Zy] = NO,Zy + M0OyZy é polinémio (Duarte; Duarte; Mota,
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2002b).

Demonstragao: Comecemos entao por reescrever a equagao (58) como

B(z,y) p

sendo Z, = A/B, razao entre dois polinémios coprimos nas variaveis = e y. O segundo
termo no lado esquerdo da equagao pode ser representado como um tunico quociente e,

devemos recordar também de que D é um operador diferencial, assim escrevemos:

BD[A] — AD|B] Y n; D[p;] iz pi
B2 IT; ps

= —(N, + M,).

Podemos multiplicar ambos os lados da equacao por []; p;, logo

HpiBD[A]B_QAD[B] + anD[pj] I;IPZ — _(Nx + My) sz (59)

O operador de Darboux ¢ linear e possui coeficientes polinomiais, p; sao polinémios,
entdo D[p;] também serdo. Com isso, nota-se que tanto 3, n;D[p;] [1;.; pi como (N, +

W deve ser polinémio.

M,) I1; pi sao polinomiais, portanto []; p;
O termo BD[A] — AD[B] do numerador é polinémio, sabemos ainda que os p;
sdo irredutiveis, e portanto, a razio [[; p;/B* nao pode ser um polindémio. Neste caso,

resta-nos discorrer sobre duas possibilidades distintas:

e [I; pi e B sem fatores em comum;

e JI, pi e B possuindo fatores em comum.

BD[A]};QAD[B} P

polinémio, pois se [[; p;* nao possui fator em comum com B, também nao possui com

Pelo primeiro caso é bastante simples e direto ver que D[Z;] =

B2, logo, se []; piw ou [[; piD|[Zo] é polinémio, entdo D[Zy| é, necessariamente,
polinémio.

Para avaliarmos a segunda situagao, consideremos que [[; p; possa ser escrito como

n ng n
sz‘ = (sz> H pi | = Bm, (60)
i i=1 i=np i1
na qual tomamos B como o produto de polindémios irredutiveis presentes tanto em B

quanto em []; p;, o fator comum, enquanto que 7 representa o produto entre os termos

que nao estao presentes em B.
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Tomemos B na forma de um produto entre poténcias de polindmios irredutiveis,
forma na qual dizemos que B estaria representada em sua forma irredutivel, a qual, deve
também conter o termo que representa o fator comum entre B e [ p;, de produto entre

polindmios irredutiveis (B).

ng ng
B= (H bf“f) (H pz-> — 68, (61)
i=1 i=1
com m; € Z+. Escrito dessa forma, é claro que parte dos polindmios irredutiveis b; pode,
eventualmente, ser igual a parte dos polinémios p; em B. Podemos, portanto, reescrever

o termo de interesse como

BD[A] — AD[B] BD[A|— AD|B| __BDIA|= AD|B] __DIA] __ DIB]

117 B2 = B BOB - Bo 9 B

)

Lembremo-nos de que este deve ser um polindmio, em virtude do formato da equacao
(59). Se o multiplicarmos por , também polinémio, obviamente iremos manter a relagao,

isto é:

DB
) = polindmio = mD[A] — WA[B] = polindmio.

DIA] D|B|
9<7T 7 —7A 50

Neste formato, avaliando o segundo termo a esquerda do sinal de igualdade, fica bastante
claro que B|DI[B], i.e., a razao % é polinémio. Pois bem sabemos que A e B sao
coprimos, além do fato de que 7 é produto de polinémios irredutiveis que nao aparecem
em B, portanto, subtraindo mD[A] de ambos os lados da equacdo, este que também é
claramente um polinémio, concluimos que B|D|[B].

Retomamos entao o formato de B como produto entre poténcias de polindmios
irredutiveis B = [[*, Bf (= 0B), dessa forma

p[B| D[ BY] § 4, DI
B mBY 5T B

Extraindo o primeiro termo do somatério e multiplicando ambos os lados da equacao pelo

produto H?QQ Bj, verificamos que:

(ﬁ:Bj) D[BB] =k (ﬁsz) Dgfl] +ik¢i ( ﬁ Bj) DI[B). (62)

=25
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O ultimo termo ¢é obtido fazendo

$ 1B S22y ki (1172, Bj) DIBi]
~" B IT}%, B '

Jj=2"J

Na equacao (62), observa-se que tanto o termo & esquerda do sinal de igualdade

j:2 B1
polinémio. Como B; sao irredutiveis independentes, o produto ];2, B; nao cancela By,

quanto o segundo a direita sao polinomiais, portanto, conclui-se que k; (H”” Bj) DIB] ¢

entdo B;|D[B;]. Analogamente, é possivel mostrar que B;|D[B;],i =2, ..., ny.
k;

7 )

Através da consideracao de que B = [[!*, B;", é facil notar que o uso de B;
representa tao somente outra denominagao aos p; e b; em B e 6 da equagdo (61), dessa
forma, fica explicito que b;|D[b;],i = 1,...,n9 € p;|D[pi],i = 1,...,ng como consequéncia

de B;|D[B;]. Vamos entao reescrever a equagao (58) como segue:

ng D ; n D ;
i=1 i i=ng+1  Pi
Como foi constatado, p;|D[pi],i = 1,...,np, ou seja, do primeiro somatoério na equagao

obtém-se um polinémio, o que nos permite entao constatar que

i=np+1 ?

= polindmio.

Esta ultima igualdade pode ser colocada na forma

D [B} + Can ( B1A7) ) 2 = polindmio,

n
i=ng+1DPi

onde representamos o segundo termo a esquerda na forma de um quocioente Unico, além

da proposta de fungao Z; racional, como deve ser. Podemos ainda escrever

i=np+1 i=np+1 i=np+1,i#j

( ﬁ pi) BD[A]L;AD[B] + Zn: Ci ( ﬁ pi> D|p;] = polindémio.

Na qual, apenas expandimos o primeiro termo, colocando-o na forma comum da atuacao
de um operador diferencial, como se deveria esperar para atuacao do operador de Darboux

D sobre uma fragdo. Também, multiplicamos ambos os lados da equacao pelo produto

n

i=np+1DPi, € isto claramente mantém o lado direito como um polindmio.

de polinémios []
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Agora, sabendo que []iL,, ., p; ndo possui fatores em comum com B, em acordo com nossa
proposta inicial da equagao (60) e que o segundo termo é, evidentemente, polinomial,
resta-nos afirmar que W = D[Zy] é polinomial (Duarte; Duarte; Mota, 2002b). [

Corolério 2.2.1. Se o fator integrante R para uma 1EDO racional % = 2 (M (z,y) e
N(z,y) polinémios coprimos) com solugao geral Liouvilliana pode ser colocado na forma
R = e [, pi(z,y)™, tal como fora apresentado no enunciado do teorema 2.2.3, onde
Zy € fungao racional em (x,y), p; s@o polindmios irredutiveis em (z,y) e n; constantes,
entdo, considerando Z, = 4, concluimos que B|D[B] além de p;|D[p;] (Duarte; Duarte;

B
Mota, 2002b).

Este ultimo resultado se tornara evidente ao longo da prova que apresentamos para
o teorema 2.2.4, especificamente, evidenciamos o fato de que B|D[B], o que implica que o
polindémio no denominador de Zj é polindmio de Darboux. Agora, utilizando do resultado
do teorema, a respeito de D[Zy] (polinomial), nao é dificil notar que p;|D[p;] através da
equagao (58), pois neste contexto, o termo Y., n; i] deverd, necessariamente, ser um

polinémio.

2.2.2.1 Um semi-algoritmo e estudo de caso

A luz da ideia que apresentamos para 1EDQ’s racionais com solucio geral Liouvil-

liana, reconsideremos a equagao (58) escrita como

BD[A] - AD[B
[ }BQ +Zn7',— (N + M,),

em que 7; representam os cofatores de p;, uma vez que D[p;] = p;7;. Multiplicando ambos

os lados por B?, ficamos com

BDI[A] — AD[B] + B? Z n;mi = —B*(N, + M,). (63)

Lembremo-nos da importancia da relacdo expressa na equacao (37). A respeito,
vale recordar que, somado ao fato de que D[R] = —(N, + M,), segundo Prelle e Singer, o
fator integrante R para uma 1EDO rac10nal possuindo uma integral primeira elementar,
tem a estrutura de um produto de polindmios irredutiveis. A partir disso, é possivel
estabelecer uma sequéncia de passos que nos permita expressar a solugao geral da 1EDO
em questdo. Similarmente, a equagao (63) nos permitird construir um algoritmo para
encontrar solugao geral de 1EDQO’s racionais que possuam um invariante Liouvilliano,

onde pressupoe-se que o fator integrante possa ser expresso no formato R = e?o [T pi.
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Apesar de desconhecermos os polindomios A e B, sabemos que B é polindmio de
Darboux, entdo B(x,y) = 0 representa uma curva algébrica invariante e, qualquer fator
de B deve também representar uma curva algébrica invariante (vide defini¢bes 2.2.1 e

2.2.2). Consideremos o polindémio B(z,y) na forma

B =IB"(z.y),

com m; € Z+, B; sao polindmios irredutiveis independentes. Nesse caso, sabemos que

DB D|B; ) .
[B ] = ;mz [Bz ] = polindmio,

portanto, B;|D[B;]. Assim sendo, se representarmos D[B] = (I[; B;"*) >_; m;

composicao das duas equagoes anteriores, podemos reescrever a equagao (63) como

DI[B;]
5o, €m uma
1

D|[B;]

(]:[B{”i) <D[A] -axmy ) _ (1:[3;7%)2 (zw N+ My> |

Simplificando, chegamos a

D[A] — AZmi/\i =—[IB™ (Z nT; + Ny + My> : (64)

% %

em que \; representam os cofatores dos B;.

Como os fatores de B sao polindmios de Darboux, podemos dizer que, definir um
conjunto {B;} de autopolindomios do operador D e um grau para B é suficiente para
que possamos determinar possibilidades de valores para os {m;}. Com isto, a equagao
(64) fornece um conjunto de sistemas lineares para n; e para coeficientes do polinémio A,

veremos como isso ocorre utilizando-nos de um exemplo.

Exemplo 2.2.3. Uma possiblidade de se trabalhar com os resultados discutidos na in-
tengao de determinar explicitamente uma integral primeira (Liouvilliana) de uma 1EDO
racional seria (de modo heuristico) tomando graus dos polindmios A e B de Zj, bem como,
graus dos polinémios de Darboux, a equacao (64) possui mesma ordem de relevancia para
o método quanto a equagdo (41) tinha para o caso com solugao geral elementar, i.e., a
equacao (64) nos permite determinar valores n; para cada possivel conjunto de valores
m;, segue portanto a possiblidade de se determinar um fator integrante para a equacao e
resolvé-la pelo procedimento que uma 1EDO exata R(z,y)M (z,y) — R(z,y)N(xz,y) =0

nos permitiria fazer (em referéncia ao procedimento realizado para encontrar integral
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primeira no exemplo 1.1.3). Podemos verificar a sequéncia destes passos com o exemplo:

dy _ylx—y)

de  x+1 (65)

A esta altura o leitor certamente ja pode identificar o operador de Darboux D =
N(z,y)0, + M(z,y)0, como

D= (x+1)0, +y(z —y)o,.

Também nao ¢ dificil verificar que a equacao (65) nao é exata (0,M # 0,N), entdo,
a fim de integrar analiticamente a equacao aqui apresentada devemos partir em busca
de um fator integrante. Vamos fazé-lo pelo algoritmo proposto para encontrar integrais
primeiras Liouvillianas. O procedimento inicial é semelhante aquele que utilizamos para
encontrar invariante elementar para a 1EDO do exemplo 2.2.1, i.e., iremos, primeiramente,
determinar polinémios de Darboux.

Seja p(z,y) = p1x + pay + p3 um candidato a autopolinémio de grau 1 do operador

D, assim, de D(p(z,y)] = q(z,y)p(z,y) temos

(x4 1)p1 +y(z — y)p2 = (17 + p2y + p3)a(x, y). (66)

O lado esquerdo possui grau 2, implicando portanto que tomemos ¢(z,y) com grau 1,

entao vamos considerar

(@, y) = - + @y + g3,

que nos permite reescrever (66) como

Tp1 +p1+ yrpe — 1/2172 =pqr’ + P1@2xy + P1G3T + paqi Ty + p2Q2y2 + P2q3y
+ P3q1T + P3q2y + P3qs-

A esta equacao, comparando os coeficientes dos monomios de ambos os lados do sinal de

igualdade, podemos associar o seguinte sistemas:
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P2g2 = —P2

P1q2 + P2g1 = P2
P143 + P3q1 = p1
P3q3s = P1

pigi =0

P2q3 + p3ge = 0.

Vamos trabalhar com as possibilidades p; = p3 = 0 e ps # 0 além de ps = 0 e p; # 0,
p3 # 0. Nao temos uma justificativa tao especifica e direta para estas duas suposicoes,
o leitor poderia inclusive tentar encontrar outros formatos de polinémios de Darboux, o
ponto ¢é que, por intermédio de um pacote computacional?” determinamos dois polinomios
de Darboux de grau 1 com estas configuragoes especificamente e, o resultado, ao final, é
satisfatorio.

Da suposicao ps # 0, p; = p3 = 0 temos

P2g2 = —p2
P1G2 + D21 = P2

P2q3 + psga = 0,

de onde se pode extrair facilmente que g1 = 1,¢g2 = —1 e g3 = 0. Como py é arbitrario,

vamos entao considerar os polinémios

piz,y)=yeqlzy)=x—y

como um primeiro polinémio de Darboux e seu respectivo cofator. O segundo caso (p; #

0,ps # 0 e po = 0) nos permite reescrever o sistema (67) como

27 O pacote LSolver é uma implementacio computacional em Maple desenvolvida pelo nosso grupo para
trabalhar justamente estes casos de 1IEDQO’s racionais que apresentam integrais primeiras Liouvillianas
(Avellar et al., 2007).
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D192 + psqn = ps
D143 + Psq1 = p1

P3q3 = p1
pigi =0
psq3 + p3ge = 0,

de onde se obtém que ¢; = ¢ = 0 e g3 = 1, assim, tomando arbitrariamente p; = p3 = 1

determinamos

po(z,y) =2 +1 e qz,y) =1.

Agora devemos nos recordar de que o termo B = []; B;"" na equagao (64) é, na ver-
dade um produto de poténcias de polinémios de Darboux, se utilizarmos das informacoes

que dispomos até o momento podemos representa-lo na forma

B = yml(ﬂj + 1>m2

Lembremo-nos também de que \;, em (64), representam os cofatores dos B;, corresponden-
temente, ¢;(z,1) e g2(x,y). Similarmente, 7; sdo cofatores de p;, que também polindbmios
de Darboux, entdo, por uma consideracao inicial de que A(x,y) é polindémio de grau 1 nas
variaveis = e y (A(x,y) = a1z + agy + a3) escrevemos a relagdo (64) para o presente caso

CcOo1mo

(x4 Day +y(x — y)ag — (a1 + agy + az)(my(z — y) + mg) =
—y"™(z+ 1) (n(x —y) +ne+ 14+ —2y). (68)

Para que possamos dar sequéncia em uma tentativa de determinar os valores n; a partir
desta equacao é necessario que facamos mencao de uma condigao que ainda nao haviamos
explicitado em discussoes prévias, vamos considerar que B deva ser um polindmio de
grau menor ou igual que A, para tal, os conjuntos {m;}, de possiveis valores m; que nos

asseguram a condi¢do para este caso sao

{m1 = 0,m2 = O}, {m1 = 0,m2 = ]_}, {m1 = 1,m2 = 0}
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Estaremos interessados no conjunto {m;} para o qual existe maneira de se determinar
tanto os coeficientes a; quanto os valores n; através de (68). Tomemos o caso mais simples,

my1 = my = 0, entdo (68) passa a ser

ray + ay + yray — ylay = (2+n1)y — (ng + Dz —ny — 1,

de onde se pode escrever, comparando-se os coeficientes dos monomios, que

n+1=-a
no+1=—aq
n+2=0
as = 0.

Subtraindo a segunda linha da primeira pode se estabelecer, sendo a; constante arbitraria,

que ny = ng, da terceira, fica evidente que n; = —2 e, com isso, fica entao determinado

Az, y) = =z, B(m,y):HBzmizl = Zy=

além também de

1

FETTE (69)

R(z,y) =e® [] pi(z,y)" =€

E possivel verificar, de fato, que R(x, y) faz com que R(z,y)M (z,y)—R(x,y)N(z,y)y =
0 seja uma equacao diferencial exata (9,(RM) = —0,(RN)), uma integral primeira da

equacao diferencial pode, portanto, ser extraida diretamente do processo

) dy,

de maneira totalmente semelhante ao caso trabalhado no exemplo 2.2.1.

-'-I(BC,y):/mdx—/yz(;il)dy—/(;y l/deDdy.

Ocorre que a integral [ RMdx nao pode ser escrita como uma func¢ao elementar, sem

I(z,y) :/Rde—/RNdy—/<8y [/Rde
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uso do simbolo de integragao, correspondendo ao que denominamos fun¢ao Liouvilliana

nao-elementar?®. Podemos, no méaximo, dizer que

e +/e“’(a:—y)dx_/ 0 /em(iﬂ—y)dx dy = C

y(z —1) y(z +1)? Ay [) y(z+1)?
é solugao geral (na forma implicita) da equacao diferencial (65).

Assim encerramos as discussoes propostas para o contexto das 1EDQO’s racionais,
vale recordar que haviamos nos limitado a equagao (22) no capitulo inicial para que pudes-
semos, na sequéncia, discutir topicos essenciais da abordagem Darbouxiana e do algoritmo
de Prelle e Singer, que, como mostrado, pode ser ajustado de modo que possamos aplicé-
lo ndo somente aos casos em que as EDO’s apresentam integrais primeiras elementares,
mas, de modo mais amplo, o procedimento torna-se 1til e bastante eficaz para trabalhar,
de uma maneira geral, quaisquer casos com integrais primeiras Liouvillianas. Foi dito
também que os desenvolvimentos podem, inclusive, ser ajustados para que tenhamos um
algoritmo que nos permita lidar com 2EDQO’s racionais, a discussao que fizemos a respeito
no primeiro capitulo se limita as equagoes (30). Iremos retomar estes desenvolvimentos
no capitulo 4 a luz de maiores esclarecimentos e detalhes sobre cada passagem feita inici-
almente a fim de dar sequéncia (como fizemos para o caso das 1IEDO’s pés equagao (22))
a maneira com a qual se pode trabalhar 2EDQ’s racionais pés equagoes (30).

J& apontamos, algumas vezes, que a ferramenta para extensao dos métodos as
2EDQ’s racionais ¢é constituida também de alguns aspectos da teoria de Lie, o que envolve
conceitos basicos da teoria de grupos em algebra abstrata, bem como a ideia de grupos
de transformagoes e transformacgoes infinitesimais, com isto, podemos tentar entender ao
que correspondem os chamados invariantes de grupo, além de verificar também como
estes desenvolvimentos se relacionam com o que usualmente denominamos simetrias de
equacoes diferenciais. Veremos que o método da Fungdo-S escapa tanto do problema
que envolve determinag¢do dos polinomios de Darboux (resolugdo de sistema algébrico
que pode, eventualmente, ser muito complicado) quanto do problema de se determinar
os infinitésimos de um gerador de simetria (resolucao de equagao diferencial parcial que
pode também nao se apresentar em uma forma relativamente agradavel).

O capitulo 3, assim como nosso capitulo inicial, traz discussoes tedricas de uma
forma mais expositéria, vamos nos atentar as defini¢oes e tentar, da maneira mais didatica
possivel, introduzir o leitor as ideias mais fundamentais da teoria de Lie para que possa-

mos, posteriormente, incorpora-las aos desenvolvimentos de interesse do nosso grupo.

28 Qugerimos que o leitor verifique este resultado fazendo uso de um CAS, aquele com o qual se tem maior
familiaridade, em geral, o resultado se expressa em termos de ExplntegralEi[1+x]| (Mathematica) ou
Ei(1,-x-1) (Maple).
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3 TEORIA DE LIE

Dentre as ideias mais fundamentais em um estudo a respeito de invariincia de
equagoes diferenciais encontramos nogoes de grupos de transformacgoes de Lie. O mate-
mético noruegués Sophus Lie (1842 - 1899) suspeitava de que os métodos classificatérios
utilizados para solucao de equagoes diferenciais da época, i.e., métodos cuja eficiéncia
se restringia aos tipos de equagdes diferenciais (como ji indicamos), eram, na verdade
casos especiais de um procedimento geral de integracao fundamentado na invariancia das
equacoes diferenciais frente agdes de grupos de transformacgaio.

A priori, os grupos de Lie surgem como uma “junc¢ao” entre o conceito algébrico
de grupo e a nocao de variedade® da geometria diferencial, como resultante, obtém-se
técnicas bastante eficazes no estudo de simetrias de equagoes diferenciais (Olver, 1986).
Mais precisamente, os grupos de Lie podem ser tidos como grupos de transformacoes
locais atuando sobre uma dada variedade. A ideia fundamental neste contexto da teoria
de grupos de Lie e suas aplicagoes em equagoes diferenciais relaciona o conceito de campo
vetorial ao gerador infinitesimal de um grupo de transformacoes de Lie uniparamétrico.

Este capitulo, portanto, é destinado a uma introducao a teoria de Lie. A intencao
aqui é apresentar definicbes e conceitos bésicos a respeito de sua formulacao algébrica,
além também de avaliar a possibilidade de integragdo de algumas equacoes diferenciais
baseando-nos na invariancia das mesmas frente acdes de um grupo continuo de sime-
trias a um parametro, o que nos permite reduzir, em uma unidade, a ordem da equagao.
Dessa forma, recobramos solugoes da equacao original pelas solugoes da equagao de ordem
reduzida®® (Duarte, 1997). Portanto, referimo-nos aqui ao método de Lie como um pro-
cedimento para obtencdo de simetrias da equacao diferencial, para que, de posse destas,

possamos determinar solugoes da equagao.

3.1 Grupos e Grupos de Transformagées a um parametro

Defini¢ao 3.1.1. (Bluman; Kumei, 1989) Denominamos grupo qualquer conjunto de ele-
mentos para o qual esteja definida uma lei de composi¢ao ¢ entre os mesmos satisfazendo

os axiomas de

e fechamento: para cada par de elementos a,b € G, ¢(a,b) € G,

29 As variedades sdo os objetos fundamentais na geometria diferencial e, a grosso modo, generalizam os
conceitos de curva e superficie, bastante familiares no espago tridimensional.

30 Para uma 1EDO, o método fornece forma explicita da solucdo geral.
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e associatividade: para quaisquer trés elementos a,b e ¢ distintos de G podemos es-

crever ¢(a, p(b,c)) = ¢(¢p(a,b), c);

 elemento neutro: para cada a € G existe um tnico e € G tal que ¢(a,e) = ¢(e,a) =

a;

o elemento inverso: para cada a € G existe um tnico elemento a=! € G tal que

¢(a,a™') = p(a ' a) =e.
E comum denotarmos o grupo como G = (G, ¢).

Definicao 3.1.2. Diremos que um determinado grupo G é abeliano se para quaisquer

elementos a,b € G tivermos ¢(a,b) = ¢(b, a).

Exemplo 3.1.1. O conjunto dos niimeros inteiros Z, munido da operacao usual de adigao

forma um grupo (Z, +), pois:
e a+be”Z, Va,be Z;
s a+(b+c)=(a+0b)+c Va,bceZ;
e 0€Z:a+0=aVac/Z
e d—a€”Z:a+(—a)=0, Va e Z.

Defini¢ao 3.1.3. (Grupo de Transformagoes) Seja @ = (21, x1,...,%,) um elemento de
D C R™. Tome ¢ um parametro definido em um intervalo S C R, de modo que, para cada
dois elementos €7 e g5 de S esteja definida uma lei de composigdo ¢(e1,5). O conjunto

de transformagoes

x* = A(x;¢), (70)

definido para todo € D é um grupo de transformagées em D se (Bluman; Kumei,
1989):

« Para cada € € S as transformagoes X(x;¢) : D — D) (X : & — x*) forem injetoras;

e G =(S,¢) constituir um grupo pela operacao ¢ sobre elementos de S;

e ¥ = x quando £ = e, onde “e” corresponde ao elemento identidade do grupo

G =(S,9);

« transformagoes sucessivas forem resultantes de aplicagoes da lei de composi¢ao sobre
respectivos valores nos parametros, em outras palavras, se dissermos que x* =

A(xz;e1) e ™ = K(x*;69) = ™ = K(zx; d(e1,€2)).
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Exemplo 3.1.2. Um grupo de translagoes no plano pode ser definido como

¥ =1x+¢,

Y=y,
£ é um valor arbitrario tomado sobre a reta real e a lei de composicao das transformacoes
aqui é ¢(e1,€2) = €1 +€2. Veja que G = (R, +) satisfaz as condigoes listadas na definigao
3.1.1, o elemento neutro de G corresponde ao valor ¢ = 0, para o qual se obtém, pela

transformacao, * = x e y* = y como esperado.

Exemplo 3.1.3. Considere o seguinte grupo de transformacoes de escala no plano:

¥ = ax,

* 2
Yy =avy,
a sdo elementos do grupo G = (RT,.), i.e., a é valor real positivo e a lei de composigao é
o produto entre dois elementos distintos a; e ag, ¢(ay, o) = ayas. O elemento neutro é

a = 1 e para cada valor «a existe um tinico valor a~! definido como 1/a tal que ¢(a, a™!) =

1. Veja que, z* =z e y* = y quando o = 1.

3.1.1 Transformagoes infinitesimais

Definicao 3.1.4. Um grupo de transformagoes serd dito grupo de transformacgoes de
Lie a um pardmetro se, em adigao aos axiomas da definigao (3.1.3) tivermos (Bluman;
Kumei, 1989):

e £ como parametro continuo em S, ou seja, S é um intervalo em R e, sem perda de

generalidade, ¢ = 0 correspondera a identidade “e”;
o X como fungao analitica de ¢ e infinitamente diferenciavel em x;

e ¢(e1,62) como fungao analitica de 1 e g5 em S.

Imaginemos que e corresponda a varidavel temporal ¢ € R e x as coordenadas
espaciais na descri¢ao de um dado problema fisico. Um grupo de transformacoes de Lie a
um parametro define a evolugdo de @ sobre todos os elementos de G = (R, ¢), o que pode
ser interpretado como uma curva.

Tomando a equacao (70) como expressao para um grupo de transformagoes de

Lie uniparamétrico, i.e., grupo de transformacoes satisfazendo as condigoes adicionais
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expressas na definigdo (3.1.4) e desenvolvendo as transformagoes na vizinhanga de £ = 0

por série de Taylor, temos:

0K (z; €) N e [ OPK(=;¢)
e=0 2 Oe?

r'=x+¢
( Oe

> ek (OFK(x*;e)
L) remsa (T

k=0

g:0> . (71)

Vamos considerar

_ OK(=;¢)

fla) = o

e=0

Equivalentemente, poderiamos ter representado a expansao (71) na forma

ox* e? [0z < gk Ok p*
= = L= 2
v ””“(ae €=0>+2<852 e=o>+ ,Z%k!(@dv e:o>’ (72)

modo com o qual podemos identificar mais facilmente as componentes de &£(x) como

_ Ox}
© 0e

§i(x)

(73)

e=0

A transformagio x + c€(x) ¢ denominada transformacao infinitesimal de (70),

os componentes de £(x) sdo chamados infinitésimos (Bluman; Kumei, 1989).

Definicao 3.1.5. O gerador infinitesimal de um grupo de transformacoes de Lie a um

parametro é o operador

9

i=1 i
em que V representa o operador gradiente V = (0,,,0s,,...,0,,). Para uma fungao
diferenciavel F(x) = F(x1,za,...,7,)

OF (z)
31:1- ’

XF(z) =¢&(x) - VF(z) =) &(2)

i=1
Note que Xz; = §;;¢;(x) = (), esta percepgao serd importante quando entrarmos no
mérito de troca de variaveis e forma normal de um gerador.

Observagao 3.1.1. Veja que a transformagao representada através da expansao em (72)

passa a ser
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2 2 oo _k
az*:m+5Xw+;X2w+...:<1+eX+X+...>:1:: — Xk =, (75)

em que X = X(x) como definido pela equacgao (74). Em particular, para uma fungao
diferenciavel F(x) o resultado de X*F(x) é obtido por aplicacio de X em X* 1F(x)
(k=1,2,...), e ainda, X°F(x) = F(x) (Bluman; Kumei, 1989).

Para verificar a validade da expressao (75) consideremos o efeito de uma transformagao

infinitesimal sobre F'(x) analitica:

< ek (OFF(x” OF (z* 2 2P (a
P =35 (TR0 )~ rey+ 25|+ SEEE
Mas
OF (z* ) Ox n
e (o) s e,

Mas ¢ = 0 corresponde ao valor do parametro que gera transformacao de identidade

x; = x;, logo, podemos escrever diretamente que

~OF (x) e OF(xz)
T emo = Z&(w)T% = XF(x). (77)

=1

*
Y

Portanto, segue também que, para F(x*) = x

ox*
O le=0

=X — Xz =E&(x).

De maneira analoga

)

O?F(x*)
Oe?

7

& 0 (&K OF(x) 0xy\ Ox]
e=0 [; o’ (221 o} (‘95—:) O |le=0

2p n ox
. @8( ij ak‘alij( ) — X(XF((I;)) <usamos fj(:c) = 87{-:] 5:0> .
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- O°F(x*)

22 = X?F(x).

e=0

De um modo geral, conclui-se que

OFF(x*)
Ock

= XFP(x), (78)

e=0

em consequéncia, também podemos escrever

ox* g2 9*x*
e=0 =xte Oe €=0+§ 0e2 €=0+

2
.:m+5Xw+%X2w+...,

Quer dizer que transformagoes finitas do grupo sao geradas pelo operador definido
em (74), o mesmo é denominado, como dito, gerador infinitesimal do grupo (Duarte, 1997).

De modo geral, sendo F'(x) fungdo suave tomamos

F(x*) = Y F(x). (79)

3.1.2 Fungoes, superficies e curvas invariantes

Definigao 3.1.6. Seja F'(x) fungado infinitamente diferenciavel (C®) em & = (x1, 2, ..., z,).
Diremos que F(x) é fungdo invariante do grupo de transformagoes de Lie a um para-

metro (70) se, e somente se,

Por simplicidade, diz-se que F'(x) é um invariante do grupo.
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Teorema 3.1.1. F(x) é invariante sob transformacao &* = X(x;¢) se, e somente se

Demonstracao: Como determinamos ao final da subse¢ao anterior

ngk

2
F(a') = ¢VF(@) = ) X' F(z) = F(@) + <X F(x) + %X2F(w) T

= k! !
Se F(x) é invariante entdo, por definicao F(x*) = F(x). Disto segue, obrigatoriamente,
que X F(x) =0, do mesmo modo A"F(x) =0, n=2,3,... O

Teorema 3.1.2. Para um grupo de transformacoes de Lie (70), teremos F(x*) = F(x)+¢

somente se X F(x) = 1.

Demonstracao: A demonstraciao deste resultado é também muito direta pelo uso da

mesma expressao. Se de fato a identidade F(z*) = F(x) + € é valida, temos:

F(x)+e=F(x)+eXF(x) + ZQ!XQF(:B) +... = XF(x)=1. O

Este resultado sera de utilidade quando apresentarmos algumas nocoes a respeito das

chamadas familias de curvas invariantes.

Definicao 3.1.7. Uma superficie F(x) = 0 é denominada superficie invariante por um

grupo de transformacoes de Lie a um pardmetro () se, e somente se, F'(x*) = 0 quando

F(z)=0.

Observacao 3.1.2. Uma superficie F'(x) = 0 invariante frente as transformacoes de um
grupo de Lie uniparamétrico nao excede a regra da definicao 3.1.6, e portanto, deve ser
tal que XF(x) = 0 quando F(x) = 0.

Vamos retomar o contetido desta observacao mais adiante, pois sera também de impor-
tancia quando fizermos consideragoes sobre invariancia de equagoes diferenciais pela agao

de grupos de transformacoes.

Definigao 3.1.8. Uma curva F(z,y) = 0 no plano é invariante frente as transformagoes

definidas por

¥ =2+ é(z,y) + O(?),

v =y +en(z,y) + O, (81)

com gerador

0

X =&z, y)5- +n(v,y)

9
Ox oy’
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se, e somente se, F'(z*,y*) = 0 quando F(z,y) = 0. Claramente, um caso particular do

que se estabelece através da observacao 3.1.2, nessas condigoes, também X F'(z,y) = 0.

Como vimos, a solucao geral de uma equacao diferencial ordinaria representa, ge-
ometricamente, uma familia de curvas. Dizer que uma equagao diferencial admite grupo
de transformagoes corresponde dizer que as transformacoes do grupo mapeiam “curvas-
solugdo” da equagao em “curvas-solucao” de uma mesma familia. Em outras palavras,
grupos de transformacgoes de simetria em equacoes diferenciais devem, por defini¢do, man-
ter invariantes as familias de curvas que representam solugoes da equagao diferencial (Blu-
man; Kumei, 1989). Entdo, os pontos de uma curva I(z,y) = Cy ou superficie I(x) = C)
serao levados, pela transformagao do grupo em outra curva (ou superficie) I(x*) = C§
da mesma familia (o subindice em C' consta apenas para declarar que ao caso fazemos
referéncia a uma curva especifica, Cj teria sido, portanto, obtida por condigdes iniciais).

Para um melhor esclarecimento destas ideias vale tentarmos estabelecer uma inter-
pretacao geométrica (simples) sobre as transformagoes. O que nos serd de utilidade para
um entendimento pleno desta nocao de familias de curvas invariantes.

Veja que um gerador infinitesimal de uma transformacao corresponde a um campo
vetorial, em um formato tal como aquele que haviamos obtido para o operador de Dar-
boux. Lembremo-nos, como foi mencionado logo apés definigdo (3.1.4) que por variagdes
no parametro € a transformagdo de ponto nos leva de um ponto inicial, através de um
caminho, & outro ponto. Vamos considerar um caso em R?, de modo que seja possivel

ilustrar a ideia através das imagens nas figuras (4) e (5).

Figura 4 - Orbitas de um grupo de transformacdes Figura 5 - O campo vetorial X' é tangente as

em R2. érbitas do grupo.
y yr
f
/ /
’/ e
v e
A el
Vi YAt -
/ /// - g
/ ' ///' -
Z V.4 e x
7 4 P

Legenda: Representagao pictorica da agdo de um grupo de transformagoes a um parametro continuo &
em R2. Efeito do que denominamos transformacdo de ponto.

Fonte: Stephani, 1989, p. 6 e 7.

Para a situagao que apresentamos, a respeito de um mapeamento entre solugoes
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de uma equacao diferencial, podemos também nos restringir ao caso mais simples para
efeitos de visualizagdo. Consideremos uma 1EDO ¢y’ = ¢(z,y), a solu¢do geral na forma
implicita I(z,y) = C, como sabemos representa uma familia de curvas em R?, um grupo
de transformacoes de simetria de ponto para a referida equacao diferencial deve, por
definicao, mapear pontos de uma curva solugdo em pontos de outra curva solucao na
mesma familia, diremos entdo que /(z,y) = C é uma familia de curvas invariante pela

acao do grupo.

Figura 6 - Efeitos de transformacdo de simetria sobre uma familia de curvas-solugdo de uma 1EDO.

Curvas solugdo de
y'=wlx,y)

/

Z %

Legenda: Mapeamento, pelo fluxo do campo X, de pontos em uma dada solugdo particular de
y' = w(z,y) a outra solucdo particular da mesma equacio, definidas por uma expressiao do
tipo I(z,y) = C.

Fonte: Stephani, 1989, p. 28.

Definicao 3.1.9. A familia de curvas I(x) = const = C' ¢é invariante frente agdo de um

grupo de transformagoes se, e somente se, I(x*) = const = C* quando I(x) = C, sendo

C* = C*(Cye) £ C.

Teorema 3.1.3. Uma familia de superficies (ou curvas) I(x) = C serd invariante frente

as transformagcoes de um grupo de Lie se, e somente se,

XI=F(), (82)

sendo F'(I) fun¢ao infinitamente diferencidvel (Bluman; Kumei, 1989), (Cohen, 1911).

Demonstragao: Se I(x) = C é invariante, entao

I(x*) = I(x) = [(x) +eXI(x) +... = C* = C*(C;e)
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quando I(z) = C. Logo, devemos ter que X1 = F(I) (X*I = XF(I) = F/(I)XI =
F()F(),..., X" = f,(I), comn=1,2,....), pois assim, reescrevemos

(@) = (@) = I(@) + eXI(@) + ... = [(@)+ S W _

-1
=C + 2_:1 6]”;'(0) = C*(C;e) = C*(const). O

Podemos, sem perda de generalidade, impor X1 = F(I) = 1, pois se I(x) = C
¢ uma familia de curvas ou superficies invariante entdo H(I(x)) = H(C) também deve
ser, para qualquer que seja a fungao H. Portanto, XYH (I(x)) = H'(I)X1 = H'(I)F(I),
de modo que, escolhendo-se H'(I) = 1/F(I), temos XH(I) = 1 (Duarte, 1997), (Bluman;
Kumei, 1989). Para esta tltima observacao desconsideramos, obviamente, o caso F'(I) =0
pois a este corresponderia uma familia de curvas (ou superficies) I(x) = 0 na qual cada
componente é um invariante (em conformidade com o que se expressa através da defini¢ao
3.1.8 para curvas invariantes) e portanto I(x) = 0 constitui também, trivialmente, familia
invariante (Bluman; Kumei, 1989; Cohen, 1911).

Sabemos, dos conceitos iniciais que apresentamos neste trabalho, que o conjunto
de solugoes de uma equacao diferencial, ou mesmo de um sistema de equagoes diferenciais,
representa uma familia de curvas parametrizadas. Consideremos, novamente, o caso de
familias de curvas no plano I(z,y) = C, solugao geral de uma 1EDO, veja que, a condigao
X1 =1, que discutimos no paragrafo anterior, corresponde, segundo resultado do teorema
3.1.2, aos casos para os quais uma transformagao a um parametro gera I(x*, y*) = I(z,y)+
e = C +¢e. A condigdo representa entao o mapeamento de pontos em uma solugao da
equacao a pontos de outra solucao infinitesimalmente proxima, ao modo como é ilustrado

na figura (6).

Exemplo 3.1.4. Consideremos o grupo de transformagoes de escala no plano:

¥ =e"r = +ex + O(?),
Yt = e*y =y + 2y + O(?). (83)

O gerador infinitesimal nestas coordenadas é

0 0
X =gt 2y—.
Tor + y@y

Uma familia de curvas w(z,y) = C invariante sob acdo das transformacoes (83) deve
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entdo satisfazer Xw = 1.

ow Oow
Lre 2y = 1.
.:raer yay

Pode-se verificar que

w(z,y) =In(x) + f <§2> =C (84)

é solucao geral®! da EDP. Diferenciando esta tltima equacdo temos

1 —2 1
dw(z,y) = ;dx + f (;;) <( x3)ydx + x2dy> =0,

ou ainda,

1_f,<y>2y+f/(f2>@:0.

T x2) x3 2 dzx

Entao, resolvendo para 3/, ficamos com

dy 2y x
y,:dl’zl'_f/(;é). (85)

Solugoes para equagdes da familia (218) sdo, claro, da familia de curvas In(z) + f(y/z?) =
C. Portanto, conhecer um grupo de transformacoes sob as quais as familias de curvas
solugdo de um dado grupo de EDO’s como (218) se mantém invariantes nos permite

resolver qualquer equagdo no mesmo formato (Duarte, 1997).

Neste ponto, é interessante estabelecermos uma relagdo importante com algumas
das discussoes ja apresentadas nos capitulos precedentes, a respeito das 1IEDQO’s exatas.
Vamos retomar brevemente algumas condi¢oes que determinamos para uma solugao geral

I(x,y) = C e fator integrante R(z,y). Consideremos a equagao diferencial

M(z,y)dz — N(z,y)dy = 0.

31 possivel obter este resultado fazendo uso do método de equacdes caracteristicas para EDP’s de
primeira ordem. Maior esclarecimento a respeito pode ser encontrado em John (1981).
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Para a solucao geral da 1EDO, representada pela familia de curvas I(x,y) = C vimos que

Dli(a,)] = N(.w) 5, + M(w.9) 5 =0,

Ora, se essa mesma familia de curvas é invariante frente as transformagoes de um deter-

minado grupo de Lie com gerador X = £(z,y)0, + n(z, y)0,, sabemos que

ol ol

XI(z,y) = S(x,y)% +77(w,y)afy =1.

Utilizando-nos destas duas condicoes estabelecemos as seguintes relagoes:

or M o1 —N

o ME—Np 9y ME-Ny (89

Lembremo-nos ainda do que fora estabelecido neste contexto através das equagoes (20),
ie, I, = M e I, = —N. Sabemos que, buscar um fator integrante para uma 1EDO
nao exata a fim de integra-la analiticamente corresponde a avaliar condi¢des para que
tenhamos R(z,y)M (z,y)dx — R(z,y)N(x,y)dy = 0 como uma 1EDO exata, assim sendo,
fica determinado que I, = RM e I, = —RN, resultados estes®® que, ao serem combinados
com as expressoes da equagao (86), nos permitem estabelecer que um fator integrante
possa ser escrito em termos dos infinitésimos do gerador de um determinado grupo, o

qual mantém invariante a familia de curvas solugoes da 1EDO, ou seja, tomamos:

1
R = — 87
O resultado compoe o enunciado de um teorema de Lie publicado no Verhandlungen
der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania em novembro de 1874 (Cohen, 1911).
Sugerindo que, de posse de uma simetria da 1TEDO podemos, definitivamente, construir

um fator integrante para a mesma e integra-la por quadratura.

32 Naturalmente, pois levando-se em consideracdo o contetido enunciado na definicio 1.1.2 para uma
1EDO na forma RM — RNy’ = 0 e, por imposi¢do do que se expressa através da equagdo (13), a
funcéo I(x,y) deve ser tal que 9,1 = RM e J, = —RN.
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3.1.3 Transformagoes estendidas e simetrias

Apesar de toda a discussao que ja apresentamos no ambito da teoria de Lie, o
procedimento através do qual se determina, efetivamente, uma transformacao de simetria
para uma EDO ainda nao foi evidenciado. Dito isso, é necessario apontar ainda algumas
consideracoes relevantes para o que segue dentro do escopo do método de simetrias para
EDOQO’s, em referéncia as chamadas transformacoes estendidas.

Ja foi dito, ao final da subsecdo anterior que uma transformacao de ponto é uma
transformagdo de simetria ou simplesmente uma simetria de uma equacao diferencial
ordinaria se a imagem obtida pela transformacao de uma solugao corresponder também
a uma solugao da ED. Isso significa, no caso de 1IEDQO’s, por exemplo, que se y = y(x) é

uma solugao particular de

dy

% = UJ(LI?, y)

e, se esta admite uma transformacao de simetria entdo obtemos, pela transformacao, a

expressao que define y* = y*(z*), a qual deve também ser solugao particular de

dy*
dz*

= w(z,y"). (88)

Em termos do operador (D, ) de derivada total na varidvel independente (z) sobre

as solugoes da ED

d 0 dy 0
D= = o T oy

podemos reescrever a equagao (88) na forma:

dy _ Day* _ Ouy" +y'0yy"
dx*  Dyx*  Oyo* +y'0yx*

w(x*, y").

Um determinado grupo de transformacoes serd grupo de simetria da equacao diferencial
se a forma da mesma, quando em termos de coordenadas x*, y* nao se altera, nesse caso,

podemos escrever que

w(a',y') = O™ + w(z, y)Oyz*’ (89)
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Se vale esta ultima expressao, diremos entdo que a equagcao diferencial é invariante pela
transformacao (Pinto; Silva; Santos, 2019). Consideremos, inicialmente, o seguinte exem-

plo:
Exemplo 3.1.5. Uma EDO de Riccati na forma
dy y+1 ¢

dr +E (90)

é invariante pelo grupo de transformagoes

= 1—xaac
(91)
y* = 1—ya:(:'

Para verificar esta afirmagao vamos utilizar da expressao (89) e, para tal, devemos primeiro

tomar as derivadas

1 ey 1
Opr* = ————, 0" =0, Oy’ =——3, O
T Ay M Y =y WY

:1—51‘

e substitui-las no lado direito da igualdade (89). Assim, obtemos

2
(lfgm)2 + ljsx (%1 + %) ) 1—ex y2
; =24 + 2
X T T

(1—ex).
(1—ex)?

O lado esquerdo se expressa como

*_|_1 *2 1—51' 2
y vty s
T X xT

W(I*,y*) = T z (]. —€ZE),

confirmando a identidade, assim, a ED (90) é invariante por transformacoes (91).

Porém, ainda nao mostramos como as expressoes (91) foram obtidas. Buscar si-
metria de equacgoes diferenciais diretamente por meio do que esta expresso sob condicao
na equacao (89) nao é tdo simples por conta da nao-linearidade da expressao, essa é a
razao pela qual se utiliza da expansao em série de Taylor, veremos que, em termos de
transformacoes infinitesimais, podemos expressar a condi¢ao de simetria para equagoes
diferenciais ordindrias como equacoes diferenciais parciais lineares nos infinitésimos.

Notemos, do nosso exemplo, que um grupo de transformagoes, tal como expressa

equagao (91) é definido para pontos (z,y), enquanto que a EDO trabalhada, equacao (90)
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estd definida em um espago (z,y,%’), podemos entdo nos perguntar sobre as implicagdes
de transformagdes em (z,y) na variavel 7/

Reconsideremos as transformacoes infinitesimais em formato (72):

Cma ox* _i_aj 0Px*
ro=rTe Og le=0 2 \ 0e? e=0)"’

[e's) gkz akw*
50)"—:]{2:%]{'(86](7

com &(x) = 9= __ bortanto " = @ + g€ + O(e?) e as componentes &(x) sao entio
. dz* . ,
definidas por gg . Para uma transformacao no plano, em coordenadas x e y, é claro
e=
que

r=x+e&(r,y)+ ...,

v =y+el(r,y)+.... (92)

Com isso, consideremos, novamente

/*_dy* _y/+€DI€2+ ComD _i
Cdxt 14eDE +. Toda

Vamos usar o fato de que

1 o
—— =) Ww=1l+w+uw+..., <],
1 —w '
n=
/%
com w = —eD,& — ..., reescrevemos y'~ como

y,* = (y/ + €D$52 + .. )(1 - 6DCE€1 - .. ) = y, - y,€D$£1 + 5D$§2 + ...

. d&o d&,
"y 52 ) 93
y y+€<dx ydx>+ (93)

Por procedimento semelhante, podemos utilizar da equagao (93) e, considerando

1% dy'*

T dx*

escrevemos
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(94)

d252 /d2£1 //@ +
dx? dx? dx o

y//*:y1/+€<_y_2y

Denominando 7" = D,& — ¢/ D& e n® = D26 — y' D26, — 2" D&, os termos en-
tre parénteses nas equagoes (93) e (94) respectivamente, verifica-se a possibilidade de

estabelecermos a seguinte relacao de recorréncia:

() — N Oheat 05

. . ~ *
a qual se verifica, de fato, para uma generalizacdo em termos de coordenadas y"”*, y*¥

e as demais. Evidentemente, os elementos 7 em (95) sdo polindmios nas varidveis
v,y ...,y lineares em 3¥) e os coeficientes sdo também lineares nas funcdes & (z,y), & (7, y)
e em suas respectivas derivadas até i-ésima ordem. Os ¥ sdo chamados infinitésimos

estendidos®’. Em analogia aos infinitésimos de uma transformacdo, estabelecemos, por

definicao, que nM = (ag—;) o, = (%:)*) L:O, assim

e=0

r=x+e&(x,y)+ ...,

vy =y+el(r,y)+ ...,

/

y" =y +enD(z,y,y) +. ..,

y " =y ™ (@ gy, ™)
Concluindo, se o gerador infinitesimal de uma transformacao de ponto em variaveis = e

y, equacao (92), é dado por

0 0
X = 51% +€287y’

entdo, sua extensdo a n-ésima derivada y™ serd o operador definido como

33 Vale reforcar que o indice em 7(¥) nao corresponde a uma i-ésima derivada, diferentemente de y*, aqui
sim temos y®) = 3", por exemplo.
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0 0 0 0
xm =g — — gV =4 g — 96
Consideremos uma EDO de ordem n genérica na forma H(z,y,v/,...,y"™) = 0.

Vamos mostrar que um grupo de simetrias de Lie da EDO sera um grupo de transforma-

¢oes tal que

X(n)H(‘r7 y7 yl7 A 7y(n)) = 07 (97)

quando H(z,y,y',...,y™) = 0, o operador X™ corresponde & n-ésima extensao do
gerador infinitesimal do grupo.

Considere uma transformagao de ponto z* = x*(z,y;¢), v* = y*(z,y;¢). Esta,
como vimos, corresponde a uma transformacao de simetria se a mesma mantém a equacao

invariante, ou seja, se vale

H(x*,y*,y’*,...,y(”)*) =0. (98)

Equivalentemente, tem-se que a imagem y*(x*) de uma solucao y(z) pela transformacao
¢ também solucao da equacao diferencial.
Como a condigdo (98) deve valer para quaisquer valores de e (Stephani, 1989),

obtemos, por diferenciagao, que

OH (z*,y*, ... ,y(”)*)
Oe

O:

Y

e=0

tendo em vista que a equacgao deva se manter invariante frente a uma transformagao

infinitesimal. O resultado, portanto, induz a

OH Oz~ n OH 0y*  O0H oy” OH dy™” 4
dx* O Oy* Oe  Oy'* 9 =~ Oy Oe e=0
ou ainda,
0H 0OH OH OH
Y Nt CY =0
uma vez que (gf) 0 (%—g), bem como (35) 0 (%—g), por fim, obtém-se exa-
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tamente que X™H = 0, o que justifica a equacdo (97). Este tltimo procedimento é
exatamente o mesmo que ja haviamos desenvolvido para obtengao da equagao (77).

Veja que, por uma perspectiva ligeiramente distinta, podemos também dizer que
uma nEDO H(z,y,/,...,y™) = 0 poder ser interpretada como uma superficie em um
espago n + 2-dimensional, dessa forma, em analogia a observacao 3.1.2 estabelecemos

formalmente a condicao para que uma EDO admita grupo de simetria.

Teorema 3.1.4. Seja

0 0
X = €(w,y)% +n(x,y)5y

gerador infinitesimal do grupo de transformagoes a um parametro no plano
I.: (z,y) — (2",y") (apenas outra forma de representarmos x* = X(x;¢)). (99)

Consideremos portanto

0

X" =¢(z,y) o +n(r,y) = +n(1)(x,y7y’)@+--.+n( Wy, oy y™)

g By (100)

ay(")
o gerador infinitesimal de n-ésima extensdo do grupo. Assim, as transformagoes (99)
mantém a EDO (?7) invariante se

XOH gy, .., y™)=0 (101)
quando H(z,y,y',...,y™) = 0, exatamente como é proposto através da observacao 3.1.2.

Agora, se H(z,y,y',...,y™) = 0 puder ser escrito como y™ — ¢(z,y,y,...,y" V) =0,

temos

XMW (y™ — ¢(z,y,y,...,y" ) =0 (mod y™ = é(z,y,y,...,y""V)). (102)

Percebe-se nitidamente que a condi¢ao (101), ou (102), corresponde uma EDP, o

caso, por exemplo, de uma 1EDO ' = ¢(z,y), para o qual deve se considerar que

XDy = o(z,y) =0,  (mody = 9), (103)

se “reduz” a
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§br + O&u + ¢2£y =Nz + PNy — NPy, (104)

em que os sub-indices denotam derivadas parciais. Assim, o primeiro passo seria, portanto,
tentar encontrar expressoes para os infinitésimos resolvendo a EDP em questao.

Nao é dificil verificar o resultado de (104) por meio da equagao (103), veja que,
tomando um gerador de transformacgoes nas variaveis e y em sua forma genérica X =

&(z,y)0, +n(x,y)9, e determinando seu correspondente de primeira extensio X'

0 0 dn(z,y ,d€(z,y)\ 0
X(“—E(x,y)aern(x,y)@er( ilx )—y (dx >> L

onde o termo que acompanha a componente J,, do operador ¢ a expressao para o infini-
tésimo extendido nM(z,y,y'), definida segundo expressio (95).
Operando explicitamente com as derivadas totais D, em n(x,y) e {(z,y), reescre-

vemos 7V (z,y,') como

1)
YY) =gty 8x+ oy Ox 83/ Yowr Y oy’

on ., ,on (06 08\ 9 077 6‘5 208
ox ay

entao

0, 0 (0, o0 06 a06) 0
1) ¢ 7 I _ 25 25 2
* §8x+n0y+<8 Yy Ve Y 8y> oy

Segue portanto de (103) que

L0600 o
ox ”ay

N ¢gz PSP 85

Correspondedo exatamente a equagao (104) ap6s reajustes simples. Expressoes andlogas
podem ser também obtidas para equacoes diferenciais de maior ordem, o que envolve,
claro, maior trabalho de desenvolvimento algébrico e maior nimero de termos.

Perceba que, como haviamos comentado, temos agora uma expressao linear nos
infinitésimos do gerador, porém, ¢é claro que somos induzidos a pensar que nosso problema
se complica neste contexto, afinal, estamos propondo a troca do problema de se resolver
uma 1EDO pelo problema se encontrar fungoes £(z,y) e n(x,y) através de uma EDP.
Contudo, procura-se tdo somente uma solucao particular da EDP, tao simples quanto

possivel. Vale mencionar ainda que, por vezes, determinar uma simetria de uma EDO
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pode ser a tnica coisa possivel de se fazer.

Casos de simetrias de ponto podem ser trabalhados com uma técnica sugerida
pelo préprio Lie, que envolve reescrever expressoes como (104) na forma de um sistema
sobredeterminado de EDP’s, mas nao iremos nos estender por estas ideias, por vezes,
as equagoes que trabalhamos apresentam simetrias dinamicas (quando os infinitésimos &
e 1 possuem também dependéncia de derivadas y”) ou mesmo simetrias ndao-locais, de
modo que nao é possivel lancar mao deste subterfigio e a teoria nao fornece um caminho

alternativo para lidar com estes casos.

3.1.4 Coordenadas canonicas

E bastante comum, no contexto das equacoes diferenciais, a procura por conjuntos
de variaveis que nos permitam expressar uma dada equagao diferencial de maneira mais
simples. O método de simetrias de Lie também nos permite tentar encontrar coordenadas
que possam, eventualmente, simplificar o problema, a ideia neste caso é expressar trans-
formagoes quaisquer na forma de um grupo de translacoes, assim, o gerador fica expresso
em sua forma normal, a técnica permite reduzir IEDO’s & quadraturas, ou seja, y' = ¢(x)
ou ' = ¢(y). Vejamos, de antemao, um exemplo, que nos servird de motivacao para o

estudo destes conceitos.

Exemplo 3.1.6. Seja a EDO

dy v +aty—y—=x
dr a2+ a3+y—a

(105)

Um conjunto de curvas solucao da referida equacao diferencial projetado no plano xy se
da através da figura:

A fim de verificar que nossa equacao diferencial é, de fato, invariante por transfor-
macoes de rotacao iremos, primeiramente, propor uma troca de variaveis. Consideremos
as coordenadas polares r e # definidas de maneira usual, i.e., x = rcosf e y = rsin6,

assim, reescrevemos o lado direito da equagao como

(rsin)? + (rcos0)*rsin —rcosf —rsin  r3sinf(sin® 0 + cos® ) — r(sin 0 + cos0)
(rcos )3 +rcosf(rsinh)2 —rcosf +rsind  r3cosf(sin? 0 + cos?f) + r(sind — cos )’

Podemos ver facilmente que, por uso da identidade fundamental sin? @ +cos? 6 = 1, o lado

direito da nossa ED se expressa, em coordenadas polares, como

(r? —1)sinf — cosf

(r2 —1)cosf +sinf’
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Figura 7 - Conjunto de curvas solu¢ao da ED (105).

035

-035

-135 -1 -05 1] 0.5 1 ]
x

Legenda: A imagem claramente sugere que a equagdo admite simetria por transformagoes de rotagao
em torno da origem, uma vez que, solugoes de (105) sdo levadas em outras solugoes da mesma
ED por transformacoes de rotagao.

Fonte: O autor, 2024.

O lado esquerdo de (105), por sua vez, é obtido através das relagoes

or or i
dr = Ed’r + %dﬁ = cos fdr — rsin 0d0,
dy = @dr + @dﬁ = sin fdr + r cos 0d0.

- or 00

Entao, podemos estudar a equagao (105) escrita na forma

sinfdr +rcosfdf  (r> —1)sinf — cos 6
cosfdr —rsinfdf — (r?2 —1)cos@ +sind’

Para que a possamos reestruturar como algo do tipo % = f(r,0) basta que facamos

uma “multiplicacao cruzada” e rearranjemos os termos até que se obtenha

r(r* —1)df + dr = 0,

e portanto,
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dr 9
@—7’(1—7‘).

Veja que o lado direito da equagao nao depende da nova variavel 8, o que quer dizer que,

nestas variaveis, a equacao é invariante por transformagoes do tipo

(r ,0%) = (r,0 +¢),

que correspondem, obviamente, a uma translacao na variavel angular, rotacdo em torno
da origem do sistema de coordenadas (Pinto; Silva; Santos, 2019). O gerador de uma

transformacao como tal é expresso simplesmete como

Veja que para este caso mostramos que existem coordenadas com as quais podemos es-
crever a EDO como uma quadratura, coincidentemente (ou nao) nestas coordenadas de-
terminamos invariancia da ED por transformacgoes de translacdo em uma das variaveis.

Vejamos entao alguns detalhes mais gerais acerca deste tipo de desenvolvimento.

Fazendo referéncia ao que avaliamos no contexto dos grupos de transformagoes a
um parametro, consideremos a forma explicita de um gerador de transformagoes X de

tipo

X =3 ¢(a) aii' (106)

i=1

Podemos entdo nos perguntar a que modo variam as componentes, ou os infinitésimos,
deste gerador quando fazemos uma mudanca de coordenadas. A proposta nos serve de um
meio para que avaliemos as possibilidades de se trabalhar com geradores expressos de uma
forma mais simples, na chamada forma normal, para tal, é necessario introduzirmos as
ideias fundamentais sobre o conjunto de variaveis que nos convém chamar de coordenadas
canonicas.

Consideremos uma mudanca de coordenadas definida através de

Y= Y(X) = (yl(w)7 y2(w)v cee 7yn(w)>7 (107)

biunivoca e continuamente diferencidvel. Como retomado na equagao (106) convém res-
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presentar um gerador infinitesimal de um grupo de transformagoes de Lie a um parametro
através de, tipicamente, um operador diferencial parcial, equivalentemente, um campo ve-

torial, o qual, pela mudanga de coordenadas (107) se dard como

= ] e ‘j pumy g = ‘7 pum—
Y=Y )y e com i (y) = € @G5 =Xy j=120n. (108)

j=1 i=1

Nao ¢ dificil constatar este fato se avaliarmos o efeito da aplicacao X' F(y), para F(y) =

F(y1,...,y,) diferencidvel:

= iis%w)ayj ax; = Zn:nj(y) 8yj) = YF(y). (109)

O resultado (108) indica, claramente, uma maneira de se escrever os infinitésimos
do gerador como fungoes das novas coordenadas, basta que se utilize de aplicagoes de um
gerador X conhecido sobre as expressoes que definem o novo conjunto de coordenadas
y/(z', ..., 2"). Vamos exemplificar utilizando-nos de algumas transformacoes bastante

simples.

Exemplo 3.1.7. Consideremos novamente as transformagoes de rotagao

¥ =wxcose —ysine, y =uaxsine+ycose (0<e<2m).

E possivel escrever estas equagdbes no formato &* = x + €£(x) tomando expansoes em
série de Taylor das fung¢des seno e cosseno, e entdo, determina-se facilmente a seguinte

expressao para o gerador de transformagoes infinitesimais:

e, o leitor pode também verificar que propondo a mudanga r(z,y) = Va2 + y2, p(z,y) =
arctan(y/x), se obtém os resultados Xr(x,y) = 0 e Xp(z,y) = 1, ou seja, nas novas

coordenadas, se expressa o gerador infinitesimal através simplesmente de



77

Evidentemente, podemos nos questionar se sempre havera possibilidade de encon-
trarmos expressoes para novas variaveis y(x) que nos permitam simplificar, de tal modo,
o gerador infinitesimal da transformacao. A resposta é afirmativa (Stephani, 1989), defi-
nitivamente, sempre havera maneira de se efetuar uma mudanca de coordenadas de modo
que qualquer grupo de Lie possa ser representado como um grupo de translagoes em uma

das varidveis®® (Bluman; Kumei, 1989).

Defini¢ao 3.1.10. Uma mudanga de coordenadas (biunivoca e continuamente diferencia-
vel em um dominio apropriado) y = Y (x) = (y1(x), y2(x), . .., yo(x)) define um conjunto
de coordenadas candnicas para um grupo de transformacoes de Lie a um parametro
se, em funcao das novas coordenadas pudermos escrever o grupo (70) como um grupo de

translagoes no R, quer dizer:

yi =y, 1 =1,2,...,n—1,
Yp = Yn T €. (110)

Teorema 3.1.5. Em termos de um conjunto de coordenadas canonicas yi,...,¥%, O ge-
rador infinitesimal de um grupo de transformacgoes de Lie a um pardmetro se escreve

como

0

(111)

Mesmo que a essa altura o leitor possa imaginar a validade deste teorema, segui-
mos com uma breve demonstracao do mesmo. Utilizando-nos, particularmente, de dois
resultados apresentados no inicio deste capitulo.

Demonstracao:Temos Y = >, ni(y)a%i. Dos resultados dos teoremas 3.1.1 e 3.1.2
podemos pontuar, em respeito as equagoes (110) que yF = y;(x*) = y;(x) se, e somente

se, Xy;(x) = 0, bem como, ¥ = y,(x*) = y,(x) + € se, e somente se, Xy, (x) = 1.

34 A um grupo de translacdes no plano, por exemplo, associamos transformacées do tipo z* = = + ¢,
y* =y, é portanto um grupo cujo gerador se expressa na forma X = a%. A razao pela qual se diz
que sempre havera um conjunto de novas coordenadas que nos permita associar a qualquer gerador
um operador de tal tipo decorre de um fato proveniente da teoria de equagoes diferenciais parciais,
iremos apenas menciona-lo dentro do contexto que aqui segue, nado nos cabe, dentro do que se propde

apresentar neste trabalho, detalhar tal resultado.
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pois como vimos, pela equagao (108), n;(y) = Xy; =0, comi=1,2,....,n—1 e n,(y) =
Xy, =1 L[l

Dizemos que a representagdo (111) corresponde a forma normal®® de X.

Exemplo 3.1.8. Tomemos o grupo de transformagoes de escala do exemplo 3.1.4, equa-
¢oes (83). Vimos que, em coordenadas canonicas r(z,y) e s(x,y) as transformagoes do

grupo, devem, necessariamente, ser dadas por
* *
r=res =S+¢ (112)

Porém, pelos resultados dos teoremas 3.1.1 e 3.1.2, devemos ter

or or

Xr=0 —= z2—+4+2y— =0 113
. v+ 2 =0, (113
bem como
0 0
Xs=1 = o2 42427 = 1. (114)
ox oy

Para a EDP (113) as equagoes caracteristicas se reduzem a

dfy_dx

Y

2y T

com solugao y = Cz? A solucdo geral s(z,y), portanto, é da forma s(x,y) = f(C),
ie, s(x,y) = f (%) O segundo caso, equacao (114), possui solugdo particular In(x).
Podemos, sem perda de generalidade, estabelecer o conjunto de coordenadas canonicas

da forma

(rys) = (;/2,111(;5)> :

Utilizando-nos ainda do mesmo exemplo, podemos efetivamente perceber o funcionamento
do método de Lie. Sabemos, pelo resultado na equagao (84) ao final do exemplo 3.1.4 que

a familia de curvas
w(z,y) =In(x) + f <§2> =C (115)

¢ invariante sob transformacoes de escala da forma (83). Diferenciamos esta expressao e

35 O argumento que fundamenta a existéncia de um conjunto de coordenadas candnicas para que se
possa expressar todo e qualquer gerador na sua forma normal é que sempre hé solugdo ndo trivial

n JCj i Ij para um sistema do ti[)O Xy" = " bj 77/” = I,Xyi = " bjf yl =0com i =
Yy Y 7j=1 oxd j=1 oxJ
1, e, = 1. Como j4& mencionamos em nota de rodapé da pagina anterior, ndo iremos nos pr()p(A)r a
J p p g )

demonstrar este resultado.
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verificamos também que a equacao diferencial de primeira ordem mais geral que admite

as transformagoes (83) como transformagao de simetria é dada por

dy 2y x
/ = = — - —— 11
Yo 1 f! (x%) (116)

Que corresponde a equacao (218). Veja que a familia de curvas em (115) passa a ser

representada como
s+ f(r)y=0C

em termos das coordenadas candnicas (r,s). Expressao que, ao ser diferenciada, por

processo similar ao haviamos feito para obter (218), gera a quadratura

ds
ar —f(r).
Que pode entao ser resolvida por um processo de integracao simples, s(r) = — [ f'(r)dr =

—f(r)+ C. Obviamente que, utilizando-se da transformagao inversa sobre a solucao s(r),
obtemos In(z) + f(y/2?) = C, as familias de curvas solucoes da 1IEDO (116).

Vimos, até aqui, o mais fundamental sobre a aplicacgado do método de simetrias
de Lie em equagoes diferenciais para que possamos agora, definitivamente, apreciar o
desenvolvimento do método da funcao-S, que se mostra muito eficiente tanto para casos
nos quais a abordagem de Darboux apresenta complicac¢oes, por efeito de polinémios de
Darboux com grau elevado na composicao de um fator integrante, quanto em casos nos
quais o método de simetrias de Lie enfrenta problemas devido a presenca de simetrias nao

locais apenas, ou de simetrias dinamicas.
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4 O METODO DA FUNCAO-S

Neste capitulo pretende-se retomar em maiores detalhes a discussao apresentada
ao final do capitulo introdutério. Iremos avaliar consequéncias formais acerca da insercao
da fungao auxiliar S(x,y,y’), que haviamos proposto ao sugerir uma busca por fator in-
tegrante as 2EDQ’s racionais. O método da fungao-S ¢é constituido de um procedimento
algébrico, que deriva de uma abordagem Darbouxiana, porém, apresenta tragos semelhan-
tes aos que se utiliza em desenvolvimentos como os que envolvem simetrias nao locais e
A-simetrias®®. Vamos entdo retomar alguns resultados ja discutidos para trazer & memoria

os aspectos de maior importancia para os desenvolvimentos que seguem.

4.1 Definicoes e resultados basicos

Em uma referéncia as construgoes no contexto de sistemas diferenciais vale men-
cionar a correspondéncia entre sistemas polinomiais auténomos em n + 1 variaveis com
nEDQO’s racionais. A esse respeito, ja haviamos estabelecido a equivaléncia entre as equa-
goes (31) e (35) por intermédio de uma func¢do I(x,y) ndo constante sobre conjuntos
abertos, porém constante ao longo de cada solugao de (31), uma integral primeira. Po-
demos lancar mao do mesmo artificio para determinar o sistema diferencial polinomial
autonomo em trés variaveis ao qual se pode associar uma 2EDO racional.

Considere a 2EDO racional
dy'  M(z,y,y")
n_ % _ ' Yy _ / 117
iz~ Ny o(z,y,y"), (117)

sendo M (z,y,y’) e N(x,y,y’) polindmios coprimos. Iremos considerar 3y’ = z, em referén-

cia ao que foi discutido ao final do primeiro capitulo, equacao (7), assim, nos expressamos

Ccomo
"=z
Yy <y/ _ jy’zl = ZZ> ) (118)
Z/ = ¢(l‘7y7 Z)’ a: x

36 Para um resumo das abordagens que utilizam simetrias ndo locais veja Abraham-Shrauner, Govinder e
Leach (1995),Gandarias e Bruzon (2011) e Abraham-Shrauner (1996). Trabalhos que abordam nogoes
de A-simetria sdo Muriel e Romero (2014) e Muriel e Romero (2003)
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A ela associamos o seguinte sistema

i = N(z,y,2)

. du
y:ZN(I,y,Z) <u:dt> ’ (119)
z=M(z,y, z),

ou ainda, & = f(x), sendo = (x,y, z) um vetor de posi¢do em um espaco tridimensional
e f(x) um campo vetorial cujas componentes sao definidas pelas expressoes de ,7 e 2,
ou seja, f(x) = (N,zN, M).

A maneira como fizemos para relacionar as equacoes (31) e (35), podemos também
fazer para elucidar a correspondéncia entre (117) e (119). Devemos nos recordar que uma
solugao do sistema ¢ uma curva parametrizada x(t) = (z(t),y(t), 2(t)) definida em um

intervalo da reta (¢ varidvel real), de modo que, para cada valor de ¢

devemos lembrar também que uma funcao I(x) = I(x,y, z), integral primeira, deve sa-
tisfazer a condigao (I o x)'(t) = 0, i.e., constante sobre as curvas-solugdo de (119). Tal

condicao se traduz na seguinte expressao:

I
let = NO,I + 2NO,I + Md.I = 0. (120)

As equagoes caracteristicas da EDP (120) sao expressas através de

dx dy dz

N(z,y,z) zN(z,y,2) M(z,y,z)’

0 que nos permite recuperar a 2EDO representada através de (118), i.e.,

_dy dz  M(z,y,z) (121)

T ¢ oA N(z,y,z2)

Iremos também, neste cenario, referir-nos ao operador de Darboux como D = ND,,

sendo
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d 0 0 0
Do= | ov = 2T y’afy + é(2, y, y’)@,
logo D = NO, + 2NO, + MJ,. Com efeito, reescrevemos (120) como D(I) = 0.

Para o que nos interessa no momento, devemos retomar o contexto no qual foi
introduzida a funcao S, correspondendo a parte exatamente ao final do primeiro capitulo
deste texto, onde, numa proposta de estabelecermos consideragoes algébricas suficientes
para um fator multiplicativo que pudesse tornar exata uma 2EDO racional ndo exata,
mencionamos a possibilidade de recriar ou extender os resultados de Prelle e Singer para
2EDQ’s racionais. Em referéncia especifica ao trecho no qual apresentamos discussao
sobre equagoes (28) e (29). Neste ponto, se fard entdo necessario reavaliarmos a ideia de
fator integrante, como veremos mais adiante.

Primeiramente, sob a condigdo & qual estd sujeita (por definigdo) uma integral
primeira I(z,y, z), sabe-se que dI = I,dx + I,dy + I.dz = 0 sobre as curvas-solucao da
2EDO (aqui os sub-indices denotam derivagao parcial, i.e., I, = 9,.), a isso denomina-se

1-forma nula®". Outras duas 1-formas nulas sobre as solugdes de (121) sdo, naturalmente:

a=¢(x,y,z)de —dz=0 e [=zdrx—dy=0. (122)

Se I(x,y, z) é uma integral primeira da 2EDO entao a 1-forma dI é um vetor no
subespago gerado por a e 3 (Duarte; Mota, 2009), podendo portanto ser expressa como

combinagao linear destas (Avellar et al., 2019), i.e.,

d[:rl(xaya Z)Oé—FTQ(I,y,Z)B. (123>

Isso porque, se considerarmos um conjunto {«, 3, 1} como base do espago de 1-formas nas
variaveis x, y, z, de tal modo que, naturalmente, ;4 nao pertenga ao subespaco gerado por «
e 3, e assim propusermos que dI = ria+ry8+r3p, sendo r; fungdes em (x,y, z), i = 1,2, 3,
obtemos, através de dI = 0, bem como a = 0 e = 0 sobre as soluc¢oes da 2EDO, que
rspt = 0. Uma vez que p nao pertence ao subespaco gerador por a e (3, e portanto, nao
nulo sobre as solugbes da 2EDO, devemos ter, necessariamente, r3(x,y,2) = 0 (Duarte;
Mota, 2009).
Utilizando portanto de (122) e (123) estabelecemos a relagao

Idx + I,dy + I.dz = r(¢dx — dz) + ro(zdx — dy), (124)

37 Para uma definicdo formal das formas diferenciais é necessario tomar consideracdes geométricas. Veja
apéndice B para maiores detallhes a respeito.
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de onde se extrai, por comparacao direta que

Iac = T1¢+7a2za
I, = —ry, (125)
[z = —T1.

E possivel, caso conhegamos fungoes ri(z,y, 2) e ro(z, y, z) que satisfagam as con-

digbes (125), encontrar I(x,y, z) explicitamente via quadraturas, pois:

ol or 0 ol
o) = [ G0+ 0) = 50 = o | [ SLacs 1(0,2)].
logo
of L, _ol_o rol,
oy Yz 9y OyJ ox v
fly,2) = /(y— d@") dy + g(z),
assim sendo
8[ ol 0 (oI

Novamente, escrevemos que
ol 0 8[
dg B 8[ o [0I
= 0 02 o™ az/<y—/ )

ol 0 ol 0 ol 0 (ol

Concluindo, I(z,y, z) se reescreve, através de (126), como:
I(x,y,z /—d:c /(— da:)dy—ir
Ay
or 9 oI
2] (o
+/[8z 0z oz 0z ( dy 8y I) ]

Entao, utilizando-se dos resultados (125) em (127), para ri(z,y,2) e ra(x,y, 2)

(127)

conhecidos, a integral primeira I(z,y, z) pode ser determinada diretamente por meio de:
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I(z,y,2) :/(7’1¢+7"22) d33+/ <—7”2 - gyz/(ﬁ¢+r2z)dx> dy +

+/(—r1)dz—/§z (/(T1¢+ng)dw+/ (—rg—;y (r1¢+rgz)dx> dy> dz

Em vista do que se estabelece através do conjunto de equacgoes (125), é razodvel

entao que escrevamos

dl = (r1¢ + rez)dx + (—ry)dy + (—r1)dz. (128)

A fim de instituir, definitivamente, o que denominamos “fun¢do-S”, sera necessaria uma
retomada acerca de nossas concepgoes sobre fator integrante, como ja haviamos men-
cionado. No contexto inicial, o leitor pode talvez ter notado que generalizando nossas
consideracoes a respeito de “fator integrante” para uma nEDO racional, o mesmo pode-
ria, em principio, constituir-se de funcdo R(z,v,v,...,y" V) de modo que, para uma

equacao

(n) — dny — M(mvyay/a---ay(n_l))

= / (n—l)
da” N(%y,y’,...,y(n—l)) ﬁb(%y,y,...,y )

Y

nao exata, sendo M e N polindbmios coprimos, tem-se que

dl
RM — RNy™ = %(m,y, Y.y =0, (129)

i.e., uma equacdo diferencial RM — RNy™ = 0 seria, em principio, exata segundo defi-

nicdo 1.1.2. Mas veja que ao considerarmos a equacao diferencial como

YT RN

nota-se diretamente a possibilidade representa-la também por meio de

dy M dy "t

Como R corresponde entao a funcdo que nos permite tornar exata a nossa EDO, entao

escrevemos
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dy"V dr
Rp—RSL =

_ 130
dz dx (130)

de maneira completamente equivalente a condigao (13), ou ainda, no que se considera sua

expressao em forma diferencial

R(¢dx - dy(nil)) = d[(x7 y? y’? A 7y(n71))7

que é semelhante ao formato de equagao que ja haviamos proposto na expressao (28) para
caso de 2EDQO’s racionais. Evidentemente, irfamos aqui nos deparar com situacao similar
aquela, ou seja, necessariamente, deveriamos “ajustar” o lado esquerdo da equagao, so-
mando termos proporcionais a 1-formas nulas do tipo S;(yWdz—dy®=Y),i =1,2,...,n—1.
Com efeito, poderiamos escrever equagoes como em (29) por comparagao direta entre co-
eficientes de dx, dy, dy’, ..., dy™ Y. Com isto, podemos finalmente reestabelecer o que se

considera um “fator integrante” no contexto das formas diferenciais.

Definigao 4.1.1. Uma fungao R(zq, s, ..., xx) é chamada fator integrante da 1-forma
v =F Fi(xy,...,z)dz; se o produto Ry é uma 1-forma exata®, i.e.,

Ry =dl, (131)
I é funcdo I(xy,...,xy), correspondentemente, uma 0-forma. Reescrevendo portanto a

equagdo (128) na forma

dl =r [<¢ + 7’22> dx — Ealy —dz|, (132)
r 1

1

constata-se que rq é fator integrante da 1-forma destacada nos colchetes. Vamos denotar

or R a fun a0 71 € por S a razao 2 assim
p 1 p )
1

dI = R[(¢ + Sz)dx — Sdy — dz].

Retomando, novamente, o conjunto de equagoes (125) e, levando-se em considera-

38 Uma k-forma diferencial « serd dita exata se puder ser escrita como a derivada exterior de uma k— 1
forma diferencial w, ou seja, v = dw. Veja apéndice B para algumas consideragoes simples em algebra
exterior.
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¢do o formato que estabelecemos para S logo acima, fundamenta-se uma definicao do que

iremos considerar por funcao-S.

Definigao 4.1.2. Seja I uma integral primeira de uma 2EDO racional (121). Definimos
S = I,/1I, uma fungao-S associada a 2EDO através da integral primeira I (Avellar; Duarte;
Mota, 2020).

Observacao 4.1.1. Se houver um par de fungoes r, 1o, definido de modo que as equagoes
m (125) sejam satisfeitas, para uma dada integral primeira I da 2EDO (121), entao,

naturalmente, a razao r3/r; é uma funcao-S associada a 2EDO em (121).

Vamos reconsiderar (125) no seguinte formato

I, = R(¢p+ Sz),
I, = —RS, (133)
I, = —R.

Por condicoes de compatibilidade, i.e., 0,1, = 0,1, 0.1, = 0,1, e 0.1, = 0,1, obtemos as

seguintes expressoes:

OR dp 08 OR 08 B
(¢+S )+R<8 ay>+sa$ RaT: 0 (9,1, — 0.1, =0),

OR dp 08 OR B

32’(¢+SZ)+R<52+202+S>+8:1:_0 (0,1, — 0.1, =0),

=0 (9.I,—0,I. =0).

OR oS 8R
0z 0z

S—+R— 8y

Utilizando de uma notagao mais compacta escrevemos

R,(¢+ Sz) + R(¢p, + 2S,) + SR, + RS, =0, (134)
R.(¢+ Sz)+ R(¢. + 25, + S) + R, = 0, (135)
—(SR.+ RS,) + R, = 0. (136)

As expressoes (134), (135) e (136) correspondem exatamente as expressoes (30) do capitulo
inicial, o que segue daqui é, essencialmente, parte do desenvolvimento tedérico no que

concerne ao chamado método da fungdao-S.
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4.2 Fungoes-S e as 1EDQO’s associadas

Recordemo-nos primeiramente de que uma familia I(z,y,z) = C' ndo pode repre-
sentar solugao geral de uma 2EDO por conta da dependéncia explicita de z = y/(x), nestes
casos, é possivel dizer somente que para todo par (z,y) em uma curva solu¢do a fungao
I(x,y,z) é constante, & mesma atribui-se o nome de integral primeira, como sabemos.
Consideremos entao a forma do operador de derivada total % sobre curvas solucao da
2EDO quando aplicado a fungoes do tipo H = H(z,y, z); vamos denota-lo como D,, ou
seja, D, = 0y + 20, + ¢0, (lembremo-nos que sobre as curvas solugdo da nossa 2EDO

racional (117) deve valer ¢/ = z e 2/ = ¢)*, com isso, institui-se que:

OH OH OH
DxH(LL’,y,Z) = % +Zaiy —+ g

Teorema 4.2.1. Seja I(z,y,z) uma integral primeira da 2EDO (118). Se S é uma

funcao-S associada a 2EDO através de I entao

D[R]+ R(S + ) = 0,
SD.[R] + R(D,[S] + gby) =0, (137)

—(SR. + RS.) + R, = 0.

Demonstragao: A ultima das equagoes em (137) ja nos é familiar, do resultado que
obtivemos em (136) a partir da condigado 0,1, = J,I,. Para obtermos as duas outras
explicitamente fazemos equacao (134) menos equagao (136) multiplicada por ¢ e equagao

(136) mais equagao (135) multiplicada por z, obtemos assim, respectivamente, que:

S(Ry + 2Ry + ¢R.) + R(S, + 25, + ¢S.) + Rp, = 0,

R, — zR, + ¢R. + R(S + ¢,) = 0.

Ou seja, além de R, — (SR, + RS.) = 0, temos tanto

39 Evidentemente que, se H(z,v,2) for uma integral primeira da 2EDO entdo D,[H] = 0 pois, sobre as
curvas solugao da 2EDO devemos ter H(z,y,2) = C.
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SD,[R] + RD,[S] + R¢, = 0, (138)
quanto
D.[R]+R(S+¢.)=0. O (139)

Corolario 4.2.1. Seja S uma fungao-S associada & nossa 2EDO 2’ = ¢(z, vy, z), entdo S

satisfaz a seguinte condigao:

DIS) = §2+ 6.5 — 6, (140)

Para verificar este ltimo resultado basta resolver a equagao (139) para D”T[m e substituir
em (138). Verifica-se que a equagao possui dependéncia apenas de S, o que nos sera,
posteriormente, de grande importancia.

Pela equivaléncia formal D, ~ 4 a EDP (140) pode ser vista como uma 1EDO

dz’
de Riccati

ds
- = $2 4 G5 — . (141)

A forma mais geral de uma 1EDO de Riccati é y/(x) = f(z)y*+ g(z)y + h(z), claramente,

nao linear. Porém, nao é dificil verificar que pela transformacao

obtemos
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o
dz?

dw
- Qsz% —+ <]§yw.

Assim, se utilizarmos de uma transformagao andloga na equagao (140), i.e., considerando

g = D= (142)
v

determinamos que

D2(v) = ¢.Du(v) + dyv. (143)

Coincidentemente, este resultado corresponde a condigao para que tenhamos um gerador
de simetria na forma evoluciondria para a 2EDO (121) (Avellar et al., 2019). Um gerador
de transformacao infinitesimal na forma evolucionaria é definido como o campo X, = v9,),

quer dizer, &(z,y) = 0.

Teorema 4.2.2. Seja v funcao nas varidveis x,y e z. Se X, = v9, define um gerador de
simetria para a 2EDO na forma evolucionéria, entdo, a fungao S = —D,(v)/v é funcao-S

associada a 2EDO através de uma integral primeira (z,y, 2).

Demonstracao: Tomemos a primeira extensao do gerador X, i.e.,
XY =19, + D,(v)0..
Se I(z,y, ) é invariante pela transformacao, entdao XV1 = 0, logo

D.(v) 0y
v 0,0

vyl + D, (1)0,] =0 = —S. (144)

Corolario 4.2.2. Se S é uma fun¢ao-S associada a uma 2EDO racional (121), entao a
funcao v na forma
v =el(=9 (145)

define uma simetria da 2EDO na forma evolucionaria. Sendo [, um operador nao local

definido como o inverso de D,, i.e., [, D, =D, [, = 1.

Para verificar o resultado do corolario basta tomarmos
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XY =19, + D,(v)0, = ef.J—S)ay +el.9D, (/(_S)> 0.

S xW = LS9, — 50,).

Entdo, a condicio XV)(I) = 0 se expressa como

XO(1) = 90,1 — S0.1) = )9 <8yl — ?’fag) =0. O (146)

Estes dois ultimos resultados que expressamos através do teorema 4.2.2 e corolario
4.2.2 tornam clara a conexao entre as fungoes-S e simetrias de Lie (Avellar et al., 2019). Por
este motivo, para aplicacdo do método da fungao-S, nao é necessario nos preocuparmos
com os autopolindomios do operador de Darboux. A chave do método é, na verdade, a
existéncia de uma 1EDO racional cuja solucao geral é dada por uma das integrais primeiras
da 2EDO original.

Observagao 4.2.1. Considere I(z1,x9,x3) uma fungao Liouvilliana cujo diferencial df
possa ser representado por dI = A(0,, Idx,+0,,Idxs+0,,Idxs), em que A = A(zq, x9, x3)
é também funcao Liouvilliana, enquanto que 0,,1, 0., e 0,1 sdo funcoes algébricas nas

variaveis x1,rs e 3. Entao, as 1IEDO’s dadas por

dxs _ O, I(a, o, x3) — bu(a, 32, 75)

dry Oy I(a, 29, 23)

d[L‘g 8x1](x1,b, 1'3)

D A Sk Rk B P b 14
dl’l ax3](xl7 b, 133) (bb(‘rh ) Ig), ( 7)
dvy Oy I(x1,29,0)

chl = —8”](361,:62,0) = ¢c(71, T2, 0),
possuem [(a,zq,x3) = C, I(x1,b,23) = C e I(x1,29,¢) = C por respectivas solugoes
gerais.

A validacao desta observacao é direta, basta verificar que a derivada total de I na
variavel independente se anula caso a caso, quando vale a respectiva ED, i.e., obtemos
equagoes em um formato especifico para todas as trés situagoes, a exemplo, tomemos o
primeiro caso D, I(a, xa, x3) = Op, I + ¢4(a, o, x3)0,,1 = 0. Perceba que esta expressao é
analoga a que obtemos em destaque nos parénteses da equacao (146) e que o lado direito

(¢a) da 1IEDO corresponde a fungao S, que determinamos através de (144) e da defini¢ao
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4.1.2. Assim reestabelecemos:

Definicao 4.2.1. Seja I uma integral primeira da 2EDO (121) as fungdes Sy = I, /1.,
onde i,7,k € {1,2,3}, i < j, k & {i,j}, 1 = x, x9 = y, v3 = z, sdo denominadas
fungoes-S associadas a 2EDO* (121) através da integral primeira I (Avellar et al., 2019).

Definigao 4.2.2. Seja I uma integral primeira da 2EDO (121) e Sy (kK = 1,2,3) as
fungoes-S associadas a (121) através de I. As 1IEDO’s

dl’j

d.ﬁL’i

_ S, (148)

com i,5,k € {1,2,3}, i < j, k ¢ {i,j}, x1 = x, 1o = y e 3 = z tendo x; tomado
como parametro sao as chamadas 1IEDO’s associadas a 2EDO (121) através da integral
primeira [ (Avellar et al., 2019).

Teorema 4.2.3. Se [ é uma integral primeira da 2EDO (121) e Sy (k = 1,2, 3) sdo as
fungoes-S associadas a 2EDO através de I. Entao I(z,y,z) = C' é uma solucdo geral das
1EDO’s associadas a (121) através de I (Avellar et al., 2019).

Demonstracao: Considerando que as hipdteses do teorema sao satisfeitas, o operador
Dy = 0y, — Sk0y,, onde, novamente, i, j,k € {1,2,3}, i < j, k & {i,j}, ©1 = =, 15 =
e 3 = 2z é tal que, para solugoes gerais Hyy(z,y,2) = K; de % = =Sk, Dpy(Hpy) = 0.
Mas

Oy 1
! ] = Dy (1) = 0.
arjaxj 0 —= [k]( ) 0 O

J

(O, — k0, )(I) = 0, T — S0, T = 0y, T —

Observacao 4.2.2. Note que o teorema 4.2.3 nao nos permite afirmar que, resolvendo
dz;

a 1EDO associada = —S} teremos obtido I(z,y,z) = C pois, uma vez que, Ty é

pardmetro na respectiva 1EDO, entao, qualquer fungdo F(zy) é invariante do operador
Dy = 0Oy, — SkOy,;, assim, a relagdo entre uma solucdo geral H(z,y,2) = K da 1EDO
associada e a integral primeira I(z,y, z) da 2EDO (121) deve ser I(z,y,z) = F(xy, H),
de modo que D,(I) = 0, ou seja

Dy (1)

- Ox dx+8H

_ OFdw, OF (0H  OH  OH\

40" Aqui utlizamos dos subindices em I para denotar derivacio parcial, ou seja, Sy, = I,/ I, corresponde
a Sk = 8“]/8%[.
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4.2.1 O algoritmo (semi) do método da fungao-S

Dois resultados adicionais serao ainda apresentados como teoremas para que pos-
samos, enfim, estabelecer um algoritmo que nos possibilite determinar (para muitos casos)

integrais primeiras Liouvillianas para 2EDQO’s racionais.

Teorema 4.2.4. Considere uma 2EDO racional (121). Seja R = exp/B) [T, p/* um fator
integrante para a 1-forma v = (¢ + 25)dx — Sdy — dz, sendo A e B polindmios coprimos
nas variaveis x, y e z, assim como os p; sao também polinémios irredutiveis nestas mesmas
varidveis e os n; sdo constantes. Sob essas hipdteses, a fungao-S (S;) associada a 2EDO

através da integral primeira [ = [dl = [ Ry é racional (Avellar et al., 2019).

Demonstracao: Pelo formato da fungdo R no enunciado do teorema obtemos

D,(R)  eYPD, (L] + WP D, 4] Thpf
R /BT, pi* N

Como D, = 0, + 20, + ¢0, e ¢ é racional, entdo verifica-se, através da primeira das
equagoes (137) que S é, de fato, fungao racional. ]

A forma da expressdao que utilizamos para R denominamos funcio de Darbou,
dessa forma, é bastante comum encontrarmos designacoes do tipo “fator integrante de

Darboux” & expressio R = exp4/B) IL; pi".

Teorema 4.2.5. Seja (121) uma 2EDO racional que apresenta uma integral primeira
Liouvilliana I(z,y, z). Considere que as derivadas 0,1, 0,1 e 0,I possam ser represen-
tadas, respectivamente, por R(Q), RP e RN, sendo R um fator integrante da 1-forma
v = N[(¢p+ 25)dx — Sdy — dz], as fungdes P e @) sdo polindémios, assim como N também
o é (correspondendo ao denominador de ¢(z,y, 2)), S é uma funcao-S (S5;) associada a
2EDO através da integral primeira I. Dessa forma, R é um fator integrante de Darboux
e as fungoes-S associadas a 2EDO através de [ se dao pelas expressoes S; = %, Sy = %
e S3 = % (Avellar et al., 2019).

A demonstragao deste ultimo teorema pode ser encontrada em (Avellar et al., 2019),
nos abstemos de inseri-la aqui pois se apresenta como um desenvolvimento longo e rela-
tivamente complicado.

Devemos apontar que estas condigoes sobre o formato do fator integrante e das
derivadas da integral primeira nao sao tao restritivas quanto parecem, vale reforcar que o
algoritmo construido com base nestes resultados nos permite determinar integrais primei-

ras Liouvillianas para uma grande variedade de 2EDO’s racionais. Em geral, utilizamos
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do famoso livro de E. Kamke com solugoes exatas para equagoes diferenciais ordinarias
(Kamke, 1948) como nosso “campo de provas”, o método é capaz de lidar com um vasto
grupo de 2EDQ’s racionais nao lineares que apresentam pelo menos uma integral primeira
Liouvilliana. Seguiremos entao explicitando, definitivamente, os passos do semi-algoritmo
e trabalharemos um exemplo em sequéncia.

Considere o caso de uma 2EDO racional 2’ = ¢(z,y, z) que apresenta uma integral
primeira [(x,y, z) Liouvilliana. Se as derivadas 0,1, d,I e 0,1 sdo da forma RQ, RP e
RN, respectivamente, sendo R uma funcao de Darboux, fator integrante da 1-forma dI,
@, P polinémios em (z,y, z) e N polindmio em (z,y, z), denominador de ¢(z,y, z), entao

substituindo S; = % na equacao (140) do corolario 4.2.1 escrevemos

—P?— (9,N + 20,N + 8.M)P + D(P) — Md,N + No,M =0, (150)

sendo D = ND, = NO,+zN0,+ MO3.. O procedimento segue entao com a construgao de
polinémios candidatos P(x,y, z) com grau limitado a n,,,, = max(deg(M) — 1,deg(N))
tendo coeficientes indeterminados, como consequéncia, a equacao (150) torna-se uma ex-
pressao da forma polindomio = 0, assim, obtém-se um sistema de equacgoes algébricas ao
considerarmos nulos os coeficientes de cada mondémio que aparece do lado esquerdo da
equacao resultante. Se existir uma solugao para algum dos sistemas obtidos ao propor
P’s de graus distintos (desde que 1 < deg(P) > nypqe.) entdo teremos determinado Sj.
Se o procedimento tiver obtido sucesso nesta primeira etapa entao podemos construir a
1EDO associada Z—z = —% = —5] esta que, se resolvida, nos permite, em principio, en-
contrar a integral primeira da 2EDO por meio da EDP (149) (no caso, como optamos por
determinar Sy, a variavel x é tida como parametro na respectiva 1IEDO associada, assim
%k em (149) é simplesmente 1), que pode ser desenvolvida em termos de suas equagoes
caracteristicas.

E claro que somos induzidos a pensar em outras duas formas completamente andlo-
gas a esta para tratar o problema, seguindo, obviamente, pelos caminhos que determinam
as fungoes racionais S5 e S3, mas note que, pela maneira como foram instituidas as rela-
¢oes, trabalhar com S; ou S5 ¢é interessante pelo fato de que N é o denominador em ambos
os casos (S; = P/N e Sy = Q/N), uma fungao conhecida, assim, basta trabalharmos para
encontrar os coeficientes de um polinémio P apenas (ou (J), o que nos leva a considerar o
problema de se determinar S3 como um procedimento mais custoso, que nao sera levado
em consideracao.

O caminho para que possamos determinar uma integral primeira da 2EDO por
meio de S5 é andlogo, bastando apenas que fagamos algumas consideracoes. Primeiro,

tomemos novamente a expressao D(I) =0 (D = NDz):
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NO,I + zNO,I + Mo.I =0,

equivalentemente,

M —0,1 — 20,1

N(8x1+26y1)+]\/[8z[:0 = W T,

=0, — 20,1

-9 0.1

(151)

Mas veja que esta ultima equagao nos permite escrever, levando-se em consideragao que
Sk = I, /1., (definicao 4.2.1), a relacao

—p — S

S, = &, (152)

z
que ao ser levada em (140) resulta

L o ¢
D.(S2) = —252 + (0.0 — - Sy — 0, ¢. (153)
Que corresponde, novamente, a uma EDO de Riccati pela equivaléncia D, ~ %, assim,
por uma mudancga
D,

Sy = 2 () (154)

1
obtemos

2D2(p) + (2¢ — 20.¢) Dy(p) + 10y = 0,

novamente, a expressao representa condi¢ao para que nossa 2EDO admita transformacao
de simetria com gerador X = 0, (Avellar et al., 2019). Para verificar esta afirmagao basta
operarmos segundo X' (2’ —¢(z,y,2)) =0, mod (' —¢(z,y,2) = 0). Da equacio (154)
podemos dizer, em analogia ao resultado que expressa a equacao (145), que a funcdo u

na forma
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u= el () (155)

define uma simetria (X = pd,) da 2EDO, o que nos permite verificar o resultado geral do
teorema 4.2.3 para o caso de Sy através da aplicacio XV, que resulta puDp(I) =0 =
Dpy(I) = 0.

Veja entdo que para uma 2EDO racional 2’ = ¢(x,y,z) com integral primeira
I(z,y,z) Liouvilliana, cujas derivadas parciais 0,1, 0,1 e 0,1 possam ser representadas
através de RQ), RP e RN, respectivamente, sendo R (fun¢do do tipo Darboux) um fator
integrante da 1-forma dI, além de, P, () polindbmios nas variaveis z,y e z, N polinémio que
ocorre como denominador em ¢(z,y, z), temos, por substituicao de Sy = % na equagao
(153) o resultado

Q? — (2%0,N + (0.M + 0,N)z — M)Q — (M9,N — NO,M — D(Q))z = 0, (156)

que expressa condicao perfeitamente andloga aquela da equacao (150). O algoritmo entao
parte da construcao de polindémios Q(z,y, z) com coeficientes a determinar, cujo grau é
também limitado & n,,,, = max(deg(M) — 1,deg(N)). A tarefa constitui-se portanto da
busca por alguma solugao do sistema nos coeficientes de @), definido pela imposicao de
que cada coeficiente em cada monoémio de (156) seja nulo.

Vamos elucidar estas tltimas discussoes apresentando o algoritmo de uma forma
mais convencional, seguido de um estudo de caso.
Algoritmo (ASj)): No contexto descrito pelas hipoteses dos teoremas 4.2.4 e 4.2.5, é
possivel determinarmos uma integral primeira Liouvilliana para uma 2EDO racional (121)

fazendo
1. Nypar = max(deg(M) — 1,deg(N));
2. n=0;
3. n=n+1;
4. se n > Nyee 0 método nao é suficiente.
5. Determine operador D,;

6. construa um polinémio genérico P (ou ) de grau n nas variaveis z,y e z com

coeficientes a determinar a;;

7. substitua P (ou @) na equacao (150) (ou (156)) obtendo a expressdo polinomial
nas variaveis x,y e z. Os coeficientes de cada monoémio devem ser nulos, sob tal

consideracao obtemos um sistema de equacoes algébricas A,
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8. encontre uma solugdo nao trivial {a;} para o sistema A. Se isto nao for possivel,

devemos retornar ao passo de nimero 3.
9. Com a solucao determinada construimos P (ou @), consequentemente, Sy (ou Ss);

10. escreva a respectiva 1EDO associada e busque por uma solucao geral na forma

H(x,y,z) = K. Se nao for possivel resolvé-la, retorne ao passo de nimero 3.

11. Com a expressao de H(z,y, z) introduza h = H(z,y, z), do resultado, tente resolver
para uma das varidveis x,y ou z (ou qualquer operando de H e D,(H)) e substitua
na equagao (149) (lembre-se de que para cada Sy (k € {1,2,3}) x) é pardmetro na
1EDO associada e, 1 = x,x9 = y e x3 = z.), levando-se em consideracdo que, por

construgao, D, = %

ioni g "o
g’ o que significa que 3y’ = 2z, bem como, y" = 2’ = ¢.

12. Tente encontrar uma solugao F(zy, h) = K para a equagao caracteristica da EDP.

Caso nao seja possivel, retorne ao passo 3;
13. Construa a integral primeira I = F(xy, H) da 2EDO.

Exemplo 4.2.1. Considere a seguinte 2EDO racional?!

, 2t =4t 4 y)
7 =— .
t+y

Vamos construir um polindémio P(z,y, z) genérico de grau 1, inicialmente (o grau méximo
que definimos para seguir efetuando as nossas contas através do algoritmo é, para este
caso, Npar = max(deg(M) —1,deg(N)) = max(4,4) = 4) .

P(x,y, z) = p1x + pay + p3z + pa.

Substituindo P em (150) podemos, ap6s certas manipulagoes, expressar

»a° + party + partz + (p4 — 7p1)x4 — 8pax’y — (4ps + 4)$32 —p’2® + (p1 — 2p1p2)xy+
— (2p1ps +p1)xz — (p2° —P2)y° — 2p2p3yz — (p3° +p3)2° — 8pax® — 2p1pax(p1 — 2papa+ pa)y+
— (2p3ps + pa)z — pa® = 0.

41 Sugerimos que o leitor tente executar comandos usuais de algum (ou mais) CAS como tentativa de
obter uma solugdo para esta equagao diferencial. Veremos que, por abordagem do método da fungéo-S,
podemos considera-la uma ED relativamente simples.
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Impondo que os coeficientes de cada mondémio nesta equacao sejam nulos, obtemos, com
facilidade que p; = ps = py = 0 e p3 = —1, indicando assim que P(z,y,z) = —z. Com
isso, temos uma funcao-S (S;7) e podemos construir uma 1EDO associada

dz_ z
dy  zt+y’

na qual z é um parametro apenas, a solucao geral da 1EDO associada é

z

_ 4 _
2(y) = K(2" +y) = K—x4+y

=H,, (K= cte).

J& mencionamos que, ndo necessariamente, a fun¢ao Hi(x,y, z) obtida da 1EDO
associada representa uma integral primeira I(x,y, z) da 2EDO, precisamos ainda verificar
que tipo de relagao devemos estabelecer entre estas duas expressoes através da EDP (149).
Primeiro, consideremos

z

H, =
! ¥ +y

=h = z=h(2'+7y).

Agora, a equagdo (149) pode ser representada através de

OF oOF

Mas D,(H;) = 0,Hy + 20,Hy + ¢0.H;, entao

oF ( —dza? 22 2(xt — 423 + y)) oF 0

o (49?2 (t4y)? (2t +y)? oh

equacao que pode ser simplificada e expressa da seguinte maneira

OF  z(z+a'+y)0F _

Ox (z*+y)2 Oh 0

Se substituirmos z = h(z* 4 y) nesta tltima expressao teremos

OF (z, h) h(h+ 1)8F(x, h)

ox on 0,

que pode ser representada através de uma equacao caracteristica

dh

dr — —— """
T T hh D

Daqui se obtém explicitamente que
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1 1+ h

h(z) = — = .
(z) Cher —1 — G he=
1+h
S F(x,h) = .
(z, ) he®
Logo,
1+ £ -
I(2,y,2) = Fla, Hy) = —=2 = (" +y+2).
44y

Fungio que corresponde a uma integral primeira (de Darboux) da 2EDO, i.e., D,(I) = 0,

uma solucao geral pode ser obtida se resolvermos a expressao para z (%) e integrarmos di-
retamente em x, para este caso, a expressao resulta em termos com funcao polilogaritmica,

nao elementar, em geral.

O exemplo trabalhado, como dissemos, é bastante simples quando avaliado sob
o contexto que envolve o método da fungao-S, nao iremos nos extender aos detalhes de
outros casos mais complicados como fizemos para este tiltimo, mas é interessante ao menos
listar ocorréncias de sucesso da aplicacao do método*? para situacoes em que mesmo o

método de simetrias de Lie encontra dificuldades.

Tabela 1 - Algumas 2EDQO’s avaliadas aos critérios do método da fungio-S.

¢(I7y7z> Sl(x,y,Z) I(ZL‘,y,Z)
1 _ z(zxty—22) . 2z (zz+y)e Fe *
xz24yz+y z22+yzty z
9 P’y tyat2? 2 (yztz)e Ze*
y(yz+z—1) y(yz+z—1) Y
2?22 2y%a2zyz—22 2(z2-1) e (z—x2y)
22y —xlyz—aly—yz+22+y  x2yi—zlyz—ay—yz+z2+y z—y
4 _ 2lwyzty’—2y+2) _ayzty? oyl (zatyle eV
(y—1)(zz—z+y) (y—1)(zz—z+y) y—1
5 e B 2(a-1) S
zy2tryztyrtyz+22—y zy2+ryztyrtyz+z2—y z+y

Legenda: Tabela contendo listagem de alguns casos que também puderam ser avaliados pela aplicacao
do método da fungao-S.
Fonte: Avellar et al., 2019, p. 311.

42 Nao ¢ dificil perceber que, a depender do caso, a obtencio da funcio-S pode representar um processo
bastante trabalhoso, por este motivo, o grupo atuou também no desenvolvimento de um pacote compu-
tacional (em Maple 17) capaz de automatizar a sequéncia dos passos no procedimento descrito (pacote
InSyDE). Os tempos de execucao da rotina implementada em Maple para obtencao das integrais pri-
meiras nos exemplos listados da tabela 1 variam de 0,05s a 0,3s, com cada processo tendo consumido
aproximadamente 20MB de meméria (Intel(R) Core(TM) i5-3337U @ 1.8GHz).
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5 UM METODO PS LINEAR

Utilizaremos deste capitulo para abordar a ideia central do nosso trabalho, o re-
sultado de maior importancia. Até aqui, os demais trechos do texto se constituiram de
descricoes técnicas e com devida atencdo aos pormenores, tentamos nos fazer didaticos
ao maximo a esse respeito. No entanto, uma tltima concepgao ainda nos sera necesséaria
para o entendimento, por completo, do que iremos propor aqui. A ocorréncia de mencoes
aos multiplicadores de Jacobi serda mais frequente, especificamente, a partir da secao 5.3,
faremos entao um adendo incluindo o contexto que nos permite definir estes objetos ainda
nesta parte introdutoria e descritiva do capitulo.

Ja vimos que, tipicamente, utiliza-se da ideia de campos vetoriais associados aos
sistemas diferenciais a serem estudados, de um modo que nao se faz distin¢ao entre am-
bos, exemplos recorrentes correspondem a alguns casos do que conhecemos como sistemas
Hamiltonianos, para os quais, a cada par de equagoes canonicas de Hamilton, usamos
(0,,H,—0,,H) para denotar o campo vetorial hamiltoniano. A um sistema hamiltoniano
autonomo com um grau de liberdade correspondem duas equagoes diferenciais de pri-
meira ordem, e nestes casos, a propria fungao H(q,p) é uma integral primeira do sistema
(Monteiro, 2019).

O contetido presente na teoria de Darboux permite, na verdade, estudar sistemas
diferenciais polinomiais auténomos de primeira ordem, o que ja havia sido mencionado
de maneira muito superficial logo no primeiro paragrafo do capitulo 2. Para fins de

contextualizacdo, consideremos o seguinte sistema diferencial polinomial auténomo:

.1:1 = Pl(.CEl,.CEQ, e ,.Z'n)
I:2:P2($1,$2,...,.’L’n) (157)
xln :Pn<xlax2a---axn)a

para o qual consideramos um vetor & a componentes x; que podem ser tanto reais quanto
complexas, utilizaremos F para denotar um corpo que pode representar R, ou mesmo, C.
Assim, diremos que & € U sendo U C ™. O simbolo que ocorre logo acima das variaveis
x; (ponto), como sabemos, denota derivagdo com respeito a uma varidvel independente
t € F. A direita do sinal de igualdade, vamos dizer que h4 P (), que pode ser visto como
uma matriz coluna n-dimensional cujas componentes sao polindmios em « com coeficientes
em [, corpo de fungoes que iremos denotar por F[x]. Por vezes, também faremos uso de

uma representagao alternativa, em linha, P(x) = (P (x), Py(x),..., P,(x)), e diremos
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que os P; € Flx].

Associamos ao sistema (157) o campo vetorial definido através de

0 0 0

(158)

Defini¢ao 5.0.1. Uma funcio J de classe C* definida em um aberto Uy de U é dita ser

um multiplicador de Jacobi para o sistema (157) em Uy se satisfaz (em Up)

~I(JP)
=0 159
(Berrone; Giacomini, 2003; Llibre; Valls; Zhang, 2016) equivalentemente

S PO _dive — x(J) = (V. %). (160)

= Oz

143

Onde se faz a consideracao usual de que o divergente de um campo vetorial* se da através

da operagao

n 8R
<v7%> = Z ax'7

i=1

para caso especifico envolvendo o formato de X na equagao (158). Uma funcao V' aos

moldes de J que satisfaz**

> POT (Y, %) (161)

i=1 i
é, por sua vez, denominada multiplicador de Jacobi inverso do sistema. Com estas nogoes
estabelecidas podemos, finalmente, dar inicio as discussdes que mais nos interessam para

este capitulo.

43 Para as discussdes que seguem, adotaremos V(e), (V,e) e V A e para operacdes usuais de grade, dive
e rote respectivamente.

44 Atente-se para o sinal que aparece (ou ndo) no termo a direita do sinal de igualdade como um fator de
distinguibilidade entre as equagdes (160) e (161).
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5.1 Discussoes prévias

Ao longo do desenvolvimento do texto, procuramos estabalecer firmemente as ideias
mais fundamentais que dao sustento as abordagens de Darboux e de Lie, no que concerne
ao problema de se resolver/lidar/estudar equagoes diferenciais ordinarias racionais de pri-
meira e segunda ordem. E de se imaginar que o leitor tenha notado o quio poderosas e
eficientes sdo as ferramentas que estas abordagens constituem neste sentido, sendo ainda,
em geral, as unicas de que dispomos quando buscamos solugdes/integrais primeiras em
forma fechada de EDO’s que ainda nao foram classificadas, nem mesmo estudadas. Con-

tudo, mesmo estas abordagens apresentam alguns infortinios:

e O método de Lie requer que tenhamos conhecimento de uma transformacao de si-
metria para a EDO e, em muitos casos, determinéd-las pode nao ser uma tarefa
simples. Para EDO’s que ndo admitem simetria de ponto (& maneira como estuda-
mos no capitulo 3), o método torna-se, em geral, um problema consideravelmente

complicado.

» No caso da abordagem de Darboux-Prelle-Singer, os autopolindmios do operador de
Darboux associado a EDO desempenham o papel de destaque, estes, como vimos,
sao fundamentais para construcao de fatores integrantes, através dos quais pode-
mos determinar integrais primeiras e, consequentemente, resolver/reduzir EDO’s.
O ponto é que, pelo procedimento usual, os problemas com a determinagao des-
tes polindomios surgem quando o campo (de Darboux) admite autopolindémios de
grau relativamente alto, pois, o sistema utilizado para encontrarmos os coeficien-
tes dos polinémios é formado, naturalmente, de termos nao-lineares (quadraticos),
pelo que resulta do produto ¢p, de dois polindmios com coeficientes a determinar,
entao, quanto maior o grau dos polinémios envolvidos, maior o nimero de termos

quadraticos.

e O método da funcao-S é extremamente eficaz e lida muito bem com EDO’s que
possuem simetrias nao locais e simetrias dindmicas, até mesmo com casos em que
os polinomios de Darboux apresentam grau elevado, mas a coisa se complica se o

denominador da fungao-S nao corresponde ao denominador de ¢(x,y, 2).

A proposta entao para este capitulo serd apresentar (como via alternativa as pro-
bleméticas mencionadas em cada caso) uma maneira linear de se determinar os polinémios
de Darboux para EDO’s. Vamos abordar, primeiramente, 1IEDQO’s racionais que apresen-
tam solucao geral elementar, em seguida, discutiremos uma adaptacao do procedimento
as 2EDQ’s racionais que admitem pelo menos uma integral primeira elementar, o pro-
cedimento sera, essencialmente, dividido em dois subcasos, primeiro abordamos 2EDO’s

racionais com uma integral primeira elementar e uma integral primeira nao-Liouvilliana,
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depois discutimos 2EDQO’s racionais com duas integrais primeiras Liouvillianas, sendo uma
delas elementar.

Vamos trabalhar alguns exemplos para que tenhamos maior clareza sobre o novo
procedimento que iremos propor e, posteriormente, apresentaremos uma analise de desem-
penho juntamente com aplicagoes do método a 2EDQO’s que representam sistemas fisicos
importantes.

O método que desenvolvemos nasce da percep¢ao de dois resultados (ndo relaci-
onados) que, combinados, fornecem uma solugao linear para o problema de determinar

polindmios de Darboux. Sao eles:

» Resultado 1 - Sobre equagoes diferenciais parciais (EDP’s) lineares de primeira or-

dem em duas variaveis independentes:

Caso homogéneo: Considere a 1IEDP:

0 9]
A(x,y)a;b + B(x, y>€;§ =0. (162)

E bem conhecido que a mesma é “equivalente” ao sistema

i = Az,y)

y = B(z,y),

(163)

o que se verifica facilmente ao reconsiderarmos a condicao

dI _olde 9ldy
dt — Oxdt Oydt

para uma integral primeira do sistema. Vale, portanto, sobre as curvas solucao do

sistema

ol ol

Caso nao-homogéneo: considere a 1EDP nio homogéneas:

45 Nio é o caso mais geral de IEDP nio-homogénea.
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0 0
Alw.p) 3 + Bla.y) 5 = vCla.y). (164)

Também é bem conhecida a possibilidade de se construir uma 1EDP linear homo-

génea em trés variaveis independentes na forma

0 0 0
A,y 57+ Blay) g = 2Clay) - =0, (165)

de modo que, sendo ¥ (x,y) solucao da equagao ndo homogénea (164), temos

Spl(x7y72) = Zw1<xay>

solugao da 1EDP homogénea. Vejamos:

01 1 &Pl_ % % _ _
A3x+Bay W=z A8x+B8y zCy; = 0.

¥1C equagio (164)

Desse modo,

wo = I(z,y) e 1 = zp1(x,y)

sao duas solugoes da 1EDP homogénea nas variaveis z,y e z.

Resultado 2 - Sobre as solugoes gerais de Darboux para 1EDQO’s racionais:

Considere a 1IEDO racional

(166)

na qual M e N sao polindmios coprimos. Se a mesma possui solucao geral elementar

na forma
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I(z,y) = %@ ] pj(z, y)™,
J

em que Zp é uma funcado racional A/B, os p; sao polinémios irredutiveis e os k;
sa0 numeros racionais entao ela possui fator integrante na forma []; p;*, como nos
é assegurado pelo teorema de Prelle-Singer. Vamos analisar a relacdo de R com a

solugdo geral I e com a 1EDO racional (166). Temos:

A >k 0z (Pr) Tl pz) AT n
8$] = 835 () =+ d eB =
( B I1; pj I;IPJ

B2 ijj B2 ijj7

assim como,

B A Dok nk8y<pk)Hl,l7£kpl A nj __
0,1 = <3y <B> + IL », es I;IPJ' =

I(BﬁyA — A0, B)I1; pj + B* X5, 0y (pr) T 1otk g Poly,
B211; p; B[, p;’

Bem, como mostrado na equagdo (20) ja haviamos determinado que ¢(z.y) =
0,1/0,1, assim

M(x,y) amf . _Polm
N(x,y) 9,0  Poly’

Observando também a forma de 0,1 e d,/ vemos que, no caso geral,
I
B211;p;

é um fator integrante para a 1EDO racional (166). Portanto

=——J (167)
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satisfaz
ov oV
N% + Ma—y =V(0,N —0,M) (168)

e, é chamado fator integrante inverso para a nossa 1EDO (166).

5.2 A ideia central do método

Para que tenhamos alguma nog¢ao de como iremos propor a combinacao destes dois

resultados vamos, primeiramente, estudar um caso especifico. Para tanto, considere:

Exemplo 5.2.1. Seja a 1EDO racional

;o 3yt + 18xy8 — 9223 + 223 (169)
Y y?(—63y™0 + 5lzy” — To2y* + 923)’
cuja solucao geral é dada através da expressao
eﬁ
I(z,y) = m (170)

Este é um caso para o qual o método original PS enfrenta dificuldades, pois o fator

integrante é dado por

€T €T
e —3y3+x e —3y3+x 1 I

R(x,y) = (_3y3 + x)Q(y’? + x2)2 - (y7 + x2) (_3y3 + :C)Q(y7 + :c2) B B2 Hj pj,

(171)

de onde se percebe que os graus dos polindmios de Darboux —3y% + x e y” 4+ 2% possuem
grau relativamente alto para o procedimento. Contudo, uma vez que para 1EDO’s o
fator integrante é também um multiplicador de Jacobi®®, R/I também é fator integrante.

Assim

46 F ficil ver que a condigio expressa na equacdo (22) para fator integrante R(x,y) corresponde & mesma
estabelecida por (160) na defini¢do 5.0.1 para multiplicadores de Jacobi quando aplicada ao contexto
de 1EDOQ’s racionais (campos vetoriais polinomiais (&,9) = (N(z,y), M(x,y)) no plano).
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_ R(z,y 1

_ ) _
Bev) = ey = TP v oy + o)

também é um fator integrante para a 1IEDO (169), correspondentemente, temos um fator

integrante inverso polinomial

Vi(z,y) = (=3y° +2)°(y" + 2.

Vamos comparar a 1IEDP (168) para V(z,y) com a 1EDP linear ndo-homogénea
(164). Evidentemente, podemos construir uma EDP de primeira ordem homogénea em

trés variaveis do tipo

) ) )
N(z, y)a—i + Mz, y)a‘; — 2(8,N + ayM)aij =0

com solugoes

z
e —3y3+m

y7_|_$2

oo =I(z,y) = e 1 =2V (x,y) = 2(=3y° + 2)*(y" + 2°).
Podemos agora enunciar um dos resultados de maior importancia deste nosso tra-

balho. Vejamos:

Teorema 5.2.1. Seja X = NO, + M0, um campo vetorial, com M, N € C[z,y] po-
linémios coprimos. Considere que X admite uma integral primeira elementar I(z,y) (ndo
constante), i.e., XI = 0. Se X apresenta um fator integrante inverso V' tal que V" € C|x, 3],
entdo o campo vetorial polinomial X = X — 2(V, X0, admite uma integral primeira po-
linomial Z = 2" H(x,y), onde H € C|xz,y] ¢ da forma []; p?j , 0S pj sdo autopolinémios de

X e kj;, n sao inteiros positivos.

Demonstracao: Considere que as hipoteses do teorema sejam satisfeitas. Entao existe

um fator integrante inverso V(x,y) que é solugdo da 1EDP nao-homogénea

ov. oV
NEE+ MZ = V(9N + 0,M).
5w+ Mg, = V@N +0,M)

Do resultado 2, sabemos que ¢; = 2V (x,y) é solucao para a 1IEDP homogénea
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0, (172)

Op Op ON OM)\ Op
Ni Mi — — e _— =
8x+ dy <8x+8y>az

é claro que ¢} = 2"V™" constitui também soluc¢ao para esta mesma EDP. Por hip6tese do
teorema V(z,y) é polindmio, assim, X(p}) = X(2"V") = 0. O

Note que, para que nao haja um fator integrante inverso polinomial, é necessario
que ocorra um fator polinomial em comum nas expressoes de Pol,) e Polj,) que nao cancele
nenhum dos fatores de B? I1; p;, algo que poderfamos colocar como Poly) = ppoly) e

Poly,; = ppoly,, dessa forma

M(x,y) 8z] . _Polm . _ppolm . _pOl[x]

N(z,y) 9,1 Poly ppoly — poly

Entao p fara parte do fator integrante, de modo que

1 B?[Lp;
R = gp :>V:7:7ngj
B211; p; R p
Podemos utilizar do resultado do teorema 5.2.1 para construir um algoritmo que
nos possibilita encontrar fator integrante para uma 1EDO com solucao geral elementar

de forma bastante eficiente.
Algoritmo LPS;:

1. Construa ¥ e X a partir da 1EDO racional;

2. determine um grau (inicial) para o candidato a integral primeira polinomial e cons-

trua Z. = zP.(z,y) polinomial com coeficientes a; a determinar;

3. utilize de X(Z.) = 0 como condigdo a ser satisfeita, obtenha entdo o conjunto de

equacoes lineares nos coeficientes a;;

4. encontre uma solucao para as equagoes determinadas pela condi¢ao explicitada no

passo anterior, substitua em Z. para obter Z e, portanto, o fator integrante inverso
V(z,y).

Por aplicacao dos passos que acabamos de listar no exemplo 5.2.1 teremos:

1. X = y?(—63y™ + 5lay” — 72y* + 92°)0, + (3y'° + 18zy° — 92%y> + 222)9,,

X = 2(—63y" + 5lay” — 7oyt + 92°)0, + (3y'° + 18xyS — 92%y® 4 22°)9, +

— 29 (81y* — 14ay + 1082)0..
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2. Tomemos Z. = zP.(x,y) com deg(P,.) = 13:

Pe = agsz'y® + aesxy” + aesx'y® + ager'y’ + agrz’y + agsry? + agox®y® + aror®yt +
+ . @z + ay + azx® + agx® + asxt + agx® + ara® + agx” + agx® + ay.
S6 explicitamos alguns termos, o nimero total de coeficientes a; para uma configu-

ragao polindémial P.(z,y) genérica de grau 13 é 105.

3. As equagoes obtidas de X(Z,) = 0 sio:

{—108(10, —81(1,0, —756&13, —108&13, 108&13, 531&13, —819(114, —108(1,14, ey
ass, —18CL93 — 54@102 + 126@44 — 7@41 + 22(131} =0.

Novamente, apenas algumas delas, para este caso obtemos um total de 246 equagoes.

4. A solugao do sistema é:

1
Sol = {a40 = 40, 26 = A35 = —§a40,a30 = G40, 036 = A5 = —6a40}-

Os demais coeficientes sao todos nulos pela imposi¢ao da condi¢ao do passo anterior.

Subsituindo entao a solugdo obtida na expressao de P.(x,y) candidato, temos

1
P = —6a40(y7 + x2)(—3y3 + 13)2.
Portanto, V(x,y) = (y" + 2%)(=3y® + z)? é um fator integrante inverso para a 1EDO

(169), como era de se esperar.
Observacao 5.2.1. Alguns comentarios dignos de nota:

o O leitor talvez ja tenha percebido que nao fizemos men¢ao de nenhum limite su-
perior para o grau do polindmio Z. Assim, o procedimento (LPS;) é, na ver-
dade, um semi-algoritmo. No exemplo avaliado, o grau atribuido (deg(P.) = 13) é

max{deg,,,degny} + 1. Esse é (heuristicamente) um bom “chute”.

e O inteiro positivo n pode também ser intrigante a principio. Na maioria dos casos,
n = 1, contudo, quando temos uma solucao geral elementar nao Darbouxiana temos
um fator integrante algébrico nao-elementar, veja Prelle e Singer (1983). Considere,

por exemplo, a seguinte 10DE:

J = v’ (2% + g’z — 1)
213y5 + 22yt —2yr + 1

(173)
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Aplicando o procedimento com n = 1, nao obtemos solu¢ao para nenhum grau de

P.. Contudo fazendo n = 2, vamos obter:
7= —%ago (xy? — 1)3 (2 + 1)3 22 = V2= (vy? - 1)3 (xy® + 1)3,
e, portanto, V = \/(xy2 — 1) (zy? + 1)°.

Uma grande vantagem do método esta no fato de que, para a vasta maioria das
10DEs racionais que possuem uma solucao geral elementar, existe um fator inte-
grante inverso polinomial (ou tal que V" é polinomial). Deixando mais claro, ao
contrario do que diz a nossa intuicao, o fator integrante inverso polinomial
nao é a excegao, mas sim a regra. Além disso, dentre os casos excepcionais
(isto é, que apresentam V' racional) a maioria apresenta no denominador um po-
linbmio de grau muito inferior relativamente ao grau do polinémio do numerador.
Lembrando que esse denominador polinomial é (no caso mais geral possivel) um pro-
dutério de polinémios de Darboux (I]p,"), na maioria dos casos fica muito mais
simples determiné-los (por exemplo, usando o algoritmo probabilistico de I. Deme,

veja Deme (2023): Considere, por exemplo, a seguinte 10DE:

J = v (@*y' + e — 1)
2x3yd + 22yt —2yx + 17

(174)

Aplicando o nosso procedimento, nao obtemos solucdo para nenhum grau de P..
Contudo, aplicando o algoritmo probabilistico descrito em Deme (2023), obtemos o
polinémio de Darboux y + x. Aplicando o nosso procedimento a funcao racional,

obtemos

)

N 7, 3 9 121/ 3 1 2

% _0 = yo @yt2aty oy — 1)
y+zx y+x

em tempo praticamente nulo (veja o capitulo 6, reservado as discussoes sobre de-

sempenho do algoritmo).

Ainda em relacao ao que foi observado no item anterior, podemos notar que o
polinémio y + x seria facilmente encontrado tambem pelo procedimento ‘canonico’
(i.e., pelo método dos coeficientes indeterminados), uma vez que o polinémio tem

grau 1.

Outra caracteristica muito vantajosa do nosso procedimento é que o seu funcio-
namento é, em certo sentido, completamente algébrico. Explicando melhor, seu
sucesso depende das relacoes algébricas existentes entre integrais primeiras e fatores
integrantes descobertas por Prelle e Singer. Dessa maneira, vamos ver, na proxima
secdo, como estender o nosso procedimento para lidar com 20DEs racionais que

admitam uma integral primeira elementar.
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5.3 Um PS linear para 20DEs racionais

Nesta secao vamos mostrar como estender para 20DEs racionais o método linear
que desenvolvemos para calcular fatores integrantes de 10DEs racionais. Antes de des-
crever essa extensao, vamos lembrar que uma 20DE racional (integravel) possui duas
integrais primeiras funcionalmente independentes e, por esse motivo, o método estendido
tem uma estrutura diferente para as duas classes de 20DEs racionais que vamos tratar

neste trabalho:

e 20DEs racionais com uma integral primeira elementar e uma integral primeira nao-

Liouvilliana.

e 20DEs racionais com duas integrais primeiras Liouvillianas, sendo uma delas ele-

mentar.

A diferenca entre 10DEs e 20DESs racionais que impede uma extensao direta do procedi-
mento descrito na se¢ao anterior esta ligada ao fato que, para 20DEs, um fator integrante
nao é um multiplicador de Jacobi, ao passo que, para 10DEs, esses conceitos coincidem.
Por isso, nesta secao, os termos fator integrante e multiplicador de Jacobi vao estar rela-

cionados a conceitos distintos.

5.3.1 Alguns resultados e defini¢des importantes

Vamos recapitular algumas ideias fundamentais do nosso trabalho introduzindo
também uma notagdo mais conforme com a que se tem utilizado em desenvolvimentos
mais recentes do nosso grupo. No que concerne as ideias ja bem estabelecidas pelas
discussoes em capitulos anteriores seremos bastante breves.

Considere uma 2EDO racional

MO(‘T? Y, 2)

Z = W =¢(z.y,2), (=Y, (175)

My e Ny sao polindmios coprimos em C[z,y, z]. Uma integral primeira I da 2EDO (175)

é fungao constante sobre as solugoes de (175).

Definigido 5.3.1. Seja L uma extensdo Liouvilliana do corpo®” Clz,y, z]. Uma funcio

I(x,y,z) € L é considerada uma Integral Primeira Liouvilliana (IPL) da 2EDO raci-

47 Sao0 apresentados alguns conceitos importantes no que diz respeito a uma extensdo Liouvilliana em
apéndice. Para maiores detalhes e especificagbes, veja também Davenport, Siret e Tournier (1993) e
Davenport (2007).
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onal (175) se X(I) = 0, onde X = Ny0, + 2No0, + M0, é o campo vetorial polinomial

associado (também chamado de operador de Darboux associado) com a 2EDO (175).

Definigao 5.3.2. Seja p(z,y, 2) € Clz,y, z]. Diz-se que o polindémio p é um polinémio
de Darboux (PD) do campo vetorial X se X(p) = ¢p, em que ¢ é um polinémio em

Clz,y, z] que é chamado cofator de p.

Definicao 5.3.3. Seja I(x,y, z) uma IPL da 2EDO (175) e considere que suas derivadas

podem ser escritas como

].Z’ = RQ7
I, = RP,
I, — RN,

onde R é uma funcdo Liouvilliana de (z,y,z) e @, P, N sdo polinémios coprimos em
Clz,y,z]. Entao, dizemos que I é um membro do conjunto Lg e que R é um fator

integrante associado a I.
Em referéncia agora a definigdo 4.1.1 convém estabelecer que:

Definicao 5.3.4. Seja v a 1-forma polinomial definida por v = Qdx + Pdy + Ndz onde
Q), P, N sao os polindmios coprimos em Clz, y, z] definidos acima e seja J o campo vetorial
definido por J = Q0, + PJ, + NO,. Diz-se que uma funcao R é um fator integrante

para a l-forma v se a 1-forma R~ for exata.

Alguns comentarios:

Observagao 5.3.1. Se a 2EDO (175) apresentar uma integral primeira Liouvilliana [
conforme descrito na definigdo 5.3.3 (ou seja, I € Lg), a fungao R (o fator integrante para
a 2EDO (175) associado a I) é um fator integrante para a 1-forma v = Qdz+ Pdy+ Ndz e
podemos escrever o campo vetorial definido pelo gradiente de I como V(I) = RJ. Vamos

usar a notacao (J,7) significando (J) (vide apéndice B).

Observacgao 5.3.2. Seja I € Lg uma integral primeira da 2EDO racional (175) de modo
que suas derivadas sejam escritas como na definicao 5.3.3. Se o campo vetorial J for
definido por J = Q0, + P9, + NO,, entao a condigdo X(I) = 0 é equivalente a (X,7) =
No@Q + 2Ny P + MyN = 0.

Nao ¢ dificil mostrar que o campo vetorial J pode ser usado para construir uma simetria
para a 2EDO (175). Em analogia ao que apresentamos como corolario 4.2.2, podemos

expressar, segundo consta em Deme, Duarte e Mota (2023), que:
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Teorema 5.3.1. Seja [ € Lg uma integral primeira da 2EDO (175) de modo que suas
derivadas sejam escritas como na definicdo 5.3.3. Entdo, a 2EDO (175) admite uma

simetria dada por
& =el /My, (176)

onde [, é o operador inverso de D,, ouseja, [, D, =D, [, =1 (D =2 )

:E:FO

Demonstragao: Se & = elo-F/N) 0, é uma simetria (na forma evolucionéria) da 2EDO

racional (175), entdo sua primeira extensdao ¢ dada por
s — v, + Dy(v) 0, = o (=P/N) d, + o (=P/N) D, (/(—P/N))(?Z —
= kTN, — (PIN)2.),

e, portanto, &M (I) = elo-P/N) (I, — (P/N)1,). Pela hipotese do teorema, I é uma
integral primeira Liouvilliana da 2EDO racional (175) tal que I, = RP e I, = RN.
Entio I, - £ I.,=RP—-£LRN=0 = 6&W{I)=0. O

Portanto, a partir do campo vetorial J (ou melhor, de duas de suas componentes),
podemos obter uma simetria. Em Deme, Duarte e Mota (2023), ¢é construido um algoritmo
muito eficiente para calcular uma simetria de uma 20DE racional que admita uma integral
primeira Liouvilliana. O que vamos mostrar a seguir é que podemos usar essa simetria
para encontrar um fator integrante para a 2EDO (175) (usando um procedimento linear)
em um dos dois casos disjuntos que vamos tratar neste trabalho. Veremos que, no outro

caso, ela (a simetria) nao serd necessaria.

5.3.2 Uma integral primeira elementar e outra nao-Liouvilliana

Nesta secao vamos estender o procedimento LPS; para 20DEs em que apenas uma
integral primeira é Liouvilliana (elementar). Como ja dito anteriormente, para 20DEs, um
fator integrante nao ¢ um multiplicador de Jacobi. No que segue, vamos estudar a relagao
entre o fator integrante e o multiplicador de Jacobi para mostrar como podemos aplicar

a ideia contida no algoritmo LPS;. Vamos comecar apresentando alguns resultados:

Teorema 5.3.2. Seja I; € Lg uma integral primeira da 2EDO (175) de modo que suas
derivadas sejam escritas como na definicdo 5.3.3. Se (175) nao admite outra fungao S
racional (independente de Sy = I,/1;,), entdo as seguintes afirmacdes sao verdadeiras:
(i) Qualquer outra integral primeira Iy da 2EDO (175) (funcionalmente independente)
nao estd em Lg.

(ii) A 2EDO (175) nao admite um multiplicador de Jacobi de Darboux.



113

Demonstracao: Considere que as hipéteses do teorema sao satisfeitas. Entao, existem

duas simetrias que podem ser escritas (na forma evolucionaria) como:
& =1 3y = 61(1) =1 3y+DI(V1)8Z,
62 %) 8y = 62(1) = I 8y + DI(VQ) (927

tais que Dy (1) = 0, &,V(1;) = 0, &,V (1)) = 1, D,(I) = 0, 6,V(L,) = 1, &,V () = 0,

ou seja,

Ly+zh,+¢l. = 0, (D.(L)=0) (177)
vl + Do) L. = 0, (&(5)=0) (178)
vl + De(va) i, = 1, (&M(1) =1) (179)
Ly +z2hy+¢l, = 0, (Dy(Iy)=0) (180)
vy + Do) b = 1, (&) =1) (181)
voloy+ Do(m) b, = 0. (&(I) =0) (182)
Além disso®®,

S = —Dﬂ”y(l”l) (: 2?’) , R =—1I,., (183)
Sy = —D”V(ZVQ) <: %’) , Ry = —1Iy., (184)

portanto (em analogia a equagao (139) do capitulo anterior),

Dx(Rl) o

R = —(S1+ ¢.), (185)
Dy(Ry)

= (St ). (1560

Resolvendo as equacoes (178) e (179) para Iy, e I, obtemos

_Dx<7/1) 151

v 151 Dx(’h) — 9 Dyc(Vl)’ ' 151 DI(V2) — 9 Dw(Vl)

Resolvendo as equacoes (181) e (182) para Iy, e I5,, obtemos

IQ _ —U9 [2 _ _D;E(VQ)
Y 151 DI(VQ) — 9 Dz<l/1)’ ¢ 151 DI(VQ) — 9 Dz<l/1)'

48 Note que R; e Ry sdo fatores integrantes para o campo vetorial D, (veja o capitulo sobre a funcio S).
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Resolvendo as equagoes (178) e (181) para vy e as equagoes (179) e (182) para v, obtemos

_[1z Vo — [22:
y = .
[ly ]2z _Ilz [2y

(187)

Das equagoes (185) e (186), temos:

DI<R1) o Da:(yl) + Dx(J1> N &

= =J
R, 121 J1 151 b
D.(R D, D,
(Ba) _ Do) | Do) g
R, Va Ja V2

Estabelecidas essas relagdes, podemos provar o teorema. Vamos provar (i): Pelas hip6-
teses do teorema, I; € Lg e, portanto, como sabemos?®, a 2EDO (175) apresenta uma
fungao S racional (S) associada a I;. Portanto, se a 2EDO apresentasse uma outra in-
tegral primeira (independente de I1) Iy € Lg entao ela forcosamente apresentaria uma
outra funcao S racional (Ss, diferente de Sj) associada a I. Contudo, isso contraria a

hip6tese do teorema que supoe que nao existe outra fun¢ao S racional. Isto prova (7).

Agora, vamos provar (ii): Usando a equacao (187) para v; e v e dividindo o numerador

e o denominador por I3, I5, e, levando em conta as equacoes (183) e (184), temos

1 1
Ro(S1—S5) 2T Ri(Si— S)

v = (188)
Do Teorema 3.2 em (Deme; Duarte; Mota, 2023), temos que como I; € Lg, existe R; de
Darboux e, além disso, como Iy &€ Lg, nao existe Ry de Darboux. Assim, da equacao
(188) para vy, podemos concluir que nao existe v; de Darboux. Como J; = ’j—ll temos que
J1 nao é de Darboux. Como qualquer outro J pode ser escrito como J = J; I, onde [ é

qualquer integral primeira da 20DE, concluimos que nao existe J de Darboux. [J

Teorema 5.3.3. Seja I € Lg uma integral primeira da 2EDO (175) de modo que suas
derivadas sejam escritas como na definicdo 5.3.3 e seja X o campo vetorial associado.
Além disso, considere que os polinémios N e () 4+ z P sdao coprimos. Entao, existe um
fator integrante R de Darboux tal que X(R) = —R ((V,X) + P).

Demonstragao: Veja Deme, Duarte e Mota (2023).

Observacgao 5.3.3. A auséncia de um multiplicador de Jacobi de Darboux impede a apli-
cacao direta da ideia central por tras da construgao do algoritmo LPS; (o Teorema 5.2.1).
Contudo, como o fator integrante ¢ de Darboux, podemos construir um procedimento

andlogo.

49 Também em vista do Teorema 2.1 enunciado em (Deme; Duarte; Mota, 2023).
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Exemplo 5.3.1. Considere a 2EDO racional

S = _z(2xy422 + 22%y23 — yt2? + Axy?z — 2wy?z — 29727 + 223 + 2?2 — 2% — y) (19)
w(xytz? + 20222 + 23 — 222 + y) '

Uma integral primeira é dada por

que nao ¢é tao simples de ser encontrada pois os polinémios de Darboux no fator integrante
tém grau 3, o que ja representa grande dificuldade operacional em caso de trés variaveis

(grau 2 j4 seria problemético),

z
e zy2+:c

(292 + ) (222 —y)*

R(z,y,z) = —

Contudo, R = R/I também é um fator integrante

— 1
R(ZL‘,y, Z) - _(Zy2 +ZE)2(ZEQZ _ y)7

portanto, ha um fator integrante inverso polinomial

1
Vigy2) = = = (0 + 22— ).

A partir deste ponto podemos notar a diferenca estrutural entre o procedimento
a ser aplicado as 1EDQ’s racionais e o procedimento a ser aplicado as 2EDO’s racionais:
neste ultimo caso, referente as 2EDQO’s, sabemos que R nao ¢ um multiplicador de Jacobi,
assim, como j& assinalamos no enunciado do teorema 5.3.3, ¥(R) = —R((V,X) + P). E
necessario portanto determinarmos o polindomio P, parte da simetria & = eJ. P/ N)c?y,

onde P/N é a fungao S associada a integral primeira I(x,yz). Temos que

C22Pyz® — gt = 2ayPr — 2727 — o

B I, x(zytz? + 22%y%2 4+ 23 — 222 + y)

)

logo, P = 2x%y2® — y*2% — 201%2 — 2y?2? — 2%, Com isso, podemos construir a seguinte

1EDP homogénea em quatro variaveis (de modo anélogo ao que foi feito no exemplo 5.2.1):
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Dy Oy Dy Oy

No— No— + My— — P)—/— = 1
08x+z oaer 05, w({V,X) + )3w 0, (190)
com solugoes
e 2 2/ 2
¢0:]($7yaz)=m e pr=wV(z,y,2)=—w(zy +z)(z°z —y).

Podemos entao enunciar

Teorema 5.3.4. Seja [ € Lg uma integral primeira elementar da 2EDO (175) de modo
que suas derivadas sejam escritas como na definicdo 5.3.3 e seja X o campo vetorial
associado. Além disso, considere que os polinémios N e () + z P sdo coprimos. Se X
apresenta um fator integrante inverso V' tal que V" € Clx,y, z|, entdo o campo vetorial
polinomial ¥ = X — w ((V, %) + P)d,, admite uma integral primeira polinomial Z =
w" H(z,y,z), onde H € Clz,y, z] é da forma []; p;*/, os p; sdo polinémios de Darboux de

X e kj;, n sao inteiros positivos.

Demonstracgao: analoga a demonstracao do teorema 5.2.1.
Podemos utilizar da informagao contida no teorema 5.3.4 para construir um algo-

ritmo similar ao LPS;:

Procedure 2 (sketch): (LPS;)

1. Use o procedimento NLSy; (veja Deme, Duarte e Mota (2023)) para determinar
S=P/N.

2. Construa os campos vetoriais ¥ e X a partir da 20DE racional.

3. Determine um grau (initial) para o candidato a integral primeira polinomial e cons-

trua um polinémio Z, = w P.(x,y, z) com coeficientes indeterminados a;.

4. Aplique o operador ¥ a Z, e exija que o polindmio obtido seja nulo. Colete a
equacdo polinomial obtida a partir de X(Z,) = 0 nas varidveis (z,, z, w) obtendo

um conjunto Fq; de equacoes lineares para os coeficientes indeterminados a;.

5. Resolva este conjunto de equacoes e substitua a solucao no candidato Z. para obter

7 e, portanto, o fator integrante inverso V.

Exemplo 5.3.2. Aplicagao do algoritmo LPS;:

Considere a 20DE do exemplo 5.3.1 e vamos aplicar o algoritmo LPS, (vamos apenas

mostrar o resultado de cada passo).
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1. O procedimento NLS,; (veja Deme, Duarte e Mota (2023)) determina P = 2 z2y23 —

yta? — 2ty — 29222 — 22

2. A tnica parte ndo trivial da construcdo dos campos X e X é o termo ((V, %) + P),
uma vez que o polindmio P nao podia ser extraido diretamente da 20DE. A partir

do passo 1, podemos computar Ny, + z No, + My, + P como

4o’y 23 —dayt 2+ dady 22 — 62y 22 42yt 22— 202y - 20yt - Ay P 22220 — B r 2+ 2y,

3. Construimos Z. = w P.(x,y, z) com degp,=9. P, tem 220 coeficientes indetermina-

dos.
4. As equagoes para os coeficientes indeterminados a; sao 743.

5. As solugoes nao nulas sao:

Sol = {a150 = —ai75, 175 = A175, Q202 = —1/2 Q175, a9 = 1/2 a175, a70 = —1/2 ayzs,

ag; = 1/2ay75}. Substituindo em Z, obtemos —1 airsw (222 — y) (2y* + )’
Logo, V = (222 — y) (232 + 2)° é um fator integrante inverso para a 20DE (189).
Observacao 5.3.4. Mais alguns comentarios dignos de nota:

o Assim como LPSi, o algoritmo LPS; é, também, um semi-algoritmo. No exemplo
mostrado, o grau escolhido (degp,=9) é max{degns,, degn, } +1. O ‘chute heuristico’

continua valendo para 20DEs.

o Analogamente ao que acontece para 10DEs, também para 20DEs racionais com
apenas uma integral primeira Liouvilliana (elementar), a vasta maioria apresenta
um fator integrante inverso polinomial (ou tal que V™ é polinomial). Além disso,
dentre os casos excepcionais (isto é, que apresentam V racional) a grande maioria
apresenta no denominador um polindémio de grau muito inferior relativamente ao
grau do polindémio do numerador sendo, portanto, muito mais simples determina-

los.

« Uma outra vantagem do nosso método (além da possibilidade de generalizagao) é que
sua implementacao computacional ¢ bem mais simples do que a que necessitamos

em outros métodos.

5.3.3 Uma integral primeira elementar e outra Liouvilliana

Nesta secao vamos estender o procedimento LPS; para 20DEs com uma integral

primeira elementar e outra Liouvilliana. O motivo desta distingdo com o caso anterior é
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que, nesta situacgao, em geral é mais complicado obter a simetria (uma vez que Ny # N).
Na verdade, se a simetria for determinada, podemos utilizar o procedimento LPS; da
mesma maneira que na secao 5.3.2. O ponto aqui é mostrar que, em um grande nimero
de casos, existe (em geral) um multiplicador de Jacobi inverso polinomial e, nesses casos,
vamos conseguir determinar a integral primeira com um algoritmo linear (e, portanto,
muito eficiente) sem precisar recorrer a simetria. Vamos comegar apresentando o seguinte

resultado:

Teorema 5.3.5. Considere que a 2EDO (175) admite duas integrais primeiras (indepen-
dentes) em Lg. Entdo existem duas integrais primeiras (independentes) I e I em Lg
tais que as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. Existem duas simetrias &; e G, na forma evolucionaria dadas por

61 =1 8y = 61(1) =1 8y + Dz(Vl) 82, (191)

Gy =11 8y = 62(1) ER%) 8y + Dx(l/g) 82, (192)

tais que vy = eJ(=P1/N) Oyevy = eJo(—P2/N2) 9, sao de Darboux (P; = I;,,/R;, N; = I;./R;

sao polindmios em C[z,y, 2], os R; sdo fatores integrantes associados as I;, i € {1,2}).

2. Existem fatores integrantes R, e Ry de Darboux associados as integrais primeiras I; e

I,, respectivamente, tais que Ry/v1 = Ra/vs.

3. Considere que uma das integrais primeiras (digamos I;) é de Darboux. Se os fatores
exponenciais de Ry e Ry coincidem entao existe um multiplicador de Jacobi J algébrico

tal que J" para algum inteiro positivo n é racional.

Demonstracao:
(1.) Segue diretamente da Defini¢ao 5.3.3 e do Teorema 5.3.1.

(2.) Se as hipéteses se verificam (1, Is € Lg), entao existem (pelo teorema 3.2 de Deme,
Duarte e Mota (2023)) dois fatores integrantes R; e Ry de Darboux. Das equagoes (188)
e, portanto, Ry vy = Ry vs.

temos v; = e 1y =

__ 1 __ 1
Ry(S1—S52) R1(S1—52)
(3.) Das equacoes (188) temos 14 Ry = (51— S3) e v Ry = (51— S3). Como Iy, I, € Lg
entdo S1, S € C(z,y,z) (i.e., sdo fungodes racionais de (x,y, z)) e, portanto os fatores

exponenciais de v; e Ry sao inversos, assim como os de 15 e R;. Podemos entao, escrever:

Ri=e2 9, ny=e29; Ry=e29y, vy =29, (193)

onde os Z; sao fungoes racionais e os ¥; sdo fungoes algébricas tais que para algum
inteiro positivo n temos que §;" é uma funcdo racional. Da hipdtese que os fatores
exponenciais de Ry e Ry coincidem, Zy = Z, levando a J; = Ri/v, = €22 q /9.

Uma vez que I; é de Darboux (I; = €' ;) e que um multiplicador de Jacobi dividido
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por qualquer fun¢ao de um invariante é também um multiplicador de Jacobi, podemos

excrever J = J; /13 R

Corolario 5.3.1. v; e 15 sdo de Darboux.
Demonstragao: Segue diretamente da demonstragao da afirmagao (2.).

Exemplo 5.3.3. Considere a 20DE racional

, (22— 1)% (292 —2atyz +a3y%2 —a® +2xty —a3y? +32% —622y +a2z +3xy2 —22 +1)
(x —y)* '

(194)

Temos que

s (22 —2x3y2+2%y? 2 —at+ 2203y —2%y? 42222 —2wyz —2? 422 +y? —x +22 —2)
1 p—

Y

er s (222 — 22 + 1)

]2:Ei<1, 1 )_(m3z—x2g{z—m3+x2y—l—x2—y)
r—y evv (x2z — a2 + 1)
sdo integrais primeiras Liouvillianas da 20DE (194). Essas integrais ndo sao facilmente

obtidas pois os fatores integrantes sao

(222 =2y +x+2)

o7 (222 — 22 + 1) ,

R = —

xr
R2: T

erv (122 — 2% + 1)27

e as simetrias sao

(222 —2zy+ax+2) (2?2 — 22+ 1)
n = 1 )

2e=v

z (2?2 — 22+ 1)
Vg = — —T .
2er—vy

Contudo, como vimos, temos que

-2
_h (195)

Ji
o ey (222 — a2+ 1)°

J1

5T também é. Assim

¢ um multiplicador de Jacobi para a 20DE (194) e, portanto, J =
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V; =1/J é um multiplicador de Jacobi inverso polinomial:

2
(:L‘QZ—IQ—{— 1) (w4z— 203y 2+ 2y’ — a4+ 203y — 2%y + 202 2 — 2wy z — P4 w2 4y —x+22—2> .
(196)

Podemos entao, enunciar:

Teorema 5.3.6. Sejam [, I, € Lg duas integrais primeiras Liouvillianas da 2EDO (175)
de modo que suas derivadas sejam escritas como na definicdo 5.3.3 e seja D, o campo
vetorial de Cartan associado. Se a 2EDO (175) apresenta um multiplicador de Jacobi
inverso V tal que V" € C[z,y, 2], entdo o campo vetorial X = D, — w (V, D,) d,, admite
uma integral primeira polinomial Z = w" H(x,y,z), onde H € C[x,y,z] é da forma

I1; pjkﬂ' , 0s p; sao polindmios de Darboux de X = Ny D, e kj;, n sao inteiros positivos.

Demonstracio: E anédloga & demonstracéo do Teorema 5.3.4.

Podemos usar a informagcao contida no enunciado deste tltimo teorema para construir um

algoritmo analogo ao LPS;:
Procedure 3 (sketch): (LPSs)
1. Construa os campos vetoriais D, e ¥ = D, — w (V,D,) 0.

2. Determine um grau (initial) para o candidato a integral primeira polinomial e cons-

trua um polinémio Z. = w P.(z,y,y) com coeficientes indeterminados a;.

3. Aplique o campo X a Z, e exija que o polindmio obtido seja nulo. Colete a equa-
¢do polinomial obtida a partir de X¥(Z.) = 0 nas variaveis (z,v, z,w) obtendo um

conjunto Fq; de equacoes lineares para os coeficientes indeterminados a;.

4. Resolva este conjunto de equacoes e substitua a solugdo no candidato Z. para obter

7 e, portanto, o multiplicador de Jacobi inverso V.

Exemplo 5.3.4. Aplicacao do algoritmo LPS;: Considere a 20DE do exemplo 5.3.3

e vamos aplicar o algoritmo LPS; (vamos pular os itens triviais).

1. Construimos Z. = wP.(z,y, z) com degp,=13. P. tem 560 coeficientes indetermi-

nados.
2. As equacoes para os coeficientes indeterminados a; sao 1455.

3. Substituindo a solugio do sistema de indeterminados em Z. obtemos V' = 7 ays (222

2+ 1) (2t 2 — 223y 2+ a2y 2 — 1t 4203y — 22y +- 2022 — 2ayz — a2 w2 —r+22—2)°
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Observacao 5.3.5. Mais alguns comentarios pertinentes:
e Assim como LPS; e LPS,, o algoritmo LPS; é, também, um semi-algoritmo.

e No exemplo mostrado, o grau escolhido foi degp,=13. Ao contrario dos exemplos
anteriores, nao temos uma ideia prévia do grau a ser escolhido. Esse fato nao é
um problema nos casos menos ‘monstruosos’, uma vez que para o exemplo 5.3.4, o
algoritmo resolve o sistema de 1455 equagoes para os coeficientes indeterminados a;

em ~ 0,3 segundos™.

» Analogamente, também neste caso (i.e., 20DEs racionais com duas integrais pri-
meiras Liouvillianas sendo uma de Darboux), a vasta maioria apresenta um mul-
tiplicador de Jacobi inverso polinomial (ou tal que V™ é polinomial). E também,
dentre os casos excepcionais (isto é, que apresentam V' racional) a grande maioria
apresenta no denominador um polindémio de grau muito inferior relativamente ao

grau do polindmio do numerador, sendo muito mais simples determina-los.

o A implementacao computacional deste algoritmo é ainda mais simples que a do

outro subcaso.

50 Os célculos para obtencdo dos resultados apresentados nos exemplos deste capitulo e do capitulo que
segue foram realizados na versao 17 do Maple, em um notebook intel I5 processor - 4GB.
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6 DESEMPENHO

Neste capitulo final iremos apresentar algumas discussoes breves sobre a eficiéncia
dos métodos aqui desenvolvidos. Este tipo de discussdo tem como caracteristica uma
certa “monolateralidade”; ou seja, é muito dificil comparar os algoritmos que desenvol-
vemos aqui com outros métodos ja existentes, uma vez que cada método é, em geral,
estabelecido para lidar com um (ou mais) tipos de situagoes distintas e, além disso (em
geral) a “intersec¢ao” destes diferentes tipos de situagdo nao é muito trivial. Em outras
palavras, é muito comum encontrarmos métodos altamente eficientes para lidar com de-
terminados tipos de 20DE’s racionais, porém pouco tuteis para outros tipos destas. Dessa
forma, abordagens muito generalistas (como a que fora proposta aqui) nao podems ser
comparadas de uma forma relativamente justa, devido a grande abrangéncia dos méto-
dos, ou seja, é muito dificil construir uma “arena de testes” honesta — uma arena que
disponha de um conjunto de 20DEs que apresente desafios “equivalentes” para métodos
que sejam muito dispares. Ainda mais quando (como é o nosso caso) os construtores da
arena conhecem os “pontos fortes” e as “fraquezas” dos métodos.

Assim, dividimos a nossa analise em duas partes:

« Na primeira, o que fizemos foi construir apenas dois exemplos (uma 10DE e uma
20DE) que, acreditamos, seriam dificeis para qualquer método existente (por apre-
sentarem simetrias e fatores integrantes complicados) e dentro do conjunto de 20DEs

racionais que os nossos algoritmos foram desenhados para atacar®!.

o Na segunda parte, aplicamos o nosso algoritmo a um oscilador nao-linear muito
importante, cuja 20DE depende de pardametros e mostramos que os nossos proce-
dimentos podem ser usados como ferramentas de pesquisa muito 1teis pois, além
de determinar fatores integrantes, podem também ser usados para descobrir valo-
res do espago dos parametros para os quais a 20DE trabalhada apresenta integrais

primeiras Liouvillianas.

6.1 Duas ODEs “dificeis”

Considere as seguintes ODEs:

o y (2Py* = Ta*y’ +1229y° —4y" — 22 +y)
YTyt Aatys — 6025 + 3227 — 2445 + a2 — 2yz + 6y

(197)

51 Poderiamos gerar milhares dessas 20DEs, mas seria uma construcio bastante artificial no sentido
explicado acima.
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g 3abyP —6atytet + 325y + ad 4 40Pyt — 2Ny — 20ty 4+ dat + 22y — x2?

y (228y?z — dxty322 + 2 23yt — 2293 — 1)

(198)
Os respectivos fatores integrantes sao
1
(wy? = 23 + 1) (wy? — 247 — 1)** )
1
(200)

(v4 —y2)* (y322 + @)

e colocamos o resultado da analise dos tempos de CPU e gastos de memoria dos nossos

algoritmos na tabela abaixo:

Tabela 2 - Dados importantes para analise de desempenho dos métodos desenvolvidos.

ODE Coeficientes Equagoes Meméria (MB) Tempo (seg)
197 190 323 16 0,047
198 560 2237 19 0,110

Legenda: Listagem com nuimero de coeficientes indeterminados, niimero de equagoes do sistema a ser
resolvido, bem como, memoria consumida e tempo gasto na execugdo dos passos estabelecidos
em implementagoes computacionais dos algoritmos desenvolvidos (aplicadas as equagoes
diferenciais 197 e 198).

Fonte: O autor, 2024.

6.2 A equacao de Duffing-van der Pol

Equagoes que descrevem osciladores nao-lineares sao de grande importancia em di-
versos contextos, incluindo modelagem de sistemas fisicos, quimicos ou mesmo biologicos.
A chamada equacao de Duffing van-der Pol possui uma forma muito semelhante a prépria
equagao (3) de van-der Pol, que apresentamos no capitulo inicial, mas possui um termo

adicional de nao-linearidade cibica. Em uma forma genérica, escrevemos

i+ (a+ B?)i + yx + 62° = f cos(wt). (201)

Uma equagao diferencial nao linear que descreve um comportamento de oscilador meca-
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nico forcado. Vamos tomar uma forma particular desta, considerando-a em sua forma
auténoma e homogénea, reexpressando agora x como y (atente-se para o fato de que esta-
mos apenas denotando a variavel dependente por um outro simbolo, nao correspondendo

aos casos em que nos utilizdvamos de y = ).

b%c —9
3b

Y+ <by2 - ) y —cy+y® =0. (202)

Sendo direta a verificacdo de uma relacao

cb?* -9
= _ 203
“ 3b (203)
entre os parametros, com b = e ¢ = —v, além também de 6 = 1 e f = 0 (versdo
homogénea e autonoma). Para esta equagdo, encontramos a fungao S
g0 (=357 +¢) (204)
3

Construindo o operador X = Ny, 9, + z Ny, 9, + My 0. — w ((V, %) + P) 8,, e procurando

um invariante polinomial obtemos o fator integrante

b
= 2
R (=by>+bcy—3z2) (205)

que contem um polinémio de Darboux de grau 3 (em = 0 segundos).

Aqui fica evidente uma caracteristica positiva do método, que, embora nao tao “im-
pressionante”, nao é de pouca importancia, sendo constituida pelo seguinte fato: podemos
buscar casos integraveis quando estivermos interessados em 2EDQO’s que apresentam pa-

rametros.

6.3 Alguns comentarios adicionais

1. Os procedimentos LPS;, LPSy; e LPS; sdo semi-algoritmos. Apenas para lembrar,
isso quer dizer que nao temos como determinar, a priori, o grau maximo do polinémio

V™ (onde V' é um fator integrante inverso).

2. Também nao podemos usar os procedimentos LPS; (diretamente) quando V" nao

for um polinémio (i.e., quando V"™ for racional).

3. Os problemas levantados nos itens 1 e 2 ndo representam grandes dificuldades, uma

vez que:
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o Em relacao ao item 1: os procedimentos LPS; sao lineares e, dessa maneira,

podemos testar graus muito elevados antes de um impedimento pratico.

o Em relagdo ao item 2: como ja foi mencionado anteriormente, o caso polinomial
é a regra e nao a excecao. Além disso, quando V" é racional, em geral o
denominador é um polinémio de grau muito menor que o numerador, sendo na

maioria dos casos muito mais simples de determinar

Uma grande vantagem do método consiste em sua estrutura linear. Esse fato faz
com que a eficiéncia dos procedimentos seja alta (veja o inicio desta segdo) em
comparagao aos métodos tradicionais (o Maple nao consegue resolver nenhum dos

exemplos apresentados).

Outra vantagem decorre do fato que (ao contrario do que poderfamos esperar intui-
tivamente), no caso geral, V" é um polinémio. Em outras palavras, o método (além

de muito eficiente) é também muito abrangente.

Uma terceira vantagem consiste na simplicidade de uma possivel implementagao

computacional.

Além dessas caracteristicas positivas, existem outras duas vantagens nao menos
importantes, uma delas, mencionada ao final do ultimo exemplo apresentado, diz
respeito as 2EDO’s com parametros, como foi dito, existe a possibilidade de de-
terminarmos regides no espaco dos parametros para as quais a 2EDO em questao
admite integrais primeiras, isto, devido a natureza algébrica do método. A segunda
e ultima vantagem a ser mencionada é que a ideia central do método é, em um
amplo sentido, independente da ordem da EDO, dessa forma, podemos pensar em

outras extensoes (além da que foi apresentada para 2EDOs).
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CONSIDERACOES FINAIS

Os trabalhos de Gaston Darboux ao final do século XIX deram inicio aos desdobra-
mentos de uma teoria (conhecida como teoria da integrabilidade de Darboux) fundamen-
tada na ideia de hipersuperficies algébricas invariantes de campos vetoriais polinomiais,
também chamados de polindmios de Darboux dos campos associados aos sistemas dife-
renciais polinomiais por ele estudados. Foi mostrado, em Darboux (1878a), que se um
campo X possui pelo menos (”Jrff*l) + 1 polinémios de Darboux irredutiveis (onde d é
o grau do sistema e n sua dimensdo), entao X possui uma integral primeira que pode
ser expressa através de tais polindmios. Posteriormente, Prelle e Singer mostraram que ¢é
possivel construir fator integrante algébrico para um campo vetorial polinomial bidimen-
sional, em casos nos quais o campo apresenta uma integral primeira elementar (Prelle;
Singer, 1983), indicando a possibilidade da constru¢ao de um semi-algoritmo, permitindo
determinar explicitamente a integral primeira do campo. Como vimos, a ideia era, obter
os polinomios de Darboux, construir fator integrante e determinar a integral primeira

do sistema’?.

Entretanto, o passo inicial do procedimento sempre foi, em geral, o mais
custoso, via de regra, computacionalmente caro. Por tal motivo houve, nas duas tltimas
décadas, grandes buscas por procedimentos que sejam capazes de melhorar esta condicao,
com propostas que reduzem tempo de processamento e consumo de memoria, exatamente
a maneira como fizemos neste trabalho. Neste sentido, também contribuiram com desen-

volvimentos de importancia varios outros autores, por exemplo:

o Em Christopher et al. (2007) e Christopher et al. (2009) se estabeleceu um algoritmo
que permite determinar campos vetoriais planares que apresentam um determinado
autopolinomio. O método proposto é capaz de fornecer explicitamente uma expres-
sao dos campos quando todos os pontos singulares (em nimero finito) das curvas

algébricas sdo nao degenerados.

« Ferragut e Gasull (2015) estabelecem uma maneira que melhora consideravelmente
o procedimento dos coeficientes indeterminados para o calculo dos autopolinémios

de um campo vetorial polinomial.

 Ferragut, Galindo e Monserrat (2019) desenvolveram uma forma de se determinar

52 Existem detalhes um pouco mais complicados nesse sentido pois é necessirio saber, de antemao, se o
campo vetorial analisado possui polinémios de Darboux e, é também necessario saber quando existe
uma integral primeira Liouvilliana, o que da razdo ao fato de que os algoritmos envolvidos sdo, na
verdade, semi-algoritmos. Desse modo, além dos desenvolvimentos que buscam por aperfeicoamentos
nos métodos de obtengao dos polindmios de Darboux, ocorrem também pesquisas extensas no ambito
da integrabilidade de sistemas que apresentam integrais primeiras Liouvillianas. Veja, por exemplo
Coutinho e Schechter (2009), Christopher et al. (2002), Chavarriga et al. (2003), Zhang (2016).
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U
]

integrais primeiras Darbouxianas []; p;*, sendo p; polinomios de Darboux de uma

determinada classe de campos vetoriais polinomiais planares.

Desenvolvimentos em Llibre; Valls (2007) e Llibre; Valls (2005) também evidenciam
a importancia dos desdobramentos no contexto da teoria de integrabilidade de Darboux
para a fisica, propondo avaliagoes sob estes aspectos para as equacoes diferenciais de
Einstein-Yang-Mills e para o sistema de equacgdes do modelo Bianchi IX, estudos seme-
lhantes também sao apresentados em Valls (2005) para o chamado sistema de Rikitake,
além também de abordagens similares feitas nos trabalhos Llibre; Zhang (2002) e Zhang
(2002) para o sistema de Lorenz. Portanto, notavelmente, os avangos que se dao neste sen-
tido, seja com respeito a integrabilidade dos sistemas, seja com respeito ao refinamento
dos mais diferentes métodos de obtencao das integrais primeiras, representam também
contribui¢oes para toda uma gama de diferentes campos de estudos que se utilizam da
teoria dos sistemas dindmicos, obviamente, sempre com intuito de prover descrigoes e
extrair informacoes de relevancia para o sistema que lhes é de interesse. Os resultados
que apresentamos aqui podem (e devem), portanto, ser incorporados a este ferramental
tedrico de relevancia que mencionamos para as ciéncias exatas de um modo geral, com
algoritmos que se mostram altamente eficientes e que representam um aprimoramento

crucial para o que até entao se enxergava como um procedimento dispendioso.
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APENDICE A - Corpos de Funcdes Elementares e Liouvillianas

A.1 Corpos, subcorpos, corpos de fungoes e corpos diferenciais

Definigao A.1.1. (Lima, 2009) Um corpo é um conjunto de elementos K sobre o qual
estejam definidas duas operagoes binérias °3, + e - (adigao e multiplica¢do), de modo que

sejam satisfeitos os axiomas listados a seguir:
Axiomas da adigao:
o Comutatividade: x +y = y + x, quaisquer que sejam z,y € K
o Associatividade: x + (y + z) = (x + y) + z, para quaisquer z,y e z € K

o FElemento neutro: existe um elemento 0 € K tal que x 4+ 0 = x, qualquer que seja
r € K,

o FElemento inverso: para cada x € K existe um elemento —z € K de modo que

z+ (—z)=0.
Axiomas da multiplicacao:
o Comutatividade: x -y =y - x, quaisquer que sejam x,y € K,
o Associatividade: x - (y-z) = (x - y) - z, para quaisquer z,y e z € K

o FElemento neutro: existe um elemento 1 € K tal que x - 1 = x, qualquer que seja
r € K,

o Elemento inverso: todo elemento x € K — {0} possui um inverso x~!, tal que

x-xl=1.

E importante este cuidado de mencionar que o elemento 0 ndo possui um inverso multi-
plicativo.

Um conjunto de elementos munido de apenas uma lei de composicao que satisfaz
os axiomas anédlogos aos da adi¢do é chamado grupo abeliano (c.f. definicao 3.1.2). Vale
também destacar que o produto ¢ distributivo em relacao a adigao, ou seja, dados z,y, z

quaisquer em K, temos z - (y +z) =x-y+z- 2.

53 Quando dizemos que uma dada operacio ou lei de composicio entre elementos de um dado conjunto K
é binaria referimo-nos a propriedade de fechamento do conjunto pela operagdo em questdo, i.e., para
cada dois elementos u,v € K, uma operacao ¢(u,v) deve resultar em elemento contido em K.
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Definigao A.1.2. (Avellar; Duarte; Mota, 2020) Seja K um corpo, aos moldes da definigao
A.1.1. Um subcorpo P de K é subconjunto de K, P C K e, frente as operacoes de
adicao e multiplicacao é também um corpo, satisfazendo portanto os axiomas listados na

defini¢ao anterior. Dizemos ainda que K é uma extensdo de P.

Exemplo A.1.1. (Lima, 2009) O conjunto de elementos Q(7) em forma de par ordenado
z = (z,y), com x,y nimeros racionais, i.e., Q(i) = Q x Q, no qual estejam definidas opera-
¢oes de adigao e multiplicacao, de forma que, para quaisquer dois elementos z; = (z1,y;)
e zg = (wq,y2) em Q(i) tenhamos 21 + 20 = (x1,y1) + (22, ¥2) = (x1 + T2, 91 + y2) €
21 - 29 = (21,y1) - (T2,Y2) = (£122 — Y1Y2, T2y1 + T1y2). O elemento neutro por operagdes
de adigao é representado por (0,0) e o elemento neutro por operagoes de multiplicagao é
(1,0), se denotarmos por x quaisquer elementos do tipo (z,0) e por i o elemento (0,1),
percebe-se a possibilidade de representar cada elemento z = (z,y) = (z,0) 4+ (0,y) como
z = x + 1y, de modo que considerando-se as operagoes de soma e multiplicagdo defini-
das acima construimos o que se denomina corpo dos nimeros complexos racionais Q(1).
Tendo o cuidado de se levar em conta que i = —1, ndo é dificil verificar a validade dos
axiomas que listamos para operacoes de corpo considerando soma e produto como defi-
nidas no contexto, a proposito, é possivel também estabelecer sem grandes dificuldades
que, o inverso multiplicativo (z/,3") de qualquer elemento (z,y) # (0,0) é tal que suas

componentes se ddo em termos das componentes do elemento (x,y) como

(:v’,y’)=< . - ) (206)

72 + y2’ 72 + y2
uma vez que, por definigao, (', y')(z,y) = (1,0).

Outro exemplo de suma importancia, nao s6 para o proposito deste trabalho, con-

siste do que se entende por um corpo de fungoes, vejamos:

Exemplo A.1.2. Dado um corpo numérico F, o conjunto de fungoes racionais [F(t), cujos

elementos possuem entao o formato r(t) = %, em que p(t) e ¢(t) sdo polindbmios coprimos

em t com coeficientes em F (g(t) necessariamente nao nulo), constitui um corpo de fungoes

racionais por operagoes usuais de adi¢ao e multiplicacao de fungoes algébricas, ou seja, se

— Pa(t) _ ps(®) )
ro(t) = ga(t) erg= % temos:
J(1) - palt
ralt) rstt) = L2 (207)

além de
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Pa(t) - 45(t) + ¢a(t) - ps(t)

ra(t) +1s(t) = Ga(t) - qs(t)

(208)

A partir deste ponto, todo o mais segue de maneira muito 6bvia, o leitor pode
determinar, caso queira, um elemento especifico em F(¢) ao qual atribuird a fungao de
elemento neutro para operagoes de adigdo, bem como, um elemento especifico de F(t) com
mesma funcionalidade para operagoes de multiplicacdo. Podera também expressar uma
relagdo entre as fungdes componentes (numerador e denominador) de elementos inversos
multiplicativos ou aditivos em termos das componentes (p(t) e ¢(t)) de uma fungao racional
r(t) qualquer em [ (), tal qual como ocorre na equagao (206) do exemplo anterior e, por
fim, pode também verificar comutatividade e associatividade para operagoes entre os

elementos do conjunto mediante o que se estabelece em (207) e (208).

Vale pontuar que, no exemplo A.1.2, o corpo de fungoes F(t) é uma eztensio do

corpo do numérico F, de onde se extrai os coeficientes das fungdes em [ (¢).

Definicdo A.1.3. (Avellar; Duarte; Mota, 2020) Denominamos derivagao sobre um de-

terminado corpo de fungoes suaves K(t) a aplicagao D, : K(t) — K(t) com as propriedades:
o Linearidade: Di(a(t) + b(t)) = Dia(t) + Dib(t);
o Regra de Leibinz: Dy(a(t) - b(t)) = a(t)Dib(t) + b(t) D;a(t),

sendo a(t) e b(t) fungoes em K(t). Assim fazemos alusao a derivagdo como uma abstragao

algébrica do conceito de derivada de fun¢des em relagdo a uma variavel t.

Constituimos assim, de maneira bastante natural, o cenario fundamental para des-
crigdo de propriedades algébricas de derivadas e anti-derivadas (primitivas) das fungoes,
bem como, o cenario de base para o estudo das EDO’s e suas soluc¢oes, em referéncia ao

que denominamos corpo diferencial.

Definicao A.1.4. Um corpo diferencial ¢ um corpo de fungoes F dotado de uma ou

mais derivagoes (Avellar; Duarte; Mota, 2020).

Para elucidar a tultima definicdo e complementar as demais, que apresentamos anterior-

mente, seguem dois exemplos bastante simples:

e O corpo R(z) das fungées racionais na varidvel x e coeficientes reais é dotado de
derivagio D,. Notemos que, R(x) é extensao do corpo de constantes R, de onde

extraimos os coeficientes das fungéoes racionais em R(x).

o O corpo C(x,y) das fungdes racionais nas varidveis x ey com coeficientes complexos
¢ dotado de derivagoes D, e D,. C(z,y) € uma extensio do corpo de constantes no

plano complexo C, que fornece os coeficientes para as fungoes racionais em C(x,y).
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A.2 Fungoes elementares e fungoes Liouvillianas

As fungoes racionais, logaritmicas, exponenciais, hiperbdlicas, hiperbdlicas inver-
sas, trigonométricas, trigonométricas inversas e quaisquer composigoes finitas de todas
estas que mencionamos sao consideradas parte de uma classe de fungoes usualmente co-
nhecidas como elementares. Podemos definir a classe de fungoes elementares introduzindo

o chamado gerador elementar.

Definigao A.2.1. (Davenport, 2007), (Avellar; Duarte; Mota, 2020) Uma funcao 2 é cha-
mada um gerador elementar sobre um corpo diferenciavel I se pudermos caracterizar

Q2 segundo uma das possibilidades seguintes:

o () ¢é algébrico sobre [, ou seja, €2 é solucao de equagao polinomial com coeficientes

em [F.

o ) é exponencial em [, quer dizer que deve haver algum n em [F tal que Q' = 1’2, o

que implica ) = e".

o ) ¢é logaritmica em [, quer dizer que existe um 7 de F tal que Q' = n'/n, o que

implica €2 = Inn.

Um objeto f é considerado elementar sobre F se o mesmo puder ser representado
através de um elemento da extensao de corpo F(6y,...,0,) onde cada 6; corresponde a

um gerador elementar sobre F(6q,...,0;_1).

Definigao A.2.2. (Davenport, 2007),(Avellar; Duarte; Mota, 2020) Uma fungao Q2 é cha-
mada um gerador Liouvilliano sobre o corpo diferenciavel F se pudermos caracterizar

2 segundo uma das possibilidades seguintes:

o () ¢é algébrico sobre [, ou seja, €2 é solucao de equagao polinomial com coeficientes

em [.

o ) é exponencial em [, quer dizer que deve haver algum n em [F tal que ' = 1’2, o

que implica = e".

o ) é uma integral sobre [, ou seja, existe n em F tal que ' = 7, o que implica
Q=[n.

Percebe-se, diretamente, por meio da tltima definicdo que a classe das fungoes
elementares é, de fato, subcorpo do conjunto das fungoes Liouvillianas, uma vez que todo

logaritmo pode ser representado através de uma integral (Avellar; Duarte; Mota, 2020).

Definicao A.2.3. (Avellar; Duarte; Mota, 2020) Seja F um corpo diferencial. Uma ex-
tensdo do corpo F(4,8s,...,Q,) é chamado corpo de fungdes elementares sobre
F se todo €;, ¢« = 1,...,n for gerador elementar sobre F. Uma funcdo sera entao dita

elementar se pertencente a um corpo de fungoes elementares sobre [F.
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Exemplo A.2.1. (Avellar; Duarte; Mota, 2020) Seja C(x) o corpo de fungoes racionais na
variavel z com coeficientes complexos. Podemos dizer que as fungoes trigonométricas sao

elementares sobre C(z). Consideremos, por exemplo, a fun¢ao sen(z) escrita na forma

sen(x) = 6;,6.
i

Perceba que = €' ¢ gerador elementar sobre C(z), pois possui a forma ¢” com n € C(z),

entao

22 +1
2102

sen(x) =

pertence a extensao C(2), um corpo de fungoes elementares sobre C(z).

A classe das fungoes ditas Liouvillianas é ainda mais geral que a classe das ele-
mentares, podemos dizer que as fung¢oes elementares formam um subcorpo do conjunto

de fungoes Liouvillianas, vejamos:

Definicao A.2.4. (Avellar; Duarte; Mota, 2020) Seja F um corpo diferencial. A exten-
sao F(92q,9Qs,...,9Q,) é denominada corpo de fungoes Liouvillianas sobre F se todo
Q;, 1=1,...,n for gerador Liouvilliano sobre F. Uma fung¢ao serd entao dita Liouvilliana

se pertencente a um corpo de fungoes Liouvillianas sobre F.
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APENDICE B - Campos vetoriais e formas diferenciais

Utilizaremos deste espaco em apéndice para introduzir nogoes basicas sobre vari-
edades diferenciaveis, especificamente, direcionando nossos estudos aos topicos que nos
permitem entender, minimamente, o que se entende por campos vetoriais e formas dife-
renciais. Vamos incluir também alguma nocao de algebra exterior, definindo operagoes
basicas entre formas diferenciais bem como operacoes sobre as formas diferenciais, em
referéncia ao que se denomina produto exterior e derivada exterior, ambas as operacoes
sao interessantes para que o leitor tenha melhor acesso a defini¢gao exposta no texto refe-
rente a uma 1-forma exata, por exemplo. Também, a respeito de campos vetoriais, sera
apresentada uma breve discussao em um aspecto mais geométrico, que nos permite enten-
der a motivacao pela qual atribuimos carater vetorial aos operadores diferenciais parciais

lineares D e X.

B.1 Nocao de espacgo dual

Consideremos o espaco vetorial n-dimensional E e o espag¢o de funcionais linea-
res”* de £ em R, o chamado espaco dual de E, usualmente denotado por E*. Tomemos
{e1,€e9,...,€,} como um conjunto de vetores de base de E, logo, cada vetor v € E é re-
presentado através de uma combinagio linear v = 37, v'e;, v° € R. O espago dual de E,
munido das operagoes usuais de fungoes, é também um espago vetorial (Tenenblat, 2008),
assim, uma fungio o' : E — R que retorna v’, a i-ésima componente de v (a'(v) = v?), é

caracterizada por:

4 . 0, sei#j
a'(ej) =05 = 7 (209)
1, sei=17.
Desse modo, diremos que um conjunto de fungdes {al,...,a"} representa uma

base do espaco dual E*, logo, qualquer fun¢ao linear f de E* pode ser representada na

forma

f= En: fiad. (210)
i=1

54 Essa nocdo, se desconhecida, deve ficar clara ao leitor na medida em que se d4 sequéncia com a leitura.
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A agdo de f em v é interpretada como um produto interno, pois

n n n
flw)= > fied (v]ej) = Y v fial(e;) =D ' fi (211)
ij=1 ij=1 i=1
E comum utilizarmos (e, ®) : £*x E — R a fim de caracterizar o resultado de tal aplicacdo.
Ao longo do texto, os vetores com os quais trabalhamos sdo representados por

operadores diferenciais parciais lineares

v="> vi(x)=—, == (z' ..., 2"). 212

> @) g @ = ) (212)
A exemplo do gerador infinitesimal X no contexto da teoria de Lie e d o operador de
Darboux D (ou X). Vamos tentar entender a motivagao por tras disto. Veremos também
que, por definigao, o elemento denominado forma diferencial de grau 1 (ou 1-forma)
representa, na verdade uma aplicacao que leva vetores a fungoes reais. Antes, porém,

devemos estabelecer o lugar geométrico dos objetos com os quais estamos lidando.

B.2 Variedades no R"

Definicao B.2.1. Um difeomorfismo é uma funcao diferencidvel h : U — V entre dois

abertos U e V do R, cuja inversa é, também, diferencidvel (Spivak, 2003).

Definicao B.2.2. Uma variedade k-dimensional é o subconjunto M de R™ no qual

pontos x € M satisfazem o critério:

o Existe um difeomorfismo h : U — V entre os abertos U D x e V C R” de modo que

MUNM)=VN(REx{0})=ycV:ytl = =y* =0 (vide figura (8)).
Em outras palavras, UNM é simplesmente R*N{0} a menos de um difeomorfismo (Spivak,
2003). Devem ser considerados também os casos seguintes:
e Um ponto de R" é uma variedade 0-dimensional (Spivak, 2003);

o O proprio espago euclidiano R™ constitui uma variedade e também, qualquer aberto

do R™ ¢é uma variedade n-dimensional (Spivak, 2003).

Teorema B.2.1. M C R” é uma variedade k-dimensional se, e somente se, para cada
ponto x € M pudermos definir uma funcao diferenciavel biunivoca f : W — U entre os

abertos W C R* e U > x satisfazendo:
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Figura 8 - Esquema representativo de uma variedade no R3.

Legenda: Variedade bidimensional no R3.
Fonte: Spivak, 2003, p. 110.

. f(W) =MnNU;
« f'(y) tem posto k para cada y € W;

o f71: f(W) — W é continua.

5 Uma dis-

A funcdo f usualmente nos referimos como sistema de coordenadas locais
cussao mais detalhada a respeito das variedades, incluindo demonstragao deste ultimo
teorema pode ser encontrada em Spivak (2003), para a proposta deste trabalho, basta
que tenha ficado claro que, uma variedade k-dimensional M é localmente euclidiana e

diferencigvel.

B.3 Espaco tangente

Suponha p(t) uma curva suave definida pelo deslocamento de p, um ponto genérico
tomado sobre a variedade n-dimensional M. E possivel, se considerarmos, localmente,
um dado conjunto de coordenadas x%, i = 1,...,n diferencidveis sobre a variedade M,
caracterizarmos a curva p(t) em termos de componentes z*(p(t)), i = 1,...,n (Nash; Sen,
1987). A i-ésima componente do vetor tangente a curva é portanto obtida diretamente

através de

55 I bastante comum encontrarmos alguns conceitos mais fundamentais da topologia em definicdes de
variedades, com uso frequente das chamadas cartas e/ou atlas, estas sdo definigbes equivalentes a que
apresentamos aqui.
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(1))

No ambito da geometria diferencial, estaremos mais interessados no uso de objetos deno-
minados campos vetoriais. Para que possamos estabelecé-los de fato, consideremos uma
fungdo f a valores reais definida sobre os pontos p da variedade, f(p) portanto, e assim,
tal como se faz usualmente ao definir as chamadas derivadas direcionais, podemos nos
perguntar sobre a taxa de variacao de f a medida que p caminha ao longo da curva para-
metrizada p(t). Em outras palavras, se considerarmos que uma variagdo no parametro ¢
define um intervalo de tempo, estaremos entao considerando a taxa de variacao de f em

relacao ao tempo decorrido entre duas posigoes distintas de p sobre a curva, explicitamente

o w().

Em termos de coordenadas locais,

Vo = L5 oy, i=1,.

Podemos considerar

( S <p<t>>)

como aplicagdo de um operador diferencial X’ sobre f, i.e., ZJZ (p(t)) = X' f. Esse operador é

o que definimos como vetor tangente a M no ponto p com direcao estabelecida pela curva

A s O
i 0 = a5

p(t) (Nash; Sen, 1987). Intuitivamente, se propusermos extender a construgao da ideia
a todos os pontos p € M (sendo M uma variedade compacta®® e orientével), verifica-
se que ao operador X podemos nos referir por “campo vetorial”, i.e., uma fungdo que
associa um vetor a cada ponto da variedade, nesse sentido, talvez tenha ficado evidente
que os operadores diferenciais parciais aal constituem base de um espago vetorial, o qual
denomina-se espago tangente (Nash; Sen, 1987). A ideia mais geral de espaco tangente é
constituida a partir de uma consideracao abstrata que leva em conta todas as derivadas
de curvas suaves em M que passam por um ponto p € M. Obviamente, podemos elucidar

o conceito com exemplos no R3.

56 Em poucas palavras, vamos considerar compacta uma variedade M fechada e limitada.
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Exemplo B.3.1. Considere M a variedade correspondente a uma superficie esférica uni-
taria S = {(z,y,2) € R®|z? + y*> + 22 = 1}. O espago tangente a S? em um ponto
p = (Z0,%0, 20) € S?, denotado por 7,52, como estabelecemos, constitui-se do conjunto
de todas as derivadas de curvas que passam por p e estdo contidas em S2, ou seja, uma
curva y(t) = (x(t),y(t), 2(t)) ¢ uma curva em S? se, e somente se, x(t)? +y(t)? + z(t)* = 1
para todo ¢. Além disso, se v(0) = p, entdo v'(0) € T,,5?. Assim, o espago tangente 7,5
¢ definido por derivadas de curvas parametrizadas () no R® que satisfazem a equacio
z(t)? + y(t)* + 2(t)* = 1 e passam pelo ponto p = (o, Yo, 20). Geometricamente, 7,5

corresponde ao plano tangente a esfera em p.

Com isso, fica estabelecido um espago vetorial T, M associado a uma dada variedade
M cujos elementos sao, obviamente, vetores tangentes a variedade no ponto p € M,

representados em formato semelhante ao vetor v da equagao (212).

B.4 Espacgo cotangente e formas diferenciais

Se retomarmos o contexto inicial, trabalhado na primeira secdo deste apéndice,
a fim de considerarmos um espago vetorial dual T7M, daremos um passo em dire¢ao
a definicdo das chamadas formas diferenciais. Foi mencionado que as 1-formas levam
vetores a funcoes reais, dessa maneira, iremos assim estabelecer que aos elementos do
espago dual de T, M correspondem as 1-formas, algumas fontes consideram nomear tais
elementos como covetores e, em paralelo ao que entende-se por campo de vetores (ou
campo vetorial), um dito campo de covetores deve associar um covetor a cada ponto p de

uma variedade suave M, um elemento de T M.

Defini¢ao B.4.1. A unido (disjunta) dos espagos tangentes definidos em todos os pontos
p de uma variedade suave M é o fibrado tangente, T'M (Scheck, 2005).

T™ = | T,M.

pEM
Observagao B.4.1. Se a variedade M da definicao B.4.1 possui dimensao n, entao T'M
serd 2n-dimensional, pois tomamos, em T'M o ponto (p, v) representado por um ponto de

base p € M e vetor v € T,M.

Definicao B.4.2. O espago dual de T'M ¢é denominado fibrado cotangente de M,
denotado por T*M, podemos considera-lo, analogamente ao caso que se considera da

defini¢do B.4.1, a unido (disjunta) dos espagos cotangentes sobre pontos p € M:
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T*M = |J T/ M. (213)

peEM

Defini¢ao B.4.3. Um mapeamento w : M — T*"M : p — w, € T;yM ¢ chamado forma
diferencial (Scheck, 2005).

Um elemento w, € T)M, como sabemos, deve ser tal que

wy: T,M — R,

um elemento do chamado espago dos covetores, portanto. A estes, atribui-se a forma geral

Wy = Z a;(p)dz’ (214)

sendo os coeficientes a;(p) fungoes reais diferencidveis definidas em um aberto U de M.
A representacio na equacgio (214) sugere considerarmos {dx’} como um conjunto de base
candnica do espago T, M, iremos verificar esta afirmacio considerando o exemplo mais
simples que se conhece de uma 1-forma. O diferencial de uma fungdo g € F(M), sendo
F(M) um conjunto de fungdes reais definidas localmente em uma dada variedade M

(n-dim) é, de maneira usual, representado por dg, expresso como

= 9y(=x)
dg—; By dz",

sugerindo, novamente, que o conjunto {dz'} seja base canonica de T, M.

Considere entdo g(x) = 27, sendo j um valor arbitrério do conjunto {1,...,n}, assim

A Jj
da’ = Z g$.dm’.
l»l

i

Veja que, se de fato da’/ for um dos elementos da base de T’ » M entao, assim como apre-
sentamos na discussao inicial (equagao (209)) devemos extrair, por aplicacdao de dz?(v), a
componente v/ de um dado objeto v € T, M. Vale retomar que a agao de um elemento de
T,y M sobre um elemento de T),M pode ser interpretada como um produto interno, como
justifica equagao (211), assim da’(v) = (da’,v) : Ty M x T,M — R. Ora,
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(da? | v) = Zviaxj. ='5t =7
7 - axz J )
como haviamos imaginado.

Duas 1-formas diferenciais w e w definidas em um aberto U C M sao ditas linear-
mente independentes se, para todo p € U, w(p) e w(p) forem linearmente independentes
como elementos do espago vetorial 7y M (Tenenblat, 2008).

Estudar relagoes e estabelecer dependéncias entre as chamadas formas diferenciais
envolve parte do que se conhece como dglgebra exterior (dlgebra de Grassmann), na qual
sao estabelecidas importantes operacoes envolvendo as formas diferenciais, a citar, o pro-
duto exterior e a derivada exterior, estudaremos ambos os casos em maiores detalhes nas
proximas segoes deste texto em apéndice.

Fundamentalmente, em algebra linear, denomina-se funcional linear uma transfor-
macao ¢ : EF — R linear que associa valores numéricos a elementos de um espaco vetorial
E., o conjunto E* dos funcionais lineares é denominado espago vetorial dual de E. Este
ponto, pressuponho, podemos considerar familiar, ja haviamos mencionado em um dos
paragrafos iniciais da presente secdo. Também, podemos nos referir as transformacoes
¢: Ey X Ey x...x E. — R, se lineares em cada um de seus argumentos (elementos dos
espagos vetoriais Fy, k = 1,...,7), como funcionais multilineares. Com isso, é possivel

identificarmos os elementos w(p) € T, M a funcionais lineares em vetores de T, M.

Definicao B.4.4. Um funcional multilinear é alternado se, e somente se, é anti-simétrico
(Lima, 2018), isto é,

A(U1, oy Uiy ey Ve, 0p) = —P(V1, o Ve, gy, V).

Podemos exemplificar com alguns casos bem simples e, em parte, bastante familiares:

e O produto interno f : E X E — R é um funcional bilinear simétrico e positivo em

E, pois para quaisquer u,u’,v,v" € E e a € R

(u+u,v) = (u,v) + (u,v), (au,v) =alu,v),

(u,v + ") = (u,v) + (u, vy, (u,av) = af{u,v) (Bilinearidade);

(u,v) = (v,u) (Comutatividade ou simetria).

e O determinante de uma matriz n X n cujas colunas sao vetores vy,...,v, € R,

indicado usualmente através de f(vy,...,v,) = detvy,...,v,] pode ser considerado
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um funcional multilinear alternado ou anti-simétrico.

o Para f,g: F — R definidas no espaco vetorial F, a funcao fAg: E x E — R dada

por
(f A g)(u,v) = f(u)g(v) — f(v)g(u)

¢ um funcional bilinear alternado. Este é um caso particular®” do que se denomina
produto exterior (Tu, 2011).

B.5 Produto Exterior

Com o que foi apresentado até aqui ja podemos interpretar certas operagoes bas-
tante recorrentes em problemas de natureza fisica como aplicagoes dos conceitos traba-
lhados. Considere, por exemplo, um campo de forgas K = (K!, K%, K?) e tomemos uma
particula movendo-se ao longo de uma curva v sob acao de K, em um curto intervalo
de tempo dt a particula efetua um deslocamento dr a uma velocidade v = (v',v? v3).
O trabalho (por unidade de tempo) realizado por K é dado através do produto escalar
K - v, que podemos interpretar como o efeito da acdo de uma 1-forma wx = >0 | K'da’
sobre v (Scheck, 2005)

3
wrg =K' = (wk,v).

i=1

Outro exemplo interessante seria, considerando que v seja um campo de velocidades
em R3, podemos nos perguntar sobre o fluxo do campo v através de uma 4rea especifica
tomada em uma dada superficie orientada Y. Considere que t e s sao dois versores
tangentes a superficie e definem, portanto, um paralelogramo em . Por defini¢ao, o
fluxo do campo através da area definida pelo paralelogramo na superficie (incluso sinal)

¢ dado através de v - (t X s)

Dy(t, s) = v' (125> — 1352) + v? (35T — t's*) + VP (s — t%st). (215)

Uma quantidade escalar que pode ser interpretada como o resultado da acao de um

funcional bilinear alternado sobre elementos t e s de seu dominio e, constitui Otima

57 Particular e suficiente para o propésito deste texto.
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motivagao para o que iremos definir como o produto exterior (Scheck, 2005).

O produto exterior ¢ definido como uma operacgao entre k-formas, se conside-
rarmos o produto exterior entre dois elementos de base de um espago T, M, escrevemos
dx' A dz®, o resultado serd uma 2-forma, definida também como uma quantidade escalar

obtida por aplicacao sobre dois elementos de 1), M.

(da' A da®) (s, t) = st — st

Pelo modo como conseguimos expressar o fluxo de um campo vetorial na equagao
(215) do nosso exemplo podemos considerar que uma 2-forma se escreva como combinagao
linear entre elementos de base dx’ A da* sendo i < k uma vez que, evidentemente, pela

operagao do produto “A”, verificamos que

dat A dx® = —da® A da?

— dz' Ndx' = 0.

Nao iremos apresentar aqui uma defini¢ao explicita para o produto exterior, nao é
de todo necessario para este trabalho que sejam estabelecidos os detalhes a respeito, aos
interessados, indicamos Nakahara (2003), onde se pode encontrar um desenvolvimento
devidamente rigoroso contendo defini¢bes mais gerais. Para o que se propoe neste texto
em apéndice, basta apenas uma noc¢ao superficial destas ideias, é interessante somente
para que o leitor esteja ciente da existéncia de k-formas, a fim de que possamos dar

seguimento a uma brevissima discussao sobre derivada exterior.

B.6 Derivada Exterior

A representacao usual das k-formas, como combinacao linear entre elementos de
base {dz'} de um espago vetorial, nos permitiu associar, facilmente, o diferencial de
uma funcao real a uma 1-forma, um vetor covariante. Uma 2-forma, por sua vez, foi
construida através do produto exterior entre duas 1-formas, é comumente associado a um
tensor anti-simétrico covariante de ordem 2, nesse sentido, as O-formas sao fungoes usuais
e, assim como obtivemos a 1-forma através de uma operacgao especifica sobre a 0-forma
g(x), podemos também construir 2-formas se generalizarmos o procedimento utilizado

para determinar dg aos demais casos e, a derivada exterior se encarrega deste papel.
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(216)

. k
Considere w uma k-forma representada

(217)

(218)

Alguns exemplos simples serao suficientes para entendermos do que se trata a

operacao em questao:

Exemplo B.6.1. Considere as seguintes r-formas em R3:

1. Wo = f(xvwa)?

2. wy = wy(z,y, 2)de +wy(x,y, 2)dy + w.(x,y, z)dz,

3. wy = wyy(x,y, 2)de N dy + wy.(x,y, 2)dy AN dz + w, (2, y, 2)dz A de,

4. wy = Wyys(z,y, 2)dz Ndy A dz.

Por aplicagdao de (217) com uso de (218) obtemos

O g O O
dwy = %dx + aydy + aZdz,

dw, = <0wy_@wx>dx/\dy+<3wz_M)dy/\dz+<

ox dy dy 0z

0z

0wy B Ow,

. > dz N dzx,
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sy — (c‘?wyz n 0wy n Owgy

o 3y ER > dx Ndy N dz,

dUJ3 =0.

Nota-se que por agao de d em wy obtemos nos coeficientes as componentes do gradiente de
uma fungao escalar f(x,y, z). Dos coeficientes em dw; temos as componentes do rotacional
de uma 1-forma (vetor covariante) wy = (wy, wy,w,) e, de dwsy identificamos o divergente
(Nakahara, 2003; Scheck, 2005). Considerando que a variedade em questao é tridimensional
entao, uma dada r-forma, com r > 3 s6 poderia ser expressa de modo que pelo menos um
dos elementos dz’ aparecesse mais de uma vez (Nash; Sen, 1987), justificando o resultado
de dws.

Uma forma geral (muito 1til e bastante comum) de se expressar o resultado que co-
nhecemos do teorema de Stokes, por exemplo, utilizando-nos desta concepcao das formas

diferenciais seria

/dw:/ w,
M oM

considerando M uma variedade n-dimensional compacta e orientavel com bordo M e w
uma (n — 1)-forma (Nash; Sen, 1987).



