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RESUMO

FERREIRA, B.C.F. Comparac¢ao entre modelos de precos de commodities: dois e trés
fatores estocasticos. 2019. 39 f. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias Econdmicas) — Faculdade
de Ciéncias Economicas, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

Visando aprimorar a previsao de precos de commodities e auxiliar na tomada de
decisdes dos agentes desse mercado, este estudo propde um modelo de trés fatores
estocasticos, expandindo o trabalho de Gibson e Schwartz (1990). Além do preco a vista e do
retorno de conveniéncia, a média do retorno de conveniéncia ¢ tratada como um fator
estocastico. A fim de implementar o modelo, foram coletados dados semanais de precos
futuros da New York Stock Exchange entre 1996 e 2018. Além disso, a metodologia do filtro
de Kalman foi empregada para estimar os parametros ¢ as séries temporais das variaveis nao
observaveis. Finalmente, comparamos os modelos de dois e trés fatores e o modelo proposto
apresentou um poder explicativo superior ao modelo tradicional de dois fatores, capturando
com maior fidelidade a estrutura a termo dos precos futuros. Essa performance aprimorada se
configura como uma ferramenta para fraders, gestores de risco e formuladores de politicas,
auxiliando na tomada de decisdes estratégicas, mitigacao de riscos e otimizagao de resultados.

Palavras — chave: Modelagem de precos de commodities. Mercado Futuro. Gibson e
Schwartz.



ABSTRACT

FERREIRA, B.C.F. Comparison of commodity price models: two and three stochastic
factors. 2019. 39 f. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias Economicas) —Faculdade de Ciéncias
Econdmicas, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

Aiming to refine commodity price forecasting and assist market agents in decision-
making, this study proposes a three-factor stochastic model, extending the work of Gibson
and Schwartz (1990). In addition to spot prices and convenience returns, the mean of
convenience returns is treated as a stochastic factor. To implement the model, weekly futures
price data from the New York Stock Exchange between 1996 and 2018 were collected.
Additionally, the Kalman filter methodology was employed to estimate the parameters and
time series of the unobserved variables. Finally, we compared the two-factor and three-factor
models, and the proposed model exhibited superior explanatory power compared to the
traditional two-factor model, more accurately capturing the term structure of futures prices.
This enhanced performance positions it as a valuable tool for traders, risk managers, and
policymakers, aiding in strategic decision-making, risk mitigation, and outcome optimization.

Keywords: Commodity price modeling. Future markets. Gibson e Schwartz.
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INTRODUCAO

A modelagem e estimativa do comportamento estocastico dos precos das commodities
permite que produtores e consumidores, além de especuladores financeiros, possam
implementar estratégias solidas de investimento e de gestdo de risco.

Geralmente a literatura em financas considera que o prego a vista das commodities ¢
uma variavel ndo observavel. De fato, o preco a vista, resultante de uma transagdo no mercado
fisico, ndo fica definido de imediato. O preco de fechamento ou liquidagao (setlement price)
de uma transacdo, ocorre quando do recebimento do produto pelo comprador. Por exemplo, se
uma transacao ocorre na data t, a commodity deve ser transportada do seu ponto de origem ao
destino. A operagdo serd liquidada em data posterior, ou seja,t + At . Portanto, o valor de
liquidacao estard associado a data t + At quando da entrega.

Mais ainda, o valor final da transa¢do ndo ¢ uma variavel prontamente observavel pelo
mercado, somente ¢ do conhecimento dos envolvidos na negociagdo do produto. Os pregos
das negociagdes sdo divulgados periodicamente por agéncias especializadas que coletam as
informagdes junto aos agentes que negociam a commodity.

Em geral, o preco de uma commodity, divulgado corriqueiramente pela imprensa, ¢ o
preco do primeiro contrato futuro negociado, ou seja, com vencimento mais proximo. Assim
ocorre com o petréleo, a commodity mais relevante para a economia mundial, € com todas as
demais que sdao negociadas em mercados futuros.

O preco futuro da commodity, negociado em bolsas, ¢ conhecido diariamente pelos
canais de informag¢do do mercado. Além de ser amplamente acessivel, o prego futuro ¢
formado competitivamente, mediante inimeras transagdes diarias nas bolsas de mercados
futuros.

Tendo em vista a relevancia do prego a vista para os agentes que negociam a
commodity, por exemplo no gerenciamento do risco embutido na produ¢do e comercializagao,
a literatura em financas relacionada as commodities busca estima-lo. Para tal, a metodologia
empregada, de forma recorrente, tem sido o uso de variaveis de espago de estado para
descrever os precos futuros. A forma de espago de estado constréi a relacdo entre um vetor de
séries temporais observaveis (precos futuros para diferentes vencimentos) e um vetor de séries
ndo observaveis. As componentes desse vetor ndo observadas sdo chamadas de variaveis de

estado, estas sdo geradas por um processo estocdstico. A versdo em tempo discreto desse
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processo ¢ denominada equagdo de transi¢do. A partir de entdo, em modelos Gaussianos e
afins, o Filtro de Kal/man ¢ aplicado recursivamente para calcular o estimador 6timo para o
vetor de estado no tempo t.

Os modelos de pregos das commodities desenvolvidos por Brennan e Schwartz (1985)
e Paddock et al. (1988) consideraram apenas uma varidvel (fator) estocdstica, o prego a vista.
Embora o modelo de um fator tenha a vantagem de ser muito tratdvel, ele possui algumas
propriedades indesejaveis, como exibir uma estrutura de volatilidade constante dos retornos
de pregos futuros, ou seja, os pregos futuros para vencimentos diferentes estariam
perfeitamente correlacionados. Evidéncias empiricas sugerem, no entanto, que a estrutura de
volatilidade dos precos futuros ¢ uma fun¢do decrescente da maturidade como documentado
por Bessembinder et al. (1995).

Em Gibson e Schwartz (1990), os autores desenvolveram um modelo usando dois
fatores estocasticos: o prego a vista e o retorno de conveniéncia, onde o preco a vista segue
um processo geométrico Browniano e o retorno de conveniéncia segue um processo de
reversao a média do tipo Ornstein-Uhlenbeck.

O primeiro fator considerado, o prego a vista, contribui de forma indiscutivel para a
natureza dos pregos futuros. O segundo fator, o retorno de conveniéncia, foi documentado
inicialmente por Kaldor (1939) e descreve a articulagdo entre os niveis atuais de estoque e a
escassez futura de uma mercadoria. A teoria do armazenamento postula uma relacao inversa
entre o nivel de estoque e o retorno de conveniéncia, 0 que sugere que esta variavel sera
constante somente sob premissas muito restritivas. Em Gibson e Schwartz (1989) os autores
refutam essa suposi¢do no caso do petréleo bruto, mostrando que a tendéncia de reversao a
média, assim como a variabilidade de suas mudancas, requer uma representagao estocastica
do rendimento de conveniéncia.

Brennan e Schwartz (1985) definem o rendimento de conveniéncia como o beneficio
que possui um proprietario do produto fisico, mas ndo ¢ devido ao proprietario de um contrato
para a entrega futura da mercadoria. Se a demanda ¢ superior a oferta, o prego a vista da
mercadoria ¢ mais elevado do que o preco futuro e os detentores da comodity fisica se
beneficiam de possuir o bem subjacente. Portanto, o rendimento de conveniéncia deve ser
maior em valor absoluto do que os custos marginais (ou o custo de carregamento) e, nesse
caso, o custo de carregamento liquido é negativo. Esta teoria ¢ elaborada por Working (1949),
Brennan (1958) e Pindyck (2001) e vincula o retorno de conveniéncia as variagdes de curto

prazo no prego a vista.
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Além do preco a vista e do retorno de conveniéncia, a incerteza na dinamica dos
precos das comodities pode ser conferida a outros fatores. Schwartz (1997) compara trés
modelos em relacdo a aderéncia aos precos de contratos futuros existentes. O primeiro tem
apenas um fator estocastico: o pre¢o a vista. O segundo modelo ¢ essencialmente o modelo
definido em Gibson e Schwartz (1990), onde os fatores sdo o preco a vista e o retorno de
conveniéncia. O terceiro modelo inclui a taxa de juro americana como um fator estocastico.

Assim como nos trabalhos desenvolvidos anteriormente, os precos futuros constituem
as variaveis de observagdo (vetor de séries temporais observaveis) enquanto o preco a vista, o
retorno de conveniéncia e a taxa de juros sdo as variaveis de estado ou de transi¢do. Os
modelos que consideravam dois e trés fatores mostraram uma aderéncia satisfatoria a
estrutura a termo dos pregos e das volatilidades, enquanto, o de um fator mostrou pouca
aderéncia.

Neste trabalho nos propomos a desenvolver uma metodologia para recuperar o prego a
vista a partir de contratos futuros com diferentes maturidades. Incluimos no modelo de
Gibson e Schwartz (1990) um terceiro fator estocastico. Além do preco a vista e o retorno de
conveniéncia, propomos que a média para qual o retorno de conveniéncia reverte, parametro
a, tenha um comportamento estocastico, seguindo um processo de reversdo a média. O
objetivo € obter um modelo que se ajuste melhor aos pregos futuros observados.

Para tanto fez-se necessaria a derivagdo da equacao do preco futuro, ou seja, a solucao
do sistema de equagdes das varidveis estocasticas que definem os trés fatores. Nesta solugao o
logaritmo dos pregos futuros € uma fung¢do linear das variaveis subjacentes, permitindo que o
modelo seja colocado na forma de espago de estado. Utilizando-se de precos de contratos
futuros de petrdleo com diferentes maturidades aplicamos o filtro de Kalman para estimar os
parametros e a série temporal das varidveis de estado ndo observaveis. A partir dai
prosseguimos com a comparagao dos modelos de dois e trés fatores.

Este trabalho sera dividido da seguinte forma: o Capitulo 1 explora a literatura sobre
modelagem de precos de commodities e estimativa via filtro de Kalman. O capitulo 2 foi
dedicado a derivagao e ao detalhamento do modelo de dois fatores desenvolvido em Gibson e
Schwartz (1990). No capitulo 3 apresentamos a derivagdo do modelo proposto, com trés
fatores estocasticos. O capitulo 4implementamos os dois modelos, apresentamos os dados
utilizados, os principais resultados para cada um dos modelos ¢ a comparagao entre eles. O
capitulo 5 visa mostrar a aplicabilidade dos modelos em estratégias de hedge para
compromissos forward. Por fim, concluimos com os principais resultados e possiveis

pesquisas futuras.
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1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesta se¢do apresentamos uma breve revisdo da literatura dos modelos de fatores
estocasticos aplicados na precificacdio de commodities. Esses modelos diferem-se
principalmente no papel desempenhado pelo rendimento de conveniéncia € no nimero de
fatores usados para descrever a incerteza. Os modelos iniciais assumiram um rendimento de
conveniéncia constante e descreveram a incerteza a partir de um Unico fator, cuja dindmica
estocastica era um movimento Browniano.

Um dos trabalhos pioneiros, que compoe esta abundante literatura, ¢ o artigo de
Brennan e Schwartz (1985). Afim de considerar a natureza estocastica do preco das
commodities, os autores desenvolveram um modelo de avaliagdo de projetos de investimentos
assumindo que o preco a vista segue um processo geométrico Browniano, baseando-se na
conjectura de que o preco a vista do petroleo tem uma distribui¢ao estacionaria log-normal. A
relagdo entre o prego a vista e os pregos futuros ¢ desenvolvida considerando a taxa de juros
constante e o retorno de conveniencia proporcional ao prego a vista. Tal modelo foi aplicado
ao gerenciamento (abertura, fechamento e abandono definitivo) de uma mina de cobre.

Em Gibson e Schwartz (1989) os autores analisaram as propriedades de séries
temporais dos rendimentos de conveniéncia € mostraram que a tendéncia de reversao a média
e a variabilidade, no caso do petréleo bruto, requer uma representagdo estocdstica dessa
variavel. O artigo de Gibson e Schwartz (1990) desenvolve e testa um modelo de precos de
commodities com dois fatores estocasticos: o preco a vista e o retorno de conveniéncia.
Diferenciando-se da maioria dos trabalhos desenvolvidos até entdo, que se baseavam na
suposicdo da existéncia de uma Unica fonte de incerteza.

A dinamica dos fatores ¢ descrita por um processo estocastico conjunto, onde o preco
a vista segue um processo geométrico Browniano e o retorno de conveniéncia segue um
processo de reversdo a média do tipo Ornstein-Uhlenbeck. Foi realizada uma regressao para
as varidveis estocasticas do modelo e os pardmetros foram estimados a partir de pregos
semanais de contratos futuros de petréleo negociados na New York Mercantile
Exchange (NYMEX).

No modelo, os precos de contratos futuros relacionam-se as variaveis de estado a partir
de uma equagdo diferencial parcial (EDP) de segunda ordem, cuja solug¢do analitica ndo era
conhecida a época. Dessa forma o prémio de risco no mercado do retorno de conveniéncia

nao foi estimado diretamente. O parametro foi estimado através da minimizagdo do erro


https://pt.wikipedia.org/wiki/New_York_Mercantile_Exchange
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quadratico médio, comparando os resultados encontrados com os dados do mercado. Os
autores concluem que o preco de um contrato futuro aumentard, tudo o mais constante, com
um aumento no preco a vista do petrdleo. Porém, uma vez que tal aumento esta associado a
um maior retorno de conveniéncia, o acréscimo serd atenuado, mesmo para contratos de
maturidade mais curta.

Schwartz (1997) compara o desemprenho de trés modelos de comportamento
estocastico dos precos das commodities. O primeiro considera que o prego a vista segue um
processo geométrico Browniano, sendo o Unico fator estocdstico. O segundo modelo
considera a mesma dinadmica para o preco a vista e assume que o rendimento de conveniéncia
segue um processo de reversdo a média do tipo Ornstein-Uhlenbeck, assim como em Gibson e
Schwartz (1990). Finalmente, no terceiro, a taxa de juros instantinea também segue um
processo de reversdao a média.

A metodologia de espaco de estado foi empregada, onde os precos futuros constituem
as variaveis de observagao enquanto o preco a vista, o retorno de conveniéncia e taxa de juros
sdo as variaveis de estado ou de transi¢do. Através da aplicagdo do filtro de Kalman os
parametros foram estimados para duas commodities, petroleo e cobre, e um metal precioso,
ouro. O artigo analisa as implicagdes dos modelos para a estrutura a termo dos precos futuros,
das volatilidades e sua aplicabilidade em hedge de compromissos forward. Conclui-se que a
inclusdo de um segundo e terceiro fator permite uma melhor aderéncia na estrutura a termo de
precos e volatilidades. Outra conclusdo importante ¢ que tanto para o petrdleo quanto para o
cobre a analise revela forte reversdo a média, ja para o ouro, o autor sugere que os modelos
s30 imprecisos.

Schwartz ¢ Smith (2000) desenvolveram seu trabalho a partir da decomposi¢ao do
preco a vista em dois fatores estocasticos. O primeiro fator captura os desvios de curto prazo
no preco a vista e segue um processo de reversdo a média do tipo Ornstein-Uhlenbeck. O
segundo fator captura as mudangas no preco de equilibrio e sua dindmica ¢ um processo
geométrico Browniano. Embora ndo considere explicitamente as mudancas no rendimento de
conveniéncia ao longo do tempo, dada uma combinag¢do apropriada de parametros, esse
modelo de curto prazo / longo prazo equivale ao desenvolvido em Gibson e Schwartz (1990),
com a vantagem de que o entendimento de mudangas de preco de curto e longo prazo ¢ mais
intuitivo.

Os parametros foram calculados a partir de precos de contratos futuros de petroleo. Os
autores utilizam o filtro de Kalman na estimagdo do modelo, que ¢ aplicado a alguns ativos

hipotéticos ligados a commodity.
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Nos artigos de Schwartz (1997) e Schwartz e Smith (2000) fica bem caracterizado que
a inclusdo de um fator estocastico, que representa o retorno de conveniéncia, contribui para
uma melhor aderéncia dos modelos aos precos futuros observados.

Pilipovic (1997) supde que o prego a vista de curto prazo segue um processo
estocastico de reversdo média e reverte para o preco de equilibrio de longo prazo, este ¢
considerado log-normalmente distribuido, seguindo um processo geométrico Browniano. O
autor desenvolve uma forma funcional para o rendimento de conveniéncia e faz uso das
condi¢des de fronteira e de ndo arbitragem para desenvolver uma solugdo analitica do modelo
que ¢ aplicado aos mercados de energia, gas natural e petréleo.

Pindyck (1999) analisa séries historicas de precos de petrdleo bruto, gas natural e
carvao. Em relagdo ao petréleo, o autor conclui que tanto a tendéncia quanto o nivel dos
precos sdo estocasticos, portanto, uma modelagem onde o prego a vista reverte para uma
tendéncia estocéstica tem um melhor desempenho para fins de previsdo. A estimagdo dos
parametros procede com o uso do filtro de Kal/man.

Dias e Rocha (1999) modela o prego do petrdleo a partir de um processo estocastico
de reversao a média de um fator com saltos. O trabalho sugere que o preco do recurso evolui
revertendo para uma média, mas pode apresentar mudangas bruscas (ou saltos) com
determinada probabilidade. O preco tende a convergir para o seu nivel de equilibrio de longo
prazo a medida que os efeitos de tais choques desaparecem.

Serensen (2002) introduz no modelo de Schwartz e Smith (2000) pardmetros de
sazonalidade afim de analisar o comportamento das commodities agricolas (milho, soja e
trigo). A partir da formulacdo de espaco de estado e a estimagao via filtro de Kalman, o autor
conclui que os parametros sazonais sdo significativamente diferentes de zero e contribuem
para ajustar o modelo aos dados de futuros de commodities agricolas.

Lucia e Schwartz (2002) comparam modelos de um e dois fatores estocésticos para o
preco a vista da eletricidade com relagdo a sua capacidade de explicar o comportamento das
curvas de preco futuro e forward. Além dos fatores estocasticos, inclui-se um componente
deterministico que leva em consideragdo as regularidades nos precos a vista da commodity. Os
autores concluem por um melhor desempenho do modelo de dois fatores em relagdo ao de um
fator, além da importancia de considerar o padrao sazonal dos precos para explicar a estrutura
a termo dos precos futuros.

Em Manoliu e Tompaidis (2002) os autores definem o prego a vista como uma funcao
de variaveis subjacentes que seguem processos estocasticos € uma variavel deterministica que

descreve a sazonalidade nos pregos. Usando dados de contratos futuros de gés natural, dois
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modelos sdo estimados com a formulagdo via espago de estado e implementados com o uso do
filtro de Kalman. O primeiro modelo ¢ composto por um fator deterministico e um fator
estocastico, que segue um processo de reversao a média. O segundo inclui no modelo anterior
um outro fator estocastico, que segue um processo Browniano. A estimacdo permitiu a
captura do padrdo de sazonalidade presente nos dados e conclui-se por um melhor ajuste do
modelo de dois fatores em relacao aos erros de previsdao nos precos futuros e na capacidade de
capturar a estrutura de correlagdo observada.

Geman e Nguyen (2005) propde uma abordagem de varidavel de estado para a
dindmica dos pregos da soja, usando sucessivamente dois e trés fatores. No primeiro modelo
os fatores sdo o preco a vista e a média de curto prazo de seu componente nao sazonal. As
sazonalidades no preco a vista e na volatilidade sdo controladas por meio de fungdes
deterministicas. No segundo modelo a escassez (definida como o inverso dos estoques) ¢
incluida como uma terceira variavel de estado. Conclui-se que a volatilidade ¢ uma fun¢ao
crescente da escassez e que a introdugdo dessa varidvel no modelo de fatores melhora o ajuste
comparativamente ao modelo de dois fatores. A estimagao dos parametros foi feita com a
implementagao do filtro de Kalman.

Cortazar e Naranjo (2006) analisam a capacidade de um modelo gaussiano de N-
fatores explicar o comportamento estocastico dos precos futuros do petroleo. Ao contrario das
abordagens tradicionais de agregacdo de dados para um conjunto de vencimentos, o modelo ¢
aplicado para todas as transagdes diarias de preco de futuros de petrdleo disponiveis no
periodo de analise. Um procedimento de estimativa via filtro de Kalman, que permite
condig¢des incompletas dos dados, € usado para calibrar o modelo. Os autores concluiram que
sa0 necessarios pelo menos trés fatores para explicar a estrutura a termo dos precos futuros e
quatro fatores para explicar adequadamente a estrutura a termo da volatilidade.

Hikspoors e Jaimungal (2007) desenvolvem uma abordagem para o preco de
commodities energéticas considerando um processo de dois fatores estocasticos de reversdo a
média e uma fun¢ao deterministica que captura os padroes de sazonalidade, posteriormente ha
a inclusdo de saltos no modelo. Assume-se que o prego a vista segue um processo de reversao
a média para um nivel de equilibrio estocastico. A abordagem ¢ similar ao modelo de dois
fatores proposto em Pilipovick (1997), diferenciando-se pelo processo estocastico assumido
para o preco de equilibrio.

Pelo lado empirico, Bessembinder et al. (1995) usa dados de precos de contratos
futuros com horizontes de entrega varidveis para testar se os investidores esperam um

comportamento de reversdo nos precos dos ativos. O autor apresenta evidéncias de um
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comportamento de reversdo para os pregos das commodities agricolas e do petrdleo bruto. O
mesmo acontece em Pindyck (1999); nesse trabalho, o autor examina o comportamento de
longo prazo dos precos do petrdleo, do carvao e do gas natural com o intuito de identificar a
dindmica estocastica da evolugdo dos precos e conclui que estes estdo de fato revertendo, mas
a taxa de reversdo a média ¢ lenta e flutua ao longo do tempo.

Apesar das evidéncias empiricas sugerirem que o prego a vista do petréleo evolui de
acordo com um movimento de reversdo a média, Postali e Picchetti (2006) argumentam que €
possivel usar o Movimento Geométrico Browniano como uma proxy para modelar a dindmica
de precgos e aproveitar sua facilidade operacional sem que isso incorra em erros de avaliagdo
significativos. A rejei¢do de tal processo ocorre somente com longas séries face a baixa
velocidade de reversao. Por outro lado, a rejeicdo pode ocorrer quando sao omitidas as
quebras estruturais.

Os modelos de precos para commodities mencionados até o momento possuem
condi¢des adequadas para a estimagdo. Trata-se de modelos Gaussianos e afins. Nestas
circunstancias o filtro de Kalman ¢ a metodologia adequada para a estimagdo. As referéncias
classicas sobre filtro de Kalman na econometria sdo os textos de Harvey (1989), Hamilton
(1994) e Durbin e Koopman (2002). A metodologia tem aplicacdo variada em economia, por
exemplo em Pasricha (2006).

Em finangas o filtro de Ka/man tem sido aplicado para estimar variaveis de estado de
modelos de pregos de commodities, como por exemplo nos trabalhos desenvolvidos por
Schwartz (1997), Schwartz e Smith (2000), Manoliu e Tompaidis (2002) e Serensen (2002),
ja citados acima. Além destes, podemos acrescentar Babbs and Nowman (1999) que utilizam
o filtro de Kalman na estimacao do modelo de Vaciseck para taxa de juros.

Os modelos Gaussianos foram estendidos para abrigar mais adequadamente o
comportamento empirico dos precos. Por exemplo, a inclusdo de saltos torna o modelo nao
gaussiano. Neste caso, o filtro de Kalman nado ¢ aplicado em sua forma candnica. Villaplana
(2003) usa o modelo de dois fatores de Schwartz ¢ Smith (2000) e inclui a componente de
saltos no fator de curto prazo, o modelo ¢ aplicado aos precos da energia elétrica. Aiube et al.
(2008) segue esta modelagem e utiliza o filtro de particulas na estimagao, aplicando o modelo
aos precos futuros do petroleo, conclui-se que o componente de saltos melhora aderéncia aos
dados empiricos. De forma andloga, a inclusdo da volatilidade como uma varidvel estocéstica
faz com que o modelo perca as propriedades Gaussianas. Javaheri et al. (2003) apresentam o

modelo de volatilidade estocastica fazendo uso do filtro de particulas.
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2 MODELO DE DOIS FATORES

Neste capitulo apresentamos o modelo desenvolvido por Gibson e Schwartz (1990).
Os autores desenvolveram uma abordagem de precificagdio de commodities considerando o
uso de dois fatores. Diferente dos modelos desenvolvidos até entdo, que se baseavam na
suposicao de que o preco a vista seria a unica fonte de incerteza na dindmica dos precgos de
commodities, o comportamento estocastico dos pregos ¢ descrito por um processo conjunto:
além do prego a vista, inclui-se um rendimento de conveniéncia instantaneo estocastico.

O preco a vista segue um processo geométrico Browniano € o retorno de conveniéncia
segue um processo de reversdo a média do tipo Ornstein-Uhlenbeck. Derivamos uma solugao
de forma fechada para os pregos, de tal forma que o logaritmo dos pregos futuros esta
linearmente relacionado aos fatores subjacentes

Optou-se pela utilizagdo de tal modelo, pois as varidveis estocasticas estdo diretamente
modeladas e estdo bem fundamentadas na literatura relacionada as commodities. Embora
outros modelos de fatores também pudessem ser aplicados ao presente trabalho como, por
exemplo, o modelo de dois fatores de Schwartz (2000).

Dado o espago de probabilidade (Q, F, IP), que descreve a incerteza na economia. Q é
o espaco de eventos, F = {F}y<;<r representa a filtracdo natural dos Brownianos associados
as incertezas dos processos € [P a medida de probabilidade real ou historica. No modelo
desenvolvido por Gibson e Schwartz (1990) a dindmica dos precos ¢ descrita por duas
equagdes diferenciais estocasticas para as variaveis (ou fatores): preco a vista,S;, e retorno de
conveniéncia,d;, cujos processos estdo definidos abaixo, sob a medida real de probabilidade

P.
dSe = (u—06)Scdt + 015:dBy; (1)
O primeiro fator estocéastico S; segue um processo geométrico Browniano baseado no

pressuposto de que o preco a vista do petroleo tem uma distribui¢cdo estacionaria log-normal.

Definindo X; = In S; e usando o Lema de It6, temos que X; tem a dinamica abaixo:

1
dx, = (u _ 5, — 5012) dt + o,dBy . @)
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Em que u representa o retorno total de longo prazo esperado pelo proprietario da
commodity (valorizagdo do pre¢o mais o retorno de conveniéncia), o; > 0 € a volatilidade de
X, dB1¢€ o incremento do processo Browniano padrdo para X, e 6, é o retorno de

conveniéncia instantaneo cuja dindmica ¢ dada pelo processo:

d6t = K(a - St)dt + O-ZdBZ,t (3)

O segundo fator §; evolui segundo um processo de reversdo a média do tipo Ornstein-
Uhlenbeck. Na equacdo (3) temos que x> 0 ¢ a velocidade de reversao a média e o ¢ a média
de longo prazo do retorno de conveniéncia. g,> 0 ¢ a volatilidade de &, ed B, ;¢ o incremento
do processo Browniano padrao para d;.

Além disso, os incrementos dos processos Brownianos padrao dB; . de S; e dB, de
8¢ sdo correlacionados por p, tal que dB, (dB,, = pdt.

Seja t € [0,T] em que T representa o vencimento do contrato futuro, o prego futuro
pode ser escrito como fun¢do das duas variaveis estocasticas ¢ da data de vencimento do
contrato futuro, ou seja F(S,8,T). Ou ainda, como fungdo dos dois fatores de risco, ou seja,
For (St 6,)-

Assumindo que o pre¢o de um contrato futuro F,r ¢ uma func¢do duas vezes
continuamente diferenciavel de S;e &;, podemos usar Lema de Itd para mostrar que a solugao
que define o preco de um contrato futuro entregue no momento T ¢ dada a partir da solugdo

da equacao diferencial parcial (EDP):

1/20'1252F55+ 010, SF55+ 1/20'22F55p+ (7"— 6)SFS

4)
+(k(a —6) — A0,) Fs—E, = 0

Sujeito a condigdo limite do terminal F (S, §, 0) = S.

Onde A denota o pre¢o de mercado por unidade de risco do rendimento de
conveniéncia € T ¢ o tempo restante para o vencimento do contrato (T —t).A solucdo
analitica ndo era conhecida a época e os autores propde uma solugdo numérica definindo

proxies para as variaveis de estado, nao diretamente observaveis.
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Abstraindo a incerteza da taxa de juros e na auséncia de arbitragem, podemos definir a
Medida Martingal Equivalente- MME, Q.No Apéndice A propomos a solugdo do sistema de
equacdes diferenciais estocasticas que definem a dinamica das variaveis S; e §; sob a medida
de probabilidade Q.Sabendo que Fy; = EX(S7|F,) e usando as equagdes (2) e (3) acima,

demonstra-se que:

1 e—KT
lnFO'T = lnSO - 80 T + A(T) (5)

Onde:

2
~ , 02 0102P

AT)=fr+|r—-a+————|T

T) = fi (raZK K)

2 —-kT 2
A~ 0-2 1 —e 0-2 _
+<K(X+O’10'2p—?>T+ m(l—e ZKT)—fO

eainda @ = a—%.

Nesse modelo, a commodity ¢ tratada como um ativo que paga um dividendo
estocastico d;. Assim, o desvio ajustado ao risco serd r — §;. Como o risco de rendimento de
conveniéncia ndo pode ser protegido, o processo de rendimento de conveniéncia ajustado ao

risco tera um preco de mercado de risco associado a ele, A.
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3 MODELO DE TRES FATORES

A partir da suposicdo de que o retorno de conveniéncia reverte para uma média
estocastica, incluimos um terceiro fator no modelo de Gibson e Schwartz (1990), nesse
modelo o parametro a segue um processo estocastico de reversdo a média do tipo Ornstein-

Uhlenbeck. Os processos estdo definidos abaixo, sob a medida real de probabilidade P.

dSe = (u— &) Sedt + 015:dBy, (6)
d6t = Kl(at - 8t)dt + O-szt (7)
da’t = Kz(a - at) + ngBgt (8)

Na equacao (6), assim como na equacao (2),u representa o retorno total de longo prazo
esperado pelo proprietario da commodity, o > 0 ¢é a volatilidade de X, dB; ;¢ o incremento
do processo Browniano padrao para X; e &; € o retorno de conveniéncia instantaneo.

Na equacdo (7) temos quek; > 0 ¢ a velocidade de reversao a média ea;, que neste
modelo seré tratada como uma variavel estocastica, ¢ a média de longo prazo do retorno de
conveniéncia. 0,> 0 € a volatilidade edB, (¢ o incremento do processo Browniano padrao
para &;.

Na equacdo (8)k, ¢ a velocidade de reversdao a média e @ ¢ a média de longo prazo
dea;, o3 > 0¢ a volatilidade ed B3 +€ o incremento do processo Browniano padrdo para a.

Além disso, os incrementos dos processos Brownianos padrdo dB; ;,dB, e dB3sdo
correlacionados por p;, tal que: dB, dB3, = p,dt, dB; dB,, = p,dt ¢ dB; ;dB3; = p3dt

No Apéndice B propomos uma solucdo do sistema de equacdes diferenciais
estocasticas que definem a dinadmica das varidveis S; e &; e a; sob a Medida Martingal

Equivalente- MME. Sabendo que Fy; = E®(S7|F,), demonstra-se que:

o)
InFyr =InS, — k—(l)(l — eHaT)

kq

1 . 1 k, ©)
kl—kzao[k_z(l_e kT)—k—1(1—e "T)]+C(T)

Onde:
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_ A2 1 —k4T
c(T) = (r—a+k1>T+k1(a—k—1)(1—e 1
k1

k,
+1/26‘%k1l T, Tz +T—3+—(1—

(k1+k2)2 (k1+K2)2 k1+k2 3 (k1+K2)3

+ ; (1 _ 6—2(k1+k2)T) _ —2
2(ky + K,)? (k1 + K;)?

1

+ [kz (1—ehT) —— (1 )

e_(k1+k2)T)

te_(k1+k2)Tl

[T +— (1 —e Ty — — (1 _ e‘le)]

2
P20203 T_+le—k1T_i+le—k1T+ T
ki+ky|2 kq k% kf ki +k,
1 1

e—(k1+k2)T) — (1 _ e—klt)

(11— —
(ky + k3)? ( kq(ky + k2)

1

— 1 — —(2k1+k2)T
TS )l
_ psoyos [T? T 1 (1 = e-terin)
ki +k, ki+ky, (ky+ky)?
_ P10107 _i kT ]
ky [ e

Uma das dificuldades na implementacdo empirica de modelos de precos de
commodities ¢ que frequentemente os fatores desses modelos ndo sdo diretamente
observaveis. Usualmente, o contrato futuro com vencimento mais proximo ¢ usado como
proxy para o preco a vista. Ja para estimar o retorno de conveniéncia, geralmente, sdo usados
dois pregos futuros com vencimentos diferentes. A forma de espaco de estado ¢ o
procedimento apropriado para lidar com situagdes nas quais as variaveis nao sio diretamente
observaveis, mas sdo conhecidas por serem geradas por um processo de Markov.

A forma de espaco de estado se aplica a uma série temporal multivariada de varidveis
observaveis. Neste caso, precos de contratos futuros com diferentes maturidades, relacionadas
as variaveis de estado (ndo observadas) através de uma equagdo de medi¢do (ou observagao)

que pode ser escrita por:
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Fer = Ft,T + € (10)

Onde F;r ¢ um vetor coluna com o nimero de linhas igual ao numero de contratos
observados contendo os pregos em cada instante de tempo t. Fy  representa o exponencial da
equacado (5) para o modelo de dois fatores e equacao (9) para o modelo de trés fatores. €; ¢ um
vetor de distarbios ndo serialmente correlacionados com média zero, tal que €, ~ N (O, s?i),
com i representando cada contrato futuro que compde o vetor.

As equagoes de transicdo sdo uma versdo em tempo discreto do processo estocastico
das variaveis de estado: no modelo de dois fatores as variaveis de estado sdo S; e &; , cujas
dindmicas estao descritas nas equagdes (1) e (3). Ja para o modelo de trés fatores as equagdes
de transicdo derivam dos processos descritos em (6), (7) e (8). Nos apéndices A ¢ B
descrevemos os modelos de dois e trés fatores na forma de espago de estado.

Uma vez que o modelo tenha sido langado na forma de espaco de estado o filtro de
Kalman pode ser aplicado para estimar os parametros ¢ a série temporal das variaveis de
estado ndo observaveis.

O filtro de Kalman ¢ um procedimento recursivo para calcular o estimador 6timo do
vetor de estado no tempo t, com base nas informagdes disponiveis no tempo t, € permite que a
estimativa do vetor de estado seja continuamente atualizada a medida que novas informagdes
se tornam disponiveis. Quando as perturbacdes e o vetor de estado inicial sdo normalmente
distribuidos, o filtro de Kalman permite que a funcdo de verossimilhanca seja calculada e os
parametros sdo obtidos maximizando a fun¢do de verossimilhanga, o que fornece a base para

testes estatisticos.



24

4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentamos os experimentos numéricos realizados. Para tanto os
modelos foram estimados com dados semanais de precos futuros do petréleo. Os modelos
foram comparados com relagdo a aderéncia entre os precos futuros observados e os precos

futuros filtrados, isto €, obtidos a partir da aplicacdo do filtro de Kalman.

4.1 Dados

Os dados utilizados correspondem a observagdes semanais dos precos futuros para o
petréleo. Considerou-se a informagdo do preco de fechamento de quarta-feira. Na ocorréncia
de feriado neste dia, utilizou-se o pre¢o do dia util mais proximo. Todos os dados foram
obtidos através da plataforma Bloomberg.

A amostra completa do petréleo WTI abrange o periodo de 3/1/1996 a 6/6/2018.
Foram utilizados cinco contratos de futuros (N=5) na estimacao, F1, F5, F10, F15 e F20, onde
F1 ¢ o contrato com vencimento mais proximo, ou seja, de maior liquidez, F5 ¢ o segundo
contrato mais proéximo do vencimento, e assim por diante. O vencimento dos contratos futuros
no NYMEX ocorre no terceiro dia util anterior ao dia 25 de cada més.

A Tabela 1 apresenta algumas propriedades estatisticas das séries de precos.

Tabela 1-Estatisticas das séries de pregos de contratos futuros do petréleo: 3/1/96 a 6/6/2018

F1 F5 F10 F15 F20
Meédia 54.30 54.75 54.55 54.21 53.90
Maximo 143.57 144.97 144.96 143.87 142.86
Minimo 11.16 12.06 12.72 13.27 13.76
DP 29.70 30.07 30.20 30.16 30.04
Assimetria 0.46 0.38 0.33 0.29 0.27
Curtose -0.88 -0.98 -1.05 -1.10 -1.12
Obs. 1171 1171 1171 1171 1171

Fonte: A autora, 2019.

O Grafico 1 mostra a série completa do primeiro contrato futuro F1 do painel de dados.
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Grafico 1 —Pregos (US$/Barril) do contrato F1 do petroleo WTI: 3/1/96 a 6/6/18.
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Fonte: A autora, 2019.
4.2 Resultados empiricos

Nesta se¢do apresentamos os resultados da calibragdo dos modelos de dois e trés
fatores estocasticos. O modelo de dois fatores ¢ definido pelas equagdes (1), (3) e (5)

reescritas abaixo:
dSt = (ﬂ—5t)Stdt + O-lstdBl,t

d6t == K(a - 6t)dt + O-ZdBZ,t

_ ,—KT

1—e
lTlFO’T ES 11’150 - 6()T + A(T)

Na Tabela 2 apresentamos as estimativas de pardmetros, assim como os erros padroes
para o modelo de dois fatores. A partir dessa tabela, pode-se observar que a maioria dos
parametros ¢ estatisticamente significante, o que mostra a confiabilidade do modelo aplicado
ao mercado de petréleo. O Unico parametro ndo significativamente diferente de zero ¢ o de
tendéncia u. Este fato estda de acordo com a observagao feita em Schwartz e Smith (2000),

onde os autores observam a dificuldade de se obter um resultado coerente para este
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hiperpardmetro. Além disso a amplitude do ruido na série de pregcos do quinto e décimo
quinto contrato futuro ndo € estatisticamente significante (parametros o e o2 ).

Pela estatistica t calculada, rejeitamos a hipotese de que o parametroa, ou seja, a
média de longo prazo do retorno de conveniéncia, que ¢ tratada como variavel estocéstica no

modelo proposto, seja igual a zero.

Tabela 2—Estimag¢do dos hiperparametros do modelo de 2 fatores

Modelo 2 fatores
Parametro Valor Erro padrao Estatistica t

U 0,0759588 0,0915885 0,8293482
K 0,6467875 0,0090523 71,450440
a 0,4078165 0,0652142 6,2534910
01 0,4039931 0,0089542 45,117620
0, 0,1703894 0,0046890 36,338160
p 0,4318257 0,0522248 8,2686000
Ars 0,2469379 0,0402758 6,1311680
ol 0,0013048 0,0000008 1692,7260
ol 0,0000003 0,0000070 0,0376360
0621 o 0,0000225 0,0000000 2003,0150
05215 0,0000000 0,0000000 0,0026299
06220 0,0000612 0,0000000 1719,8820

AIC -42540,36

Fonte: A autora, 2019.

O Grafico 2 mostra os precos filtrados e observados para o primeiro contrato futuro,

F1. A variavel filtrada segue apropriadamente a variavel observada.
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Grafico 2 — Pregos F1 observados para o modelo de dois fatores
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Fonte: Autor, 2019.

O Grafico 3 mostra as duas variaveis de estado S; e §; estimadas. Pode-se observar
que o prego a vista, S;, ¢ mais volatil do que o retorno de conveniéncia §;, o que esta de

acordo com os hiperparametros estimados g; € 5.

Grafico 3—Variaveis de estado X; ed;
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Fonte: A autora, 2019.

O modelo de trés fatores ¢ definido pelas equagdes (6), (7), (8) e (9) reescritas abaixo:
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dSt = (ﬂ - 5t) Stdt + O—lstdBlt
d6t = Kl(at - 8t)dt + O-ZBZt

da; = k(@ — a;) + 03dB3,

kq
ki =k

5 1 1
InFyr =InS, — k—‘l’ (1—ehl)— a [k—2(1 — ekaT) — T (1- e‘le)] + C(T)

A Tabela 3 apresenta os resultados da calibragem do modelo de trés fatores. Assim
como no modelo de dois fatores a maioria dos hiperparametros ¢ estatisticamente significante.
Nesse modelo o pardmetro A;(preco do risco no mercado do retorno de conveniéncia e da
média do retorno de conveniéncia) € ndo estatisticamente significante. Além disso, o

pardmetro u € estatisticamente significante para um nivel de 10%.

Tabela 3- Estimacdo dos hiperpardmetros do modelo de 3 fatores

Modelo 3 fatores
Pariametro Valor Erro padrio Estatistica t
U 0,002088 0,001066 1,958162
K, 2,927107 0,060447 48,42410
K3 0,5867198 0,012117 48,42179
a -0,000726 0,000225 -3,230833
01 0,357275 0,010471 34,12149
0y 0,605436 0,028511 21,23498
03 0,106695 0,003707 28,78076
P1 0,600704 0,032335 18,57770
D2 -0,112278 0,007814 -14,36812
p3 -0,437285 0,029614 -14,76635
M 0,041743 0,125135 0,333583
Ay -0,031347 0,025737 -1,217972
a2 0,000311 0,000003 105,5703
o2, 0,000051 0,000000 333,6229
a2, 0,000000 0,000000 2,142704
o, 0,000004 0,000000 -1149,236
a2, 0,000015 0,000000 -556,9992
AIC -45991,29

Fonte: A autora, 2019.
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O Grafico 4 mostra os precos filtrados e observados para o primeiro contrato futuro,
F1, para o modelo de trés fatores. Note que, assim como no modelo de dois fatores, a variavel

filtrada segue apropriadamente a variavel observada.
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Fonte: A autora, 2019.

O Gréafico5 mostra as trés variaveis de estado S;, 6;¢ a; estimadas. A variavel com
maior volatilidade ¢ o prego a vista, X;, o que esta de acordo com os hiperparametros

estimados.
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Grafico 5 —Variaveis de estado X;, 6; e a;
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4.3 Comparando os modelos

A fim de verificar a aderéncia dos modelos estimados aos dados empiricos,
calculamos os erros entre preco futuro observado (Ft,Tj) e prego futuro filtrado (Ft’T].), isto &,

obtido a partir da filtragem juntamente com os parametros 6timos do modelo. As medidas de

erro sdo dadas pelas formulas:

(1) raiz do erro quadratico médio (root-mean-square error):
T 2 0,5
1 ~ .
RMSE = ?Z(F”j -Forj) | j=1,..,N (11)
t=1

(i1))  erro absoluto médio (mean absolute error):

T fesed
1 - .
MAE = TZ|FLTJ- —Ferjl j=1,..,N (12)

t=1

(iii))  erro absoluto percentual médio (mean absolute percentage error):

r oM
10 Ferj— Ferj .

F ..
t=1 tTj

A comparagdo entre os modelos de 2 e de 3 fatores através dos erros expressos estao
apresentados na Tabela 4. O erro percentual médio das observacdes filtradas para o modelo de
2 fatores ¢ de 0,69%, enquanto para o modelo de 3 fatores ¢ de 0,55%. O maior erro
observado ¢ de 2,49% e 1,14% referentes ao primeiro contrato, F1, para o modelo de 2 e de 3
fatores, respectivamente. O contrato F15 apresentou menor erro no modelo de 2 fatores. Para

o contrato F10 o modelo de 3 fatores, apresentou menores erros.
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Tabela 4—Comparacdo entre os modelos

Series de Modelo de 2 fatores Modelo de 3 fatores

fr{lrtigrzss RMSE MAE MAPE RMSE MAE MAPE
F1 1,603011 1,153197 0,024801 0,844801 0,632750 0,011411
F5 0,001881 0,001359 0,000028 0,589876 0,447970 0,007860
F10 0,251669 0,179666 0,003639 0,002702 0,001775 0,000035
F15 0,000000 0,000000 0,000000 0,178418 0,141273 0,002419
F20 0,382216 0,279513 0,006022 0,448316 0,356560 0,006104

Meédia 0,4477554 0,322746 0,006898 0,412822 0,3160655 0,005565

Fonte: A autora, 2019.

Comparamos também a qualidade do ajuste dos modelos partir do Critério de
Informacao de Akaike que descreve principalmente o trade-off entre precisao e complexidade

do modelo e ¢ expresso por:
AIC = =2Inf(x|0) + 2k (14)

onde In f (x|§) o logaritmo da méxima verossimilhan¢a e & o nimero de parametros
da regressao.

O modelo de trés fatores apresentou AIC menor (-45991,29)do que o de dois fatores (-
42540,36), indicando que tal modelo ¢ estatisticamente mais apropriado. Além disso, se
compararmos os modelos por um critério de aderéncia, haja vista os valores RMSE, MAE e
MAPE calculados, o modelo de trés fatores apresentou melhores resultados.

Ap6s a calibragem dos modelos e apresentacdo dos erros observados na estrutura a
termo, consideramos trés datas escolhidas aleatoriamente dentro da amostra para verificar se
os pregos futuros estimados, referente aos contratos F1, F5, F10, F15 e F20, estao aderentes a
estrutura a termo na respectiva data. OGrafico6 mostra a aderéncia dos modelos de dois e trés
fatores a estrutura a termo dos precos futuros estimados para os contratos F1, F5, F10, F15 e
F20 em 27/07/2005, oGrafico7 mostra a mesma estrutura em 27/04/2011 e noGrafico8 em
01/10/2018. Pode-se observar que a estrutura a termo do modelo de 3 fatores estd mais
aderente do que o modelo de 2 fatores, principalmente para os contratos com um prazo de
vencimento mais longo. Note que o primeiro contrato futuro apresentou um erro mais elevado
para o modelo de 2 fatores. A partir do quinto contrato a aderéncia do modelo de 2 fatores a
estrutura a termo dos precos melhora. De forma geral, o modelo de 3 fatores apresentou uma

melhor aderéncia a estrutura a termo dos precos no periodo analisado.




Grafico 6 — Estrutura a termo nos modelos de 2 e 3 fatores: 27/07/2005
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Fonte: A autora, 2019.
Grafico 7 — Estrutura a termo nos modelos de 2 e 3 fatores: 27/04/2011
[ ]
L preco futuro observado
—— preco futuro modelo de 3 fatores
preco futuro modelo de Gibson e Schwartz
Fy]
— :— ] o o e
= e T
5 7*‘/ —e
= 2 4
ﬁ \Q:X 3
o _g"ﬁ? o
e 18 :
= -
[0
=1
Ly
[
b ] 1 T T
5 10 15 20
contratos

Fonte: O autor, 2019.
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Grafico & —Estrutura a termo nos modelos de 2 e 3 fatores: 01/10/2018
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Fonte: A autora, 2019.
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5 APLICACAO EM HEDGE DE COMPROMISSO FORWARD

Assim como em Schwartz (1997), investigamos a viabilidade de hedge para
compromissos forward de longo prazo utilizando-se de contratos futuros de curto prazo. O
objetivo € construir estratégias de hedge dinamico ideais para proteger adequadamente um
compromisso a termo em uma determinada mercadoria. A sensibilidade do valor presente do
compromisso forward com relagdo aos fatores subjacentes do modelo deve ser igual a
sensibilidade da carteira de contratos futuros usada para proteger o compromisso com relagao
aos mesmos fatores. Isso implica, portanto, que o nimero de contratos futuros necessarios
para o hedge ¢ igual ao nimero de fatores utilizados no modelo. Seja w; a posi¢do comprada
no contrato com maturidade 7;necessaria para o hedge de um compromisso de entrega da
commodity em 7. No modelo de dois fatores requer-se duas posi¢des no mercado futuro para

entrega no tempo tq € t,.

w1 Fs(S,8,71) + wyFs(S,6,1,) = e "TFs(S, 5, 1)

(15)
(UlFé‘(S, 6,1-1) + wzFé‘(S, 5,7.-2) = e_rTFé‘(S, 6,‘[)

A relagdo s6 € possivel porque a taxa de juros foi assumida constante para ambos 0s
modelos, o que implica que os pregos futuros sao iguais aos precos forward, logo o valor do
compromisso forward pode ser obtido trazendo as equagdes (5) e (9) ao valor presente.

O modelo de trés fatores requer trés posi¢des no mercado futuro para entrega no tempo
ty, t, e t3, representando o preco a vista, o retorno de conveniéncia e a média de longo prazo

do retorno de conveniéncia.
w Fs(S,8,a,11) + w,Fs(S,8,a,7,) + w3Fs(S,6,a,73) = e " F(S,6,a,1)
w,Fs5(S,8,a,11) + w,Fs(S,6,a,T,) + w3Fs5(S,6,a,13) = e ""F5(S,8,a,T)

(16)
w1 Fy(S,8,a,11) + wyF,(S,8,a,1,) + w3F,(S,6,a,73) =e ""F,(S,5,a,1)
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A cada instante de tempo sdo computados os valores para Fs, Fs ¢ F, e os sistemas em

(15) e (16) sao resolvidos obtendo-se os valores w;, w, € w5 para este instante.
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CONCLUSAO

Esta dissertacdo propds uma abordagem de varidvel de estado para o comportamento
estocastico dos pregos das commodities. Comparamos modelos de dois e trés fatores quanto a
sua capacidade de precificar contratos futuros existentes. O modelo de dois fatores foi
desenvolvido em Gibson e Schwartz (1990) e a partir da extensdo deste, desenvolvemos um
modelo de trés fatores, onde a média de longo prazo do retorno de conveniéncia segue um
processo de reversdao a média do tipo Ornstein-Uhlenbeck.

Para os dois modelos obtemos solu¢des de forma fechada para os pregos de futuros, de
tal forma que o logaritmo do prego futuro ¢ uma funcdo linear dos fatores subjacentes. Os
modelos foram langados na forma de espago de estado e o filtro de Kalman foi aplicado para
estimar os parametros do modelo e a série temporal das varidveis de estado ndo diretamente
observaveis. Os dados utilizados na estimacao sdao séries de precos semanais de contratos
futuros do petrdleo WTI entre 1996 e 2018.

Em ambos os modelos a maioria dos pardmetros estimados foram estatisticamente
significantes, no entanto o modelo proposto (com trés fatores) apresentou menores erros -
expressos pelos RMSE, MAE e MAPE -, uma melhor aderéncia aos dados observados, € um
AIC inferior ao modelo de dois fatores.

Futuras pesquisas podem aplicar o modelo a outros ativos. Para aqueles que
apresentam um padrdo sazonal nos pregos, como as commodities agricolas, por exemplo,
recomenda-se a inclusdo de parametros de sazonalidade. Além disso, o modelo pode ser

estendido com a inclusdo de novos fatores.
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APENDICE A - Modelo De Dois Fatores

Neste Apéndice sdo apresentados os detalhes da solugdo analitica do conjunto de
equacgoes diferenciais estocasticas do modelo de dois fatores para o preco futuro Fy 7.

Os pressupostos para a derivacdo abaixo estdo no corpo do artigo. Inicialmente
apresentamos o modelo sob a medida real de probabilidade.

Seja S; € o prego a vista, podemos definir X; tal que:

S, = eXt (17)
ondeX;tem a dinamica abaixo:

dX, = (p—30%)dt - 8.dt + 0ydB; . (18)

Na equagdo (18), a variavel §; ¢ o retorno de conveniéncia. Sua dinamica segue um

processo de reversao a média do tipo Ornstein-Uhlenbeck, definido abaixo:
d6t = K(a - 6t)dt + O-ZdBZ,t (19)

As equacgdes (18) e (19) descrevem o modelo de dois fatores sob a medida real de
probabilidade IP. A solucgdo de (19) pode ser obtida integrando-se entre a datat = 0 e t, onde
t €[0,T].

t
6t = 0((50 - (X)_Kt + g, f eK(u_t)dBZ’u (20)
0

Integrando a equacdo (18) de 0 a t temos

1 t t
X =X, +(u—5012>t—f 6udu+01f dBy, (21)
0 0

Integrando a equacdo (20) e usando o resultado em (21), temos:
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a— &

1 g, (t
Xt=X0+(u—§612>t—at+ (1—e"“)—72] dB,,
0
(22)

o, t t
+_f ex(u_t) dBZu + 0-1 f dBl‘Ll,
K Jo ' 0 '

O valor esperado de X; , sob a medida [P condicionado as informagdes disponiveis em

t=0¢

a_SO

EP(X.|Fy) = Xo + (u - %af) t—at+ (1—e7¥t) (23)

Usando a isometria de [t6 podemos calcular a variincia de X; sob a medida P. Como a
variancia ¢ a mesma em ambas as medidas, apresentaremos este resultado ao tratarmos do
modelo sob a medida Q.

Nesse modelo, a commodity é tratada como um ativo que paga um dividendo
estocastico 6;. Assim, o desvio ajustado ao risco serd r — ;. Como o risco de rendimento de
conveniéncia ndo pode ser protegido, o processo de rendimento de conveniéncia ajustado ao
risco terd um preco de mercado de risco associado a ele. Sob a Medida Martingal Equivalente,

0 processo estocastico para os fatores pode ser escrito como:
1, ~
dXt = (T - 50-1 ) dt — 5tdt + GldBl,t (24)

d6t = [K(a - 6t) - A]dt + O-ZdEZ,t (25)

onde A, considerado constante em [0, T], é o pre¢o de mercado do risco de rendimento

de conveniéncia. A equagdo (25) pode ser reescrita como:
dst = k(& — 6t)dt + 0,dB,,t (26)

A~ y) iy cn -
onde @ = a — - define a média de longo prazo do retorno de conveniéncia sob a MME.

A solugdo da equagao (26) ¢ dada por:
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t
6 =&+ (6 —@)e ™ + sz e*w=-94 B, (27)
0

Similarmente a equagdo (21), escrevemos:

1 t b
Xt = XO + (7" _50-12) t _J. 6udu + O-lf dBl,u (28)
0 0

Integrando a equacao (27) e introduzindo este resultado na equacao (28), chegamos ao

resultado para X; sob a MME, isto ¢

A~

1 _a-46, _ o, (Y -
Xt=X0+<r—Ealz)t—at+ ” (1—e"t)—7f()d32,u

t t (29)
Oy ~ ~
+_f ex(u_t) dBZu +O‘1f dBlu
K Jo ' 0 '

O valor esperado de X; sob a MME, condicionado as informacdes disponiveis na data
t = 0 ¢ dado por

&by y ey (30)

1 ~
EQX|Fy) = X, + (r - 5012) t—at+

Reescrevemos a equagdo (31) de forma simplificada onde as integrais estocasticas do
segundo membro serdo denominadas por Iy, I, e I3, respectivamente. Usando o resultado da

equagao (30) chegamos a:
o o
Xt=EQ(Xt|T0)_7211+7212+0-113 3D

A variancia condicional de X; sob a MME, envolve o calculo da variancia de cada

integral estocastica e as covariancias entre elas. Portanto, escrevemos

0'2 0'2
Var®(X,|F,) = K—ZZ Var®(,|Fy) + K—ZZ Var®(l,|Fy) + 02Var(l;|F,)

(32)
“1;2 Cov(ly, I5|F)

a5
-2 FCov@(ll, L|Fy) — 2
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040
4212

” CovQ(l,, I5|Fy)

Usando a isometria de Itd6 para o calculo de variancias e covariancias, chegamos ao
resultado

02 20,0 a2
Var®(X,|F,) = <012 +—= = 2p>t—2—23(1—e—'€t)
K K K

(33)
0102p0 ;

o
—Kt 2 —2Kt
+2 2 (1—eK)+2K3(1—e )

Com os resultados acima definiremos a expressao para o preco futuro na data t = 0 de

um contrato que tem vencimento em T, seja entdo este preco denotado por Fy . Assumindo

uma taxa de juros constante, temos que que For = E Q(S;|F,). Ou também
InFyr = In[EQ(S|Fy)] (34)
Escrevendo o valor esperado condicional de S como
E®(Sr|Fo) = E®(e"™57|F,) (35)
Entdo, a partir das propriedades da distribui¢do log-normal, temos:

1
EQ(S|Fy) = exp [EQ(ln Sr|Fo) + 5 Var®n Sy |Fy) (36)

1
In[EQ(S7|Fy)] = E®(In St |Fo) + EVar@(ln St 1Fo) (37)

Levando as equagdes (30) e (32) na equagdo (37) e considerando a data terminal t =

T, temos o resultado:

~

1 a—>9o
In[EQ(S71F)] = X + (r - Eaf) T —aT + - (1 —e*T)

o? 20,0 o2
+<012+K—22— 1K2p>T—2K—23(1—e"‘T)

(38)
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2

040:- O
2 (= ey 4 o (1= e )

+2

Usando a equagdo (34) e definindo por A(T) a fungdo dos termos que dependem do

tempo e demais parametros, temos que:

o)
InFyr =InS, — ?0(1 — e ¥T) + A(T) (39)
onde
1062 oy0up 1—e*( g2
A(T)=fT+<r—a+§K—22— ” T + = ak—7+0102p

o
ta(l—e™ N —f

MODELO NA FORMA ESPACO DE ESTADO

A fim de estimar o modelo via filtro de Kalman, apresentamos o modelo na forma
espago de estado.

As variaveis de estado, prego a vista e retorno de conveniéncia, nao sao diretamente
observaveis, apenas o preco futuro € observavel. A partir das equacgdes (2), (3) e (5), o modelo
foi escrito sob a forma espaco de estado. Esta ¢ a formulagdo usual para aplicacao do filtro de
Kalman e estimacao dos hiperparametros, ou seja, dos parametros do modelo ndo variam com
0 tempo.

Seja N o nimero de contratos futuros e y, o logaritmo dos precos futuros observados

no mercado. De (5), podemos escrever que a equacao de observagao ¢

Ve =de + Ze[ Xy, 5t]T + € (40)
onde

Ve = ln[FO,Ti]
d; = A(Ty) (41)

1—e7¥Ti
Zy = [1, ——] (42)
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Sejae, ¢ um vetor N x 1, serialmente ndo correlacionado com média zero ¢ matriz de
covariancia Hy, ou seja: EF(e,) = 0 e Var®(e,) = H,.

As equagdes de transicdo do modelo sdo obtidas das equacdes (2) e (3) e sdo escritas

por:
[X¢, 81" = ¢ 4+ Qe[ Xp—1, 611" +1¢ (43)
onde
a? !
Ccr = [(u - 71> At, KaAt] (44)

-6t ]

1
Q= [0 1 — kAt (45)

onde 7, ¢ serialmente ndo correlacionado, com médias e varidncias sob a medida P

dadas por:

E¥(n) =0
oA,  pojoyAt (46)

Var®(n,) =
(e po o, At oAt
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APENDICE B — Modelo de Trés Fatores

Neste Apéndice sdo apresentados os detalhes da solu¢do analitica do conjunto de
equagdes diferenciais estocasticas (6), (7) e (8) que definem os fatores para o prego futuro Fy 7

no modelo de trés fatores. Inicialmente apresentamos o modelo sob a medida real de

probabilidade.

dst = (‘u - 61:) Stdt + UlstdBl,t (47)
d6t = Kl(at - 6t)dt + O-ZBZ,t (48)
da, = k(@ — ay)dt + 03dB3, (49)

Seja X; = In S;.

X' = 1/S, (50)
X" =—1/5¢ (51)
Usando o Lema de Itd, temos que:

ax, = 2%t s +162Xtd52
£Tas, Tt 2082t
Logo:
1
dXt = (,u - 8t - EO‘%) dt + JldBl,t (52)

Integrando (53) de 0 a t:

1, t t (53)
Xt=X0+(ﬂ_EO-1)t_f 5ZdZ+O'1f dBl,u
0 0

Integrando (49) de 0 a t, temos:



t t

el =g du + azf ef1“dB, , (54)

61: = 60e_k1t + klf
0

0

Integrando (50) de 0 a t, temos:

t 55
ar = (ag —a)e 2t + @+ oy f e2W=9qdp. (53)
0

Levando (54) em (53), podemos calcular:

‘ 8o _ a
f 65d$ = —(1 — e—k1t) + at+ —(e_klt _ 1)
0 kl k1

ky —e7het 1 eTht 1
+ (ap — @) [ +—+ -—
by —ky 0 ke ke kg (56)
a3k, f
—u) — 1 — elkitk2)(w-)\qp
i) T TR JdBs

+c72f k—(l — ef=0)dp, ,
0 K1

Levando (55) em (52) e calculando o valor esperado sob a medida real de probabilidadelP.

1 1
EP =X, + (H—EQZ - &)t—k—(yo —a)(1—eHt)

(57)

e7ket 1 eTht 1

B AL

Sob a Medida Martingal Equivalente (MME):
1 -

dX, = (r - Eaf) dt — 8,dt + oy dBy (58)
d6t = [Kl(at - 615) - Al]dt + O-ZdEZ,t (59)
da, = [Kky(af — a)]dt + 03dBs, (60)
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Procedendo da mesma forma que na medida real de probabilidade, temos que:

L A

1 1/ A, _
Xt=X0+(r_EO'12_a+k1)t _k_l(a_SO_k_l)(l_e klt)

ky _ 5 i _ —kt_i _ ,—kqt
kl—kz(ao a)<k2(1 e~kat) k1(1 e~kat)

03Ky ft(t ) + 1 (1 (k1+k2)(u—t))d§
K1+ K ), Wk + &y ¢ 3u

g, (¢ - t
——= f (1 — e @=D)dB, , + oy f dB,
K1Jo 0

1 y) 1 y)
Qy.) = R NP P __2> _ okat
EQ(X,) X0+<r 501 a+k1)t T (a 5o . (1—eHat)

1 1
— A J— o=kt _ _ o~ ket
— (ag — @) (kz (1 e ) k. (1—-e ))

Agora podemos escrever que:

k03
ki+k,

02

Xt = EQ(Xt) - k1

11 - 12 + 0-113

onde:

t
Il == J‘ (t - u) + (1 - e(k1+k2)(u_t))d§3,u
0

ki+k,
t
I, = f (1 —ef1@=9)dB,,
0
t ~
13 - j dBl,u
0
Afim de calcular a variancia de X;, temos que:

t N t2 N t3 N 4 (
(k1 +K3)? by +ky 3 (kg +ky)3

Var(l;) = 1 — e~ atka)t)

2

- 1_
TCETSE Gl (ky + Iy)?

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)
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1 2
Var(l;) =t + 2_k1(1 — e 2kat) — k_1(1 — efat)

Var(l3) =t
Cov(l, 1) = t2+t e~ Ly Ly
OviL ) = P2 | T e 2 k2 ki + &y
1 1
+ - 1 — e—(k1+k2)t - 1 — e—klt
(ky + k)2 ( ) ki(ky + k3) ( )

1
ey + k) (2ky + k2>(

1 _ e—(2k1+k2)t)

t? N t N 1
2 ky+k, (k;i+ky)

Cov(ly, I3) = p3

3 (1 — e_(k1+k2)t):|
1
Cov(ly,I3) = pq [t - (1- e‘klt)]
1
Agora podemos calcular:
Q Q 1 Q
In FO,T =InE (STlFO) =F (ln ST |T0) + EVaT (ln ST |:F0)
onde:

1
In EQ(Sy|Fy) = EXe™GT| Fy) = exp [EQ(Un Sy | Fy) + EVar@(lnsT |Fo)]

21,2 2
g-
VarQX,|F,) = mmr@(mﬂ) + K—ZZVarQ(IleO) +
1
0,03 0103k,
ofVar®(I5|F,) + 2p, s Cov@(ll,lzlfo)—ZpgK e Cov?(ly, I3|Fy)
1 2

01

—2p;

o:
2 COV@(12.13|T0)
K1

Usando as equagdes (75) e (74) na equagdo (73), temos uma solugdo para In Fy 7:

1 A 1 Y
InFor = X0+(r——012_&+_2)7~__(a,_50 2)(1_e—k,1T)

2 ky ey

__la (L ey L _ pmtar
=0 (o (1= o) = - (- o)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)
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2.,.2 2 3
P 1 r L, Tt (1 — e~ Ckatka)T)
2(ky +15)? [(ky +62)%2 kg +ky, 3 (kg +K)3
e (1 —e Ty y 2 pe-Gatko
2(k; + K3)3 (k1 + K3)?
107 1 2 1
——T —(1 - =k, Ty _ 1— —kqt ] - ZT
+2x12[ tog (e ) - (-8 4+ 500
0,0, [T?> T 1 1 T
+£2—E—i[——-k——e_kﬁ-——E-F—Ee_kﬂ-+
K1 + KZ 2 k1 kl kl k1 + k2
1 1
- _(1- —(kqy+k)TYy _ ___ — 1— —k4T
CETAEACEE b L
(ky + k) (kg + k)
2
_ P30103K4 T_ n r + 1 (1 _ e—(k1+kz)T)
Ki+Ky |2 ki+k, (ki+ky)?

PG, 1 _-kt]
- [T (1-e)

MODELO NA FORMA ESPACO DE ESTADO

50

Da mesma forma que no modelo de dois fatores, apresentamos o modelo na forma

espaco de estado.

Sejam as equagdes que definem o modelo na medida real:
dX, = (p—30%)dt - 8.dt + 0ydB; .
dd, = k1(ay — 8,)dt + 0,dB,
da, = k(@ — ay)dt + 03dB3,

Discretizando as variaveis de estado:

1
Xt = Xt—l + (‘Ll - 50-12) At - 6t_1At + r]lt

6t = 6t—1 + Kl At Olt_l - kIAtSt—l + T’zt
Ay = A1 + Kz(YAt - kz At A1 + T]3t

Temos as equacdes de transicdo do modelo:

(77)
(78)
(79)

(80)

(81)
(82)
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1
Xt (u— Ealz)At 1 —At 0 Xe—1 Mt
5| = 3 + 10 A—-kiat)  kgde |8,y |+ [mat (83)
at KZCYAt 0 0 1 - szt at_l T’3t
Reescrevendo a equacao (83), temos que:
[XSea]" = cp + Qe[Xe—16p—qae1 " + 1y (84)
onde 7; ¢ serialmente nao correlacionado, com médias ¢ variancias sob a medida P
dadas por:
E*(n,) =0
020, pi0,0,At pso,03At (85)
Var®(n,) = 054, pa0,03At

U32At



