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RESUMO

FRANCA, K. A. M. F. Simulagées numéricas no formalismo BSSN em simetria
esférica: colapso de um campo escalar e condicoes de calibre. 2024. 152 f. Dissertagao
(Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2024.

Neste trabalho, apresentamos uma breve introducao ao formalismo 3+1 da teo-
ria da Relatividade Geral (RG), com foco na decomposigao das equagoes de Einstein e
nas condigoes de calibre. Em seguida, introduzimos o formalismo Baumgarte-Shapiro-
Shibata-Nakamura (BSSN) para a solugdo de um problema da RG no regime de campo
forte. Este problema envolve um campo escalar auto-gravitante. Para a sua resolucao,
discutimos as bases tedricas e as vantagens do formalismo BSSN, incluindo sua aplicagao
em coordenadas esféricas. Derivamos as equacoes basicas para o campo escalar e focamos
na analise do seu comportamento. Também investigamos o colapso gravitacional e as
condigoes iniciais que implicam na dispersao do campo escalar no infinito. Além disso,
apresentamos os métodos espectrais para a resolucao numérica das equagoes, com foco
no método Galerkin-Colocagao. Realizamos experimentos numéricos para validar os co6-
digos construidos com base no formalismo BSSN em simetria esférica, incluindo testes de
convergéncia para diferentes condigoes de calibre. Ao final do trabalho, apresentamos as
principais conclusoes do estudo, destacando os resultados satisfatérios e as perspectivas
futuras para a simulagao de outros sistemas astrofisicos mais complexos.

Palavras-chave: formalismo BSSN; métodos espectrais; colapso gravitacional.



ABSTRACT

FRANCA, K. A. M. F. Numerical simulations in BSSN formalism in spherical
symmetry: collapse of a scalar field and gauge conditions. 2024. 152 f. Dissertagao
(Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2024.

In this work, we provide a brief introduction to the 341 formalism of General
Relativity (GR), focusing on the decomposition of Einstein’s equations and gauge condi-
tions. Next, we introduce the Baumgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura (BSSN) formalism
for solving a problem in GR under strong-field conditions. This problem involves a scalar
field without self-gravitating mass. To address it, we discuss the theoretical foundations
and advantages of the BSSN formalism, including its application in spherical coordina-
tes. We derive the basic equations for the scalar field and concentrate on analyzing its
behavior. We also investigate gravitational collapse and the initial conditions leading to
the dispersion of the scalar field at infinity. Additionally, we present spectral methods
for numerically solving the equations, focusing on the Galerkin-Collocation method. We
conduct numerical experiments to validate the codes built based on the BSSN formalism
in spherical symmetry, including convergence tests for different gauge conditions. At the
end of the work, we present the main conclusions of the study, highlighting satisfactory
results and future prospects for simulating other more complex astrophysical systems.

Keywords: BSSN formalism; spectral methods; gravitational collapse.
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NOTACOES E CONVENCOES

o Unidades geometrizadas: ¢ = G = 1, sendo ¢ a velocidade da luz no vacuo e G a

constante gravitacional universal.

e Os indices latinos variam como: ¢,7,... = 1,2,3 e os indices gregos: pu,v,... =
0,1,2,3.

o Convencao da soma de Einstein: se um indice repetido aparece em um termo da

equacao a soma deve ser realizada sobre os termos desse indice:

3
ALB" =Y A,B" =A,B"+ A B' + A»B* + A;B?,
v=0
sendo p o indice livre e v o indice mudo, ou seja, pode ser alterado sem mudar a
equacao:
A" B, =A"B, .

e Tensores: o simbolo A* representa a componente contravariante de um tensor de
primeira ordem. Por definicdo, um tensor contravariante de primeira ordem é um

objeto que obedece a seguinte lei de transformacao:

m
o,
- or'v ’

AH

onde z# e A" representam as novas coordenadas e o tensor no novo sistema, respec-
tivamente. E 2’ e A" sdo as coordenadas no sistema antigo.

A generalizagdo de tensores de ordens superiores é direta, basta multiplicar por
mais uma derivada das coordenadas novas em relagao as antigas, para cada ordem

aumentada:
oz¥ dx"

Qe 6x’)‘A As

esta define a componente contravariante de um tensor de segunda ordem.

vy

o A métrica de Minkowski (métrica do espago-tempo plano) adotada é:
n = diag(—1,1,1,1)
e o intervalo infinitesimal do espago-tempo plano:

ds® = ndatds” = —(cdt)® + (dz)? + (dy)* + (dz)*.

o Derivadas: em relagdo ao tempo sdo representadas por: 7 = dr/dt. Para ordens



superiores: 7 = d*r/dt* e 7" = d®r/dt>.

As derivadas parciais sao representadas por:

af
gan ~ Ol

A derivada covariante da componente contravariante A* é definida como:
V, Al = 9,A" +TH AN
sendo I'Y, a conexao:
© 1 up
Lox = 59"(0ugrp + 0rgpw — Opgun) -
A derivada de Lie da componente contravariante A% é definida como:

L,A% = 0P05A% — AP~ .
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INTRODUCAO

A teoria da Relatividade Geral (RG) formulada por Albert Einstein (Einstein,
1915) é a descrigao fundamental da gravitacao e a generalizagdo da teoria da gravitacao
de Isaac Newton (Newton, 1934). Na RG a gravidade é entendida como a manifestacao da
curvatura do espaco-tempo causada pela distribuicdo de matéria-energia. Em contraste,
na teoria newtoniana a gravidade é uma forca de atragdo entre objetos massivos. Um
dos problemas fundamentais da teoria newtoniana é a suposicdo da acao instantanea da
gravidade a grandes distancias. Este principio viola a teoria da Relatividade Restrita (RR)
proposta por Albert Einstein (Einstein, 1905). Na RR entendem-se os limites impostos
pela velocidade da luz, além disso, postula-se a equivaléncia entre massa inercial e massa
gravitacional, que era uma questdo um tanto obscura para Isaac Newton. Nesse sentido,
Albert Einstein dedicou-se por 10 anos a encontrar uma explicacao para a equivaléncia
dessas massas e com a RG acabou ganhando também uma teoria da gravitagao compativel
com os principios da RR.

Os principios que guiaram Albert Einstein na resolucao dessas questoes foram os
seguintes. O Principio da Equivaléncia postula a equivaléncia entre massa inercial
e massa gravitacional (Einstein, 1915), o Principio de Mach relaciona as propriedades
inerciais dos corpos a distribui¢do total de matéria no universo (Britannica, 2024), e o
Principio da Covariancia Geral explicita que as leis da fisica sejam as mesmas para
todos os observadores (Einstein, 1915). Esses principios foram fundamentais para a re-
formulacao da gravidade como uma manifestagdo da propria distorcao do espago-tempo
causada por um objeto massivo, e de como essa distor¢ao determina o movimento desse
objeto. Nas palavras de Wheeler: a matéria diz ao espago-tempo como se curvar e o
espago-tempo diz & matéria como se mover (Wheeler, 1990).

A RG ¢é a teoria moderna da gravitagdo com um papel crucial na cosmologia e no
estudo de objetos astrofisicos como: buracos negros (BNs), estrelas de néutrons (ENs),
ondas gravitacionais (OGs), entre outros. No entanto, a obtencao de solugoes exatas das
equagoes de campo da RG ¢ limitada, especialmente em casos de campo gravitacional
forte e velocidades relativisticas. S&o nesses casos onde a Relatividade Numérica (RN)
surge como uma ferramenta poderosa para a exploragao de espacos-tempos relativisticos
(Baumgarte; Shapiro, 2010). A RN visa desenvolver c6digos numéricos para resolver as
equagoes de Einstein em situagoes astrofisicamente realistas. Essa abordagem computa-
cional permite simular uma ampla variedade de fenémenos como colapso gravitacional na
formacao de BNs, binarios de ENs e BNs, propagacao de OGs e outros fendmenos que
sao inacessiveis pelos métodos analiticos e perturbativos convencionais.

A RN aspira obter resultados sélidos nao alcangados com teorias pds-newtonianas

e de perturbacgoes relativisticas gerais. Por exemplo, permitindo estudar a evolugao nao
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linear de sistemas astrofisicos complexos como a colisdo de BNs. Além disso, a RN vai
além e possibilita a investigacao de propriedades fundamentais da RG, como fendmenos
criticos e a hipdtese da censura césmica (Alcubierre, 2008). Nesse sentido, abre novas
perspectivas para a compreensao de fenémenos desconhecidos até entdo, como o com-
portamento critico durante o colapso gravitacional que foi visto pela primeira vez em
experimentos numéricos (Choptuik, 1993). As equagoes que a RN se propde a resolver
sdo tipicamente equagoes diferenciais parciais (EDPs) multidimensionais, ndo lineares e
acopladas no espago e no tempo. Assim como na dindmica dos fluidos, na aerodinamica
e na magneto-hidrodinamica, a RN tem todos os problemas usuais associados a resolugao
de equagdes nao triviais.

Resolver numericamente as equacoes de Einstein implica em construir um espaco-
tempo no computador e apresenta algumas complicagoes adicionais exclusivas da RG.
Uma dessas complicagoes envolve a escolha de coordenadas adequadas a fim de evitar
singularidades que interrompam abruptamente a integracao numérica. Outra sutileza
inerente a uma simulacao numérica envolve utilizar recursos computacionais apropriados,
por exemplo, no mapeamento da resolucao espacial. Existem casos em que as distancias
nao sao nada triviais ao simular dados de regides de campo forte proximas a fonte as-
trofisica e a deteccao desses sinais na Terra, que é uma regiao muito distante do campo
gravitacional de origem. A primeira abordagem para lidar com essas limitacoes numé-
ricas veio do formalismo 3 + 1 padrao desenvolvido por Arnowitt, Deser e Misner em
1959-1962 (Arnowitt; Deser; Misner, 2008). Nesse artigo foi apresentada a primeira abor-
dagem bem sucedida de resolugao numérica das equacoes de Einstein como um problema
de valor inicial. Assim, o problema de valor inicial pode ser melhor explorado no forma-
lismo 3 + 1 padrao. De fato, este formalismo nasceu como uma tentativa de unificar a
RG com a mecanica quantica mediante a construcao do formalismo Hamiltoniano da RG
e que posteriormente levou a teoria da geometrodinamica quantica de Wheeler-DeWitt
(DeWitt; DeWitt, 1964), (DeWitt, 1967), também conhecida como o formalismo candnico
da gravitagdo quantica.

Nos anos seguintes, a primeira tentativa de evolugao numérica das equacgoes de
Einstein compreendeu a colisdo frontal de um binario de BNs e foi apresentada por Hahn
e Lindquist (Hahn; Lindquist, 1964). Mesmo com as limitagbes computacionais da época,
foram empregados os dados iniciais de Misner (Misner, 1960) e constatou-se que os erros
numeéricos explodiam. Isto impediu a evolugao estavel da simulacao e a obtencao de
quantidades fisicas relevantes, pois os cddigos numéricos sofriam uma quebra abrupta
devido a estrutura intrinseca das equagoes do formalismo 3 4 1 padrao. Somente em 1976
Smarr et al. (Smarr et al., 1976) e, posteriormente, Eppley (Eppley, 1977) produziram
novas simulagoes usando simetria axial, cujo foco principal era a computacao das formas
de OGs emitidas durante o processo de colisao de dois BNs. Os resultados do artigo

de Eppley foram pouco precisos, mas o estudo apresentou importantes intuicdes sobre
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ondas de Brill e horizontes aparentes na constru¢ao dos dados iniciais (Eppley, 1977).
Na conferéncia de Seatle em 1978, Smarr apresentou importantes contribuigcoes sobre
colisao de BNs, Wilson sobre colapso estelar e supernovas e Piran sobre OGs e colapso
gravitacional. Nessa mesma conferéncia Weiss ja abordava a questao dos detectores de
OGs (Smarr; Epstein; Clark, 1978).

Apesar dos esforcos na resolucao numérica das equagoes de Einstein nenhum avanco
substancial foi alcancado até entdo. Somente no inicio da década de 1990, quando
houve um engajamento maior no projeto de construcao do detector Laser Interferometer
Gravitational-Wave Observatory (LIGO), o problema numérico pode ser melhor explorado
analiticamente (Smarr, 1979). Porém, o principal obstéculo ainda era de natureza compu-
tacional (Anninos et al., 1994), (Anninos et al., 1995), de modo que foi necessério estreitar
a colaboracao entre fisicos e cientistas da computacao para melhorar a disponibilidade de
memoria computacional e a velocidade das maquinas nos calculos numéricos, juntamente
com o hardware e os algoritmos, para a RN tirar o melhor proveito da computacgao paralela
e escalonavel.

Nessa mesma época surgiram as primeiras técnicas numéricas 3-dimensionais da
evolugao de binarios de BNs. Paralelamente, foram desenvolvidas novas decomposicoes
das equagoes de Einstein. Dentre as quais o formalismo BSSN, devido a Baugamarte,
Shapiro, Shibata e Nakamura, veio a ser o mais promissor, pois usufrui da alta hiperbo-
licidade das equagoes de Einstein (Shibata; Nakamura, 1995), (Baumgarte; Shapiro, 1998).
Este formalismo superou os problemas de instabilidade associados a estrutura intrinseca
das equagoes do formalismo 3 + 1 padrao. Outro formalismo bem sucedido desenvolvido
nessa mesma época foi o formalismo BMSS, devido a Bona, Masso, Seidel e Stela. Este
formalismo apresenta as equagoes de Einstein em uma forma hiperbdlica explicitamente
de primeira ordem (Bona et al., 1995). Ja no final dos anos 1990 apareceram os primeiros
grandes avangos em simulagoes numéricas em projetos como o Binary Black Hole Grand
Challenge Alliance de Choptuik (Bryan et al., 1997). Nos anos seguintes, entre 1998-
2005, o projeto Lazarus veio com uma abordagem inovadora que combinava simulagoes
numéricas curtas com métodos perturbativos de BNs (Baker; Campanelli; Lousto, 2002).

Cabe destacar que a escolha do campo escalar como objeto de estudo deste traba-
lho, em parte, é motivada pelas palavras de Pretorius em seu artigo de 2005: “Usamos o
colapso gravitacional de um campo escalar para preparar o dado inicial que evoluira para
um sistema bindrio de BNs” (Pretorius, 2005). Foi em meados desse ano que Pretorius
surpreendeu a comunidade da RN ao utilizar coordenadas harmodnicas generalizadas e a
técnica de refinamento de malha adaptavel para apresentar a primeira simulacao completa
e estavel da fusao de dois BNs de massas iguais. A simulagdo mostrou a fusao dos BNs
ap6s completar aproximadamente uma 6rbita. Pretorius conseguiu obter da simulacao
numérica as formas das OGs nas fases espiral e de fusdo. Apds a fusdo, o BN que se

forma dos dois anteriores entra no regime de ringdown. Paralelamente, surgiu um novo



18

e mais robusto método baseado no formalismo BSSN: o método moving punctures (So-
puerta; Yunes; Laguna, 2006), (Sopuerta; Yunes; Laguna, 2007), (Sopuerta; Yunes; Laguna,
2008). Nao podemos deixar de destacar também a contribuicdo das mulheres para os
avangos da RN. Em 2005 Campanelli et al. trabalharam em simulagoes da evolucao de
binarios de BNs sem excisao (Campanelli et al., 2006). No mesmo ano, Centrella et al.
fizeram simulacoes da fusao de BNs e conseguiram simular OGs produzidas na fase espiral
(Baker et al., 2006).

Para além das razoes discutidas anteriormente, a motivacao de realizar um traba-
lho em RN vem da possibilidade de explorar um ntimero ilimitado de problemas que sao
regidos pela interagdo gravitacional. Outro aspecto interessante é a construgao e a apli-
cacao de tecnologias computacionais especificas para pesquisas fisicas. Por exemplo, as
tecnologias desenvolvidas no LIGO, o primeiro detector direto de OGs, representam um
avanco revolucionario na capacidade humana para observar e entender fendmenos astro-
fisicos e cosmoldgicos nunca antes explorados diretamente. Desde o anincio da primeira
detecgao direta de OGs (Abbott et al., 2016) e que rendeu posteriormente um Nobel para
B. C. Barish, R. Weiss e K. Thorne, o LIGO ¢é considerado a maior e mais avancgada
tecnologia ja construida a servico da ciéncia. Além disso, é uma colaboracao interna-
cional de cientistas que foram liderados por importantes mulheres como F. Cérdova e
G. Gonzélez na época do anincio da observacao. Importante ressaltar que simulacoes
numéricas validaram a detecgao direta das OGs provindas da fusdo de dois BNs. Além
do LIGO, observatoérios como VIRGO, Kamioka Gravitational Wave Detector (KAGRA),
GEOG600 e outros projetos tém tido um papel crucial na realizacao de novas observagoes.
Os esforcos feitos atualmente nesses observatoérios envolvem técnicas avangadas de calculo
e analise em RN.

Os atuais computadores de processamento de ponta também estao permitindo um
desenvolvimento rapido e altamente tecnolégico da astrofisica observacional e da cosmo-
logia. Alguns dos grupos de pesquisa que tém realizado testes numéricos do formalismo
BSSN, foco deste tarbalho, sdo: Simulating Xtreme Spacetimes (SXS) da Sherman Fair-
child Foundation, da National Science Foundation (NSF) e da National Aeronautics and
Space Administration (NASA) (Scott, 2024), Black Hole Initiative (BHI) na Harvard Uni-
versity (Heydeman et al., 2024), Numerical Relativity Group (NRG) no Rochester Institute
of Technology (Barlow et al., 2024), Binary Merger Observations and Numerical Relati-
vity (BMONR) no Max Planck Institute for Gravitational Physics (Ohme et al., 2024),
The Einstein Toolkit (ETK) da NSF (Vretinaris et al., 2024), Numerical Relativity Group
na University of Texas at Austin (NRGUTA) (Matzner et al., 2024). Dentre eles, vale
destacar a colaboragao Spectral Einstein Code (SpEC) que desenvolve solugoes essenciais
para as equagoes de Einstein usando métodos espectrais (Kidder et al., 2024), principal
técnica numérica aplicada neste trabalho. No Brasil, alguns grupos de destaque em RN e

que trabalham com formalismo BSSN estao nas universidades publicas: UERJ, UFABC e
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UFRN. Cabe uma mencao importante aos pesquisadores de Oliveira, Barreto, Clemente
e Rodriguez-Mueller que desenvolveram o cédigo RIO (Barreto et al., 2018). Este codigo
combina formalismo 3 + 1 e o método Galerkin-Colocagao para a resolucao das equagoes
de campo com dados iniciais arbitrarios de BNs. Posteriormente, Aranha e Alcoforado es-
tendem o codigo RIO para o caso de simetria esférica no vacuo, combinando o formalismo
BSSN Generalizado com o método Galerkin-Colocagao (Alcoforado et al., 2021), (Aranha
et al., 2024).

O principal objetivo deste trabalho é realizar diferentes testes numéricos no estudo
do campo escalar com o formalismo BSSN para diferentes calibres utilizando o método
Galerkin-Colocagao. Primeiramente procuramos avaliar a estabilidade do cédigo numérico
implementado em Python, as vantagens e desvatagens comparando com outros codigos
formulados em Maple e Matlab. Usamos a capacidade computacional de uma maquina
com processadores i7, 6 nucleos de 3.6 GHz e 64Gb RAM. Além disso, queremos analisar
os calibres que oferecem solugoes mais precisas e verificar que a evolucao fisica do campo
¢ independente do calibre escolhido. Nesse sentido, estamos interessados nas condic¢oes
iniciais do campo que levam a uma evolugao bem comportada e de colapso gravitacional,

resultando na dispersao do campo no fim da simulagao.
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1 FORMALISMO 3 +1

O presente capitulo nos introduz as hipersuperficies que sdo cruciais na decom-
posicao 3+1 das equacoes de Einstein. Apresentamos as equagoes de Gauss-Codazzi que
relacionam as curvaturas intrinseca e extrinseca de uma hipersuperficie com a curvatura do
espago-tempo. Mostramos os conceitos de vetor normal e fun¢ao lapso e a decomposicao
do tensor de Riemann. Também apresentamos a decomposi¢do normal das equacoes de
Einstein em um fatiamento 3+1 do espago-tempo. Introduzimos o vetor de deslocamento
que permite transformar as equagoes de Einstein em um sistema de EDPs. Mostramos

que este sistema pode ser formulado como um problema de Cauchy com vinculos.

1.1 Geometria das hipersuperficies
Nesta secao apresentamos a nogao geral de hipersuperficie, focamos nas hipersuper-

ficies do tipo espaco que sao o cerne do formalismo 3+ 1, damos as nocoes das curvaturas

intrinseca e extrinseca e derivamos as equagoes de Gauss-Codazzi que as relacionam.

1.1.1 Definicao de hipersuperficie

Considere um espago-tempo (M, g), isto é, uma variedade 4-dimensional diferen-
ciavel M dotada de uma métrica g. Assumimos que é possivel dividir continuamente cada
cone de luz da métrica g em duas partes: passado e futuro. Denotamos por V a conexao
de Levi-Civita, (YRiem o tensor de Riemann, R o tensor Ricci e WR o escalar de Ricci
da métrica g.

Uma hipersupericie é a imagem ¥ de uma variedade 3-dimensional > embutida
em M segundo o mapeamento ® : ¥ — M : ¥ = CI>(Z~]), Fig. (1). Isto significa que
® : ¥ — ¥ é um homeomorfismo, ou seja, garante um mapeamento um-para-um, de modo
que, se tanto ® quanto ®~! sdo continuos, entdo ¥ nio “se intersecciona” (Gourgoulhon,
2012). Uma hipersuperficie pode ser definida localmente como um conjunto de pontos
para os quais um campo escalar ¢t é constante em M.

Definindo o campo escalar como ¢t = 0, temos que:
Vpe M, pe X & t(p)=0. (1)

Suponha, por exemplo, que ¥ é uma subvariedade conexa de M com topologia R3, Fig.

(2). Podemos introduzir localmente um sistema de coordenadas de M, (z%) = (t,x,y, z),
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Figura 1 - Descricao geométrica de uma hipersuperficie ¥ embutida em uma variedade

M

Legenda: A hipersuperficie ¥ = ®(3) é definida pelo mapeamento ® da variedade 3-dimensional ¥. O
transporte direto @, de um vetor v tangente a alguma curva C' em 3 é um vetor tangente a
o(C) em M.

Fonte: Gourgoulhon, 2012, p. 31.

tal que t estende R e (z,y,2) sdao coordenadas cartesianas abrangendo R®. ¥ é entdo
definida pela condigdo da coordenada t = 0, Eq. (1), e uma forma explicita do mape-
amento ® pode ser obtida considerando (2%) = (x,v, 2) como coordenadas na variedade

3-dimensional ¥
®: % — M(z,y,2) — (0,2,y,2). (2)

O mapeamento ® transporta as curvas de 3 ao longo das curvas de M mantendo
suas propriedades. Consequentemente, define um mapeamento entre vetores da estrutura
7,(M) para vetores em T,(%). Este mapeamento é chamado de mapeamento push-forward
(transporte direto, em tradugao livre) e é denotado por ®,. Como consequéncia, pode-
mos identificar ¥ e ¥ por ¥ = (IJ(fl) Em particular, podemos identificar qualquer vetor
em Y. pela sua imagem aplicada diretamente em M. Neste caso, escrevemos simplesmente
v ao invés de ®,.v (Gourgoulhon, 2012).

O transporte direto da métrica espago-temporal gdefine a métrica induzida ~
sobre X:

v =>.g. (3)

Em geometria diferencial v é chamada de primeira forma fundamental de ¥ e vamos
chamé-la de 3-métrica a partir de agora. Em termos do sistema de coordenadas (z") =

(x,y, z) de X, as componentes de 7 sao: 7;; = gi; (Gourgoulhon, 2012).
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Figura 2 - Esfera ¥ como uma hipersuperficie de um espaco Euclidiano R?

Legenda: O vetor unitario normal n muda de direcao a medida que se desloca em X, logo, a curvatura
extrinseca K é ndo nula. Além disso, a soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo em 3
é maior que 7, entdo a curvatura intrinseca de (X, ) também é nao nula.

Fonte: Gourgoulhon, 2012, p. 39.

Por outro lado, a hipersuperficie ¥ é dita ser:
 do tipo espago, se v é Riemanniana, isto é, tem assinatura (+, +, +);
« do tipo tempo, se v é Lorentziana, isto é, tem assinatura (—, +,+);

« nula, se v é degenerada, isto é, tem assinatura (0,4, +).

1.1.2 Quantidades geométricas na hipersuperficie

Antes de prosseguir com algumas defini¢oes titeis é importante considerarmos os

seguintes conceitos (Gourgoulhon, 2012):

« Se as componentes do vetor p na base (e,) sdo denotadas por u®, entdo @ tem
componentes na base dual (e*) e suas componentes sao denotadas por u,. Assim,
para qualquer vetor g em 7,(M), & representa uma forma linear tnica tal que:

Vv € Ty(M), (B, v) = g(p, V).

+ Para qualquer forma linear w em 7;"(M), & representa um vetor tnico de 7,(M)
tal que: Yv € T,(M), (w,v) = g(dJ, ). Nesse sentido, as componentes do vetor &
estao relacionadas a forma linear w por meio de w® = g w,.

« Para qualquer forma bilinear T em 7, (M) (tensor do tipo (0,2)), T representa um

tensor do tipo (1,1) tal que: VY(p,v) € T,(M) x T,(M), T(p,v) = T(@,v) =
w- T ).
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e A derivada covariante de p ao longo de v, V,u, mede a taxa de variacao de
p ao longo da direcao de v. Esta derivada leva em consideragao tanto a variagao
intrinseca do vetor p ao longo da direcao de v quanto os efeitos da curvatura do

espaco-tempo.

» A derivada de Lie de p (campo vetorial ou tensorial) ao longo de v, £, , mede a
taxa de variagdo de p ao ser transportado pela direcao do fluxo de v. Esta derivada
¢ independente dos efeitos da curvatura do espago-tempo, uma vez que depende

apenas da estrutura algébrica do campo e da direcao especificada do fluxo de v.

Considere agora um campo escalar t em M tal que a hipersuperficie ¥ é definida
como uma superficie de nivel de t, Eq. (1). O vetor dual Vi é normal a ¥ uma vez que,

para todo vetor v tangente a X, temos (Vt,v) = 0. Além disso, Vi é:
« do tipo tempo, se X é do tipo espaco;
« do tipo espaco, se X é do tipo tempo;
e nulo, se X é nula.

Note que Vi define uma direcao normal tnica a Y pois, qualquer vetor v normal a X
deve ser colinear a Vit : v = )\625, para qualquer A € R*.
Se ¥ é uma hipersuperficie nao nula podemos renormalizar V't e torna-lo um vetor

unitario definindo:

—

n—t Yt (4)

TR

com sinal positivo para uma hipersuperficie do tipo tempo e negativo para uma hipersu-

perficie do tipo espago. Por construcao:
e n-n=—1,se X édo tipo espaco;
e n-n=+1, se X ¢é do tipo tempo.

n é um dos 2 vetores unitarios normais a 3, sendo o outro n" = —n (Gourgoulhon, 2012).

*

Se X é uma hipersuperficie nao nula, entao « é nao degenerada. Isso implica que

ha uma derivada covariante tinica D na variedade ¥ que é livre de torsao e satisfaz:

Dy =0, (5)

*Se ¥ é uma hipersuperficie nula, a construgdo acima nédo é possivel, ja que Vi-Vt=0. De fato,
dado um vetor normal n, qualquer vetor n’ = An, com A € R*, ¢ uma alternativa vdlida para n.
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onde D ¢ a conexao de Levi-Civita associada a métrica -y .

O tensor de Riemann associado a essa derivada covariante representa a chamada
curvatura intrinseca de (3,4). Dito tensor serd denotado por Riem e suas com-
ponentes por R¥,.. Riem mede a ndo comutatividade de duas derivadas covariantes
consecutivas D:

Yv € T(X),(D;D; — D;D;)v" = RF, 1. (6)

li

O tensor de Ricci serd denotado por R;; = R*,. e o escalar de Ricci, também chamado

de escalar de curvatura, por R = 7Y R;;. Emj3 dimensoes o tensor de Riemann pode
ser completamente deduzido do tensor de Ricci, nesse caso, R é chamado de curvatura
gaussiana de (X, 7). Esta é uma quantidade intrinseca, independente da maneira como a
variedade (3,4) estd embutida em (M, g) (Gourgoulhon, 2012).

H& outro tipo de curvatura que estd relacionada a taxa de deformacao de ¥ a
medida em que esta é transportada para frente ao longo de n, Fig. (3). A diferenca da
curvatura intrinseca, essa curvatura depende da maneira como a variedade (X,~) estd

embutida em (M, g), logo, é chamada de curvatura extrinseca.

Figura 3 - Fatiamento (X;);cg de uma variedade M por uma familia de hipersuperficies
do tipo espago

Legenda: A curvatura extrinseca K mede a taxa de deformacao de ¥ em M a medida em que X é
transportada para frente ao longo do vetor normal n.
Fonte: Gourgoulhon, 2012, p. 56.

Assim, a curvatura extrinseca é definida por:
V(u,v) € T,(2) x T,(¥£), K(u,v) = —u- V,n. (7)

O sinal negativo é uma conven¢ao comum usada na comunidade de RN (Gourgoulhon,

2012). K denota o trago da forma bilinear K com relagdo a métrica ~.
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1.1.3 Hipersuperficies do tipo espaco

A partir de agora nos concentramos no vetor unitario normal n que é do tipo
tempo, ou seja, nos concentramos em hipersuperficies do tipo espaco que, de fato, sdo as
hipersuperficies envolvidas no formalismo 3 4+ 1. O operador 4 é o projetor ortogonal
sobre X e é definido por (Gourgoulhon, 2012):

¥ T (M) = Ty (%)

v—vrv+(n-vn.

(8)

Note que 4(n) = 0 se n-n = —1. Além disso, ¥ reduz-se ao operador identidade para

qualquer vetor v tangente a >:

e T (X),¥v)=v. (9)
As componentes de v sao:

1 = 0% +nng, (10)

de acordo com a defini¢do do projetor ortogonal, Eq. (8), em relagdo a qualquer base (e,)
de T,(M). Também expressamos a métrica v em termos do tensor métrico g e da forma

linear dual n em rela¢do ao vetor normal n segundo (Gourgoulhon, 2012):
y=g+n®n. (11)
Em termos de componentes:

Yap = Jap + Nallp - (12)

Assim, 4 nada mais é do que a 3-métrica “estendida” 4 com o primeiro indice elevado

pela métrica g, de acordo com as defini¢oes iniciais da Subsec¢ao 1.1.2 .

1.1.4 Equacgoes de Gauss-Codazzi

Se Y é uma superficie de nivel de algum campo escalar t, o gradiente de t fornece
uma extensdo natural de n em alguma vizinhanga aberta de ¥ segundo a Eq. (4). Entao

definimos o vetor:

a:=Vun. (13)
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Se n é um vetor unitario do tipo tempo, entao este vetor pode ser considerado como
a 4-velocidade de algum observador e a corresponde a uma 4-aceleracdo. Note que a é

ortogonal a n e, portanto, tangente a ¥ (Gourgoulhon, 2012):

n-a=n-V,n

= ;Vn(n n)
2 (14)
= §Vn(—1)
=0.
Agora trabalhamos a defini¢do estendida de K a M:
V(u,v) € T,(M)?, K(u,v) = K(J(u),5(v))
= —7() - V5u)n
= —5(u) - Viimynn
=—[u+(n-u)n|-[Vyn+ (n-v)Vun (15)
=—u-Vy,n—(n-v)u-Vyn
—(n-un-Vyn—(n-u)(n-v)n-Vyn
=—-u-V,n—(a-u)(n-v)
=-Vn(u,v)—(a-u)(n-v),
uma vez que n-n = —1 leva a n- V,n = 0, para algum vetor g (Gourgoulhon, 2012).

Desse modo, dado que a relagdo anterior é vélida para qualquer par de vetores (u,v) em

T,(M), entdo para os vetores duais a, n temos:

Vi=K-a®n. (16)
Que em termos de componentes é:

Vigne = —Kap — aqng. (17)

Portanto, da Eq. (16) observamos que o tensor de curvatura extrinseca (estendido em

M) é o gradiente de n sobre o qual é aplicado o operador de projecao ¥* em M:
K =-5"Va. (18)

Tomando o trago da Eq. (16) em relagao a métrica g obtemos a relagdo entre o trago de

K e a divergéncia do vetor n:

K=-V-n. (19)
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Antes de deduzirmos as equacoes de Gauss-Codazzi vamos mostrar a relagao entre
as derivadas covariantes V e D. Note que D esté relacionada a métrica v como mostra
a Eq. (5). De fato, note que para um campo tensorial T em X, sua derivada covariante
DT que pode ser expressa em termos da derivada covariante VT segundo (Gourgoulhon,
2012):

DT = —5*VT. (20)

Da equacao anterior deduzimos uma relagdo interessante entre a derivada covariante de
um campo vetorial v ao longo de outro campo vetorial u, quando ambos vetores sao

tangentes a ¥. Assim, da Eq. (17) temos:

(Dyv)® = u’ D,

=u’,, Vot

= u”(v", + n%n,)V, " 21)
=u'V, v +n%un,V, "
=u’'V, v —n*u"v"V, v,

=u'V,r* —n*uv"V,n, ,

onde usamos o fato de que se v é tangente a ¥ entao n,v* = 0. Além disso, da Eq.
(7) e da simetria da curvatura extrinseca K, temos: v’v*V,n, = —K(v,u) = —K(u, )

(Gourgoulhon, 2012). Logo, a relagdo entre as derivadas covariantes V e D é:
V(u,v) e T(X) x T(X), Dyv = Vuww + K(u,v)n. (22)

Esta equacao indica que, para quaisquer 2 vetores em 3, K mede o desvio da derivada de
um vetor v(t) ao longo de algum outro vetor u, Fig. (4). Além disso, a equagdo mostra,
que esse desvio sempre é na dire¢ao do vetor normal n.

Vamos considerar agora a equagdo de Gauss (Gourgoulhon, 2012):
’Y’uoc ,}/Vﬁ ,y’yp 706 (4)Rp0w/ = R’you,é’ + K,YQK’Y/B - KW,BKms : (23)
Contraimos essa relagdo nos indices a e v usando: 7%, 79, =+, = 0" +n*n, . De fato:

Y 7V5 (4)Ruu + Yau n”v"ﬁ n® WR,, = Ropg + KKop — Koy KN,B ) (24)

vpo ~

Essa equacdo relaciona os tensores de Ricci @R e R com g e v, respectivamente. Tomando



Figura 4 - Construgao geométrica da derivada de Lie de v ao longo de m

V@) D) (q) v(1+51)
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p q
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Legenda: A derivada de Lie de v ao longo de m é definida como a diferenca entre o valor do campo

vetorial ¥ no ponto ®4:(p), isto é, v(t + 0t), e o vetor transportado de ; ao longo das linhas

de campo de m, isto é, P51 (t).
Fonte: Gourgoulhon, 2012, p. 59.

o trago de K em relagao a =:

Kuﬂ = Kl’t = K7
K K" = Ki; KV e
,yaﬂ’ya“ny’ypﬂna (4)Ruz/pa = Vpu n’n’ (4)Ruupa

— @) pp v,o o (4) pp p Vo
= "R, on'n” £ R, nfnn'n

= (4)an“n”.
Entao obtemos a equacao de Gauss contraida:

DR +2WR,,n"n" = R+ K* — K;; K.

(25)

(26)

Esta equagcao relaciona a curvatura intrinseca R de 3 com sua curvatura extrinseca (K?* —

K;;K'7). Quando a curvatura K é nula em X, entdo o termo a esquerda da equagdo acima

é identicamente nulo.

Considere agora a equagao de Codazzi (Gourgoulhon, 2012):

7, n7 Y s (4)R”UW = DK, — Do K7y
Tomando o trago em relacao a a e ~:

v 0y R, = (8% + n'n, )"~ DR

ouv

=n’ +7"% WR,., + 7’5 () Re n,n’n.

ouv

(27)
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Dai:
W#anVVB (4)Rom/ = DK — DuK“ﬁ' (29)

O tensor de Riemann é antissimétrico, logo, o ultimo termo da equacao acima é nulo.
Entao,

yin'WR,, = D K — D, K", (30)
¢ a equacao de Codazzi contraida. Esta equacao estabelece a relagao entre o tensor
de Ricci ¥ R, e a derivada covariante D de K da métrica v em X. Para hipersuperficies

cuja curvatura extrinseca K é nula em X temos DK = 0 e o lado esquerdo da equacao

anterior é identicamente nulo.

1.2 Geometria dos fatiamentos

Nesta secao consideramos um conjunto continuo de hipersuperficies que cobrem
um espaco-tempo, introduzimos os conceitos de funcao lapso, vetor de evolugao normal e
vetor de deslocamento. Apresentamos a evolugdo da 3-métrica normal a hipersuperficie e
complementamos as equagoes de Gauss-Codazzi com uma relagdo obtida da decomposicao

do tensor de Riemann.

1.2.1 Definicao de fatiamento

Uma superficie de Cauchy ¢é uma hipersuperficie do tipo espago > em M tal
que cada curva do tipo tempo ou nula, sem ponto final, itersecta ¥ apenas uma vez. Nem
todos os espagos-tempos admitem uma superficie de Cauchy, como é o caso das curvas
fechadas do tipo tempo, Fig. (2).

Um espago-tempo (M, g) que admite uma superficie de Cauchy é dito ser global-
mente hiperbdlico e tem topologia ¥ x R (Gourgoulhon, 2012). Qualquer espago-tempo
(M, g) globalmente hiperbdlico pode ser fatiado por uma familia de hipersuperficies do
tipo espaco (3;)ier. Se existe um campo escalar suave e regular £ em M, ou seja, se seu
gradiente é nao nulo, entdo cada hipersuperficie é uma superficie de nivel desse campo

escalar (Gourgoulhon, 2012). Logo, um fatiamento é definido como:
VteR, Y, = {p e M,i(p)=t}. (31)

Se t é regular, entao a hipersuperficies (¥;) nao se interseccionam. Chamamos cada
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hipersuperficie ¥; de fatia (ou folha) e o fatiamento (¥;);cg preenche todo o espago-tempo
M.

Observe que se o vetor unitario n é normal a fatia ¥; e colinear a V,, entao:

O observador cuja 4-velocidade ¢ dada pela definicdo anterior é chamado de observa-
dor normal ou observador Euleriano. As linhas de mundo de observadores normais
sao ortogonais as hipersuperficies ;. Nesse sentido, a hipersuperficie >; ¢ localmente o
conjunto de eventos que sdo simultdneos do ponto de vista do observador normal (Gour-

goulhon, 2012). Também definimos:
I 1
V 615 : 61& <Vt7 6t>

como a funcao lapso. O sinal negativo ¢ escolhido de tal forma que n é orientado para

(33)

= —

o futuro se o campo escalar ¢ estiver aumentando em direcao ao futuro.
Por construgao, em uma fatia regular, a > 0 sempre. A Eq. (32) também diz que

—a € a constante de proporcionalidade entre o vetor dual n e o gradiente V,:
n= —ont. (34)

Assim, definimos o vetor de evolug¢do normal m, Fig. (5):

Note que m é um vetor do tipo tempo e normal a ;.

Figura 5 - Construcao geométrica do vetor de evolugao normal m

m

1+81

L

Legenda: O ponto p’ € X145 é deduzido de p € 3; por um deslocamento dtm que pertence a Xy s¢.
Fonte: Gourgoulhon, 2012, p. 58.

Além disso:
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ese (Vt,m) =Vt = mtV,t =1, entao:
(Vt,m) = a(Vt,n) = a*(—(Vt, Vi) = 1. (37)

Uma consequéncia geométrica dessa propriedade é que a hipersuperficie ;.5 pode ser
obtida da hipersuperficie vizinha ¥; por um pequeno deslocamento dm de cada ponto de
Y, Fig. (5). De fato, seja um ponto p em ¥, deslocado pelo vetor infinitesimal dm até o
ponto p’ = p+ dm (Gourgoulhon, 2012). Da defini¢ao do gradiente V¢, o campo escalar ¢

em p’ vale:
t(p') = t(p+ dm) = t(p) + 6t(Vt,m) = t(p) + ot, (38)

portanto, p’ € Y45 e dizemos que o vetor dm transporta a hipersuperficie ¥; para a
proxima hipersuperficie vizinha >, g;.

Nesse sentido, as hipersuperficies (¥;) sdo transportadas pelo vetor m, de modo
que m é o vetor de evolugdo normal. A Fig. (5) mostra a definicdo geométrica da
derivada de Lie. De fato, a derivada de Lie de qualquer vetor tangente a >; ao longo de

m também ¢é um vetor tangente a ¥;:
Vv € T(3), Ll € T(Z). (39)

Ainda sobre m e «, sejam dois eventos proximos p e p’ na linha de mundo de um
observador normal. Seja ¢ o tempo coordenado do evento p e t + 6t do evento p’ (com
ot > 0), considerando que p estd em ¥, e p’ em Xy 5. O tempo préprio 67 entre os eventos
p e p', medido por um observador normal, é o comprimento métrico do vetor que relaciona
p e p' (Gourgoulhon, 2012). De fato,

oT = \/—g(ém, dm) = \/—g(m, m)ét . (40)
Se g(m, m) = —a? e @ > 0, entdo:
0T = ot (41)

mostra que « relaciona o tempo coordenado t de cada hipersuperficie com o tempo proprio
7 medido pelo observador normal.

Por outro lado, a 4-aceleracao de um observador normal é a derivada covariante
da 4-velocidade n em relagao a si mesma: a = Vyn. Como o vetor a é ortogonal a n
e, portanto, tangente a Y, ele pode ser expresso em termos do gradiente espacial de «
(Gourgoulhon, 2012):

a=Dlna. (42)
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Assim, a 4-aceleracdo de um observador normal é o gradiente espacial sobre (¥;,) do

logaritmo de «.

1.2.2 Cinemaética dos fatiamentos

Antes de deduzir a equacgao da evolugao de -y, vamos obter as relagdes entre os
gradientes de n e m que sao necessarias para essa deducdo. Substituindo a Eq. (42) na
Eq. (17):

Viang = —Kas — Do In(ang) . (43)

Além disso, se

Vm=V(an) =aVn+n® Va, (44)
entao:
Vm=-oK-Da®n+n® Va. (45)

Em termos de componentes:
vV,m* = —aK*, — D*an, +n"V,a. (46)
A derivada de Lie de v em Y; ao longo de m é:

LmYap = MV uYas + Vs Vam! + vau Vem!
= antV,(nong) — vu8(aK*, + D"an, — nt'V,a)
— Yau(aK"s + D"ang — nf'Va) (47)
= a(n"V, neng + n,n'V,ng) — aKg, — Dgang — aK.p — Dyang
= —2aK,3.

Em termos de ~:

Loy = —20K . (48)



33

Assim, a derivada de Lie de v ao longo de n é:

£m Yap = ‘Can Yap
= an”V, vap + 78 Valan!) + va, Va(an®)

(49)
= an"V Ve + V"' Ve + a0y, sV ant 4 700" Vg + oy, Vgn
=alyYag -
Dai, L,v = a 'L,y implica em:
1
K = —3Luy. (50)
Das equagoes (18) e (22) temos:
V(a,v) e T(X) x T(2), K(u,v)n =Dy — V,v. (51)

Esta equacao mostra que K, além de ser a projecao do gradiente de n em ¥; e ser menos
a metade da derivada de Lie da métrica de ; ao longo de n, ¢ também a medida das
diferencas entre as derivadas D e V de v ao longo de u.

Por outro lado, para obtermos a evolucao do projetor ortogonal vamos avaliar

primeiro a derivada de Lie do projetor sobre >3;:

L5 = m"'V 7% — 9" V,m® + 5,V gmt
= an”V,(n"ng) +"5(aK", + D*an, — n*V,q)
— % (aK"s + DFang — n*Vsa) (52)
= a(n"V,n"n g +n*n"V,ng) + aK% — n*Dsa — aK% — D%ang
=0.

Portanto,
Ly =0 (53)

mostra claramente que, para qualquer campo tensorial T tangente a ¥;, a derivada de
Lie ao longo de m é um campo tensorial tangente a 3;. Assim, para um campo tensorial

tangente a Y;: ¥*T = T. Nesse sentido, sendo K tangente a ¥;, entdo L, também o é.

1.2.3 Decomposicao 3+1 do tensor de Riemann

Nas subsecoes anteriores vimos que ¥* @ Riem é a projecao total do tensor de

Riemann no espago-tempo e resultou na equacao de Gauss. A parte projetada trés vezes
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em Y; e uma vez ao longo de n forneceu a equacao de Codazzi. Ambas decomposicoes
envolvem apenas os campos v, K, Riem e DK que sao tangentes a >, e suas deriva-
das tém direcoes paralelas a hipersuperficie. Nesta subse¢do vamos projetar o tensor de

Riemann duas vezes em 3; e uma vez ao longo de n:
Va7V s R’ = Yoy 5 (V, Vo — Vo Vynt) . (54)

Os detalhes do calculo estao explicitos em (Gourgoulhon, 2012) e resultam na equa-

c¢ao de Ricci:
PV 04 Dp 1 1 o
Yoy sn” “R!,, = EEmKaB + aDaDg o+ KoK’y (55)

Essa equagao completa a decomposicao 3 + 1 do tensor de Riemann. A parte projetada
trés vezes ao longo de n desaparece identicamente, uma vez que YRiem(.,n,n,n) = 0
pela antissimetria do tensor de Riemann. Logo, pode-se projetar YRiem no méaximo
duas vezes ao longo de n para obter algum resultado nao nulo. Combinando a equagao
de Gauss contraida, Eq. (26), e a equagdo de Ricci, Eq. (55), obtemos uma expressao

que contém apenas o tensor de Ricci:
b Op = k= DDyt Rup 4 KKy — 2K, K" (56)
’Va’Yg uy — o miaf a o ﬁOé aff af ap 8-

Contraindo a equacdo acima com v*? e depois de alguma 4lgebra:

. 2 2 .
WR =R+ K>+ KKV — “ LK — ~D;D'a. (57)
« «

Esta equacao é notavel porque sintetiza o comportamento geométrico do espago-tempo

em termos das curvaturas intrinseca e extrinseca e das grandezas m e a.

1.3 Decomposicao 3 + 1 das equagoes de Einstein

Nas subsecoes anteriores nos dedicamos a geometria de hipersuperficies e nos con-
centramos em espacos-tempos globalmente hiperbdlicos, que sdo os que cobrem a maioria
dos espacos-tempos de interesse da astrofisica e da cosmologia. Todos os resultados obti-
dos sao independentes das equagdes de Einstein e da escolha de coordenadas () em cada
hipersuperficie. A partir de agora mostraremos os aspectos fisicos do formalismo 3 + 1.

De fato, considere um espago-tempo (M, g) que satisfaz as equagoes de Einstein:

1
R — 5 @ Rg = 8T, (58)
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sendo YR o tensor de Ricci associado a g, @R o escalar de Ricci e T o tensor de

momento-energia. Além disso, T := g"T},, é o trago de T em relacio a g. T

1.3.1 Projegoes das equacoes de Einstein

Assumindo que o espago-tempo (M, g) é globalmente hiperbdlico e que (3;)er é
o fatiamento de M por uma familia de hipersuperficies do tipo espaco, o formalismo 3+ 1
da RG consiste em projetar as equacgoes de Einstein sobre ¥; e perperdicularmente a ela.
Para tal, considere primeiro a decomposicao 3 + 1 do tensor de momento-energia. Por

definicdo, a densidade de energia de matéria medida por um observador normal é:
pi=T(nn), (59)

uma vez que a 4-velocidade do observador é o vetor n normal as hipersuperficies ;. Por

outro lado, a densidade de momento de matéria medida por um observador normal é:

Vv € Tj(M), §,v) = =T(¥(v),n). (60)
Em termos de componentes:
ja = - W’anV, (61)

onde j é a forma linear tangente a ¥;. O fluxo de energia medido pelo observador

normal é obtido permutando 4 e n:

¢ :=—-Tmn,7(.)). (62)

Além disso, a energia dE que atravessa uma superficie elementar de area dS em

>; durante o tempo proprio dr é:

dE

7 = (#,dS). (63)

Como T é simétrico, entao: ¢ = j. Considere também o tensor de estress de matéria

que é dado pela forma bilinear:

S:=4"T. (64)

tN&o estamos considerando a constante cosmoldgica pois o foco deste trabalho é a solucio numérica
das equacoes de Einstein apenas para fenomenos locais.
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Em termos de componentes:

Sap = VeV 8T (65)
onde S é um campo tensorial tangente a ;. Tomando seu traco:

S =78 =g"S,,. (66)

Fisicamente S ¢é interpretado da seguinte maneira: considere dois vetores unitarios do
tipo espaco, F e F’, no referencial de repouso de um observador normal, ou seja, dois
vetores unitarios ortogonais a n. Entao S(F,F’) é a for¢a na dire¢ao F atuando em uma
superficie unitaria cuja normal é F'.

Das defini¢oes de p, j e S obtemos a decomposi¢ao de T de forma analoga a Eq.
(11):

T=S+n®j+jen+pmen, (67)
onde usamos o fato de que ¢ = j. Tomando seu traco em relagao a métrica g obtemos:
T=S+2(jn) +pnn=T=5—p. (68)

De posse das projegoes tanto da parte geométrica quanto da parte material das equacoes
de Einstein, agora restam 3 possibilidades: projecoes total, perpendicular e mista sobre a
hipersuperficie ¥;.

O primeiro caso consiste em aplicar o operador de projecao ¥* as equagoes de
Einstein, combinar a equacao de Gauss contraida, Eq. (25), com a equagao de Ricci, Eq.
(55), e usar as definigdes anteriores. Os detalhes desse célculo estdo em (Gourgoulhon,

2012) e levam a equacgao de evolugao da curvatura extrinseca:

O segundo caso consiste em aplicar o par (n,n) as equagoes de Einstein. Como g(n,n) =

—1 e T(n,n) = p, entdo de
(4) L)

R(n,n) + 3 R =8rT(n,n) (70)
obtemos a equagao do vinculo Hamiltoniano:

R+ K? — K;; K" = 167p. (71)
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O terceiro caso corresponde a projecao mista sobre ¥; e ao longo de n:

DR(n,5()) - 5 P Rg(n, 5()) = &T(n,5()). (72)

Utilizando a equagao de Codazzi contraida, Eq. (30), e o fato de que T(n,¥(:)) = —j,

entao:

D K — DK = 87j. (73)
Em termos de componentes:

D,K’; — D;K = 87j; , (74)

obtemos a equagao do vinculo de momento.

Com as dedugoes anteriores demonstramos que as equagoes de Einstein sao equi-
valentes ao sistema composto pelas equagoes (69), (71) e (74). A primeira equagdo é uma
equacao tensorial de ordem 2 dentro de ; e envolve apenas tensores simétricos, logo,
tem 6 componentes independentes. A segunda é uma equagao escalar e a terceira é uma
equacao tensorial de ordem 1 dentro de ¥;, logo, possui 3 componentes independentes.
Portanto, o niimero total de componentes independentes desse sistema é 6 + 1 + 3 = 10,
ou seja, o mesmo nimero que o das equacoes de Einstein na formulacao apresentada

inicialmente.

1.3.2 Coordenadas adaptadas ao fatiamento

Nesta subsecao apresentamos a proposta mais notavel do formalismo 3 4 1: trans-
formar as equacoes de Einstein de um sistema de equagOes tensoriais para um sistema
de EDPs. A ideia principal consiste em introduzir coordenadas adaptadas ao fatiamento
(3¢)ier- De fato, em cada hipersuperficie 3, introduz-se algum sistema de coordenadas
espaciais () = (2!, 2%, 2®) que varia suavemente entre hipersuperficies vizinhas. Logo,
(2%) = (t, 2%, 22, %) é um sistema de coordendas bem comportado em algum espago-tempo
da variedade M.

Considere (8,) = (04, 8;), com i = 1,2,3, que denota a base natural de 7,(M)

associada as coordenadas (z%):

0, = g;
9 — 9
Y Ont

Chamamos 9; de vetor tempo, porém, mais adiante veremos que 9; nao necessariamente
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é um vetor do tipo tempo. Note que 9, é tangente as linhas das coordenadas espaciais
constantes, ou seja, as curvas de M definidas pelas constantes: 2! = K 2? = K? 2 =

K3 como mostra a Fig. (6).

Figura 6 - Construcao geométrica do vetor tempo 0,

t+dt

X' = const.

Legenda: Cada curva ¢ = cte. corta o fatiamento (3;);er entre cada hipersuperficie e define os vetores
B e 8; do espago-tempo no sistema de coordenadas (z) = (¢, z?).
Fonte: Gourgoulhon, 2012, p. 79.

Por outro lado, o vetor 8; é tangente as linhas t = K° = cte., 2/ = K7 = cte., com
j #1i. Se t = cte., entdo essas linhas pertencem as hipersuperficies (3;) e isso implica que
9; ¢ tangente a X 0; € T,(2;). O vetor 8; obedece a mesma propriedade que o vetor
m, ja que (V,,8;) = 1. Em particular, 8, transporta as hipersuperficies ¥; assim como
m o faz. Em geral, ambos vetores diferem, mas coincidem apenas se as coordenadas (z°)
forem tais que as linhas #° = cte. sdo ortogonais as hipersuperficies (3;) (Gourgoulhon,

2012). De fato, chamamos de vetor de deslocamento 3 * & diferenca entre 8; e m:

B:=0,—m. (76)
Observe que

(Vi,8) =(V,0) —(Vy,m) =1-1=0 (77)

mostra que 3 é tangente as hipersuperficies (3;). De fato, da Eq. (34) notamos que:

(Vi,8) =n-B=0. (78)

fTanto o termo “funcéo lapso” quanto “vetor de deslocamento” foram adotados inicialmente por
Wheeler em 1964 (Wheeler, 1964); porém, esses conceitos foram introduzidos pela primeira vez por
Choquet-Brunat em 1956 (Foures-Bruhat, 1956).
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Portanto, da Eq. (35) temos que:
8t =an + ,8 s (79)

e se n é normal a X; e 3 é tangente a X;, entdo a equagao anterior é uma decomposicao
3+ 1 do vetor 8;. Além disso, de:

S (80)
segue que:

e 0, é do tipo tempo & B - 3 < o?;

e 9, é do tipo espaco & 3-8 > a?;

e O;énulo = B-8=a

Por outro lado, se B é tangente a X, entdo suas componentes e da forma dual 3

em relacdo as coordenadas espaciais (') sdo:

B =: 589, e B=: pda’. (81)
Da Eq. (79) temos que as componentes de n em relagao a base natural d,, em termos de
a e 3, sao:
= (1) (52)
n®=—(1,-p4").
a Y

Da Eq. (34) obtemos as componentes covariantes:
Ne = (—,0,0,0). (83)

Além disso, também apresentamos as componentes de « em relagao as coordenadas

(x'):

v =: %-jdxi ® da’ (84)
e as componentes de 3

Bi = i . (85)
Para o caso das componentes de g em relagao as coordenadas (z®), temos:

g =: gopda® ® da”. (86)
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Estas componentes sao calculadas a partir da Eq. (80):

goo = &(01,0;) = 0, - 0y = —a’+B-B=—a’+ (87)
e da Eq. (79)
goi = g(0;,0;) = (m + B) - 9. (88)

Se O; é tangente a Y;, entdo m - 9; = 0 leva a:
goi =B-0; = <B, 0;) = <5jd$j, 0;) = 5j(dl‘j, 9;) = Bi. (89)
Também temos que, como 8; e 9; sao ambos tangentes a ¥, entao:
9ij = 8(0;,0;) = v(8;,0;) = i - (90)

Por tanto, a expressao das compontentes da métrica g em termos de quantidades 3 + 1

Sao:

, 2 k '
galB — gOO gOJ — o +/8]€/8 /Bj , (91)

gio  Yij Bi Yij
que em termos do elemento de linha geral, Eq. (86), se torna:
Gudatdr’ = —a?dt* + v;;(dx' + B'dt)(dz? + pdt) . (92)

J& as componentes contravariantes de g sao:

s g% g% L -1 B
g° 9" By —pp
Além disso, da equacao anterior podemos estabelecer a relacao entre os determi-
nantes de g e 7, g e v, respectivamente. Estas nao sao quantidades escalares, mas sim
densidades escalares. De fato, usando a regra de Cramer, onde ¢°° = Cyo/g é o elemento
00 da métrica e Cy o elemento 00 da matriz de cofatores associada a matriz g.z. Supri-
mindo a primeira linha e a primeira coluna deduzida de g5 obtemos: g% = ~/g. Assim,

g% em termos de componentes contravariantes da métrica g, Eq. (93), é:

g=—a’y = /—g=a,7. (94)

Nesta ultima parte da subsecao vamos usar as derivadas de Lie ao longo de m

para obter o sistema de EDPs de Einstein. De fato, seja T um campo vetorial qualquer
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tangente a ¥;, da Eq. (79) temos que: L, T = L5, T — LgT. Se ambas derivadas £, T
e LgT sao tangentes a X4, entao Ly, T também o é. Portanto, da mesma forma aplicada
na Eq. (69), obtemos:

LonKij = (0 — Ls)Kij . (95)
Calculando a derivada de Lie de K;; ao longo de 3:

LaKi; = BP0, Kij + Kij0yi f* + K0y B (96)
e reescrevendo a Eq. (48):

(O — Lg)yij = —20K;; . (97)

Assim, da definicdo de derivada de Lie: Ly, = —2aK;; + D;f + D;B; (Gourgoulhon,
2012) e da Eq. (81) obtemos as equagdes do formalismo 3 + 1 padrao:

Orvij = —2aK; + Diff + D;B;; (98)
0 Kij = —DiDja + of Rij + KKjj — 2Ky K*; + 47 [(S — p)vi; — 2551} (99)
R+ K?> — K;;K" = 167p; (100)
D,;K’; — D;K = 87j; . (101)

As derivadas covariantes D; acima podem ser expressas em termos de derivadas
parciais em relagao as coordenadas espaciais (') por meio das conexdes IV, de D asso-
ciadas a (z'). Por sua vez, essas conexoes podem ser escritas em termos das derivadas
parciais de 7;;.

Além disso, os termos fonte de matéria-energia p, j; e S;; s@o projecoes do tensor

de stress-energia T ao longo de n e sobre Y, e sdo dados, respectivamente, por:
p=nangT | ji = YiansT™ e Sij = Yiav;s T . (102)

A quantidade p é a densidade total de matéria-energia, j; a densidade de momento

e Si; o tensor de stress. Note que todas essas quantidades sao medidas em relacao a
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um observador normal e o traco de .S;; é:

Esses termos fonte podem incluir fluidos hidrodinamicos, radiacdo de gases, plasmas
magneto-hidrodinamicos, campos escalares, etc.

Finalizamos assim a obtencao das equagoes de Einstein no formalismo 3 + 1
padrao. Estas equacoes também sdo chamadas de equagoes do formalismo ADM
padrao em homenagem ao trabalho pioneiro de Arnowitt, Deser e Misner (Arnowitt;
Deser; Misner, 2008).

1.3.3 O problema de Cauchy

Observe que as equagoes (98), (99), (100) e (101) nao contém nenhuma derivada
temporal de @ ou 3. Se a e B estao associados & escolha de coordenadas (t, z*) significa que
sao variaveis livremente determinadas. De fato, a liberdade de calibre da RG implica que
podemos escolher arbitrariamente o e B sem alterar a solucao das equacoes de Einstein.
A tnica ressalva é uma escolha apropriada a fim de evitar singularidades coordenadas.
Vamos utilizar essa liberdade de calibre para ter uma visao mais clara da natureza das
equacoes ADM padrao.

Introduzimos a condicao de calibre mais simples, o calibre slicing geodésico, com
a=1e B =0, em alguma vizinhanca de uma dada hipersuperficie ¥33. Note que se a = 1,
entdao da Eq. (42) temos que a 4-aceleragao do observador é nula (queda livre). De fato, as
linhas de mundo de observadores normais sao geodésicas, uma vez que o parametro ¢t ¢ um
pardmetro afim ao longo delas. As coordenadas (z°) sdo especificadas arbitrariamente, o
que implica que as linhas das coordenadas espaciais constantes sao ortogonais a ;. Além
disso, se a = 1, entao a coordenada temporal ¢ coincide com o tempo proprio medido por
observadores normais entre hipersuperficies vizinhas ¥; (Gourgoulhon, 2012). Tal sistema

corresponde as coordenadas gaussianas normais:
G = datdz” = —dt* + v;da'da’ . (104)
Portanto, o sistema de equagoes ADM padrao reduz-se a:

at")/ij = —QOéKZ'j ) (105)
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R+ K?> — K;;K" = 167p; (107)

D,K’, — D;K = 87j; . (108)

J

Usando as derivadas temporais v;; := Ovi; , Vij = 83%5 e substituindo a Eq. (106) nas
equagoes (105), (107) e (108), temos:

. Lo . o
—%ij = 2R;; + E’Ykl%z%j - ’Ykl%‘k%j +8n[(S — p)vi; — 254]; (109)
Lo b i
R+ 5 (7995)" = 7" i = 16mp; (110)
D; (v"*5i) = 0 (7*"7i) = 165 (111)

Em relacdo ao campo gravitacional, vamos explicitar alguns termos das equagoes acima.
O tensor de Ricci é (Gourgoulhon, 2012):

2. 2 2n . 2.
Rij = _},ykl l 0%vi i Yk 0 0™y + O (7 M)] : (112)

2! | 9zkoLl " Oxidxi  Oxidxk  Oxidxk o Dgm

tomando seu traco:

R— ,yik,yjza(?;z;;l _ ,yz‘j,yklaa;%i;l 10 (’Ykl ’ j;:ﬂ’:i) _ (113)
Além disso:
D; (ijv'm-) = Y* Dy

= ik <(ch? - Fé-;ﬂlz‘ - FZ%J) (114)

% ki OV Ou
— ~Jk v . Z ke 7 TR
" owor 9 <7’“’ag;m’ o )
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Substituindo as equagoes (112), (113) e (114) nas equagoes (109), (110) e (111):

A Ovij | O Oy Py \ _
R N I N e VIR Wi W M o

o (115)
Ykl OVkl
87((S — p)vij — 25i5] + Qj (’Ykz ) By 6t> ;

o Py o 0% Nk Ok

ik gl Yo Akl LY R 1 Rt F IR} 11
Yy axkﬁajl YUY 85Ek8$l 67Tp + Q Ykl » 83;’7”’ 8t 3 ( 6)
o 0%, o 0%y . Nk OV

ik jl vy Akl am— . ) = ). 11
L ey e R A R ) (117)

Assim, obtemos um sistema de EDPs cujas incégnitas sao as componentes 7;;. As
componentes contravariantes 7% sdo fungoes de 7;; via regra de Cramer. Esse conjunto
de EDPs ¢é um sistema de segunda ordem nao linear, mas quase linear. Ou seja, linear em
relacao a todas as derivadas de segunda ordem e estas se encontram apenas na primeira
equacao (Gourgoulhon, 2012). Além disso, esse sistema contém 6 + 1 + 3 = 10 equagoes
para 6 incognitas, portanto, é um sistema superdeterminado. Outro aspecto importante
de se notar é que a Eq. (115) contém o mesmo nimero de equagdes e de incognitas, 6, e

pode ser tratado como um problema de Cauchy:

OV Ok 32%1 )

i = Fy (fykl Tz’ Ot dxmoxn (118)

Nesse sentido, se F;; é uma funcao analitica, o problema de Cauchy consiste em
encontrar uma solugao 7;; para t > 0, dadas as condigoes iniciais de 7;; e 0yy;; em
t = 0, ou seja, os valores das fungoes e de suas derivadas devem estar bem definidos na
hipersuperficie ¥y. De fato, pelo teorema de Cauchy-Kovalevskaya garantimos a existéncia
e a unicidade de uma solucao v;; em uma vizinhanca de Xy, a partir dos dados iniciais
(7ij , Orvij) em g e que sdo fungdes analiticas das coordenadas (z°) (Ringstrém, 2015).

Porém, uma vez preparados os dados iniciais (;;,0yy;;), como garantir que essas
condigbes satisfazem as equagoes (107) e (108), dado que sdo condigdes que ndao podem
ser postas em uma forma aplicavel do teorema de Cauchy-Kovalevskaya? De fato, como
garantir que as componentes ;; reconstruam a métrica g pela Eq. (104), de modo que g
seja uma solucao das equagoes de Einstein? A resposta surge das identidades de Bianchi,
uma vez que elas permitem que as restrigcoes impostas pelas demais equagoes do sistema
sejam satisfeitas em t > 0 e o problema de Cauchy é resolvido para a primeira equagao a
partir da especificacido dos dados iniciais (Kovacs, 2021).

Por outro lado, no caso geral em que v e 3 sao arbitraros, a derivada temporal
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7i; deve ser substituida pelas componentes de K;;, de modo que os dados inicias de uma
dada hipersuperficie ¥ sao (v,K). Se (v, K) satisfazem as equagoes de vinculos em X
entdo surge a pergunta: dado o conjunto (29,7, K, p,j), com ¥, sendo uma variedade
3-dimensional onde estdao definidas a métrica riemanniana «y, a forma bilinear simétrica
K, um campo escalar p e um campo vetorial j que satisfazem as equagodes de vinculo,
existe um espago-tempo (M, g, T) t.q (g, T) satisfaz as equagoes de Einstein e Xy pode
ser embutida como uma hipersuperficie de M, com 3-métrica v e curvatura extrinseca
K?

Com base no teorema de Cauchy-Kovalevskaya, Darmois (Darmois, 1927) e Lich-
nerowicz (Lichnerowicz, 1939) chegaram & resposta dessa pergunta para o caso do vacuo
(p = 0,7; = 0), quando os dados iniciais (v, K) sdo fung¢oes analiticas da base ¥y. No
entanto, em termos fisicos, o caso analitico € muito restrito. Nesse sentido, existem duas

razoes estratégicas para lidar com dados iniciais diferenciaveis:

o Uma variedade M suave impoe que apenas a mudanca de coordenadas seja diferen-
cidvel, ndo necessariamente analitica. Se (v, K) sdo fungoes analiticas das coorde-
nadas, entao elas ndo podem ser funcoes analiticas de outro sistema de coordenadas
't

e O valor de uma funcgao analitica e de suas derivadas é completamente determinado
em um unico ponto. Portanto, uma pequena mudancga nos dados iniciais nao deve-
ria mudar a solugao inteira em todos os pontos de M, sendo (M, g) globalmente

hiperbdlico.

Além disso, do teorema de existéncia global e unicidade de Choquet-Bruhat e
Geroch (Choquet-Bruhat; Geroch, 1969) estabelece-se que, entre todos os espagos-tempos
(M, g) que sao solucao das equagdes de Einstein, tal que (2o, 7, K) é uma superficie de
Cauchy embutida em M, existe um espago-tempo maximo e tnico. Maximo no sentido
de que, qualquer solu¢ao do espago-tempo (M, g) do problema de Cauchy é isométrica
a uma subparte de (M*, g*) (Kovacs, 2021). Ou seja, sempre é possivel encontrar uma
transformagao linear ¥ que leva (M, g) em (M*,g*) e uma transformacio inversa ¥*
que faz o caminho reverso.

A discussao anterior é conhecida como Desenvolvimento Maximal de Cauchy
e pode ser sintetizada nos seguintes principios: se as condi¢oes a seguir sao simultanea-

mente satisfeitas:
o g ¢ solucao das equacgoes de Einstein.
« (M,g) ¢é globalmente hiperbdlico.

o Os dados iniciais (7, K) s@o bem definidos sobre uma hipersuperficie de Cauchy X

do tipo espacgo e satisfazem as equacoes de vinculo.
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» Existe um mapeamento ¥ que leva (M, g) em (M* g*) e existe o mapeamento

inverso U1,

Note que a forma com que as equacgoes de evolucao do formalismo ADM padrao foram
construidas e pela discussao acima podemos concluir que a resolucao das equacoes de
Einstein equivale a resolver um problema de Cauchy com vinculos. Ou seja, dada alguma
hipersuperficie ¥, a ideia é determinar uma métrica Riemanniana -y, uma forma bilinear
simétrica K e alguma distribuicdo de matéria-energia (p,j) em Xy tal que as equagoes
de vinculo, (100) e (101), sao satisfeitas e avaliar como v, K e (p,j) evoluem no tempo
(Gourgoulhon, 2012).

Esta discussao também é vélida para as equagdoes ADM (102), (103), (104) e (105).
As equagoes (102) e (103) sao equagoes de evolugdo e podem ser tratadas como um
problema de Cauchy cujos vinculos sao as equagoes (104) e (105). Por tal razao historica-
mente as equagoes do formalismo ADM sao conhecidas como equagoes do formalismo
de Cauchy.

1.4 Condigoes de calibre

O préximo passo para implementar a solucado numérica das equagoes de Einstein
é discutir como os dados iniciais (g, v, K) evoluem para (3;,7), ou seja, como proceder
a integracao do problema de Cauchy. Um aspecto chave deste problema ¢ a liberdade de
escolha do fatiamento (X;);cgr e das coordenadas espaciais (z') em cada hipersuperficie
P

Nesse sentido, naturalmente separamos em dois escopos a escolha das coordenadas:
a escolha da forma como as linhas do tempo se propagam de uma hipersuperficie para
a seguinte e a escolha de um fatiamento especifico do espaco-tempo em hipersuperficies
espaciais. Isso se traduz na liberdade de escolha das variaveis de calibre a e (3, respectiva-
mente, e dependendo dessa escolha o problema pode se tornar mais hiperbdlico ou mais
eliptico, do ponto de vista das equagoes a serem resolvidas numericamente. Discussoes
extensas sobre possiveis fatiamentos e coordenadas espaciais podem ser encontradas nos
livros de Alcubierre (Alcubierre, 2005), Baumgarte e Shapiro (Baumgarte; Shapiro, 2003) e
Choquet-Bruhat (Choquet-Bruhat, 2008).

A liberdade de escolha das variaveis de calibre nos permite encontrar coordenadas
que simplificam as equagoes de evolu¢ao e/ou levam a uma integragdo numérica bem
comportada a longo prazo. Uma boa escolha para as variaveis de calibre deve considerar

0 seguinte:

o Devem ser adaptadas as simetrias subjacentes ao problema.

o Devem evitar a formagao de singularidades coordenadas e/ou alcangar singularida-
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des fisicas.
e Devem ser faceis de serem implementadas numericamente.

o Devem ser expressas em variedades 3-dimensionais covariantes, de modo que o sis-

tema nao dependa de coordenadas especificas.

A ideia de encontrar condigoes de calibre com essas caracteristicas envolve relacio-
nar a escolha de calibre com a evolugao de certas combinagoes de quantidades geométricas.
Assim, o calibre “congela” completamente a evolucao dessas quantidades. A seguir, des-
crevemos algumas condicoes de calibre que sao utilizadas na maioria dos experimentos

numéricos da RN.

1.4.1 Condigoes de calibre sobre fatiamentos

Considere um observador normal que nao necessariamente estda em queda livre.
Em geral, ele tem uma aceleragao propria necessaria para manté-lo em uma trajetoria

diferente da queda livre. Essa aceleracao é definida como:
a' =n"V,n". (119)

Se at & ortogonal a n*, entao nta, = n*n"V,n, = 0, uma vez que n* ¢é unitario. Logo, a
aceleracao prépria é um vetor puramente espacial. Da Eq. (84) e das conexoes calculadas

em (Gourgoulhon, 2012), obtemos:

ag = "0, Ina (120)
e
a; = 672 Ino. (121)

Portanto, as componentes espaciais da aceleragao prépria sao dadas pelo gradiente
de a. Por outro lado, se considerarmos elementos de volume associados aos observadores
normais, notamos que a mudanca no tempo nesses elementos de volume é dada pela

divergéncia das 4-velocidades V,n" desses elementos. Assim, da definicao de K, temos:
Vit =-K, (122)

ou seja, a taxa de variagao no tempo de um elemento de volume associado a um observador

normal a ; é menos o traco da curvatura extrinseca K.
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Exigindo que esses elementos de volume permanecam constantes:
OK=K=0, (123)

mostramos que K ¢ nula inicialmente e durante a evolucao do sistema. Das equacoes de

evolugao de v (98), K (99) e pela condigdao sobre K, a equagao:

0K = oK — D*a+a|K;K7 +4r(p+ S)] (124)
se torna:
Do = o |[KyK7 +47(p+ S)| . (125)

Essa condigao é conhecida como calibre maximal slicing e vem do fato de que,
quando K = 0, o volume do hiperplano espacial ¢ méximo em relagao a pequenas variacoes
no préprio hiperplano. Uma das limitagoes deste calibre ¢ que s6 pode ser usado no caso
de espacos-tempos assintoticamente planos.

O calibre maximal slicing foi sugerido originalmente por Lichnerowicz (Lichne-
rowicz, 1944) e discutido amplamente por Smarr e York (Smarr; York, 1978), (York, 1978).
Tem sido popularmente usado em simulagoes de BNs principalmente, e tem a vantagem
de ser dado por uma equagao eliptica simples Eq. (125). A solugao dessa equagao é suave
e garante que diferentes observadores normais em queda livre, em um campo gravitacional
nao uniforme, nao irdo colidir uns com os outros eventualmente. Portanto, uma propri-
edade muito importante do calibre maximal slicing é evitar singularidades. Isso significa
que ele nao permite que as hipersupersuperficies espaciais se aproximem arbitrariamente
de uma singularidade fisica.

Observe na Fig. (7) que, a medida que o tempo avanga do lado de “fora” do
horizonte de eventos e congela por “dentro”, as fatias espaciais tornam-se mais distorcidas.
Isso resulta em uma tor¢cdo da malha métrica composta pelas fatias espaciais e evita
o desenvolvimento de grandes gradientes, os quais poderiam causar a falha do cédigo
numérico. Essa capacidade do maximal slicing o torna uma boa escolha de calibre para a
construcao de espacos-tempos numéricos contendo BNs, por exemplo.

Por outro lado, a principal desvantagem do calibre maximal slicing é ter que resol-
ver numericamente equagoes elipticas em 2 ou 3 dimensoes. Como estamos interessados
no caso de simetria esférica este processo é simples. Nesse sentido, quando as condig¢oes
de contorno do sistema sao simples do ponto de vista da resolucao de equagoes diferen-
ciais e as limitagoes do tempo de processamento computacional ndo sdo um problema,
teoricamente o calibre maximal slicing é a melhor condi¢ao de calibre disponivel.

Dada a desvantagem de usar maximal slicing para resolver equagoes elipticas a

cada passo de tempo durante a implementacao numérica, algumas outras condigoes de
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Figura 7 - Representacao esquematica do colapso da funcao lapso o perto de uma
singularidade

time
b Event horizon
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Legenda: As fatias espaciais tornam-se mais distorcidas perto da singularidade. Além disso, o tempo
desacelera na regidao proxima a singularidade, mas continua avancando para longe dela.
Fonte: Alcubierre, 2008, p. 125.

calibre foram propostas. Elas compartilham algumas propriedades do maximal slicing e
sdo muito simples de serem implementadas. De fato, existem as chamadas coordenadas

harmonicas:
VvV, Vtz® =0, (126)

onde V,V*# ¢ o d’Alembertiano associado a métrica g. Essas coordenadas sao consideradas
como um campo escalar na variedade M para as coordenadas (z%) do espago-tempo. Neste
caso, exigimos que a condicdo harmonica seja satisfeita para a coordenada 2° = ¢, mas nao
necessariamente para qualquer coordenada z¢ em cada hipersuperficie ;. Este calibre é
conhecido como slicing harmonico e tem a importante propriedade de permitir que as
equagoes de Einstein sejam escritas como uma série de equagoes de onda (com termos
fonte nao lineares) para as componentes métricas g, .

Se V,V#zx® é a divergéncia de um campo vetorial V¢, entao:

Lo

Da Eq. (94):

<\/—_gg“” aat) 0 (v=ag) =o0. (127)

5 (0/30") + g (o/3) =0 (129
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e da Eq. (93)
0 (vI), 0 (VI _

8t<a>+8$i< a >_O’ (129)
temos:

- 7

ot oxt

VY ot V7 0z

Utilizando a definicao de derivada de Lie ao longo de B e multiplicando pelas

Oa Oy —04[ 1 0y 10 <ﬁﬁl)] —0. (130)

componentes métricas contravariantes 7% & direita da Eq. (97), temos:

77 (Orvij — Dify — D;Bi) = =209 K5, (131)
dai:
(0 — Lg)a = —Ka? (132)

é a equacao de evolucdo para a funcao lapso a na condic¢ao de calibre harmonico. Este
calibre foi introduzido em 1983 por Choquet-Bruhat e Ruggeri (Choquet-Bruhat; Ruggeri,
1983) como um maneira de colocar as equagoes de Einstein em uma forma explicitamente
hiperbdlica. Porém, a equacao do slicing harménico, Eq. (132), ja tinha sido apresentada,
por Smarr e York em 1978 (Smarr; York, 1978) como parte de uma condigdo de coordenada
no formalismo 3+ 1. Este calibre tem sido bastante considerado no contexto da RN desde
sua apresentacao por Bona e Mass6 em 1988 (Bona; Massé, 1988). Ele possui a propriedade
de evitar singularidades, embora mais fracamente do que o maximal slicing (Alcubierre,
2008).

Em 1995, Bona, Massd, Seidel e Stela (Bona et al., 1995) propuseram uma genera-

lizagdo do calibre slicing harménico introduzindo uma fungao arbitraria f(a):
(0 — Lg)a = —Ka*f(a). (133)

Nesta condigao, f(«) deve ser positiva para « evoluir como uma equagao hiperbdlica, caso
contrario, nao terlamos um sistema fortemente hiperbdlico. Esta generalizagao resultou
na chamada familia de condig¢oes de slicing Bona-Mass6 que discutiremos mais
adiante.

O calibre slicing harmoénico corresponde a f(«) = 1, enquanto que a escolha f(a) =

2/a leva a:

(O — Lg)a=—2Ka, (134)
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e inserindo —K« na Eq. (131):

(0 — Lg)a = dyIny — 2D, 5" (135)
Se 3" = 0, entdo a equacao acima reduz-se a:

Oyov = Oy Iny, (136)

que tem como uma de suas solugoes: o = 1+ Invy. Portanto, a condicao de calibre
da Eq. (134) é chamada de slicing 1 + log. A condicao original foi introduzida em
1993 por Bernstein (Bernstein, 1993) e em 1995 por Anninos et al. (Anninos et al., 1995).
Neste calibre a determinacao de a nao requer resolver algebricamente nenhuma equacao,
portanto é um calibre mais facil de ser implementado.

O slicing 1 4 log evita singularidades mais fortemente que o slicing harmonico.
Nesse sentido, imita as propriedades do maximal slicing e ¢ mais robusto na pratica
(Alcubierre, 2003). Note que hd uma diferenca bésica entre o maximal slicing e os outros
tipos de fatiamentos apresentados até aqui. Em maximal slicing a propriedade de ter
fatiamento maximo (K = 0) é aplicdvel a uma tnica hipersuperficie inicial ¥y, enquanto
que a propriedade de ser slicing harmoénico ou slicing 1 + log é significativa para todo
o fatiamento (X;)cr. Isso é visto na definicdo bésica desses fatiamentos: o maximal
slicing é definido somente pelo tensor de curvatura extrinseca, que caracteriza uma tnica
hipersuperficie, enquanto as defini¢oes de slicing harmonico e slicing 1 4 log envolvem «,
que faz sentido para o fatiamento como um todo.

Uma propriedade muito importante das condig¢oes de calibre sobre fatiamentos e
que foi mencionada anteriomente é a propriedade de “evitar a singularidade”. Isto refere-se
a propriedade de certas condigoes de fatiamento desacelerar o tempo coordenado, fazendo
com que « seja nulo quando os elementos de volume espaciais associados a um observador
normal tendem a zero. Vale lembrar que evitar singularidades nao ¢ importante apenas
quando se esta interessado em estudar espacos-tempos com singularidades fisicas reais,
mas também é necessario para evitar a formacao de singularidades coordenadas em regioes
com campos gravitacionais fortes.

Na Eq. (133) vimos quais escolhas da fungao f(«) podem evitar singularidades.
Em (Alcubierre, 2003) Alcubierre amplia essa analise e mostra que tipo de comportamento
f(«) deve ter para evitar essas singularidades quando « tende a zero. O comportamento
de f(«) é tal que:

fla) = Aa™, (137)

com A,n constantes e A > 0. A medida que os elementos de volume de um observador

normal tendem hé zero os possiveis comportamentos de « sao:
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e « permanece finita quando o elemento de volume desaparece. Isso implica que
o tempo coordenado permanece finito na singularidade, logo, a singularidade nao
pode ser evitada. Porém, para qualquer f(«) > 0 a condi¢do de Bona-Massé sempre
causa o colapso de a quando o elemento de volume desaparece. Portanto, este caso

nunca pode acontecer.

e « desaparece ao mesmo tempo que o elemento de volume. Neste caso, o fato da
singularidade ser alcancada, apds um tempo coordenado finito ou infinito, depende
da velocidade com que « se aproxima de zero na singularidade. Para n < 0 a
singularidade é fortemente evitada, para n = 0 a singularidade é marginalmente

evitada e para n > 0 ndo ha como evitar a singularidade.

Tem-se que —2 < n < 0 é um intervalo que garante que a singularidade seja
fortemente evitada (Alcubierre, 2003). Observe que o slicing 1+ log corresponde a n = —1
e esta precisamente no meio desse intervalo, o que provavelmente explica o fato dele ter
sido empiricamente considerado como uma escolha muito boa. Por outro lado, n = 0 recai
no caso de slicing harmonico, quando a singularidade é evitada marginalmente.

Outras singularidades a serem evitadas sao os chamados “gauge shocks” e referem-
se a descontinuidades na curvatura do espago-tempo presentes nos dados iniciais e que se
propagam na velocidade da luz. No artigo de Alcubierre (Alcubierre, 2003) é mostrada a

condigao particular de f(«) para a qual ndo se formam esses gauge shocks:
1—f—%f/:o. (138)
A solugao dessa equagao é:
K
flo) =1+, (139

sendo k > 0 uma constante arbitraria. Por outro lado, para singularidades de ordens
superiores Alcubierre propoe um certo calibre no caso de simulacoes de sistemas gravita-
cionais fortes. Este calibre tem o potencial de ser ainda mais robusto que o slicing 1+ log

e corresponde a condicao:

C 2a+ (k—2)a?’

f(e) (140)

e que também evita a formagao dos “gauge shocks”. Para k = 2 a equagao acima reduz-se

a f(a) =2/« e recuperamos a condicao de calibre slicing 1 + log.
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1.4.2 Condicoes de calibre sobre as coordenadas espaciais

Tendo discutido a escolha do fatiamento (¥;);cr, agora vamos considerar a escolha
de coordenadas (') em cada hipersuperficie 3;. De fato, ao definir as coordenadas (z*)
na hipersuperficie inicial ¥y, § é quem governa a propagacao dessas coordenadas para
todas as fatias X;. Porém, as condigoes de calibre para coordenadas sao menos estudadas
do que as condigoes para fatiamentos porque simplesmente fazer 5 = 0 funciona muito
bem em muitos casos. Ja para espagos-tempos com BNs, fazer § # 0 e apontando para
“fora” do sistema impede que as linhas de tempo caiam no BN e faz com que a simulagao
computacional seja estavel. Vamos discutir ambas situacoes a seguir.

Fazendo a = 1 a escolha mais simples para o vetor de deslocamento é § = 0. Sendo
assim, as linhas 2° = cte. sao normais a hipersuperficie ;. Esta condicao de calibre é
chamada de coordenadas normais ou calibre Euleriano. Uma vantagem deste calibre
é a de ser tao regular quanto o préprio fatiamento. Por outro lado, a maior desvantagem
é que pode levar a um grande cisalhamento de coordenadas, o que resulta em valores
grandes para as componentes métricas ;.

Para o caso 5 # 0, Alcubierre e Briigmann (Alcubierre; Briigmann, 2001) propuse-

ram a relacao:

08 or
o o

(141)

sendo ¢; uma funcdo positiva e I a conexdo definida para um métrica de fundo gene-
ralizada. Esta relacao foi aplicada para definir a equagao de evolugao de 8 no caso das
equagoes do formalismo BSSN. No seguinte capitulo vamos obter essas equagoes, mas
adiantamos que, da equagao de evolugao de 4 na decomposi¢ao conforme Eq. (211), em

termos da derivada covariante f), obtemos:
. - o . o ) o . 2 .
Oy = 20AY + BFDyAY — P DB — A Dy + §Dk5kﬁw : (142)
Além disso, da relagio: D;7% = —T", tem-se:
- o m.. ~io 0 o~ ~7 o . D~ o

ol = —2aD;AY —2AY Do + BFD I — T Dy Bt + 1D, 5"

T ’ (143)
+ 5 D; DB + g’NYUDjDkﬂk :
Usando a equagao do vinculo de momento na decomposigao conforme Eq. (216):

- e~ 2 .. )
DAY = —6AYD;1In x + ngK + 81y yt, (144)
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chegamos a:

- I U P 2~. 0 ~ o o o~
0L = 3 D; Dy + 277 D; D" + ST D" — TRDi " + DT
145)

—2a [87rx4j’ — AR =T ) = 6A7D;Inx + 37 DiK| =247 D0

Substituindo a Eq. (141) na equagdo acima obtemos uma equagao parabdlica para [3:

o'
ot

e o . 1 ..o o
= C1 (’?]ijDkﬁl + g’s/ijDkﬁk + ) . (146)

Que é a equagao de evolugao de 8 no calibre 5 # 0
Outra alternativa deste mesmo calibre foi apresentada por Alcubierre em 2003

(Alcubierre, 2003), o chamado calibre Gamma Driver hiperbélico:

B or dlne,\ 0f°
_ B 147
orr ~ o (77 ot ) ot (147)
sendo ¢; e n fungoes positivas. Dai, a Eq. (145) é equivalente a:
0*p 9 o’ kP oA YA A sk, 2Rify Ak TkP ai
(148)

o ~. . .y g o . ~ o 2 .
+ BF D, — 20 {8@(4]“ — A ([ = T4) = 647D, Inx + 257 D, K
—2Aijbj06} s

que é uma equacao hiperbdlica. Note que n é adicionado para evitar fortes oscilagoes de
B'. Em (Alcubierre, 2008) é definido como sendo 2 dividido pela massa total do sistema
no limite assintotico do espago-tempo.

Ap6s algumas manipulagoes algébricas da Eq. (148), a condicao de calibre Gamma

Driver hiperbélico torna-se um sistema de equacoes de primeira ordem:

aaﬁ :ClBi

L (149)
0B _or

ot ot 7

Reescrevemos este sistema em uma tnica equagao:
(0r = B70,)B" = ;A" =", (150)

com cg = 3/4 e A" sendo uma funcao de campo que serd melhor detalhada no préximo

capitulo.
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Quadro 1 - Principais conceitos e resultados sobre o formalismo ADM padrao obtidos

neste capitulo

Equagoes do formalismo 3 4+ 1 padrao

Elemento de linha

ds? = —a’dt* + v,;(da’ + B'dt)(dx? + Fdt)

Equagoes de evolucao
Evolugao da métrica espacial:
Ovij = —2aK;; + DB+ D, 3;
Evolugao da curvatura extrinseca:
8tKZ-j = —DZ'DjCY + O./{Rij + KKU — ZKZkKkJ + 477'[(5 — P)%‘j — QSZ ]}
+ B"DyKi; + Ky D; " + Ky; Di s

Equagoes de vinculo

Vinculo Hamiltoniano:
R+ K? — K;; K" = 167p
Vinculo de momento:
D;K’; — D;K = 8,
Termos de energia-matéria

Densidade de energia total:
p = ngngT
Tensor de stress:

S’ij = ViayjﬁTaB , Ji = ’Yiozn,BTaB , S = ’}/ijSZ'j

(151)

(152)

(153)

(154)

Fonte: A autora, 2024.
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2 FORMALISMO BSSN

Iniciamos este capitulo apresentando nogoes de hiperbolicidade de EDPs e como
estas geram instabilidades em experimentos numéricos. Observamos as equagoes do ele-
tromagnetismo a fim de entender melhor como abordar a hiperbolicidade das equagoes
ADM padrao. Mostramos uma modificagdo dessas equagoes, o formalismo BSSN, como

uma alternativa que fornece simulagoes numéricas robustas e bem sucedidas.

2.1 Nocgoes de hiperbolicidade

As equagoes de evolucao ADM padrao, por serem equacoes de segunda ordem,
ainda nao estao na forma adequada para realizarmos uma integracao numérica estavel. A
Fig. (8), assim como a maioria das simulagoes irrestritas que implementam o formalismo
ADM padrao, mostram instabilidade rapidamente pelo menos em 3 dimensoes espaciais. A
seguir, discutiremos as caracteristicas das equagdbes ADM padrao que as tornam instaveis

ao serem resolvidas numericamente.

Figura 8 - Evolu¢ao da componente K, da curvatura extrinseca na origem (slicing

harmonico)

UUS T ‘ T T T | T T T | T T
L “ {)[)5 _‘_ T 17T 1 TTT | T 11T [ LI I ] _
g i /3 -
|- ()— N - —

’J L1 J 111 | L1 | (I | 1]
= 60 80 100 120 140 -
0 al —
Mt = ()US j TTT | TTT | TTT ‘ T TT | TTT t -
i 0F =
—0.05 — C 17
L —0.05 |- -1
i 0 2 4 6 8 10 |
B 1 | ‘ 1 I 1 | 1 | 1 | 1 1 I ]
0 200 400 600

Legenda: A curva pontilhada representa a evolugao de K, na origem para o sistema ADM e a curva
sélida representa a evolucao de K, na origem para o sistema de equagdes com decomposicao
conforme.

Fonte: Baumgarte, 1998, p. 5.
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Considere a equacao de onda de primeira ordem:
du+A"-u=S8, (155)

onde u é o vetor solugdo com n componentes, A’ a matriz velocidade nxn e S = S(u)
o vetor fonte, que podemos definir como S = 0 para simplificar. Essa é uma EDP
hiperbélica cuja solucdo depende de z' e t. Dizemos que este problema é bem posto se,

para alguma norma || - ||, a norma do vetor solucao satisfaz:
v > 0, |[(u(t, 2)|| < ke || (u(0, 2] (156)

onde k e « sdo constantes independentes dos dados iniciais u(0, z"). Ou seja, as solugoes
de um problema bem posto ndo podem aumentar mais rapido do que exponencialmente.
Porém, esta propriedade nao é garantida para todos os sistemas hiperbdlicos. De fato,
dos diferentes tipos de hiperbolicidade que existem, apenas para equagoes fortemente
hiperbdlicas o problema é bem posto.

A analise acima aplica-se a equagoes de primeira ordem, assim, para analisar a
hiperbolicidade das equacoes ADM padrao é necessario fazer uma reducao de ordem. Esta
abordagem ¢é feita em (Baumgarte; Shapiro, 1998) e mostra que, de fato, as equagoes ADM
padrao, quando reduzidas a equacoes de primeira ordem, sao fracamente hiperbodlicas.
Portanto, o problema da evolucao das equagoes ADM padrao de primeira ordem nao é
bem posto; logo, nao temos razao para esperar que as implementacoes numéricas das
solucoes sejam bem comportadas.

Nesse sentido, a ideia é tentar reformular essas equagoes de primeira ordem numa
forma que sejam fortemente hiperbdlicas. O tipo de hiperbolicidade das equagoes ADM
padrao de primeira ordem nos fornece uma ideia de como reformular essas equagoes. Os
vinculos sdo iguais a zero pelo menos analiticamente, Eq. (153), assim, uma estratégia
é adicionar multiplos das equacdes de vinculo as equacoes de evolucao. Além disso, as
Eq. (152) possuem derivadas de segunda ordem dos campos gravitacionais, de modo que
adicionar os vinculos as equagoes de evolugao afeta a aparéncia das derivadas de ordem
mais alta e, consequentemente, a hiperbolicidade do sistema.

Muitas reformulagoes das equacgoes de evolucao ADM padrao também envolvem
a introducao de novas variaveis que absorvem algumas primeiras derivadas dos campos
gravitacionais. Essa serd a abordagem seguida no formalismo BSSN. Além disso, devemos
considerar que a noc¢ao de problema bem posto exclui modos que crescem mais rapido
do que exponencialmente no tempo. No entanto, do ponto de vista numérico, os modos
de crescimento exponencial ainda sao muito ruins e, se implementados, a simulacao falha
rapidamente. Varias reformulacoes introduzidas ao longo dos anos levam a tais modos de
crescimento exponencial. Portanto, do ponto de vista numérico, um problema ser bem

posto é uma condi¢ao necessaria, mas nao suficiente.
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2.2 Reformulagao das equagoes de Maxwell

Varias caracteristicas das equacoes de Einstein podem ser ilustradas de forma mais
clara fazendo uma analogia com o eletromagnetismo. A partir de agora utilizaremos a
intuicdo matematica e exploraremos essa analogia com um exemplo simples e familiar, as
equagoes de Maxwell, para chegar a reformulacao das equagoes ADM padrao.

Considere as equacoes de Maxwell, no espago-tempo de Minkowski, escritas em

notacao covariante:

O E; = e D' BY — 4rj; | (157)
OB; = —ej D'E* (158)
D;E" — 4mp =0, (159)
DB =0, (160)

sendo E; e B; os campos elétrico e magnético, p e j; as densidades de carga e de corrente,
respectivamente, e D; a derivada covariante espacial em relacdo a coordenada x'. As
equagoes (157) e (158) que descrevem a evolugao temporal dos campos eletromagnéticos
sao chamadas de equagdes de evolugdo. Ja as equagoes (159) e (160) correspondem
as equagoes de vinculo, portanto, restringem quaisquer configuracoes possiveis dos
campos.

Podemos reescrever as equagoes anteriores de uma forma que sejam mais parecidas
com as equacoes ADM padrao. Introduzimos o potencial vetor A* = (®, A%) e utilizamos

B; = €D A*. As duas equagoes de evolugdo tornam-se:

Ao introduzir A* obtivemos a liberdade de calibre na eletrodinamica, expressa na variavel

de calibre livremente especificavel, ®. Além disso, o campo elétrico F; satisfaz a equacgao
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de vinculo Eq. (159):
D,E" = 4rp, . (163)

O problema de Cauchy da eletrodinamica agora pode ser resolvido em duas etapas.
Primeiro especificamos os dados iniciais (A;, F;) juntamente com os termos fonte (p, j;)
que satisfazem o vinculo Eq. (159). Em segundo lugar escolhemos uma condi¢do de
calibre adequada para que as equagoes de evolugao possam ser resolvidas. Observe que o
esquema de resolucdo das equagoes da eletrodinamica é similar ao esquema de resolugao
das equagoes ADM padrao. A liberdade de calibre associada a A* é analoga a liberdade de

coordenadas inerente as equacoes de Einstein. De fato, considere as equagoes de evolugao
ADM padrao:

Ovij = —2aK;; + D;8; + D;[3; (164)

(¢

. N N (165)
+ ﬁ Dka + KZkDJB + K@Dlﬁ .

Se identificarmos o potencial vetor A; com a componente da métrica espacial,
7ij, € 0 campo elétrico E; com as componentes da curvatura extrinseca K;;, vemos que o0s
lados direitos das equagoes (161) e (164) contém uma variavel de campo (E; — K;;) e uma
derivada espacial de uma variavel de calibre (D;® — D, ;). Enquanto que os lados direitos
das equagdes (162) e (165) envolvem fontes de matéria (j; — p), assim como derivadas
espaciais de segunda ordem de uma variavel de campo (D;D’ A; — 0,0k7ij)- No caso
de v;5, suas derivadas espaciais de segunda ordem aparecem se explicitarmos o tensor de
Ricci:

R;j = ;7“ (D10ivkj + 030kt — 007kt — DuDhyig) + 7™ (F"ermkj - Frgjrmklj) : (166)

Ao reescrevermos as equagoes de evolugao ADM padrao identificamos alguns pro-

blemas numeéricos decorrentes disso. No caso da eletrodinamica, tomando a derivada
temporal da Eq. (161) e inserindo na Eq. (162):

—0}A; + D'D;A; — D;DA; = D;0,® — 4y, (167)

Este é um sistema simetricamente hiperbdlico que, se nao fosse pelo termo de derivadas
mistas de segunda ordem, D;D?A;, as equagdes (161) e (162) constituiriam uma equagao
de onda para as componentes A;.

A discussao anterior também é valida em RG. O tensor de Ricci no lado direito
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da Eq. (165) contém termos de derivadas mistas de segunda ordem. Sem esses termos,
as equagoes ADM padrao reescritas poderiam ser um conjunto de equagoes de onda para
vij- Esta possibilidade permitiria termos um sistema de equagoes hiperbdlicas simétricas,
mas a presenca de termos mistos prejudica o desenvolvimento de um sistema bem posto.
Portanto, é desejavel eliminarmos as derivadas mistas de segunda ordem. Para termos
um ideia mais clara desta estratégia, vamos mostrar 3 abordagens diferentes adotadas em

eletrodinamica.

2.2.1 Calibre de Coulomb generalizado

Na eletrodindmica, definimos a quantidade:
I'= DA, (168)

e escolhemos I' = 0 como um tipo de calibre que desaparece diretamente com o termo
indesejavel. Esta escolha é conhecida como calibre de Coulomb e possui algumas
desvantagens. Por exemplo, ® deve satisfazer a equacao de vinculo D'D;® = —47p, e
dependendo das condigoes esta equacao pode ser complicada de resolver.

Em RG existe uma estratégia analoga, onde definimos a quantidade:
@Wre = gfr @ %y (169)

dai estabelecemos o calibre harmonico, WT'* = 0, que impoe uma escolha de coordena-
das para « e 3. Possivelmente essas coordenadas nao sao adequadas para o problema, uma
vez que podem levar a singularidades coordenadas. Uma maneira de evadir essa questao
é ndo definir T = 0, mas escolher alguma fungdo fonte de calibre T = H° (¢, 2?).

No caso eletrodinamico, a ideia é descobrir como uma escolha particular de I" afeta
o potencial de calibre ®. Da mesma forma em RG, onde recuperamos a liberdade de
coordenadas relaxando a condi¢ao de calibre harmoénico com a ajuda de uma funcao fonte
de calibre 4-dimensional, I'® = H%(t,z"), conhecida como coordenadas harménicas
generalizadas. Como mencionado na introducao, foi com esta abordagem que Pretorius
obteve a primeira simula¢do bem sucedida da colisao de dois BNs (Pretorius, 2005). Por
analogia, a condi¢ao de calibre imposta na eletrodinamica é chamada de calibre de

Coulomb generalizado.
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2.2.2 Formulagbes hiperbdlicas de primeira ordem

Outra alternativa para eliminar o termo indesejével da Eq. (167) é obter a derivada

temporal da Eq. (162) em vez de fazé-lo com a Eq. (161):

O}E; = D;D’(—E; — D;®) — D;D’(E; — D;®) — 470,3; . (170)
Usando a equagao de vinculo, Eq. (163), encontramos uma equacao de onda para F;:
—0}E; + D; D E; = 47 (05 + Dipe.) - (171)

Esta é uma equacgao com simetria hiperbodlica e os calibres dos campos A; e ¢ desaparecem
completamente. Além disso, essa equacao pode ser escrita como um sistema de equagoes
de primeira ordem acopladas se introduzirmos um novo conjunto de variaveis de primeira
ordem. Em RG é feita uma abordagem similar, as chamadas formulagoes hiperbdli-
cas simétricas de primeira ordem (Baumgarte; Shapiro, 2010). Revisar todas essas
formulacoes esta além do escopo deste trabalho.

Na literatura encontramos que algumas dessas formulacoes tém caracteristicas que
nao sao muito desejaveis numericamente, pois restringem a liberdade de calibre, intro-
duzem derivadas extras das variaveis de matéria ou introduzem um grande nimero de
variaveis auxiliares. Apenas algumas dessas formulagoes foram implementadas numerica-
mente, e muitas delas adotaram condigoes de simetria simplificadas (por exemplo, simetria,
esférica). Dentre todas, algumas apresentam vantagens sobre o formalismo ADM padrao
e outras tém seus proprios problemas adicionais. Dai o cerne deste trabalho ser o forma-
lismo BSSN pois, além de ser bastante popular na comunidade de RN, tem superado as

desvantagens descritas anteriormente.

2.2.3 Reformulagdo por meio de variaveis auxiliares

Usando a definicdo da Eq. (168) e tratando I' como um novo campo que evolui
independentemente, derivamos sua equagao de evolucao a partir das equagoes (161) e
(163):

(9tF == 8tDzAZ = DlatAl = —DlEz — D,LD'L(I) = —DzD’L(I) — 47Tpe . (172)
Portanto, em termos de I'; a equagdo de evolucao de E; é:
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Assim, o novo sistema de equacoes de Maxwell é constituido pelas equagoes de evolugao:

OA; = —E; — D;®, (174)
OE; = —D;D'A; + D;T" — 4rj; (175)
o = —D;D'® — 4rp, (176)

e pelas equagoes de vinculo:

D;E' = 47p, (177)

I'=D'A;. (178)

O termo de derivada mista foi eliminado sem usar nenhuma liberdade de calibre, que
ainda ¢é imposta pela escolha de ®. Seguindo essa mesma abordagem, na préxima se¢ao

apresentamos a reformulacao das equagdbes ADM padrao implementada neste trabalho.

2.3 Formalismo BSSN

O formalismo BSSN é um esquema de evolucgao livre para o sistema de equagoes
ADM padrao que foi concebido por Shibata e Nakamura em 1995 (Shibata; Nakamura,
1995). Em 1998 foi revisitado por Baumgarte e Shapiro, os quais introduziram nele uma
ligeira modificagdo (Baumgarte; Shapiro, 1998). Vimos na subse¢ao anterior que podemos
definir novas fungoes independentes para desaparecer com termos de derivadas mistas de
segundo grau. No formalismo BSSN, vamos reformular o tensor espacial de Ricci. A
ideia ¢é utilizar as fungoes de conexao, o trago da curvatura extrinseca e a estratégia de

decomposicao conforme (Alcubierre, 2008).



63

2.3.1 Decomposicao conforme da 3-métrica

Nesta subsecao realizamos a decomposi¢ao conforme da métrica induzida ~ em

cada hipersuperficie ;. Considere a transformagcao conforme:
v =147, (179)

onde ¥ é um campo escalar estritamente positivo e 4 é uma métrica auxiliar em ;. Sendo
~ uma métrica riemanniana, entao 4 é necessariamente do mesmo tipo e sera chamada
de métrica conforme.

Uma classe de equivaléncia conforme é o conjunto de todas as métricas que
podem ser relacionadas a uma dada métrica v por uma transformagao conforme, como
na Eq. (179). Assim, uma classe de equivaléncia conforme é:

~ -1/3

=", (180)

com 74 := det(7,;;). Essa escolha é tal que 4 = 1 e corresponde a escollha do fator

conforme: ¢ = /12

. Porém, v depende da escolha de coordenadas para expressar as
componentes de v;;, logo, 1) nao seria um campo escalar. Na verdade, v nao ¢ um campo
tensorial, ele é uma densidade tensorial de peso —2/3. Lembrando que, uma densidade

tensorial de peso n € Q é uma quantidade 7 tal que:

sendo T um campo tensorial.

Em 1971-1972 York demonstrou que os graus de liberdade do campo gravitacional
sao carregados por classes de equavaléncia conforme de 3-métricas (York, 1971), (York,
1972). A estas classes é associada a derivada covariante D tal que D& = 0. No entanto,
dado que 4 é uma densidade tensorial, nao ha uma tnica derivada covariante associada a
ela. Em particular, sendo D4 = 0, de modo que se D associada a métrica v esta associada
com 4, entdo D é associada a D também.

Para evitar trabalhar com densidades tensoriais e permitir o uso de coordenadas
curvilineas, introduzimos a métrica de fundo f como uma estrutura extra na hipersu-
perficie ;. Fixamos f as coordenadas (z') em ¥, e exigimos que as componentes f;; em

relagao a (2%) satisfacam:
8tfij =0& ,Catf =0, (182)

isto é, a métrica f ¢é transportada ao longo do vetor de evolugao temporal das coordenadas
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0;. A relagdo com as componentes da métrica inversa é:

I fig = . (183)
Por outro lado, se Dy fi; = 0, entao:

D' = f7D; (184)

e as conexoes sao:

fkij _ ;fkl <3ij n dfa 8fij> ’ (185)

oxri | Oxi Ozl

Exigindo que a métrica de fundo seja plana, a métrica conforme é:

J=9y, (186)
com:

~ 1/12
’lb = (f) , Y= det(*yw) (§] f = det(f”) > (187)

onde 1 é um campo tensorial em ¥; que depende da escolha de f. Sendo ¢ assim definido,
entdo 4 como definida na Eq. (186) é um campo tensorial e uma métrica riemanniana

em Y;. Por construgao, o determinante da métrica conforme satisfaz:

det(3y) = 1 (188)

que é independente da escolha da métrica de fundo f. Em particular, se utilizarmos
coordenadas cartesianas: det(f;;) = det(%;;) = 1.
Também definimos as componentes da métrica conforme inversa partindo da

relacao:
FaA =67 & 7 =ty (189)
Utilizando as equagoes anteriores e a Eq. (186), temos:
_ Az ij _ o —Axij
Yijg =V Vi ey =AY (190)

Além disso, se 4 é uma métrica bem definida em ¥;, entdao D é a conexao associada a ela,

D4 = 0, e as conexdes de D em relagio as coordenadas (z'') sdo:

= Lo (0% O O
I v 57 8x5 + oxd amlj ’ (191)
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Agora vamos mostrar a expressao do tensor de Ricci R das equagoes ADM padrao
em termos do tensor de Ricci R associado a 4 e 1. Os detalhes dos célculos estdo em
(Gourgoulhon, 2012) e envolvem o tensor de Cotton, com componentes C*, = 6D;In 1.

Assim, o tensor de Ricci é:
Rij = Rij — 2D;DjInv — 2D, D¥ In ;5 + 4D; InpD;jIntp — 41nyp D* In b3 . (192)
Tomando seu trago em relacao a 7, obtemos a relagao entre os escalares de curvatura:

R ="R;; =37 R,
= (aijfzij —2D;DInvp — 2D, D¥Invp x 34 4D;Iny D Intp — 4Dy, In D In 1) x 3)
= ¢~ [R=8(D:D'Iny + DilnypD' Iny)]|

(193)
onde:
R :=A47R; (194)
¢ o escalar de curvatura associado a métrica conforme. Note que:
D;D'Inv = *D; D) — D;Inp D' Inp (195)
leva a:
R=¢"*R—8)~°D;D}. (196)

2.3.2 Decomposicao conforme da curvatura extrinseca

Além da implementacao do fator conforme, o préximo passo para a obtencao das
equagoes do formalismo BSSN ¢é separar o trago da curvatura extrinseca e fazer um rees-

calonamento conforme da parte sem traco. Para tal definimos:

1
A::K—gK'y, (197)
onde K := K', = 47 K;; é o traco da curvatura extrinseca K calculado em relagao a =,
isto é, menos 3 vezes a curvatura média de ¥; embutida em (M, g). Por construgio, a
forma bilinear A ¢ de trago nulo: 7 A;; = 0. As componentes contravariantes de K sdo:

K% = ~*~J K, e de sua parte sem traco sdo: A% = ~v%#~Jl A, Portanto, a decomposicao
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da curvatura extrinseca é:
1 (] ] 1 ]
Para realizar a decomposi¢ao conforme da parte sem trago de K escrevemos:
AV = qp A (199)

onde « é um expoente qualquer a ser determinado. Substituindo as equagdes (190) e (198)
na Eq. (48):

. 2
L (¢47ij> = —20A; — g(lK%'j ; (200)
assim,
- 4 2 -
Lm’)/z‘j = —20(1@ Az‘j — g (OCK + 6£m In ¢) Yij - (201)

Tomando o trago em relagao a 4 (Gourgoulhon, 2012):

I LenFij = =2 (K + 6L In ) & 7 L1y7ij = L In [det (7;5)] - (202)
Utilizando a decomposicao conforme (Gourgoulhon, 2012):

9 Lonis = —2D; 8’ (203)

e substituindo na Eq. (202):

oK 4 6Ly Inty = D" (204)

Fazendo m = 9, — B e substituindo na equacgao acima, obtemos a equacao de evolugao

do fator conforme:
1 ,~ .
(01— Lo) g = (Dif" = aK) . (205)
Além disso, substituindo a Eq. (204) na Eq. (201), obtemos a equagao:
. _ 2~ -
(0 = Lp)Fij = —209™ Ay — ngﬁk%‘j : (206)
Na equagao anterior definimos o fator:
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e como consequéncia direta da definicao de A:
FiA; =0, (208)

Além disso, utilizamos a métrica conforme para subir os indices de A;;: AY := F*53 A;; =

0. Portanto, da relacio 4% = ¢)*+¥ obtemos:
Al = 4t AT (209)

Esta equac@o corresponde a um reescalonamento de A;; pelo fator « = —4 na
Eq. (199) e é chamado de Escala “Time-Evolution”. Esta escolha de reescalonamento
foi considerada pela primeira vez por Nakamura em 1994 (Nakamura, 1994). Agora,
reescrevendo a equacao de evolugdo da métrica conforme em termos de flij, Eq.

(206):
- ~ 2~ ks
(0 = Lp)7ij = —20Aij — 2 DiB 5 (210)

Esta equagao é equivalente a Eq. (97) do sistema de equagoes ADM padrao.
Outro reescalonamento surge ao considerar a equacao do vinculo de momento (101).

Escrevendo a divergéncia de K% em termos de sua decomposicao:
. - |
D;K" = D;AY + gDZK (211)
e apods algumas manipulacgoes algébricas obtemos:
Dinj = @Z)_lof)j (WOA”) . (212)

Esta identidade é valida somente porque A% é simétrico e sem traco. Além disso, a

equacao acima sugere a introducao da quantidade:
Al = 10 A1 (213)

que corresponde a um reescalonamento com fator « = —10 na Eq. (199) e é chamado de
Escala “Momentum-Constraint”. Este reescalonamento foi introduzido pela primeira vez
por Lichnerowicz em 1944 (Lichnerowicz, 1944). Assim como para flij, também definimos
o campo tensorial Al] deduzido a partir de Ai e utilizando a métrica conforme para

abaixar os indices: Aw = %kﬁjl/ikl. Considerando as equagoes (207) e (213), obtemos:

Ay = ¢* Ay, (214)
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Reescrevendo a equacao do vinculo de momento em termos de A¥:

~ o.. 2 ~ . .
D;AY — §¢6D’K = (215)

2.3.3 Decomposicao conforme das equagoes ADM padrao

Tendo em maos a decomposi¢ao conforme de « e da parte sem trago de K, rees-
crevemos as equacoes ADM padrao em termos de quantidades conformes. Os detalhes
dos calculos encontram-se em (Gourgoulhon, 2012). De fato, a equagao de evolugao do

traco da curvatura extrinseca é:

o~ ~ Ny e 1
(0 — Lo)K = —p* (D, D'+ 2D, ngD'a) +a {4W(p +8) + Ay Av 3[(2] (216)
e a equagao de evolucao da parte sem traco da curvatura extrinseca é:

~ 2 - ~ ~ s 1
((9t — ‘Cﬁ)AU = —ngﬁkAU + « |:KA2J — QﬁklAikAjl — 87'(' (w45ij — 35’%J>:|
+ w_4 {—[)if)joz + 2[)1 In ijO( + QD] In ¢D106
1= - N
~ 1~ ~ o~ ~ -
2

+3 (DD*Invp — 2D; In DX In ) %} } :

Para a equagao do vinculo Hamiltoniano substituimos R na Eq. (196):

N 1-/1~ . 1

D;D") — - R (AUA” - —K?+ 27rp) P =0. (218)
8 \8 12

Para a equagao do vinculo de momento usamos o reescalonamento com o« = —10 para

reescrever o termo A;; A¥. Assim, combinando as equacoes (207), (209), (213) e (214),

obtemos:

A9 = yPAY ¢ Aw =0 A (219)
Além disso, reescrevemos A na Eq. (215):

DAY + 6AYD;Invy — gf)iK = 8mptjt. (220)

Agora vamos introduzir outra variavel auxiliar do formalismo BSSN partindo das
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expressoes de R e . Em termos das conexoes I kij em relacao as coordenadas z°:

-~ 0

0
Ry = 5o

fkij - %fkik + fkijfl Kl fkilflkj . (221)

Definindo também o campo tensorial A:

kE ._ 1k K
AF =Tk —T"; (222)

J 1y

k
onde I'";

diferenca entre as conexoes define um campo tensorial, como mostra a expressao:

sao as conexoes da métrica plana f em relacdo as coordenadas z¢. De fato, a
Ak L (DA + Dy — Diiy) 223
iy T 2’7 zﬁ)/l] ]%l lﬁ)/z] ) ( )

sendo D; a derivada covariante associada a f. Verificando a equivaléncia entre as equagoes
(222) e (223):

1y (0% < - M ¢ :
k ~ Kkl m x m x ? m x5 m A
A% =37 <8xzj — D Ymi = U550 + 55 = 15i0m = T Yim

0%
o'
- 1. o .

ij

+ I ms + F”Z“ﬂm) (224)

= fkij - :Ykl:)/lmf‘% = fkij - Fk

g "

Observe que para A ser um campo tensorial bem definido ele depende da métrica
de fundo plana f e esta nao é tnica em ;. De fato, se as coordenadas ! sdo catesianas,
entao ka =0= A", =T% e D; = 9/dx’ (Gourgoulhon, 2012). Substituindo I'*;; por

A+ Fk,u na Eq. (221) e considerando a métrica plana f, obtemos:
Rklj = DkAli - AkzlAlk.J . (225)

Note que essa equacgao relaciona dois tensores de Ricci associados a duas métricas dife-
rentes. Além disso, se substituirmos (223) em (225) e sendo f plana, entdo Dy D; = D; Dy,

implica na equagao, (Gourgoulhon, 2012):

. 1/ e o oo oo e
Rij = —5 (" DiDrvig + 3D DAY + 33 Di DAY ) + Q5. DA) (226)
CO1:
e | E Al
Qi (7, DY) :== —3 (Dk'YljDi'V + Dy Dyy™ + Dwkle%j) — A% AT (227)

O termo acima nao contém nenhuma derivada de segunda ordem de 4, mas possui termos
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quadréticos com derivadas de primeira ordem.

Na Eq. (226) reconhecemos o primero termo ikllo)kf)l%j como um operador lapla-
ciano atuando sobre 7;; em R,-j. Porém, os outros dois termos da equagao que envolvem
derivadas segundas, 'Nyiklo?jlc)ﬁkl e :yjklo)ilo?fykl, prejudicam o caréter eliptico do operador
atuando sobre 7;;. Baumgarte e Shapiro (Baumgarte; Shapiro, 1998) consideraram o termo
lo?ﬂ’“l como uma varidvel independente de 7;;. No entanto, Shibata e Nakamura foram os

primeiros a introduzir uma quantidade equivalente, F; := Di 7ij- Definimos entao:

Djﬁij =7 (Fljk‘ - fz]k) ] (228)
que implica em:

[ = —D". (229)

Substituindo a Eq. (229) na Eq. (226):

5 1, e o e e e - .
Ry = 3 <_7lele%-j + A D;TF + vjsz-Fk> + Qi (7, DY) (230)

e tomando o traco, calculamos o escalar de Ricci conforme:

onde:
. 1 e oo e e
Q(v,D7) = §7lek:'7 T+ Dy + 57 Q55(, D) . (232)

Note que este é um termo que nao contém nenhuma derivada de segunda ordem de 7,
apenas termos quadraticos de derivadas de primeira ordem.

A ideia de introduzir variaveis auxiliares independentes para reduzir o tensor de
Ricci a um operador semelhante ao laplaciano remonta a Nakamura et. al (Nakamura;
Oohara; Kojima, 1987). Nesse trabalho, a abordagem foi feita sobre R de v, enquanto que
no trabalho de Shibata e Nakamura foi feito para R de 4. Um andlogo mais préximo
do formalismo BSSN é a decomposi¢ao harmonica generalizada introduzda por Friedrich
(Friedrich, 1985) e Garfinkle (Garfinkle, 2002) e implementada por Pretorius para o caso
de um sistema binario de BNs ja mencionado anteriormente.

Nesse sentido, se I é uma nova varidvel independente do sistema de coordenadas,

entao podemos deduzir sua equacao de evolugdo. De fato, a equacao de evolugao da
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funcio auxiliar T é:

~. 2 . ~ . ) 1 ..o o .o
(0, — L) T = gpmrl + 5% D; Dy B + ngjDkﬁk —2A%D;a -
) - ) ..o 2 .,
— 200 |8yt — ATPAL — 6AYD; Inv + gijK .

Finalizamos assim a deducao das equagoes do formalismo BSSN padrao que
comporta as varidveis: 1, 3;;, K, A e T%) equacoes (205), (210), (216), (217), (233),
respectivamente. Elas envolvem 1+ 6+ 1+ 6+ 3 = 17 componentes que sao evoluidas no
tempo e devem satisfazer as equagoes dos vinculos Hamiltoniano e de momento, equagoes
(218) e (219), respectivamente, do determinante unitério de 7;;, da parte sem trago de K
e a definicdo de T?. Estas grandezas envolvem 1+ 3 + 1+ 1+ 3 = 9 componentes, logo,
o numero de graus de liberdade é reduzido para 17 — 9 = 8 componentes. Mais adiante
vamos abordar a escolha de coordenadas para a e 3, isso reduz o nimero de graus de
liberdade para 8 —4 =4 = 2 x 2. O que corresponde aos 2 graus de liberdade do campo
gravitacional expressos no par conforme (7;;, fl,-j).

Para termos uma noc¢ao do impresionante desempenho computacional do forma-
lismo BSSN vamos retornar a Fig. (8). O exemplo é de uma OGs de amplitude pequena e
simétrica no tempo. Ambos sistemas implementados, os formalismos ADM e BSSN, for-
necem resultados muito semelhantes inicialmente. Porém, a evolugao das equagoes ADM
reduzidas a priemira ordem falha muito rapido, enquanto que a evolucao das equacoes
BSSN permanece estavel ao longo de toda a integragdo numérica.

Os critérios de hiperbolicidade discutidos nas subsegoes anteriores demonstram
como as propriedades de estabilidade numérica foram aprimoradas com o formalismo
BSSN. Pode-se mostrar que o sistema BSSN ¢é fortemente hiperbodlico e, portanto, bem
posto, enquanto que a formulacdo ADM padrao reduzida a primeira ordem é apenas

fracamente hiperbdlica e, portanto, mal posta (Choquet-Bruhat; Geroch, 1969).
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Quadro 2 - Principais conceitos e resultados sobre o formalismo BSSN padrao obtidos
nesta subsecao

Equagoes do formalismo BSSN padrao

Componentes da métrica conforme
Fig = vy (234)
Fator conforme
1 gl
=—1In|{- 235
=g ( f) (235)
f € o determinante da métrica de fundo plana e vale 1
Decomposicao conforme da curvatura extrinseca:
~ 1
Equagoes de evolucao

Evolucao do fator conforme:
1 ,~ ..
(0~ Lo)nw = ¢ (Dif’ — oK)
Evolucao da métrica conforme:
- P 2~ ks
(0r — Lp)Vij = —20A;5 — ngﬁk%j
Evolugao do trago da curvatura extrinseca:
o~ ~ Ny I 1
(O — Lg)K = —p (DZ-D’& +2D;1n lea) + [47?(p +8) + A ;AY + BKZ]

Evoluga da curvatura extrinseca sem tracgo:

(00~ Lo)Ay = —> DAy +a KAy = 27 A Ay — 8 (4718, - ;S%ﬂ
+ ¢~ {~DiDja + 2D, lnvD,a + 2D; n:Dia (237)
+ 5 (DuPFa — 4D nyDra) 3,

Ta B <_:)/kllo)kf)l:7ij + A D;TF 4 ’%’klo)ifk> + Q,;(%, D7)
—;) (Dkf’“ + 9(7, ]f’)&)) Yi; — 2D;D;Inp 4+ 4D; In vy D; In e
+§ (DxD* Iy — 2D, In ¢ D* In ) %} }
Evolucio da funcio auxiliar I':
(00— La) T = SDWHT + 54D, D4 + 337D, Dt — 240 Dy
— 20 [87rw4 g — A*AL — 6ATD;In + zfyiﬂf)jf(}

(continua)
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Quadro 2 - Principais conceitos e resultados sobre o formalismo BSSN padrao obtidos

nesta subsecao (conclusao)

Equagoes de vinculo

Vinculo Hamiltoniano:

- 1~/1~ - 1

DD — —R (A ;A — —K* +2 ) b=
P 8R<8 j B +27p | Y 0

Vinculo de momento:

(238)

L o 2 .. y
DAY + 6AYD;Invp — gD’K = 8mi)tj

Fonte: A autora, 2024.

O sistema acima ¢ resolvido em termos das varidveis: 9, 7,5, K, A;; e I'". A métrica

fisica v e a curvatura extrinseca K sao recuperadas aplicando as relagoes:

Yig = V5 (239)
(§]

~ 1
K = * (Aij + 3K%~) : (240)

Outra alternativa equivalente a esse sistema sao as equagoes que envolvem os termos A;;.

2.3.4 Formalismo BSSN em coordenadas esféricas

O formalismo BSSN, embora muito bem sucedido na pratica, tem a desvantagem
de envolver quantidades dindmicas que nao sao tensores verdadeiros, como densidades
tensoriais, I, por exemplo. Além disso, o determinante da métrica plana em coordenadas
curvilineas geralmente é diferente de 1, a diferenca do que vimos na discussao anterior.
Estas sao questoes importantes quando consideramos sistemas de coordenadas curvilineas
que sao uteis para a maioria dos problemas em RG.

Em 2009, Brown introduziu o formalismo BSSN generalizado em que todas
as grandezas dindmicas sao tensores verdadeiros (Brown, 2009). Em particular, essa ge-
neralizacao permite a construcao das equagoes de evolucdo BSSN em simetria esférica,
foco deste trabalho. Nesta subsecdo vamos apresentar as principais ideias desenvolvidas
no artigo de Brown.

Para diferenciar a métrica conforme do formalismo BSSN padrao da métrica con-
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forme em simetria esférica a denotamos por:

51y = ey (241)

A principio, o fator conforme pode ser escolhido de varias formas. Aqui foi escolhido
como sugestdo de Campanelli et al. (Campanelli et al., 2006) para ser X = 1/y* =
e~*X. Esta é uma alternativa mais adequada quando consideramos espacos-tempos para
0s quais v tipicamente tem uma singularidade 1/r (de modo que x tem uma singularidade
logaritmica), enquanto X é uma funcdo C* em r = 0. Para espacos-tempos regulares nao
deveria fazer diferenca evoluirmos y, ¥ ou X.

Além disso, exigimos que o elemento de linha da métrica de fundo plana em

simentria esférica seja:
di? = dr? 4+ r2dQ? (242)

onde dQ? é o elemento de angulo sélido: dQ? = df? + sin® fdp?. Assim, o determinante

deyemt=0é

At =0) =4 = r*sin?6. (243)

Essa primeira mudanca no formalismo BSSN padrao implica que 4 ndo é mais
constante no espago, logo, nao podemos ignorar suas derivadas espaciais. Nesse sentido,
é necessario definir como 4 evolui no tempo. No trabalho de Brown surgem duas escolhas

naturais:

o Condigao Lagrangiana: 9,5 = 0 — o determinante de 4 é constante ao longo das

linhas de tempo.

« Condicao Euleriana: 0,4 — Lg% = 0 — o determinante de 4 é constante ao longo

das linhas normais, logo, podem evoluir ao longo das linhas de tempo.

A forma geral do elemento de linha espacial conforme é:
dl? = e {a(t, r)dr? + r?b(t, r)dQﬂ : (244)

sendo a(t,r) e b(t,r) fungdes métricas positivas. Além disso, da Eq. (92) obtemos o

elemento de linha geral em simetria esférica:
di* = —(o® = B,3")dt* + 2B, drdt + ™ [a(t, r)dr? + r?b(t, r)dQ?] . (245)

Assim, considerando que o vetor de deslocamento em simetria esférica tem apenas
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uma componente radial: 3° = (3,0,0), com 3 = 3"

67’ - Vmﬁz = '77'7’6 = CL64XB. (246)

Usando as equagoes (245) e (246), explicitamos as componentes covariantes da

métrica fisica:

—(a? —afB?e™) aB?ex 0 0
aB?ex aetx 0 0
G = (247)
0 0 br2etx 0
0 0 0 br?sin?fe?x

e as componentes contravariantes da métrica fisica:

—a~? a 23 0 0
w a3 —a a7 (a? — af?etX) emIx 0 0 (248)
g = N—1_—dy ’
0 0 (bre)~te 0
0 0 0 (br?sin? §)~le~%x

Portanto, em simetria esférica, o traco de «v e de 4 sdo, respectivamente:
v = ab? (7“4 sin? 6’) e X e A4 =ab? (7’4 sin? 6) : (249)

Fazendo a = b = 1 e substituindo na expressao de 4 recuperamos o determinante de % em
coordenadas esféricas. Porém, para que a Eq. (249) seja satisfeita devemos ter ab® = 1.
Prosseguindo com a deducao das equagoes do formalismo BSSN em simetria esfé-

rica, calculamos a derivada de Lie de 4 ao longo de 3:
Ly = Bm0mA + 240,8™ = 25V ™. (250)
Em geral, a evolugao de %4 é:
0 =5 (24VmB™) (251)
com as possibilidades:

o Condicao Lagrangiana: s = 0,

o Condicao Euleriana: s = 1.

Por sua vez, o tensor de Ricci tem duas contribuicoes:

Ri; = Rij + R} (252)

17
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onde R;; é o tensor de Ricci associado a 4;;:

A

1 ~lm ~ a - kT ~lm kTS - i~
Rij = —§’Yl D0y + A0y + T g+ 4™ (205 i + 1% Dty ) (253)
e Ri‘j denota termos adicionais que dependem de x:
RY = —2V,V,x — 27, VEVx + 4V Vix — 475, VEY Vi, (254)

sendo V; a derivada covariante associada a 9;;. Escrevemos uma expressao covariante

para inj introduzindo as quantidades:

Av _.=T® T (255)

vo vo vo

A .

A= g™, = TF— 4™ (256)
Dai (Alcubierre, 2008),

» 1Amn° > A A = Am Am A Amn A A Amn A

Bow = =54V VoA + Amip Vi) A + A" Auyn + 2870 A0pmn + DuA" [ Ay (257)

¢ a expressao do tensor de Ricci conforme em simetria esférica. Agora devemos
promover A’ & condicdo de varidvel independente como realizado na subsecdao anterior.
De fato, se 4 # 1, entao:

A A ) 1 .
rr=4mr, = —0,5"— 5&“”8”1 In¥. (258)

Calculando a derivada de Lie ao longo de 3:
Ll = M85 — A0 3. (259)

As equagoes que contém derivadas parciais de [, assim como os termos I, . nao sao

expressoes explicitamente covariantes. Porém, isso pode ser mudado usando a métrica de

fundo plana através da relacao:
AN VB = A0, 0,0 + ALl (260)

De posse dos conceitos abordados anteriormente, podemos deduzir as equagoes de

evolugao do formalismo BSSN em simetria esférica (Alcubierre, 2008). Derivamos y em
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relagao ao tempo:

Ox = 7 ( i T e (261)

e introduzimos a simplificacdo 0 = 1 — s que considera os seguintes casos:
o Evolucao Lagrangiana: o = 1.
« Evolucao Euleriana: o = 0.

Além disso, ha uma questao importante a ser mencionada sobre o carater tensorial

de x. Devido a sua defini¢ao, a derivada de Lie de x ao longo de (3 é:

1 (L Ls%
EﬁX:<m— m)

12\ B gl
= < (V" = V") (262)
)
entdo:
Lax = "X - (263)

Ou seja, a derivada de Lie de y ao longo de B é a derivada de uma funcao escalar,
nao de uma densidade tensorial. O mesmo acontece com todas as grandezas dinamicas
das equagoes de evolugao que mostraremos a seguir. De fato, a definicao de y envolve a
razao entre dois elementos de volume, logo, x é um tensor verdadeiro. Além disso, tanto
4i; quanto flij, pela propria construgao de y, sao componentes de tensores verdadeiros.
Dai:

1 1 A 1 1 -
ox — Lpx = —gaK + 6<1 — )V " = éaK + gavmﬁm (264)

leva & equacao de evolugao do fator conforme em simetria esférica:

1 - 1
O x = B0, X + ggvmﬁm - EQK’ (265)
com
A o.a 0.b 2
mo__ r r Z]. 2
T = o+ (e + 50+ 2) (266)

Para simplificar as demais equagoes de evolugao, vamos usar as componentes mistas

da curvatura extrinseca sem traco no lugar das componentes totalmente covariantes. Para
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tal, definimos as quantidades: A, := /AVT e Ay = 12199. O fato de flij ser sem traco implica
em A, + 24, = 0. Note que: /AV"T = @”’”/Alrr = ~v"A,, = A", e o mesmo se aplica a
componente angular. Logo, as componentes mistas de v e 4 sao idénticas. Além disso,
vamos simplificar a nota¢do usando Ar = A.

Por outro lado, as equagoes de evolugao das fungoes métricas em simetria

esférica sdo, (Alcubierre, 2008):

2 4
Ora = [0ya + 2a0,5 — gaavmﬁm — 2aaA, (267)
e
b 2
8tb = 587-17 + 2;B — gO’bvmﬂm + OébAa . (268)

Considerando as componentes mistas do tensor de stress, definimos as quantidades: S, :=
S” e Sy = S%. Logo, a equagdo de evolugdo do trago da curvatura extrinseca em

simetria esférica é, (Alcubierre, 2008):

1 1
0K = Bo,K — Va + gosz - 2%13 + §a(p +5), (269)
com:
1 o.a  O.b 2
2 2 re e _“
Via = ey l@roz O v ( o 3 20, T)} : (270)

Além disso, a equacao de evolugao da curvatura extrinseca sem trago em

simetria esférica é, (Alcubierre, 2008):

1 1 2
00 = B0, A0 — (V90— 5% ) o (R, = SR) +aK A, = Sa(Sa—5),  (271)
com:
1, 1 5 o.a  O,b 2

T _Z — 9 - - 272
V'V,a - Vi 3ae4xla’“0‘ 8’"0‘<a + 7 T80+ (272)
(§]

1 1 < % 5 (0a\° [9b\°

ro_ - — = |9 A— r J r . T

7, 3R 3aetx a0r a +4<a> (b)

34 3 9% 2 a
N (3 _ b)

20 (1B e N I
= <1 b) <1+ b(%b) 402X + 8(9,) +2arx< 2 +T>] .
(273)
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Note que precisamos apenas da equacgao de evolucdo de A,, pois vimos que a
condi¢ao sem trago implica em A, = —A,/2. Além disso, repare que na equagao acima
nao ha o termo @mﬁm, logo, 0 nao desempenha nenhum papel tal como nas equacoes de
evolucao de y, a e b. Isso acontece porque, embora tais termos aparecem na equacao de
evolucao de A,,, eles se cancelam quando subimos o indice para encontrar a equacao de
evolucao de A, = A”",. De fato, a contribuicdo de 3 se reduz ao termo advectivo puro
£0,A,. Esta é uma das razoes pelas quais trabalhar com termos mistos é mais util.

Por outro lado, partindo da relagao:
QAT =" — 17 9A™" (274)
e assumindo que 4 nao evolui, obtemos:

A" = 55&‘ + @"ma anﬁi + amncﬁfimn —2V,, (aA™) 4 20A™ A",

(275)
onde a derivada de Lie de A’ é a derivada de um tensor verdadeiro, ndo de uma densidade
tensorial. Porém, observe que essas equacoes envolvem termos de derivadas parciais de (3
edeI"

na equacao acima, obtemos:

s €080 N80 80 expressoes explicitamente covariantes. Substituindo a Eq. (274)

O,A! — ﬁﬁAi = ﬁmnvmvnﬂ‘ — (aAim) + QOzflm"Aimn

o an 276
+ 2 [V (V") + 28,67 (276)

que é uma expressao covariante. Adicionando um multiplo do vinculo de momento a

equacao anterior chegamos a relacao:

QAT — LAt = 4™V, VB — 240,00 — (2 =€)V, AT + 20A™ AT
(277)

~.. 2 .. ~ O ra-
+af <6A”3jx — “§90,K — 87TJZ> + 5 [V (VaB") + 287V nﬁ”]
3 3
onde ¢ é uma constante arbitraria tal que & > 1/2 implica em um sistema de equa-
¢oes fortemente hiperbélico (Alcubierre, 2008). Para implementar os cdigos numéricos
deste trabalho escolhimos utilizar & = 2 ad hoc. Portanto, a equagao de evolucao da

componente radial da conexao em simetria é:
. A oA 1., 2
0 = 30,8~ 80,5+ 02+ -0, (0.5 5)
+ 1o (v m) —E(A dra+ ad.Ay) + 20A
3 T m a a~'r T a a

5[&4 aA K+6A(9X+3A (ab+i

(278)

b

\_//\c,o\[\:
>
|
<>
S e
~
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Cco1m:

O (V™) = 026+ 0, ( St

279
L5 33@_} ora 2+8fb_ 0,.b 2_2 (279)
2¢ 2\ 2a b b r2 |’

Tendo definido as equagoes de evolugao do formalismo BSSN em simetria

D*a O, 2)

esférica, vamos reescrever as equagoes de vinculo. De fato, a equagao do vinculo

Hamiltoniano é:

3 2
H:R—§A2+§K—167szo, (280)

sendo a expressao do escalar de Ricci fisico R:

1 [02a 0% < (8a\’ 1/[ab\> 2 a
= - _ _ A — — e _— =
i aetx { 2a + b a0r ( a ) * 2 ( b ) + brarb (3 b)

(281)
4 a 9 d.a Ob 2
t3 <1—b) —|—8[8Tx+(8rx) ] _867X<2a _b_r>} .
Além disso, a equacgao do vinculo de momento é:
2 b 2
M = 0,A, — ga,nK + 64,0, x + 2Aa <8b + r) — 81, =0. (282)

Vimos até aqui como a decomposicao 3 + 1 das equacgoes de Einstein pode ser
dividida em dois conjuntos distintos: equagoes de vinculo, (280), (282), e equagoes de
evolugao, (265), (267), (268), (269), (271), (278). As equagoes de vinculo ndo contém
derivadas temporais e relacionam as quantidades de campo em uma dada hipersuperficie
espacial com t = cte. Ja as equagdes de evolugao contém derivadas temporais de segunda
ordem e nos dizem como as quantidades de campo mudam de uma hipersuperficie para a

seguinte.
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Quadro 3 - Principais conceitos e resultados sobre o formalismo BSSN em coordenadas

esféricas obtidos nesta subsecao

Equagoes do formalismo BSSN em coordenadas esféricas

Componentes da métrica conforme

Nij = 674X72‘j (283)

Fator conforme

1 gl
X=15 In <7> (284)

% é o determinante da métrica de fundo plana e vale r*sin?

Elemento de linha geral

di* = —(a® = B,B")dt* + 2B,drdt + ¢ |a(t, r)dr® + 1?b(t, r)dO’| (285)
Componente radial da conexao
At = 4™ A, =T —4mnpe (286)
Equacoes de evolucao
Evolucao do fator conforme:
opx = PO + éa@mﬁm - éaK
Evolucao das fungoes métricas:
oa = B0,a + 2a0,0 — QUanBm — 2aa A,
ob = B0,b+ 2;6 — gabvmﬁm + abA,
Evolugao do traco da curvatura extrinseca:
0K = BO,K — Va + ?1)04}(2 + gozAi + ;a(p +5)
(287)

Evolugao da curvatura extrinseca sem tracgo:
1 1
82514a - BarAa - <VTVTO./ — 3V2a) + « <RT7’ — 3R)
2
+aKA, — ga(Sa — Sb)

Evolugao da componente radial da conexao:
« A A 1 2 2 A
08 = po. 5~ Bo.g+ 0+ o0, (0.5 5) 1+ 2AY,.0m
a br 3
1 A 2 N
+ 50, (Vm 57) = = (Audpa+ ad, Aq) + 204, (A b?’)

ag laA aA K + 64, 8rx+3A <8bb+i> —8@]

(continua)
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Quadro 3 - Principais conceitos e resultados sobre o formalismo BSSN em coordenadas

esféricas obtidos nesta subsegao (conclusao)

Equagoes de vinculo

Vinculo Hamiltoniano:

3 2
H:R—§A§+§K—16ﬂp:0

Vinculo de momento:

2 3 (0 2 ,
M = aTAa — garK —+ 614(187«)( + §Aa ( b -+ 7’) - 87T]r =0

(288)

Fonte: A autora, 2024.

Observe que agora temos um sistema de 6 equagdes, Eq. (287), cujas varidveis

sao tensores verdadeiros que, ao longo de toda sua evolugao, estao restritas aos vincu-

los Hamiltoniano e de momento, Eq. (288). As equagoes de evolugao para « e [ sao

determinadas segundo as condigoes de calibre discutidas nas Subsegoes (1.4.1) e (1.4.2).
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3 CAMPO ESCALAR EM SIMETRIA ESFERICA

Neste capitulo exibimos as equagoes basicas da evolucao de um campo escalar em
simetria esférica. Resolvemos numericamente o sistema de equagoes BSSN em simetria
esférica que descrevem a evoluc¢ao do campo escalar. No final do capitulo apresentamos

os principais resultados e medidas de erros.

3.1 Equacgoes basicas

Espacos-tempos esfericamente simétricos sdo interessantes por varias razoes. Além
de serem relativamente simples de integrar numericamente, sao importantes laboratérios
computacionais com aplicagoes astrofisicas interessantes. Em particular, estrelas e BNs,
com uma boa aproximagao, sao esfericamente simétricos. Além disso, a simetria esférica
nos permite investigar colapso gravitacional, estabilidade de estrelas, dinamica dos hori-
zontes e outros problemas da RG. Nesse sentido, os campos escalares sao extremamente
uteis na implementacgao de testes em RN, por exemplo, no regime de campos gravitacio-
nais fortes. A facilidade de implementagao de técnicas numéricas avancadas com campos
escalares levou, por exemplo, a descoberta de fendmenos criticos no colapso gravitacional
(Choptuik, 1993).

Do ponto de vista da RG qualquer coisa que nao seja o proprio campo gravitaci-
onal é visto como “matéria”. Os campos escalares sao matéria nao gravitacional. Vamos
considerar um campo escalar em um espago-tempo esfericamente simétrico. Para os expe-
rimentos numéricos implementados neste capitulo calculamos os termos fonte de matéria
p, Ji, Sij € S que aparecem nas equacoes BSSN em coordenadas esféricas (287), (288).

Para deduzir as equacoes de evolucao do campo escalar vamos mostrar que este
evolui segundo a equacao de Klein-Gordon. A ideia é transformar esta equagdo em um
conjunto de equagoes hiperbdlicas simétricas e simples de serem resolvidas numericamente.
De fato, o tensor de momento-energia para o campo escalar com um potencial de auto-

interacgdo arbitrario V(®) é:

T = 0,29,0 — g,., ; (D) + V()| , (289)
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sendo

(09)* = ¢" 9,90,
= g% (0,9)* + 29" 9,89,® + ¢'* (9,®)?

2 2 4y
B a0+ L —alB)re
a? aa? (B)” e*x

(290)

= —— (:®)* +2 (0,9)* .

1
a2

Se definirmos II = (9;® — 50, P) /a obtemos a equagio de evolugido do campo escalar
d:

0P = all 4 $0,P . (291)
Apos algumas manipulacoes algébricas:

1
2 2 2
(09)” = P (0,P)" —1I°. (292)
Como introduzimos uma nova variavel independente, II, vamos deduzir sua equagao de
evolugao. Partindo da lei de conservacao V,T"” = 0, mostramos que o campo escalar

deve evoluir segundo a equacao de Klein-Gordon:
0 = 0oV = 0, [(—9)"/?0"®| = (—9)"/0aV (®), (293)

sendo V(®) o potencial de auto-interacao arbitrario e g = det(g,,) dado pela Eq. (94).
Portanto, das equagoes (292) e (293) deduzimos a equagdo de evolugdo da fungao
auxiliar II:

dV ()

_ 1 2 2
Ol = 50,11+ aKTl + — (207 + 0,00,®) — a— 1l

2
o 0.3 (&b O N QaXT> ’

ae*x b 2a

(294)

As equagbes (291) e (294) juntamente com as equagoes (287) oferecem uma maneira
de explorar o comportamento da matéria com um esforco computacional modesto, dado
que obtivemos equacoes de movimento que dependem apenas das coordenadas radial e
temporal. Por outro lado, das componentes do tensor de momento-energia obtemos a

densidade de energia p, Eq. (102):

p= P L (0,0 + V(). (295)

2 2ae4x

Como se trata do caso esférico, para a densidade de momento j;, Eq. (102), temos
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que:
j, = —110,® (296)
e jo = Jjo = 0.

Das componentes do tensor de stress, Eq. (102), obtemos:

1

Su=S=—1 (8,®) (297)
€
p+ S =201 -2V (). (298)

Completamos assim o sistema de equacoes BSSN em coordenadas esféricas que
descreve a evolugdo de um campo escalar auto-gravitante, equagoes (287), (291) e (294).
As fungoes de campo desenvolvidas nesse formalismo sao: K, x, a, b, A,, A, as funcgoes
dindmicas do campo escalar sdao: ®, Il e as fungbes de evolugao livre sao: ae 3. O
conjunto de equagoes destas 10 fungoes devem satisfazer os vinculos Hamiltoniano e de

momento, Eq. (288), em cada hipersuperficie ¥;.

3.2 Colapso gravitacional

O colapso gravitacional é a “contracao” da matéria-energia devido a sua prépria
gravidade que tende a atrair a matéria-energia para o centro de colapso do sistema (Chop-
tuik, 1993). Entender este mecanismo é fundamental para descrever a formagao de estru-
turas no universo. Por exemplo, uma dada distribuicao inicial de matéria-energia pode
evoluir para o colapso e formar estrelas ou BNs (Misner; Thorne; Wheeler, 1973). Ou-
tra importante contribuicao do estudo de colapso gravitacional envolve a investigacao da
singularidade formada em um BN. E conhecido que apés o objeto astrofisico atingir a den-
sidade maxima possivel para um determinado volume no espago-tempo, sabe-se que nesse
estdgio o colapso gravitacional cessa e, portanto, ndo ha formagao de singularidade (Al-
cubierre, 2008). Por outro lado, outra iniciativa no estudo da estrutura do espago-tempo
e singularidades veio da conjectura do “loop quantum gravity”. Esta é uma abordagem
candidata a teoria da gravitacao quantica que sugere que o espago-tempo, em escalas
extremamente pequenas, é constituido por estruturas finitas e quantizadas, o que impede
a ocorréncia de singularidades (Rovelli, 2008).

Em 1993, Choptuik descobriu que no limiar da formacao de um BN as solugoes
de colapso gravitacional exibem um comportamento critico (Choptuik, 1993). Certos

conjuntos de dados iniciais de um campo escalar auto-gravitante levam a formagao de
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um BN ou a dispersao do campo. Andalogo ao comportamento critico das transi¢oes
de fase em mecanica estatistica, o colapso gravitacional descreve fendmenos criticos
que, no limiar dessas solucgoes, exibem parametros de universalidade, escalabilidade e
auto-similaridade. A existéncia de fenomenos criticos fornece intui¢oes importantes sobre
as hipdteses de censura cOsmica, ou seja, sobre a prépria estrutura de singularidades
gravitacionais (Alcubierre, 2008).

A analise original de Choptuik abrangeu a implosdo de um campo escalar sem
massa em simetria esférica. O comportamento critico desse sistema se da pela competi-
¢ao entre a energia cinética do campo, que tende a dispersé-lo até o infinito, e a energia
potencial gravitacional que, se suficientemente forte, pode aprisionar parte da matéria-
energia em um BN. Para qualquer familia de dados iniciais, a competi¢ao dinamica poderia
ser controlada ajustando algum parametro p nas condigoes iniciais, por exemplo, a inten-
sidade inicial do campo escalar. Se p é menor que algum valor critico (limiar) p*, o campo
escalar se dispersa completamente; se p > p*, entdo ha formacao de BN.

Uma possivel aplicagao deste trabalho, dentro do que sao fendmenos criticos em
astrofisica, é extrair informacdes fisicas da formacao de um BN. Nesse sentido, existem dois
tipos de horizontes associados a BNs. Um horizonte de eventos ¢ definido globalmente
como uma fronteira entre geodésicas nulas. Nessa fronteira, certas geodésicas escapam
para o infinito e outras caem de volta ao BN e atingem a singularidade. Um horizonte
de eventos é globalmente definido para o espago-tempo como um todo e nao depende
da escolha de uma hipersuperficie espacial especifica. Por outro lado, um horizonte
aparente é definido localmente em uma hipersuperficie espacial como uma superficie
marginalmente aprisionada e mais externa que separa as regides de espago. Na regiao
dessa superficie os feixes de luz emitidos perpendiculamente a ela sao dirigidos para dentro.
Em outras palavras, ¢ uma superficie 2-dimensional fechada S tal que as geodésicas nulas
que saem ortogonalmente de S tém expansao nula em toda parte. Isso significa que
qualquer raio de luz que emana de S nao se expande ou contrai, indicando assim que esté
em um estado critico.

Um horizonte aparente é uma nocao local e pode mudar conforme a escolha da hi-
persuperficie espacial. Ele é definido em termos da expansao dos feixes de luz e depende
apenas da geometria da hipersuperficie espacial em um dado instante. Uma propriedade
interessante dos horizontes aparentes é que, se a conjectura da censura cosmica é mantida
e a condicdo de energia nula é satisfeita, entdo um horizonte aparente implica na exis-
téncia de um horizonte de eventos (Alcubierre, 2008). No caso estaciondrio, o horizonte
aparente coincide com o horizonte de eventos. Durante a evolugao de cada hipersuperfi-
cie espacial é possivel localizar horizontes aparentes. Assim, estes sao fortes indicadores
da presenca de um BN. Os horizontes aparentes sdo cruciais na RN e na simulacao de
colapsos gravitacionais pois ajudam a identificar nao s6 a formacao de BNs, mas também

a estrutura do espago-tempo em regioes altamente curvadas.
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3.3 Meétodos espectrais

Como vimos em capitulos anteriores, as equagoes de Einstein no formalismo BSSN
em simetria esférica sdao um conjunto acoplado de EDPs nao lineares. As equagoes di-
namicas do campo escalar sao do mesmo tipo. A obtencao das solugoes dessas equagoes
que representam o colapso gravitacional é impraticavel analiticamente. Nesse aspecto, va-
mos apresentar um método numérico com o qual resolvemos essas equacoes com relativa
simplicidade.

Os dois tipos de métodos numéricos mais usados em RN sdao: o método das
diferencas finitas e os métodos espectrais. Quase todos os problemas em RN fo-
ram resolvidos inicialmente utilizando o método das diferengas finitas (Porsching, 1980).
Este método ainda é bastante popular, no entanto, nas tultimas décadas surgiram varios
tralhados aplicando métodos espectrais.

A escolha entre o método das diferencas finitas e os métodos espectrais depende
do problema em especifico, das caracteristicas da solucdo esperada e dos recursos com-
putacionais disponiveis. Ambos métodos podem ser aplicados com sucesso em diferentes
contextos. Entretanto, os métodos espectrais apresentam interessantes caracteristicas

para o problema abordado neste trabalho:

e Sao métodos globais, definidos em toda a malha de integracdo numérica. Ja o
método das diferencas finitas é um método local e para uma melhor resolucao exige

um grande nimero de pontos na malha numérica.

o Alcancam alta precisdo na expansao das fun¢oes de campo, especialmente em do-

minios onde as solugoes sao suaves.

o Convergem rapidamente para a solucao atingindo a precisao desejada com um nu-

mero relativamente baixo de pontos na malha numérica.

o Tém uma gama de funcgoes especiais que expandem de maneira eficiente as fun-
¢Oes nao lineares de problemas complexos, sem a necessidade de reformulacao das

equagoes e introdugao de novas variaveis.

o Uma escolha conveniente de fungoes de base espectrais leva a um tratamento na-
tural das condig¢oes de contorno sem a necessidade de implementar condigoes de

regularizacao nas fungoes de campo.

o Certos métodos espectrais permitem uma malha numérica eficiente e adaptada as
caracteristicas do problema. Dado que o espagamento dos pontos na malha numérica
é nao uniforme, é possivel capturar melhor importantes caracteristicas das solugoes

na regiao de interesse.
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Em linhas gerais, vamos apresentar a seguir ideias cruciais no que tange aos métodos
espectrais.

Dada uma fungao qualquer ou uma solucao u(t, x) que satisfaz uma dada equacao
diferencial, os chamados métodos espectrais servem para aproximar u(t, z) por uma série

truncada do tipo:

u(t,z) = uy(t, z) Z a(t (299)

onde N é a ordem de truncagem, 1 (t) sdo os modos espectrais e ¢x(z) sdo as fungoes
de base. Uma das caracteristicas dos métodos espectrais é a escolha de func¢oes de base
que sao diferentes de zero em todo o dominio do problema. No método das diferencas
finitas as fungoes de base sao polinomios locais, diferentes de zero apenas em uma pequena
regiao do dominio. Nos métodos espectrais as fungoes de base constituem um conjunto
completo de bases no espago de Hilbert, podendo ser polindmios de Legendre, polindmios
de Chebyshev, fungdes de Fourier, entre outras (Boyd, 2001).

Considere uma equagao diferencial e/ou integral definida no intervalo a < z < b:

ou ou
B _ c( o ) (300)

onde £ é um operador nao-linear formado pelas derivadas espaciais e/ou integrais da
fungao u(t,z). Uma solugao aproximada uy(t,z) dessa equagao é dada pela Eq. (299),
onde as fungdes ¢y (x) sdo as fungoes de base ja estabelecidas, enquanto que os modos
espectrais U (t) sdo as varidveis a serem determinadas. A seguir descrevemos como obter
a aproximagao uy (¢, x) determinando os modos espectrais ().

Substituindo a Eq. (299) na equagao diferencial (300) obtemos a equagao residual:

Resy (i (t i U ¢k <uN, un. ) . (301)
k=0 ox

O residuo Resy(ux (), z) é nao nulo devido a aproximagao ux(t,z). De fato, queremos

encontrar um conjunto de modos espectrais w(t) associados & expansao aproximada de

u(t, z) tal que o residuo seja o suficientemente pequeno. O método dos residuos pon-

derados estabelece um critério para a determinagao desses modos espectrais (Boyd, 2001),

(Canuto et al., 2007). Tal critério é dado por:

(Resn (ax(t), x), x;(x / Resy (ux(t), z)x;(z)w(x)de =0,V 7 =0,1,..., N, (302)

onde x;(x) s@o as fungdes de teste e w(x) é a fungdo peso associada a estas. Portanto,
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[ 2oy (apetipte = [ 3= o o patoris (303
indica a maneira em que podemos determinar os modos espectrais estabelecendo condicoes
sobre as fungoes de base e de teste.

Os métodos espectrais sao um caso especial dentro da multivariedade dos métodos
dos residuos ponderados e sao classificados segundo a escolha das fungoes de teste e das
funcdes de base. A continuacio, apresentamos os métodos espectrais implementados neste

trabalho: Galerkin e Colocagao (pseudo-espectral).

3.3.1 Mcétodo Galerkin

A forma como o residuo da Eq. (302) é avaliado define diferentes métodos espec-
trais. Por exemplo, o método Galerkin consiste em projetar o residuo nas fungoes de
base ¢ (z) efetuando uma integral de sobreposigao dessa equacao. Além disso, cada uma
das fungoes de base sdo escolhidas para satisfazer as condigoes de contorno. De
modo que este método espectral é sensivel as condigoes de contorno do problema.

No método Galerkin as fungoes de teste xi(x) sdo idénticas as fungoes de base
or(x): xp(z) = ¢r(x), com k = 0,1,..., N. Por tanto, o critério de determinagao dos

residuos é:

(Resn (tg(t), x), pr(x)) = /QResN(ﬂk(t),x)¢k(a:)w(:c)d:c =0,vk=0,1,...,N. (304)

Por outro lado, se as fungoes de base sao ortogonais, entao pela Eq.(303):

/ Zd“’“ @@z = 3 T (@) 6,0 = 3 Dy, 2B,
k=0 k=0
(305)

Da Eq. (301) temos:

) _ <£ <uN, o ) ,¢k<x>> Y. <uN, o ) e w)o(w)de (306)

com k=0,1,..., N. Apéds a integracao o lado esquerdo é expresso em funcao dos modos

espectrais ug(t). Portanto, no método Galekin, para resolver uma dada EPD utilizamos
um sistema de N 4+ 1 EDOs para os N + 1 modos espectrais (t) associados a estas
equacoes.

Note que se N — oo, entdo Resy(ux(t), x) é ortogonal as fungoes de base ¢ (z)
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e na média converge para zero. Na resolucdo numérica das equagoes é esperado que
quanto maior a truncagem menor o residuo, ou seja, menor o erro associado a solucao
aproximada uy(t,z). Nesse sentido, se na média Resy(ux(t),z) converge para zero e se
un(t, z) satisfaz as condigoes de contorno, entdao a solu¢do aproximada converge para a
solucdo exata u(t,z) (Boyd, 2001). E bastante conhecido na literatura que o método
Galerkin tem se mostrado muito eficiente e preciso pois apresenta convergéncia rapida

mesmo para truncagens baixas (Boyd, 2001).

3.3.2 Método de Colocagao

O método de Colocagao ¢ um método pseudo-espectral onde as funcoes de teste

xj(x) sao deltas de Dirac:

Xj(x) = 0(x — ;) (307)

sendo z; os chamados pontos de colocacao, para j = 0,1, ..., N, e a fungdo peso w(x) =
1. Se as fungoes de teste sao definidas pelas deltas de Dirac em cada ponto de colocagao,
entao a determinacao de cada ponto de colocacao esta relacionado a escolha das fungoes

de base ¢;(z). Dai, o critério para determinacao dos residuos é
(Resy (i (t), z;), x; (« / Resy (@ (t), 7;)0(z — 2;)dz = 0,¥ j = 0,1,.,N.  (308)

Por tanto, Resy(%;(t),z;) = 0 exatamente nos pontos de colocagdo. Se o residuo é

aplicado nos pontos de colocagao, entao:

u(t,zj) = un(t,x;) = i (t)p,(x) (309)

De modo que a solucao aproximada uny(t,z;) é igual a solucao exata u(t,z;) nos pontos
de colocagao z;.

Além disso, a Eq. (309) representa a relacdo entre os modos espectrais ;(t) e
os valores da solugao exata u(t,x;) nos pontos de colocagdo. Nesse sentido, os modos
espectrais da Eq. (308) devolvem uma equagao dindmica. Dai, podemos expressar uma
funcao desconhecida usando os modos espectrais ou os valores dessa fungao nos pontos de

colocagdo. Portanto, a Eq. (300) pode ser reduzida a um conjunto de EDOs segundo:

Oun(t, x ) Jun(t, x ) ) _0

P —L (uN(t,xj), e (310)
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3.3.3 Método numérico: Galerkin-Colocacao

Neste trabalho implementamos o método Galerkin-Colocacao inspirado nos artigos
(Heinrichs, 1989), (Heinrichs, 1991) e que tem sido bastante eficiente na implementagao
de cédigos numéricos para resolucdo das equagoes BSSN (Alcoforado et al., 2021). Este
método consiste em escolher um conjunto adequado de fungoes de base para expandir
as fungoes de campo de modo a satisfazer automaticamente as condi¢oes de contorno do
problema, principal caracteristica do método Galerkin. Por outro lado, escolhemos como
funcoes de teste as deltas de Dirac que sao calculadas nos pontos de colocagao, de modo
que o residuo é anulado nestes pontos (método de Colocagdo). Optamos por implementar
o método Galerkin-Colocacao escolhendo como fungoes de base combinagoes lineares de
polinémios derivados dos polindmios de Chebyshev (Boyd, 2001). Os polindémios de
Chebyshev sao um dos conjuntos de fungoes de base mais adequados para a maioria dos

problemas em RN e estao definidos no intervalo [—1, 1].

3.4 Implementacao do cédigo numérico
Todos os cédigos numéricos implementados neste trabalho foram baseados no mé-

todo Galerkin-Colocagao. A seguir apresentamos uma descri¢ao das etapas de implemen-

tagao, das medidas de erro e dos experimentos numéricos realizados.

3.4.1 Condicoes de contorno

Como estamos explorando um problema em simetria esférica as fung¢oes de campo
devem ter uma paridade definida em relacao a expansao em r perto da origem. Uma
rapida inspeccdo nas equagdes de campo nos mostra que «, K, x, ®, I1, a, b e A, tém
paridade par e Ae [ paridade impar. Assim, para garantir a regularidade das fungoes de

campo perto da origem, a paridade destas fungoes deve ser tal que:

alt,r) =1+ 0(?), (311)

K(t,r) = Ko(t) + O(r?), (312)

X(t,71) = xo(t) + O(r?), (313)
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D(t,r) = o(t) + O(r?) (314)
(¢, r) = y(t) + O(r?), (315)
Alt,r)=0O(r), (316)
plt,r) =0(r), (317)
a(t,r) =1+ 0(r?), (318)
b(t,r) =1+ O(r?) (319)
:a(t,r) =0(r?). (320)

Além disso, as fungdes de campo devem satisfazer as seguintes condi¢oes de contorno no

infinito:

a(t,00) = a(t,00) = b(t,00) =1 (321)

K (t,00) = x(t,00) = ®(t,00) = II(t,00) = Au(t, 00) = A(t,00) = B(t,00) =0,  (322)

de modo que no limite assintotico o espago-tempo reduz-se ao espaco-tempo de Minkowski.

Segundo (Boyd, 2013) existe apenas uma classe de fungoes de base derivadas dos
polindémios de Chebyshev que tem paridade explicita na expansao em r perto da origem e
que converge para os limites assintéticos descritos anteriormente. Essas func¢oes de base

sao os senos pares e impares, SBa;(r) e SBo41(r), respectivamente (Boyd, 2001). Assim,
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as fungoes de base que usamos para expandir as func¢oes de campo sao os polinémios:

SBy(r) =sin | (k + 1) arccot ([2)} : (323)

sendo k a ordem do polinémio e Ly o parametro de mapa do dominio fisico para o dominio

computacional. Portanto, as expansoes espectrais para cada uma das fungoes de campo

j:(t r) =1+ édk(t)Ssz(r) , (324)
Ky(t,r) = ké Ky (t)SBaw(r) (325)
wltr) = (0SB, (326)
Dy(t,r) = é O, (t)SBay (1), (327)
My (t,r) = éﬁk(t)SB%(r) : (328)
An(t,r) = Zié A(t)SBagia (1), (329)
Bu(t,r) = Zg: B1(t)S Bag 1 (1), (330)
an(t,r) =1+ ; Nf G (t) [SBaga(r) — SBay(r)] | (331)
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by(t,r) =1+ ; i bi(t) [SBajia (1) — S Bk (1)) (332)
Aun(t,r) = ; Z_l Auio(t) [SBajeya(r) — SBay(r)] . (333)

A expansao espectral ay(t,7), Eq. (324), estd de acordo com a paridade de a(t, r)
perto da origem, Eq. (311), e no infinito ay — 1. Por outro lado, as equagdes (325 -
328) sao expansoes de polindémios pares e tendem a zero no infinito, de acordo com as
equagoes (312 - 315). As equagoes (329 - 330) sao expansoes de polindmios impares e
tendem a zero no infinito, como imposto pelas equagoes (316 - 317). Das equagdes (318
- 320), note que as fungoes de base para expandir a(t,r), b(t,r) e A,(t,7), equagdes (331
- 333), sao uma combinagdo linear de polinémios que se comportam com O(r?) perto da
origem. Esta combinacdo linear é uma escolha conveniente pois conseguimos regularizar
os termos das equacoes de campo que estdao divididos por r?. Além disso, no infinito a
expansdo espectral ay(t,r) = 1, by(t,7) = 1 e Aun(t,7) — 0, 0 que estd de acordo com
as condigoes (321) e (322).

Observe que os polinémios SBy(r) estao definidos no intervalo r € (—o0, 00), pois
sao derivados dos polinoémios de Chebyshev padrao T By (x) que estao definidos no dominio
computacional z € [—1, 1] (Boyd, 2001). Mas note que ao utilizarmos uma transformagao
que mapeia o dominio infinito para o dominio finito devemos considerar apenas o dominio
do problema, r € (0,00). Como a expansao das fungoes de campo é calculada nos pontos

de colocacgao, o mapeamento do dominio fisico para o dominio computacional deve ser,

Fig. (9):

Lot
r= (334)
2
Portanto,
mj
xj:cos<2N+2> : (335)

sdo os pontos de Chebyshev-Gauss-Lobatto escolhidos, com j =0, 1,...,2N + 2 (Fornberg,
1996), de onde apenas utilizamos N + 1 pontos de colocagao. Além disso, o pardmetro
de mapa Ly deve ser escolhido adequadamente para termos uma disposi¢do conveniente
dos pontos de colocagdo no dominio computacional. Isto é necessario porque neste caso
os pontos de colocacao nao estdo uniformente espacados na malha numérica.

Os modos espectrais das equagoes (324 - 333) sao as varidveis a serem determinadas
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Figura 9 - Mapeamento algébrico dos pontos de colocagao do dominio fisico para o
dominio computacional

T . >
-r 0 r
(r = —00) (r = +4o0)
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’ 17.1:']2- )
 GGRE EEEEEEES © —
-X -1 0 1 X

Legenda: Os pontos de colocagao do dominio fisico compreendem o intervalo r € (0, 00) e sdo mapeados
algebricamente para o dominio computacional, x € (0, 1).
Fonte: A autora, 2024.

e as funcoes de campo sao determinadas nos N +1 pontos de colocacao r;. Dai, as fungoes
de campo podem ser representadas tanto por seus valores f;(¢,7;) no espaco fisico quanto
pelos modos espectrais f](t) associados a estas. No cédigo espectral, cada valor f;(¢,r;)
esta conectado ao modo fj(t) por meio de uma equacao matricial. Para exemplificar,

considere a expansao espectral de «, Eq. (324), a qual escrevemos na forma matricial:

(0751 1 ~0
o' 1 a
S EINEY VI (336)
AN+1 1 ay

sendo AL uma matriz (N+1) x (N +1) cujas entradas sao os polindémios AL, = SBa(r;),
comj =1,2,... N+1ek=0,1,...,N. Logo, o pode ser representada tanto por seus
valores no espago fisico, o;(,7;), quanto pelos modos espectrais dy,(t).

Considere agora a equacao residual associada a equacao de evolugao de a no calibre
harménico, Eq. (132):

Res, = ,ay + ay Ky . (337)

Note que existem erros numéricos associados as aproximacgoes de a e K, logo, esta equacao

é nula apenas nos pontos de colocacao. Portanto, se nos pontos de colocacao Res, (t,7;) =
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0, a Eq. (337) é expressa como:
dan(t,r) = —ax(t,r) Kn(t, 1)), (338)

com j=1,2,....,N+1, sendo Kn(t,r;) os valores da curvatura extrinseca nos pontos de
colocagdo. A equac@o matricial que conecta os valores da fungao K (¢,r;) com os modos
espectrais K;(t) é similar & Eq. (336). Portanto, temos um conjunto de N + 1 EDOs de
primeira ordem para evoluir os modos espectrais da fungao de campo «(t, ;). Esta mesma
estratégia ¢ adotada para todas as demais fungdes de campo do sistema de equacoes.
Também podemos calcular as derivadas das fungoes de campo em relagao a r nos
pontos de colocagao. Por exemplo, a equacao matricial que relaciona as derivadas de

a(t,rj) com os modos espectrais dy(t) desta funcao é:

(ara)l dO
((9@)2 —paL| ™|, (339)
(@«Oé)NH an

onde DAL, = 0,5Byy(r;) sao as derivadas dos polindémios S By (r;) que sdo as entradas
da matriz DAL de tamanho (N +1) x (N +1),com j=1,2,... N+1ek=0,1,....N.
Realizamos o mesmo procedimento para cada derivada da fungdo de campo do sistema de
equagoes. Para resolver o problema optamos por evoluir os modos espectrais realizando
a expansao espectral das fungoes de campo e determinando tanto os polindmios quanto
suas derivadas nos pontos de colocagao para cada equacao de evolucao.

Vimos até aqui que uma escolha adequada de func¢des de base derivadas dos po-
linémios de Chebyshev e de pontos de colocagao satisfaz naturalmente as condigoes de
contorno e a paridade das func¢oes de campo perto da origem. Esta abordagem possibilita
a obtencao de cddigos numéricos robustos que dispensam a implementagao de condi¢oes
de regularizacao. Outra estratégia que também dispensa condicoes de regularizagao foi
adotada por Montero e Cordero-Carrién em (Montero; Cordero-Carrién, 2012). O método
consistiu em escrever as equacoes de campo na forma de fluxo conservativo e integra-las
usando o método PIRK (Montero; Cordero-Carrién, 2012).

3.4.2 Medidas de erro

A integracao das equagdes dos vinculos Hamiltoniano e de momento para realizacao
de medidas de erros foi realizada numericamente usando o método da quadratura de

Gauss (Fornberg, 1996). Este método é umas das abordagens mais eficientes e precisas
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para calcular integrais definidas e aproximadas, especialmente quando o integrando é
uma funcao bem comportada no intervalo de integracao. A ideia deste método consiste em
aproximar uma integral definida pela soma ponderada dos valores da fun¢ao do integrando
em pontos especificos do dominio de integracdo, os chamados pontos de quadratura.
Neste trabalho, utilizamos polindmios de Legendre para calcular H e M, Eq. (340),
e realizar a aproximacao espectral de cada funcao de campo que aparece na equagao do
vinculo Hamiltoniano ou de momento, Eq. (288). Determinando os valores dos polinémios
de Legendre nos pontos de colocacao transformamos as equagoes do vinculo Hamiltoniano
e de momento em EDOs simples de serem resolvidas numericamente.

Tendo determinado H e M, as duas medidas de erro implementadas neste trabalho
consistiram no calculo dos erros maximos Lo associados aos vinculos Hamiltoniano e de

momento, respectivamente:

LLHC(t) \/ / H2(z))de e LyMO(t) \/ / M2(z;)d (340)

Apos a integracao numérica das equagoes de evolucao, para cada instante de tempo, as
integrais acima sao calculadas nos pontos de quadratura x; utilizando a seguinte férmula

da quadratura de Gauss:

||2

+1 N
i 2 (341)
com nés do tipo Legendre-Gauss-Lobatto, ou seja, o valores dos polindémios f(£1) estao
inclusos e os pontos de quadradura sao z; = cos(mj/N). Os pesos sdo wy = wy = 7/2N
ewj=n/Nparal<j<N-—1,comj=0,1,.., N, de modo que as solugdes sdo exatas
para polinomios de Legendre de grau maior que 2N — 1.

Outra medida de erro implementada é a conservacao da massa ADM. De fato, em
RG sabemos que nao é possivel definir localmente a fungao de massa m(t,r) de um
sistema gravitacional. Por outro lado, uma medida ttil de matéria-energia ¢ a massa
ADM, M4pys. Sabe-se que no limite assintético a fungdo de massa m(t,r) converge para
a massa ADM. Portanto, é esperado que a massa ADM seja constante ao considerar a
massa total de um sistema gravitacional isolado, em qualquer instante de tempo. Nesse
caso, a massa ADM ¢é medida dentro de uma superficie espacial que envolve o sistema
gravitacional no infinito (Alcubierre, 2008).

Neste trabalho realizamos um céalculo relativamente simples da massa ADM. De

fato, considere o elemento de linha de Schwarzschild em coordenadas isotréopicas:
g5t = (14 (dr* +r2d0?) (342)
N 2r '

Usando a Eq. (244) e considerando que no limite assintético a ~ 1, b ~ 1 e eX ~
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1+m/2r + O(r=?%), entao:

-~ X1, X2 _3

Se no limite assintético m = Mypys, temos que:

M
&:1_‘_ ADM

1
+T 2r

= MADM = 2X1 . (344)

Portanto, expressando x; em termos de seus modos espectrais obtemos uma ma-
neira de verificar a conservacao da massa ADM durante a integracao das equacoes de
evolugdo. A estratégia consiste em monitorar os valores dos modos xx(t) associados a
x1 a cada passo temporal. Dai, a medida de erro consiste no calculo do erro relativo

associado a massa ADM:

[Xk(t) — Xx(t = 0)]
Xkt =0)

IM /My = (345)
A seguir fazemos um resumo do cédigo numérico implementado seguindo os con-

ceitos abordados até aqui 5:

o Definimos os valores iniciais de a, K, @, II, a, b, A,, A e 5. Com esses valores
iniciais determinamos as condicoes iniciais de x resolvendo a equacao do vinculo

Hamiltoniano pelo método Newton-Raphson.

o Tendo definido todos os valores iniciais das func¢oes de campo e de posse das fungoes

de base realizamos as respectivas aproximacoes espectrais das fungoes de campo.

e Determinamos uma equagao matricial para cada expansao espectral das fungoes
de campo. Esta equacao matricial relaciona os valores das fungoes de campo nos
pontos de colocagao com os modos espectrais. De modo que o residuo associado a
cada equacgao de evolugao é nulo nesses pontos e as variaveis a serem determinadas

sao os modos espectrais.

e Tendo transformado as EDPs acopladas em um sistema de EDOs realizando expan-
soes espectrais da fungoes de campo, escolhemos evoluir os modos espectrais dy,
f(k, Cbk, ﬁk, >~<k7 Ccom k’ = 1,2,...,N + 1, € dk, Bk, Aaky Ak, Bk, com k = 1,2,...,N,

utilizando o método Runge-Kutta de quarta ordem (com passo fixo).

o Simultaneamente, validamos o c6digo numérico, para cada instante de tempo, utili-
zando os valores dos modos espectrais e calculando os erros associados aos vinculos

Hamiltoniano e de momento gracas ao método da quadratura de Gauss. Também

SNo Apéndice A fazemos uma breve descricdo do algoritmo espectral.
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verificamos a conservagao da massa ADM e repetimos todo o processo para cada

estdgio de evolugao até o tempo final ¢;.

Todos os cédigos numéricos implementados foram construidos na linguagem de
programacao Python e nos softwares de computacao algébrica Maple e Matlab. Em
Python, utilizamos a biblioteca Numpy para construir as fun¢des de base derivadas dos
polinémios de Chebyshev e Legendre. Também geramos as mesmas bases em Maple (que
tem integrado em seu sistema esses polindémios especiais) e exportamos para o Matlab as
fungoes de base como matrizes.

Inicialmente formulamos o problema usando o Maple como uma plataforma de
testes. Evoluimos o sistema para truncagens baixas e verificamos eventuais erros que
poderiam ser cometidos. Evoluimos o sistema para truncagens mais altas no Matlab
e aplicamos as 3 medidas de erro descritas acima. Além disso, note que os pontos de
quadratura sao solugdes de uma equagao diferencial, entao foram mais simples de serem
obtidos diretamente em Python, assim como as matrizes das fungoes de base e suas
derivadas. Em Matlab essa configuracao foi 7 vezes mais custosa em termos de tempo
de execucao, uma vez que a leitura e salvamento de arquivos externos ao programa tém
custo computacional alto.

A execuc¢ao do codigo em Python foi mais rapida, mas a integragdo numérica
em Matlab também gerou grande economia de tempo, uma vez que o Matlab otimiza o
armazenamento e a multiplicacao de matrizes. Também tivemos o cuidado de nao ler nem
gravar nenhum dado durante o loop de integragao (Apéndice A), o que reduziu em 7 vezes
o tempo de execucao do cdédigo em Matlab. As solugoes do problema foram gravadas
fora do loop de integragdo e lidas no estagio final da simulacao. Uma das vantagens de
usar Python é a implementacao de bibliotecas como Matplotlib na construcao eficiente e

rapida de graficos e simulagoes.

3.4.3 Inicializacao

O espago-tempo ¢ inicializado como sendo o de Minkowski, onde definimos «(0, ) =

A

a(0,7) = b(0,r) =1 e K(0,r) =1II(0,r) = A,(0,7) = A(0,7) = 3(0,r) = 0. Para evoluir

numericamente o campo escalar partimos de uma condicao inicial do tipo gaussiana:
(0, 7) = Agr? [e~(r=r0%/e? (oot (346)

sendo Ay = 0.05, g = 2 o centro da gaussiana e ¢ = 1 a largura da mesma. Com
esses parametros escolhidos convenientemente o sistema tem uma evolu¢do nao linear,
numericamente estavel e converge para a dispersao do campo no infinito.

Realizamos a aproximacao espectral do campo escalar inicial e verificamos que o
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residuo associado a ®(0, ) nos pontos de colocagao r; é:

N

Resg (0,7;) = ®(0,7;) — Y ®1.(0)S By (1) = 0. (347)
k=0

Como o residuo associado a ® é nulo nos pontos de colocacao e a funcao aproximada

Oy (0,r) é igual a fungdo exata Pexaro(0,7), usamos os modos espectrais associados a ®

para reconstruir a fungao exata, Fig. (10(a)). A Fig. (10(b)) destaca a notavel precisao

do método Galerkin-Colocagao. Observe que o valor absoluto da diferenga entre a funcao

Pexato(0, ) € sua aproximacao espectral ® 5 (0,7) é da ordem de 107! para uma truncagem

relativamente pequena de N = 150.

Figura 10 - Campo escalar inicial @, € erro associado a expansao espectral desse

campo, Py
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Legenda: A aproximacio espectral ®y do campo escalar inicial Peyato, com truncagem N = 150, tem
um erro da ordem de 10716,
Fonte: A autora, 2024.

Tendo definido todos os valores inciais de a, K, @, A, a,b e A, obtemos os dados
iniciais de y. De fato, susbtituimos os valores iniciais das fung¢oes de campo na equacao
do vinculo Hamiltoniano, Eq. (288) e obtemos uma EDP cujas varidveis sdo x e ®.
Para resolver esta equagao realizamos a expansao espectral de y e calculamos o residuo

associado nos pontos de colocacao:
v\’ 0%y 8 [0y 1/0d)\>
Resy (0, 7;) <5T>r,+ ((‘97"2 7«.+T o r.—i- 2\ar) 0 (348)

Como o residuo associado é nulo nos pontos de colocacao, as variaveis a serem determi-
nadas sao os modos espectrais associados a x(0,r;). Portanto, substituindo as expansoes

espectrais de ® e y na Eq. (348) obtemos N + 1 equagdes algébricas nao lineares para
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os modos espectrais, as quais resolvemos utilizando o método Newton-Raphson. Apds a

integracao numérica, utilizamos os modos espectrais para reconstruir x(0,r;), Fig. (11).

Figura 11 - Fator conforme inicial xo para Ly = 10, N = 150
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Legenda: A condigdo inicial do fator conforme yo é obtida resolvendo a equagao do vinculo
Hamiltoniano com os dados iniciais das fungoes de campo.
Fonte: A autora, 2024.

3.5 Experimentos numéricos

Tendo estabelecido todas as condi¢oes iniciais, procedemos a realizagao de alguns
experimentos numéricos. A simulacao de colapso gravitacional obtida do codigo espectral,
Fig. (12), é muito interessante pois envolve uma dindmica real. Escolhemos um campo
inicial bastante intenso, mas nao intenso o suficiente para colapsar em um BN. Inicialmente
escolhemos uma malha numérica com 50 pontos de colocacao e realizamos a integracao
das equacoes de evolucao. Depois realizamos novas integracoes aumentando a truncagem
de 50 em 50 até 250 pontos de colocacao. Com esta metodologia espera-se verificar o
aumento da precisao numérica com o aumento da truncagem.

A dindmica do campo compreende um pulso inicial que se divide em duas partes:
a de amplitude menor afasta-se da origem enquanto que a de amplitude maior implode na
origem. Realizamos todas as simulagoes envolvendo essa dindmica para um intervalo de
tempo t = 7. O pulso maior atinge uma amplitude maxima em torno de ¢ = 2 e diminui
até atingir uma amplitude minima em torno de ¢ = 3. A evolu¢ao do campo continua
com um dos pulsos invertido e se deslocando no mesmo sentido que o pulso de saida, de
modo que o campo se dispersa no infinito.

Observe agora a evolugao da fungio lapso a na origem, Fig. (13). O grafico mostra

que a(t,0) — 1 & medida que r — oo, o que corresponde ao caso de dispersao do campo
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Figura 12 - Dinamica espacial do campo escalar ¢ para Ly = 10, N = 150
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Legenda: O pulso inicial do campo escalar ®(t,r), (a), divide-se em uma parte de entrada e outra de
safda, (b). A medida que o tempo transcorre o campo implode na origem, (c), e se dispersa
no infinito, (d).

Fonte: A autora, 2024.
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no infinito, como discutido na Segao (3.2). Além disso, a fungao lapso apresenta variagao

maior entre t = 1 e t = 5, 0 que esta de acordo com a simulacao, Fig. (12).

Figura 13 - Evolucao da fungao lapso a na origem (Slicing 1 + log, Lo = 10, N = 150)
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Legenda: A fungao lapso « na origem apresenta uma variagdo maior entre t =1 e t = 5 e tende a um no
infinito.
Fonte: A autora, 2024.

A evolugao do campo escalar na origem, Fig. (14), mostra que assim como na Fig.
(12), os tempos t ~ 2 e t & 3 correspondem, em ambas figuras, aos instantes em que as
amplitudes do campo sao maxima e minima, respectivamente.

A evolucao do escalar de curvatura na origem, R(¢,0), mostra na Fig. (15) que
seu valor mais acentuado ocorre no instante em que o pulso implode na origem, em ¢ ~ 3.
Nesse mesmo gréfico observamos que o intervalo em que R(t,0) varia expressivamente
corresponde ao intervalo em que a amplitude do campo varia mais, entre t =1 et = 5.

A seguir, mostramos os resultados de precisao numérica da aplicacdo do mesmo
codigo para 4 tipos de calibres sobre fatiamentos: slicing harmoénico, slicing 1 + log e os
dois slicings propostos por Alcubierre: shock avoiding 1 e shock avoiding 2 (Alcubierre,
2003). Todos esses calibres foram implementados nos casos 8 = 0 e 5 # 0, para este caso

também implementamos o calibre maximal slicing.
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Figura 14 - Evolucao do campo escalar ® na origem para Ly =10 e N = 150

¢on’gem

Legenda: As amplitudes maxima e minima do campo escalar ® na origem ocorrem em t =~ 2 e t & 3,
respectivamente. Além disso, o campo escalar na origem tende a se dispersar no infinito.

Fonte: A autora, 2024.

Figura 15 - Evolugao do escalar de curvatura R na origem para Ly = 10 e N = 150

0.0 1

0.5 1

Legenda: A maior variagdo do escalar de curvatura R ocorre entre t = 1 e t = 5, que corresponde aos
instantes em que hé maior variacao do campo escalar.

Fonte: A autora, 2024.
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3.5.1 Testes numéricos para o calibre § =0

Nos gréficos da Fig. (16) observamos o decaimento exponencial do erro maximo
associado ao vinculo Hamiltoniano em fun¢ao do aumento da truncagem. Note uma
melhora na precisdo numérica com o aumento da resolu¢ao da malha numérica. A curva
correspondente ao parametro de mapa Ly = 10 mostrou um decaimento melhor nos 4

calibres. O maior decaimento, da ordem de 107, é observado em todos os calibres.

Figura 16 - Testes numéricos dos erros maximos Lo(HC'),,4. associados ao vinculo
Hamiltoniano para diferentes calibres

50 100 150 200 250

50 100 150 200 250
N

)

Legenda: Slicing harmonico (a). Slicing 1 4 log (b). Slicing shock avoiding 1 (¢). Slicing shock avoiding
2 (d).

Fonte: A autora, 2024.

No caso do erro méximo associado ao vinculo de momento, os graficos da Fig.
(17) também mostram um decaimento exponencial. Similar ao erro maximo associado ao
vinculo Hamiltoniano, a curva do parametro Lo = 10 apresentou uma tendéncia decres-

cente e uma precisao maior com o aumento da truncagem. No calibre shock avoiding 2 o
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decaimento maximo é da ordem de 107!, sendo que nos demais calibres o decaimento foi

melhor, da ordem de 10711

Figura 17 - Testes numéricos dos erros maximos Lo(MC')pqe associados ao vinculo de
momento para diferentes calibres
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Legenda: Slicing harmonico (a). Slicing 1 4 log (b). Slicing shock avoiding 1 (c¢). Slicing shock avoiding
2 (d).

Fonte: A autora, 2024.

Os graficos da Fig. (18) mostram o decaimento do erro relativo associado a massa
ADM. Comparadas as curvas dos parametros Lo = 5, 10, nos calibres harmoénico e shock
avoiding 2 as curvas de Ly = 7 apresentaram o maior decaimento, da ordem de 107!

Nos calibres 1 + log e shock avoiding 1 houve um decaimento melhor com o parametro

Lo = 10, da ordem de 10712,
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Figura 18 - Testes numéricos dos erros relativos M /M, associados & massa ADM para
diferentes calibres
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Legenda: Slicing harmonico (a). Slicing 1 4 log (b). Slicing shock avoiding 1 (¢). Slicing shock avoiding

2 (d).
Fonte: A autora, 2024.
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3.5.2 Aplicacao de filtros para o calibre g =0

Nas figuras (16), (17) e (18) é esperada uma oscilagdo amortecida nos valores dos
erros com o aumento da truncagem. Isto se deve ao fato de que, para os pontos de
colocacao mais afastados da origem, os intervalos entre os pontos da malha numérica
ficam maiores. Assim, perde-se resolugdo numérica e os erros numéricos tendem a se

acumular nos estagios finais da simulagdo, como mostram os graficos da Fig. (19).

Figura 19 - Evolucao dos erros associados aos vinculos Hamiltoniano e de momento e da
massa ADM (Slicing 1 + log, Ly = 10, N = 150)

le—8 le—9
8,
1.75 1
1.50 1
64
1.25 1
QO 1.00 Q
T S 41
™~ ~
=075 ~
0.50 5]
0.25
0.00 A T 01
o 1 2 3 4 5 6 1 o 1 2 3 4 5 6 1
t t
(a) (b)
le—8
6.0 4
5.5 4
5.0
g
4.5
=
4.0 4
3.5
3.0 1
o 1 2 3 4 5 6 17

Legenda: Erro associado ao vinculo Hamiltoniano (a). Erro associado ao vinculo de momento (b). Erro
associado & massa ADM (c).
Fonte: A autora, 2024.

Existem diversas maneiras de dissipar artificialmente estes erros numéricos, uma
delas é usar filtros. No inicio deste capitulo mencionamos que é desvantajoso aplicar
métodos espectrais a problemas com solugoes nao suaves. Isso acontece porque usar

polinomios para aproximar solugdes nao suaves muitas vezes prejudica a estabilidade
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computacional (Alcubierre, 2008). Uma maneira de recuperar essa estabilidade e aumentar
a precisao da solucao é aplicar filtros espectrais. Os filtros espectrais sao caracterizados
por modificar artificialmente os modos espectrais, logo, modificam a precisao da solugao
global.

A vantagem de aplicar filtros é a simplicidade de implementacao com obtencao de
boa precisao e baixo custo computacional. A forma como u(t,r) —uy(¢,7;) decai quando
a truncagem N aumenta indica que o decaimento dos modos espectrais é a principal
fonte de precisdo dos métodos espectrais (Fornberg, 1996). Visando melhorar a precisao
da expansao truncada, aplicamos a filtragem espectral multiplicando os modos espectrais
por uma fungao filtro no final de cada estagio do loop de integracdo numérica (Apéndice
A).

A ideia de modificar os modos espectrais é melhorar a precisao em regides proximas
de pontos de singularidade ou descontinuidade. No nosso caso, a irregularidade na origem
pois o sistema de equacoes tem termos divididos por r e r2. Porém, deseja-se que o
impacto do filtro seja minimo na origem e que nao destrua a taxa de convergéncia do

método. Um filtro que oferece tais caracteristicas é o filtro exponencial de ordem p:

op(n) =e ", (349)

* eeyé

onde @ = —log(eys) é a medida da modificagdo do modo méximo, og(1) = e~
a precisdao da maquina. Nesse sentido, diminuir « significa diminuir a modificagdo dos
modos espectrais mais altos. Este tipo de filtro é tal que grande parte dos modos altos
nao sao atenuados e uma pequena parcela dos modos baixos permanece praticamente
inalterada.

Em particular, considere o chamado filtro 6timo:

['(2p)
['(p)?

soln) =1— /0 (1 — )t (350)
Este filtro é um polindmio interpolador de Birkhoff-Hermite de ordem 2p — 1, sendo
I'(z) a funcdo Gama (Hesthaven; Kirby, 2008). Neste tipo de filtro a grande maioria
dos modos espectrais permanece praticamente inalterada com o aumento de p. Na Fig.
(20) comparamos o comportamento dos filtros 6timo (a) e exponencial (b). Observe a
semelhanca entre eles a medida que p aumenta.

Em particular, neste trabalho aplicamos o filtro:
o’ (V] = (ap)e ™, (351)

com k =1,2,...,p— 1. A norma na Eq. (351) pode ser muito grande dependendo dos
valores de p. Assim, o uso de filtros deve ser o minimo possivel e ndo ha uma regra

geral sobre a melhor maneira de usa-los. Qualitativamente, o filtro exponencial é muito
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Figura 20 - Comparacao entre os filtros 6timo oo e exponencial o para valores
crescentes de p
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Legenda: Filtro étimo oo (a). Filtro exponencial og (b).
Fonte: Hesthaven, 2008, p. 1431.

eficiente para métodos pseudo-espectrais pois nao altera substancialmente os modos altos.
Mais adiante veremos que as melhorias sao notaveis nos pontos onde ha irregularidade
nas fungoes.

Para termos uma ideia do ganho em precisao numérica com a aplicacao de filtros,
observe as figuras a seguir. Para o caso do erro associado ao vinculo Hamiltoniano, Fig.
(21), notamos que a aplicagdo de um filtro relativamente forte, de fator 20, resultou na
melhora consideravel da precisao das curvas de Ly = 2 em todos os calibres implemen-
tados. Porém, para os casos Ly = 5,7,10 a piora na precisao numérica foi expressiva.
Outra observacao interessante é que nos 4 calibres a aplicagao de filtro no caso Ly = 7
teve melhor precisao em relacdo a curva de Ly = 5 sem filtro. No caso do calibre shock
avoiding 2 a melhora foi de até duas ordens de grandeza.

Nos gréficos do erro associado ao vinculo de momento, Fig. (22), o impacto da
aplicagao de filtro foi similar. Destacamos os graficos dos calibres harmonico e shock
avoiding 2 onde o filtro aplicado ao caso Ly = 7 teve melhor precisao numérica que no
caso Lo = 5 sem filtro.

Os gréficos do erro relativo associado a massa ADM, Fig. (23), mostram que, no
caso do calibre 1+ log, para Ly = 2 a aplicacao de filtro nao teve impacto. Ja nos calibres
harmonico e shock avoiding 2 houve uma piora na precisao numérica e no calibre shock
avoiding 1 a precisao melhorou. Nas demais curvas de Ly = 5,7,10 a piora na precisao

foi consideravel.



Figura 21 - Testes numéricos dos erros maximos Lo(HC')nq, associados ao vinculo
Hamiltoniano para diferentes calibres
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Figura 22 - Testes numéricos dos erros maximos Lo(MC')pq: associados ao vinculo de
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Legenda: Slicing harmoénico (a). Slicing 1 + log (b).

momento para diferentes calibres

—&+ Filtra(20)
—= Ly=5 —3 Filtro(20)
4= =7 - Filtre(20)
- L,=10 -G Filtro(20)
50 100 150 200 250
N

- Filtre(20)
—B L=5 -B Altro(20)

= =7  -& Arror20)
- =10 =3+ Filtro(20)
50 100 150 200 250
N

2 (d).

Fonte: A autora, 2024.

10" 1+~
1071
x S . N R A
E 10
|}
= 10
~
-
10 1
—— =2 - Filtro(20)
- =5 == Fiitro(20)
10*[0_ —2 =7 =& Filtro(20)
- ,=10 =G Filtro(20)
50 100 150 200 250

LZ(MC)max

- Filtro (20}
-8 L=5 —& Filtro(20)

10 | A= L=7 =& Filtro(20)
10 - L=10 =& Filtro (20}
50 100 150 200 250

Slicing shock avoiding 1 (c¢). Slicing shock avoiding



113

Figura 23 - Testes numéricos dos erros relativos 0 M /M, associados a massa ADM para

diferentes calibres
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As figuras anteriores essencialmente mostram que aplicar filtros melhora a precisao
numérica e mantém a estabilidade do método Galerkin-Colocacao apenas em alguns casos
em que o parametro de mapa nao é o ideal, por exemplo, para Ly = 2. O filtro age como
um operador dissipativo artificial que attia na equacao diferencial e para ser implementado
nao requer nenhuma condi¢ao de contorno adicional, o que simplifica sua implementacao.
Nesse sentido, usar filtro envolve encontrar um equilibrio entre estabilidade e precisao,
uma vez que valores baixos de p podem manter a estabilidade numérica, mas destruir a
precisao da solugdo (Hesthaven; Kirby, 2008).

Também realizamos outros experimentos numéricos onde encontramos filtros rela-
tivamente fracos (fator 36 ou 64, por exemplo) que destroem tanto a precisao numérica
quanto a estabilidade computacional. Portanto, aplicar filtros exponenciais fortes (fa-
tor 20, por exemplo), ao resolver o sistema BSSN em simetria esférica, melhora os erros
numeéricos e nao altera a estabilidade do cddigo para certos valores de Lg. Além disso,
constatamos que aumentar a truncagem N estreita a regiao onde a irregularidade de certos
termos das equagoes impacta mais na taxa de convergéncia da solugao. Assim conclui-
mos que a melhor estratégia para lidar com os erros numéricos neste caso ¢ aumentar a

truncagem.

3.5.3 Testes numéricos para o calibre g # 0

Para o erro associado ao vinculo Hamiltoniano, observe nos gréficos da Fig. (24)
que a curva de Ly = 10 teve maior decaimento e melhor precisdao, da ordem de 10~ no
calibre shock avoiding 1. No caso do calibre harmonico as curvas de Ly = 7,10 tiveram
melhor precisao, da ordem de 107°. Para os demais calibres, nos casos Ly = 5,7 houve
uma tendéncia de piora da precisao numérica com o a