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RESUMO

SOUSA, Filipe Pessoa. Modelos de Regressao Simbélica Através de Biased Random-Key
Genetic Programming em Aplicagcoes na Fisica. 2023. f. Dissertagao (Mestrado em
Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

Este trabalho se concentra na aplicacdo da meta-heuristica Biased Random-Key
Genetic Programming (BRKGP) no contexto do Problema de Regressao Simbdlica. O
objetivo é aproximar a forma algébrica de uma funcao desconhecida a partir de entradas
e saldas numéricas. O algoritmo BRKGP, baseado em programacao genética, desempe-
nha um papel crucial nesse processo, otimizando a geracao de expressoes simbolicas. O
estudo apresenta resultados preliminares e compara a precisao com diferentes tamanhos
de amostras, derivadas de problemas de fisica. A pesquisa procura explorar a aplica-
¢ao da BRKGP na regressao simbolica, buscando contribuir para a validacao de funcoes
fisicas e promover avancgos. Destaca-se a importancia de aprimoramentos nas técnicas
computacionais, evidenciando desafios como indeterminagoes e niimeros extremos. Re-
sultados notaveis indicam aplicacoes abrangentes em diversos campos. O estudo conclui
ressaltando a eficiéncia da abordagem inovadora e apontando desafios a serem enfrentados
em estudos futuros, incluindo o refinamento de estratégias de tratamento de dados e a
eliminagao de indeterminagoes.

Palavras-chave: Meta-heuristicas. Otimizagao. BRKGP. Regressao Simbdlica.



ABSTRACT

SOUSA, Filipe Pessoa. Symbolic Regression Models Through the Biased Random-Key
Genetic Programming for Physics Applications. 2023. f. Dissertagao (Mestrado em
Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2023.

This work focuses on the application of the meta-heuristic Biased Random-Key
Genetic Programming (BRKGP) in the context of the Symbolic Regression Problem.
The goal is to approximate the algebraic form of an unknown equation based on nume-
rical inputs and outputs. The BRKGP algorithm, based on genetic programming, plays
a crucial role in this process by optimizing the generation of symbolic expressions. The
study presents preliminary results and compares accuracy with different sample sizes de-
rived from physics problems. The research aims to explore the application of BRKGP
in symbolic regression, seeking to contribute to the validation of physical equations and
promote advancements. The importance of improvements in computational techniques is
emphasized, highlighting challenges such as indeterminacies and extreme numbers. No-
table results indicate comprehensive applications in various fields. The study concludes
by emphasizing the efficiency of the innovative approach and pointing out challenges to
be addressed in future studies, including the refinement of data treatment strategies and
the elimination of indeterminacies.

Keywords: Meta-heuristics. Optimization. BRKGP. Symbolic Regression.
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INTRODUCAO

O campo da otimizacao desempenha um papel crucial em intimeras disciplinas
cientificas e aplicagoes praticas, proporcionando uma base sélida para a busca das me-
lhores solu¢oes em uma ampla variedade de problemas. Desde a otimizacao de funcoes
matematicas [9] até a defini¢do de estratégias eficazes em cendrios complexos do mundo
real [10, [I1], a otimizagdo é essencial para melhorar processos, economizar recursos e
tomar decisoes mais informadas.

Devido a natureza NP-Dificil [12] de diversos desses problemas de otimizagao clas-
sicos, como o Problema do Caixeiro Viajante [I3], [14] que consiste em visitar um conjunto
de cidades uma tnica vez e retornar ao ponto de origem com a menor distancia possivel,
a abordagem por heuristicas tem sido historicamente efetiva na resolucao desses proble-
mas em baixo tempo computacional, embora ndo garantam otimalidade [15]. Extensoes
modernas desse e outros problemas classicos continuam sendo estudadas ainda hoje [16],
com foco especial no campo das meta-heuristicas [I7, [I8].

Este trabalho concentra-se na aplicacao da meta-heuristica Biased Random-Key
Genetic Programming (BRKGP) [4] em um contexto especifico: o Problema de Regressao
Simbdlica. O objetivo do problema é determinar com precisao a forma algébrica de uma
funcao desconhecida, apenas com entradas e saidas numéricas correspondentes aquela
funcdo. O Problema de Regressao Simbolica é relevante em diversos contextos, especi-
almente na fisica e em areas afins, onde a analise de dados e a descoberta de funcoes
representativas sao essenciais. Nesse contexto, o algoritmo proposto para resolugao da
regressao simbolica opera utilizando um conjunto inicial de dados para gerar expressoes
simbdlicas, avaliando e selecionando as melhores representagoes simbdlicas do fendmeno
estudado. A meta-heuristica BRKGP, baseada em programacgao genética, desempenha
um papel crucial na otimizagao desse processo, dividindo as solugoes em grupos elite e
nao elite, com base em chaves aleatorias decodificadas.

Como experimentos, buscamos comparar a precisao dos resultados obtidos com
diferentes tamanhos de amostras (10, 20, 40 e 80). Vale destacar que as amostras utilizadas
sao oriundas de problemas de fisica, com o propésito de validar fungdes previamente
documentadas nos livros de Richard Feynman [19, 20, 21], 22]. A contribuigao inovadora,
deste estudo reside no fato de ser o primeiro trabalho conhecido na literatura a explorar a
aplicagao da meta-heuristica baseada em BRKGP para abordar o problema de regressao
simbodlica dentro do meio fisico. Essa abordagem visa aprimorar nossa compreensao e
revelar novos horizontes para a otimizacdo de problemas que incorporam a regressao
simbdélica.

Resultados preliminares desse estudo indicam possibilidades de aplicagoes praticas

abrangentes, abarcando dominios como a fisica, satide e economia, entre outros, incluindo
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a propria area de computagao. A capacidade de otimizar modelos simbélicos em diversas
areas pode levar a avancos significativos na compreensao e solu¢ao de problemas com-
plexos, tornando a pesquisa em BRKGP e Regressao Simbdlica um campo promissor e
multidisciplinar. Resultados parciais também demonstram a importancia de um maior
aprofundamento nas técnicas computacionais do campo, dada a natureza altamente de-
safiadora do problema.

O texto estd estruturado em sete capitulos. O primeiro destina-se a apresentagao
da teoria que abrange o campo da otimizacao até o BRKGP, incluindo a introducao de
conceitos cruciais, como o Paradigma do “Less Is More”, que serao explorados nos resul-
tados. O segundo capitulo explora a regressao simbolica e suas aplicagoes no ambito da
fisica. O terceiro capitulo oferece uma revisao da literatura pertinente, enquanto o quarto
destaca as principais bibliotecas de software investigadas para este estudo. No quinto
capitulo, é detalhada a metodologia proposta para a presente pesquisa, apresentando di-
versas abordagens utilizadas, inclusive por meio de pseudo-cédigos. Os resultados sao

expostos no sexto capitulo.

MOTIVACAO

A historia da descoberta revolucionaria da érbita eliptica de Marte por Johan-
nes Kepler em 1601 é marcada por 40 tentativas frustradas realizadas em quatro anos,
isso utilizando os melhores tabelas de dados do mundo. Isso destaca a importancia de
encontrar expressoes matematicas que correspondam com precisao a conjuntos de da-
dos observacionais [7]. Este processo, conhecido como regressao simbélica na forma de
y = f(x1,x9,...,x,), tem desafios particulares quando aplicado a fendmenos fisicos com-
plexos, nos quais a relagdo entre varidveis pode envolver uma funcao desconhecida ou
incluir ruido.

A utilizacao de ferramentas de regressao simbdlica na andlise de fendmenos fisicos é
motivada por sua capacidade tnica de lidar com conjuntos de dados complexos de maneira
interpretavel. Em um ambiente onde a compreensao das rela¢oes fundamentais é crucial,
o uso da regressao simbélica, essa destaca-se como uma abordagem que nao apenas ajusta
modelos aos dados, mas busca explicitar as expressoes matematicas subjacentes [7, 23], 24].

Os fendémenos fisicos passam por um aumento continuo no tamanho dos conjuntos
de dados, principalmente na area da astronomia e fisica das particulas, onde a coleta de
dados é constante. Isso motivou esforcos para automatizar tarefas de regressao, princi-
palmente em modelagens mais simples, como a regressao linear. No entanto, o problema
geral de regressao simbolica permanece desafiador devido a sua natureza combinatorial,
especialmente quando o espago de busca de expressdes simbélicas é exponencialmente

grande no nimero de variaveis. Além disso, em um ambiente onde grandes conjuntos de
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dados sao comuns, a eficiéncia computacional da regressao simboélica é uma vantagem sig-
nificativa. A geracao de modelos simbdlicos pode simplificar a representacao matematica,
tornando-a mais gerenciavel e facilitando a extragdao de informagoes tteis.

Existe uma dificuldade em lidar com um espaco de busca vasto, o que é comum
em diversos problemas complexos. Para superar essa limitacao, algoritmos genéticos [18]
sao aplicados com sucesso em buscas direcionadas em espacos exponencialmente gran-
des, substituindo abordagens de forca bruta por estratégias inspiradas na biologia, como
mutacao, selecao, heranca e recombinacao. Uma alternativa promissora para abordar pro-
blemas de espago exponencialmente grande é a utilizacdo da programacgao genética [25],
uma técnica que se destaca por sua eficicia na busca de solugdes em espagos de busca
complexos. Ao contrario dos algoritmos genéticos convencionais, a programagao genética
nao se limita a manipular parametros, mas opera diretamente sobre estruturas simbodlicas.

A aplicacao da programacao genética na regressao simbodlica no contexto da fisica
apresenta-se como uma estratégia robusta e flexivel. Ao enfrentar desafios relacionados
a modelagem de fendmenos fisicos complexos, a programagcao genética destaca-se por sua
capacidade tnica de explorar solu¢oes em forma de expressoes simbélicas, aproximando-se

de maneira mais precisa da realidade fisica.

Objetivo
Objetivo Geral

O objetivo geral deste estudo visa validar um algoritmo de otimizacao que com-
bina regressao simbolica com a meta-heuristica BRKGP em aplicagdes dentro do campo
da Fisica. A intencao principal é aprimorar o algoritmo, tornando-o capaz de identificar
fungoes fisicas previamente validadas de forma eficiente e simplificada, contribuindo assim
para a otimizacgao de processos na area. Nesse contexto, busca-se desenvolver uma ferra-
menta robusta e precisa que possa ser utilizada, facilitando a identificacao e validagao de

fungoes fundamentais em diversos cenarios cientificos e aplicados.

Objetivos especificos

e Realizar uma revisao abrangente da literatura, explorando técnicas de otimizacao,
regressao simbolica e meta-heuristicas como BRKGA, com foco na sua aplicagao

especifica ao contexto da Fisica, a fim de embasar o desenvolvimento da pesquisa;

e Desenvolver e aprimorar um algoritmo de regressao simbolica direcionado a identi-
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ficacdo eficiente e simplificada de fungoes fisicas previamente validadas;

o Implementar em C++ o algoritmo de programacgao genética BRKGP, explorando
seu potencial para encontrar solugoes 6timas para fungoes fisicas complexas, sim-

plificando ao méaximo o processo com base na estratégia de “Less Is More”;

o Conduzir experimentos computacionais rigorosos, avaliando o desempenho do mé-
todo proposto em termos de precisao na identificacao de fungoes fisicas, eficiéncia

computacional e eficacia;

o Realizar uma comparacao detalhada dos resultados obtidos com o desempenho de

outras abordagens existentes no campo da otimizagao de fungoes fisicas;

e Analisar minuciosamente os resultados, destacando as conquistas e limitacoes do
método proposto em um contexto académico, fornecendo uma avaliacao critica de

sua utilidade na otimizacao de problemas fisicos;

o Discutir as contribuicoes significativas deste estudo para o avan¢o da pesquisa em
otimizacao de funcgoes fisicas e identificar possiveis areas de pesquisa futura que

possam aprimorar ainda mais o método desenvolvido.

Com a consecucao desses objetivos especificos, espera-se atingir o objetivo geral de
desenvolver um método de otimizacao altamente eficaz e eficiente, que integre a regressao
simbolica e a meta-heuristica BRKGP em aplicagoes no campo da Fisica. O propésito final
é aprimorar substancialmente o algoritmo, permitindo que ele identifique fungoes fisicas
validadas de maneira mais eficiente e simplificada, contribuindo, assim, para a otimizagao
de processos no dominio da Fisica. Nesse contexto, almeja-se criar uma ferramenta robusta
e precisa, simplificando a identificagdo e a validagao de fungdes fundamentais em diversas
situagoes cientificas e aplicadas. Paralelamente, pretende-se avaliar meticulosamente o
desempenho do método proposto por meio de experimentos computacionais rigorosos,
solidificando seu potencial como uma abordagem valiosa para a otimizacao de problemas

fisicos, contribuindo, assim, para o avanco das pesquisas nesse campo.
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1 CONCEITOS TEORICOS

1.1 Otimizacao

A otimizacao tem sido uma disciplina essencial na area da ciéncia da computacao,
sendo voltada para a busca da melhor solu¢do em determinados contextos. Seu principal
objetivo é maximizar ou minimizar uma funcao objetivo, considerando um conjunto de
restrigoes. A otimizacdo possui ampla aplicagdo em diversas areas, como engenharia [26],
logistica [27], economia [28], aprendizado de maquina [29] e inteligéncia artificial [30].
Uma aplicacdo amplamente reconhecida na area de otimizacao consiste em determinar
o caminho mais curto que requer o menor consumo de recursos. Um exemplo classico
desse tipo de problema é o “problema do caixeiro-viajante” [I4]. No contexto desse de-
safio, cada rota entre os pontos tem um custo associado, e o objetivo é percorrer cada
ponto procurando minimizar o consumo total de recursos. Uma abordagem que pode ser

utilizada para verificar o melhor caminho pode ser ilustrado na Figura

Figura 1 - Abordagem para encontrar a melhor solugao.
Adaptado de [1]
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Sao encontradas varias abordagens e técnicas para resolver problemas de otimi-
zagdo. Dentre as mais conhecidas estdo os métodos de programacao linear (PL), pro-
gramagao inteira (PI), programacdo nao-linear (PNL), busca em vizinhanga, algoritmos
genéticos (AG), entre outras meta-heuristicas [31], [32]. Cada método tem suas préprias
particularidades e é adequado para diferentes tipos de problemas. Em especial, meta-
heuristicas se diferem das heuristicas classicas e das técnicas de busca local, notadamente
por sua capacidade de escapar de 6timos locais de baixa qualidade, em busca de um 6timo
global, e também capacidade adaptagao entre diversos problemas [32].

Uma das meta-heuristicas amplamente utilizadas é o algoritmo genético. Inspirado
no processo de evolugao por selecao natural, esse método busca solugoes 6timas por meio
de uma abordagem evolutiva. Ele comeca com uma populacao de solugoes selecionadas,
avaliadas com base na funcao objetivo. Em seguida, ocorrem processos de selecao, cru-
zamento e mutacdo para gerar novas solucoes. Esse ciclo se repete até que uma solugao
satisfatoria seja encontrada ou um critério de parada, seja atingido.

A literatura académica oferece uma vasta quantidade de referéncias sobre otimiza-
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cao 33 134, B1, 35]. A otimizagao é uma area com constantes evolugoes, e é impulsionada,
pela demanda por solu¢oes mais eficientes e precisas. Atualmente, com o desenvolvimento
das tecnologias computacionais, novos métodos e abordagens sao elaboradoras, como oti-
mizacao baseada em aprendizado de maquina e algoritmos de otimizagao estocastica [29].
Essas pesquisas procuram aprimorar a capacidade de obter resultados diante de problemas
complexos e encontrar solugoes cada vez melhores.

Em suma, o processo de otimizagao é essencial na minimizacao de fatores como
tempo, custo e risco, ou na maximizacao de variaveis como lucro, qualidade e eficiéncia
[M]. A otimizagdo também desempenha um papel crucial na ciéncia da computacao,
fornecendo ferramentas e técnicas para resolver problemas desafiadores. Seja no campo
académico ou na industria, a aplicacdo da otimizacao possibilita aprimorar a eficiéncia,
a qualidade e a tomada de decisdes em diversos dominios. E uma &rea em constante
progresso, que continua a impulsionar avancos significativos na computacao e em outras

4reas de conhecimento.

1.2 Heuristicas

Os algoritmos heuristicos, também conhecidos como heuristicas de otimizagao,
sao métodos que buscam encontrar solugoes aproximadas para problemas de otimizacao.
Essas abordagens surgem como uma resposta a limitacao de resolver de forma eficiente
diversos problemas de otimizacao que se enquadram na classe NP-dificil. Existem diferen-
tes classes de métodos heuristicos, essas classes se dividem em trés categorias principais,
as heuristicas construtivas, as de busca local e as meta-heuristicas. [36]

O cerne da heuristica reside na sua capacidade de explorar espacos de busca comple-
x0s, como aqueles frequentemente encontrados em problemas de otimizacao combinatoéria,
de forma eficiente e eficaz. As heuristicas operam sob a premissa de que é possivel encon-
trar solugoes aceitaveis em tempo razoavel, embora nao seja garantido que essas solugoes
sejam as Otimas. Assim, essas abordagens buscam compromissos entre a qualidade da
solucao e a utilizagao de recursos computacionais, tornando-as particularmente valiosas
em cenarios praticos.

A eficacia das heuristicas é frequentemente avaliada em termos de qualidade da
solucao encontrada, tempo de execugao e consumo de recursos computacionais. Experi-
mentos computacionais rigorosos sao conduzidos para validar o desempenho dessas abor-
dagens.

Seu estudo e aplicagao constituem um campo de pesquisa fundamental que continua
a evoluir, contribuindo para uma variedade de aplica¢oes praticas em diversas discipli-
nas académicas e setores industriais. A evolugao das heuristicas para as meta-heuristicas

marcou um avanco significativo na resolucao de problemas de otimizagao complexos. En-
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quanto as heuristicas eram aplicaveis apenas a problemas especificos, as meta-heuristicas
introduziram uma abordagem mais flexivel e eficaz, permitindo o equilibrio dindmico
entre diversificacao e intensificacdo na busca por solugoes de alta qualidade. Esse refina-
mento na estratégia de busca permitiu lidar com mais facilidade a problemas complexos

e NP-dificeis de forma mais eficiente [37].

1.3 Meta-heuristica

Os estudos acerca das Meta-heuristicas ganhou intensidade na década de 1980, no
sentido de proporcionar uma estrutura tedrica e com cardter mais geral, gerando mais
flexibilidade no modelo. Esses algoritmos de otimizagao, que buscam encontrar solugoes
aproximadas para problemas de alta complexidade computacional, sdo frequentemente
utilizados em problemas de grande escala e que apresentam multiplos étimos locais, sendo
aplicaveis em diversas areas do conhecimento, como engenharia, financas, ciéncias da
computagao, entre outras [32)].

As meta-heuristicas sdo baseadas em heuristicas, sdo estratégias para solucionar
problemas de maneira eficiente e que nao garantem a obtenc¢ao da solu¢ao 6tima, embora
consigam escapar de 6timos locais de baixa qualidade. Dessa forma, as meta-heuristicas
utilizam essas heuristicas como base para realizar buscas sistematicas em espacgos de
solugao complexos, visando encontrar solugoes que atendam a determinados critérios de
otimizacao. Podemos, classificar as meta-heuristicas em dois tipos, as de trajetoria e a
busca populacional [32].

As meta-heuristicas de trajetoria tipicamente fazem um processo de busca local,
visando a exploragao do espago de solugoes e realizado mediante movimentos (operagoes
sobre vizinhangas), os quais sdo aplicados a cada passo sobre a solugao corrente, resul-
tando em outra solugao promissora em sua vizinhanca. Ja as principais meta-heuristicas
utilizadas atualmente estao o algoritmo genético [38] B9], o simulated annealing [40], 41],
o particle swarm optimization [42, 43], o ant colony optimization [44], o tabu search
[45], entre outros [46]. Na figura [2| estao ilustradas alguns métodos classificados como
Meta-heuristicas. Cada uma dessas meta-heuristicas apresenta vantagens e limitacoes
especificas, sendo escolhida conforme as caracteristicas do problema a ser resolvido.

O funcionamento das meta-heuristicas pode ser descrito como um processo ite-
rativo, em que a cada iteracdo uma nova solucdo é gerada e avaliada de acordo com
uma fungao objetivo previamente definida. Com base na avaliacao da solugdo, a meta-
heuristica decide se mantém ou descarta a solucao, ou ainda se realiza alguma operacao
de mutagao, ou recombinagao com outras solugoes ji avaliadas [47].

O objetivo final das meta-heuristicas é encontrar uma solugao que otimize a fungao

objetivo de forma satisfatoria, mesmo que essa solugao nao seja necessariamente a solucao



Figura 2 - Abordagens Meta-heuristicas. Adaptado de [2]
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6tima do problema. Por isso, as meta-heuristicas sao consideradas solugoes aproximadas
e podem ser utilizadas em situacoes em que a obtencao da solucao 6tima é inviavel ou
demanda um tempo computacional muito elevado.

Em resumo, as meta-heuristicas sao algoritmos de otimizagao que utilizam estra-
tégias heuristicas para buscar solugoes aproximadas em espagos de solugdo complexos.
Esses algoritmos sao aplicaveis em diversas areas do conhecimento e apresentam um fun-
cionamento iterativo, em que a cada iteragdo uma nova solucao ¢ gerada e avaliada de
acordo com uma func¢ao objetivo previamente definida. O objetivo final é encontrar uma
solugao que otimize a funcao objetivo de forma satisfatoria, mesmo que nao seja a solugao

6tima do problema [32].

1.4 Algoritmo Genético

Os algoritmos genéticos (AGs) sao uma técnica de otimizagao inspirada no processo
de evolugao biologica. Eles tém sido amplamente utilizados em problemas complexos, nos
quais € dificil encontrar solu¢oes 6timas utilizando métodos tradicionais. O principio fun-
damental dos AGs é simular a evoluc¢ao natural, aplicando operadores genéticos (selegao,
cruzamento/ crossover e mutacao) em uma populacao de solugoes candidatas. Essas solu-
¢oOes sao representadas por individuos, que possuem um conjunto de genes que codificam
uma possivel solugao para o problema [32].

Os Algoritmos Genéticos (AGs) oferecem diversas vantagens na resolugao de pro-

blemas de otimizagdo complexos. Eles sao capazes de explorar amplamente o espago de
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busca, lidando com alta dimensionalidade e nao linearidade. Os AGs permitem a avali-
acao independente de conjuntos de parametros, aproveitando o paralelismo implicito nas
cadeias de bits de tamanho varidavel. Além disso, sdo numericamente robustos, conver-
gindo em situagoes em que outras estratégias falham. Sua aplicacdo abrange dreas como
planejamento de rotas, design de sistemas e otimizagdo de parametros [48].

Na Figura [3, é apresentado o funcionamento do algoritmo genético, delineando
0 processo passo a passo até atingir o critério de parada. Em cada iteragao, conhecida
como geracao, os melhores individuos sao escolhidos com base em uma funcao de aptidao
(fitness). Operadores genéticos, como cruzamento e mutacdo, sdo entdo aplicados aos
individuos selecionados, com o objetivo de gerar novos descendentes a partir do material
genético de seus progenitores. A probabilidade de realizar cada operacao (Pm — proba-
bilidade de mutagao e Pc — probabilidade de cruzamento) influencia a aplicacdo desses

operadores durante o processo evolutivo.

Figura 3 - Funcionamento de um Algoritmos Genético padrao. Retirado de [3]
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Diversos estudos tém sido realizados para aprimorar os AGs e adapta-los a dife-
rentes cenarios. Por exemplo, a utilizagdo de estratégias de selecao sofisticadas, como a
selecao por torneio ou a selegao por roleta, pode aumentar a eficiéncia do algoritmo [49].
Além disso, o uso de técnicas de elitismo, que preservam as melhores solugoes encontradas
ao longo das geragoes, pode acelerar a convergéncia para a solugao étima [50].

Existem também variantes dos AGs, como os Algoritmos Genéticos Baseados em
Regras (AGBR), que utilizam regras de producao para representar as solugoes [51]. Essa
abordagem ¢ particularmente 1til em problemas nos quais as solu¢des podem ser descritas
por um conjunto de regras condicionais.

O aperfeigoamento dos algoritmos genéticos para 0 RKGA (Random Key Genetic

Algorithm) representa um avango importante na otimizacao [52]. O RKGA utiliza uma
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representacao de chave aleatoria, permitindo maior flexibilidade e eficiéncia computaci-
onal através de um processo de decodificagdo, enquanto abstrai os demais componentes

complexos de um algoritmo genético classico.

1.5 Random-Key Genetic Algorithms

Os algoritmos genéticos baseados em chaves aleatérias (RKGA, do inglés “Random-
Key Genetic Algorithms”) sao uma abordagem eficaz para resolver problemas de otimi-
zacao combinatoria. Esses algoritmos utilizam uma representagao cromossomica baseada
em chaves aleatorias, em que cada chave é mapeada para uma solucdo do problema em
questao [52]. Uma das principais caracteristicas do RKGA é a utilizagdo de operadores
genéticos previamente definidos, como crossover e mutacao, para explorar e combinar as
solugbes (representadas como chaves aleatérias). Esses operadores permitem a criagao de
novas solugoes a partir das solugoes existentes, promovendo a diversidade e a busca por
solugoes 6timas. O RKGA também emprega uma estratégia de selecao por elitismo, que
determina quais solugoes serao mantidas e reproduzidas para a proxima geracao. Para

garantir diversidade, é gerada uma populacao de mutantes aleatorios a cada geracao.

1.6 Biased Random-Key Genetic Algorithms

Os algoritmos genéticos baseados em chaves aleatérias enviesadas (BRKGA, do
inglés “Biased Random-Key Genetic Algorithms”) sdo uma variante dos algoritmos gené-
ticos que se destacam pela sua capacidade de convergéncia mais rapida, comparado ao
RKGA. Assim como o RKGA, o BRKGA utiliza uma representacao cromossémica base-
ada em chaves aleatérias, mapeadas para uma solugao viavel do problema em questao por
meio de um processo de decodificagdo. A escolha de genes no cruzamento do BRKGA
tende a favorecer os pais de elite, caracterizando assim o enviesamento de chaves que da
o seu nome. O diagrama geral do algoritmo do BRKGA é apresentado na Figura [4]

A construcao de solugoes iniciais no BRKGA é feita por meio de geragao aleatoria
de valores reais entre 0 e 1, restando ao usuario decidir a quantidade de chaves aleatorias,
bem como o processo de decodificacdo que mapeia um vetor de chaves em uma solugao
para seu problema. Além disso, o BRKGA utiliza uma estratégia de elitismo, preservando
as melhores solugoes encontradas ao longo das geragoes. Essas solugoes de elite sao
combinadas com outras solugoes por meio dos operadores genéticos, como crossover e
mutacao, a fim de explorar o espaco de busca de maneira mais eficiente. O Algoritmo
detalha o BRKGA.

Os BRKGASs tém sido aplicados em uma variedade de problemas complexos, como
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Algoritmo 1 - BRKGA. Adaptado de [§]

procedure BRKGA(|P|, |Pel|, |Pm|, n, p)
Initialize the value of the best found solution: f* < oo
Generate the population P with vectors of n random keys
while stopping criterion is not satisfied do
Decode and evaluate the cost of each new solution in P
Partition P into two sets: Pe and Pe°
Initialize the population of the next generation: P < Pe
Generate the set of mutants Pm, each mutant with n random keys
Add Pm to the population of the next generation: P™ < Pt U Pm
for i from 1 to |P| — |Pe| — |Pm| do
Choose parent a randomly from Pe
Choose parent b randomly from Pe°
for each j from 1 to n do
Toss a biased coin with probability p > 0.5 of landing heads
if coin toss results in heads then
c[j] += alj]
else
c[j] += blj]
end if
end for
Add the child ¢ to the population of the next generation: Pt «+ P* U {c}
end for
Update the population: P <+ Pt
Find the best solution x* in P: x* < argmin{f(x)|x € P}
if f(x7) < f* then
XXt
e fXT)
end if
end while
return \*
end procedure
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Figura 4 - Processo de transicao entre geragoes consecutivas.
Adaptado de [4]
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o problema do caixeiro viajante [53], o problema de programacao de horarios[52] e o pro-
blema de roteamento de veiculos[54]. Eles tém se mostrado eficazes na busca de solugoes
de alta qualidade e tém sido amplamente utilizados em diferentes areas de pesquisa e

aplicacao.

1.7 Programacao Genética

A Programacao Genética (PG) emerge como uma abordagem inovadora dentro do
vasto campo dos Algoritmos Evolucionarios, inspirada no principio darwiniano da evo-
lugdo e na genética. Assim como a evolucao natural molda espécies para sobreviver em
ambientes dindmicos, os Algoritmos Evolucionarios, incluindo a Programagcao Genética,
visam otimizar o desempenho de solugoes em potencial para resolver problemas especifi-
cos [55].

Os principais Algoritmos Evolucionarios, tais como Algoritmos Genéticos, Pro-
gramacao Genética, Estratégias Evolutivas e Programacao Evolutiva, operam seguindo o
principio da evolugdo. Dentre esses, a Programacao Genética se destaca para problemas
que envolvem expressoes algébricas, permitindo que computadores resolvam problemas
sem necessidade de programagao explicita [25]. Esta abordagem parte de declaragoes de
alto nivel sobre o que precisa ser feito, gerando automaticamente programas de computa-
dor para solucionar problemas, caracterizando-se como “programagcao automatica” [56].

A Programagao Genética tem sido amplamente adotada em diversas areas de pes-
quisa, demonstrando utilidade em cenarios especificos, como, por exemplo, na area de

reparacao de bugs [57], para resolver problemas de classificacao [58] ou na area de regres-
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sao simbolica fazendo uso de programagcao genética [59].

Diferentemente da programagao convencional, que utiliza linhas de codigo, a Pro-
gramagao Genética adota representacoes baseadas em arvores sintaticas. Essas arvores
sintaticas, compostas por terminais (varidveis e constantes) e fungoes (nés internos), per-
mitem a aplicacao eficiente do operador de cruzamento em gendtipos de tamanhos varia-
veis [25]. Uma arvore sintética tipica é exemplificada na Figura , representando a funcao
y=In(xq) * (5+ x5)

Figura 5 - Exemplo de Programacgio Genética. Adaptado de [4]

y = In(xz,) 5 + z,)

A variabilidade nas solugoes é crucial para a eficacia da Programacao Genética,
sendo a inicializagao aleatéria das arvores um ponto-chave. Métodos como full (onde
todas as folhas da arvore sdo expandidas até uma profundidade méaxima pré-definida)
e grow (onde as folhas da arvore sdo expandidas aleatoriamente até uma profundidade
méxima pré-definida) sdo comuns, cada um com suas préprias caracteristicas. O método
ramped half and half introduz uma combinacao dessas abordagens, utilizando metade da
populagdo com o método full e a outra metade com o método grow. Essa estratégia visa
garantir uma gama mais ampla de tamanhos e formas para as drvores na populagao inicial,
combinando a uniformidade do método full com a diversidade de tamanhos do método
grow. [60].

A selecao de individuos na Programagao Genética é realizada probabilisticamente
com base na aptidao, usando frequentemente o método de torneio. Esse método nao ape-
nas beneficia os mais aptos, mas também mantém a diversidade do conjunto de solugoes,
preservando a busca por solugoes inovadoras [60].

A Programagao Genética da énfase ao operador de cruzamento, sendo o subtree
crossover, Figura [6] o mais utilizado. Este método escolhe aleatoriamente um ponto de
cruzamento em dois pais, combinando suas subtrees para criar descendentes. O subtree
mutation, Figura [7] é comum para introduzir varia¢do, substituindo uma subtrees por
outra gerada aleatoriamente[60].

A Programacao Genética destaca-se como uma ferramenta versatil em ambientes
onde outras abordagens podem falhar. Sua habilidade em descobrir solugdes simbdlicas
para problemas complexos, aliada a sua capacidade de manipular estruturas de codigo de

forma eficaz, a torna uma escolha valiosa para uma variedade de aplicacoes académicas
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Figura 6 - Exemplo de subtree crossover. Adaptado
de [4]

Progenitor 1 Progenitor 2

/O\
l R

e praticas. Ao proporcionar flexibilidade, variedade e uma abordagem evolutiva para a
resolucao de problemas, a Programagao Genética permanece como uma area empolgante

e em constante evolugdo na computacao evolutiva.

Figura 7 - Exemplo de subtree mutation. Adaptado
de [

Progenitor Descedente
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Sub-Arvore gerada aleatoriamente

A Figura |8 representa os passos adotados na técnica. Na notacao utilizada, M
representa o tamanho da populagao, i é o niimero de individuos na populacao, e Pr e Pc
denotam as probabilidades das operacoes de reproducao e cruzamento, respectivamente.

Essas probabilidades serao explicadas em detalhes mais adiante.



Figura 8 - Fluxograma da PG. Retirado de [5]
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1.8 Biased Random-Key Genetic Programming

A representacao dos programas em BRKGP sao baseadas em chaves aleatérias res-
tritas (BRKGP, do inglés “Biased Random-Key Genetic Programming”) é feita por meio
de cromossomos lineares, onde a cabega (head), veja o algoritmo , codifica a estrutura do
programa; a cauda (tail), veja o algoritmo os valores das constantes; e as fungoes de
decodificagao transformam esses cromossomos em expressoes de programa. A decodifica-
¢ao envolve a identificacao de fungoes, variaveis e constantes, culminando na formagcao da
arvore de sintaxe do programa [4].A representacao de programas no BRKGP utiliza uma
abordagem de expressao linear, conhecida como Program-Expression (PE), que codifica
uma 4rvore de sintaxe em uma sequéncia de elementos, Figura [9] Essa representacao ofe-
rece flexibilidade e eficiéncia na manipulacao e evolucao de programas. Ainda assim, mais
a frente iremos explicar as diferengas da nossa BRKGP proposta (baseada em pilhas), em

contraste a decodificacao de BRKGP proposta na literatura.

Figura 9 - Estrutura cromossémica usada para codificar uma
Program-Fxpression com um vetor de chaves
aleatérias h + t + k. Adaptado de [4]

Primeira parte do cromossomo que codifica Segunda parte do cromossomo,
uma Program-Expression codificando os valores das constantes k
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cabeca cauda constantes

O BRKGP ¢é uma abordagem inovadora baseada em quatro componentes princi-
pais: algoritmo genético com chaves aleatérias viés (BRKGA), cromossomos, procedi-
mento de decodificagdo e funcao de aptidao. A escolha enviesada de pais para acasa-
lamento diferencia o BRKGP de algoritmos genéticos tradicionais. A evolugdo ocorre
no espago continuo de hiperespaco, explorando solugoes por meio do decodificador[4],
Figura |10}

O BRKGP emerge como uma técnica promissora na evolugao de programas com-
putacionais, oferecendo abordagens inovadoras na escolha de pais para acasalamento e na
representacao eficiente de programas. Sua aplicabilidade em problemas complexos, como
regressao simbolica, destaca-se, proporcionando descobertas automaticas de relacoes em
conjuntos de dados [4].

A estrutura do BRKGP, com uma secao dedicada a representacao de programas e
outra as constantes, proporciona uma maior modularidade e adaptabilidade. Isso permite

que o algoritmo lide eficientemente com diferentes tipos de problemas, desde regressao
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Figura 10 - Arquitetura do BRKGP. Adaptado de [4]
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Algoritmo 2 - DecodeHead. Adaptado de [4]

N =

10:

: for r =1 to h do
idz < dc[r] x (nF' +nV 4+ nK) > onde [z] é o menor inteiro maior ou igual a z. >
Decodificando ¢[r| — PE|r]
if (ide < nF) then
PE[r] < vFidx]
else if (nF' < ide <nF +nV) then
PE[r] < vVl]idx — nF|
else if (nF'+nV <ide <nF +nV +nkK) then
PE|r] < vK[idxe —nF —nV]

Aptiddo computacional

> vai ser uma funcgao
> vai ser uma variavel

> val ser uma constante
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simbolica até a descoberta de regras em conjuntos de dados complexos. O BRKGP repre-
senta um avanco significativo na pesquisa em algoritmos evolutivos, e tem demonstrado
versatilidade e eficicia em uma variedade de contextos. Suas contribui¢bes para a re-

solugao de problemas complexos e a descoberta automatica de solugoes consolidam seu

papel.
Algoritmo 3 - DecodeTail. Adaptado de []

1: forr=h+1toh+tdo

2: idz < dc[r] x (nV +nK) > onde [z] é 0 menor inteiro maior ou igual a . >
Decodificando ¢[r| — PE|[r]

3 if (idx < nV) then > vai ser uma varidvel

4: PEIr] < vV]idx]

5: else if (nV <idr <nV 4+ nK) then > val ser uma constante

6: PE[r] <~ vKlidz —nV]

7: end if

8: end for

1.9 Paradigma de Less Is More

O paradigma do “Less Is More” tem se destacado como uma abordagem inovadora
e eficaz na resolucao de problemas complexos, especialmente na area de otimizagao. Essa
filosofia, embasada na ideia de encontrar a quantidade minima de elementos necessarios
para alcancar a eficiéncia desejada, tem sido aplicada com sucesso em diversas disciplinas,
incluindo a pesquisa operacional, onde a otimizagao de processos é crucial.

No contexto da otimizacao, a abordagem “Less Is More” visa simplificar os métodos
e algoritmos, reduzindo a complexidade sem comprometer a eficacia. Isso esta em contra-
posicao a tendéncia historica de buscar solugoes mais elaboradas e intricadas. A teoria
por tras desse paradigma sustenta que, ao minimizar o nimero de elementos envolvidos,
é possivel obter resultados mais eficientes e, muitas vezes, mais eficazes.

Um exemplo notavel dessa abordagem ¢ evidenciado no artigo de Mladenovic et
al. (2016) [61], onde o paradigma “Less Is More” é aplicado com sucesso para resolver o
problema obnoxious p-median (OpMP). O estudo propoe uma heuristica bésica de busca
em vizinhangas variaveis, utilizando apenas uma estrutura de vizinhanca de intercambio.
Além disso, é introduzida uma estratégia de busca local simples, denominada “facility
best improvement”, que se revela mais eficiente do que estratégias convencionais.

Outro exemplo do paradigma “Less Is More” emerge como uma abordagem crucial
na tomada de decisdes sob incerteza. A distin¢ao entre risco e incerteza, destacada por
Frank Knight [62], ressalta a complexidade inerente a esse cendrio, onde a simplificagdo

deliberada e o emprego de heuristicas rapidas revelam-se estratégias robustas. Ao lidar
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com a incerteza, a eficicia na tomada de decisdes muitas vezes reside na capacidade de
ignorar informagoes irrelevantes, adotando uma abordagem mais focada nos elementos
essenciais. Nesse contexto, o “Less Is More” nao apenas oferece efetividade deciséria, mas
também otimiza a alocacao de recursos, conferindo uma perspectiva valiosa para gestores
enfrentando a complexidade empresarial.

A relevancia desse paradigma vai além da mera simplificagao algoritmica. Propoe
que a eficacia estd intrinsecamente ligada a simplicidade, a identificacdo do essencial e a
eliminagao do supérfluo.

Além disso, a aplicacao desse paradigma tem o por objetivo a busca por explicagoes
mais claras sobre por que uma heuristica funciona bem. Ao minimizar o nimero de
ingredientes na busca, facilita-se a compreensdo das razoes subjacentes ao sucesso do
método.

Neste trabalho, exploramos o conceito de “Less Is More” na expectativa de sim-
plificar estratégias demasiadamente complexas, propostas na literatura, para o problema
de regressao simboélica. Também aplicamos esse conceito ao simplificar o BRKGP da
literatura mediante uma estrutura de decodificacdo por pilhas, o que elimina a necessi-
dade de representar o programa (ou fun¢do) gerado como uma arvore sintatica, avaliando
diretamente cada operagao enquanto aparece no vetor de chaves aleatorias. Finalmente,
também efetuamos uma Decodificagao Ativa, no intuito de evitar geracdo de operagoes
invidveis (como tentar aplicar uma soma quando somente um operando estd disponivel na,
pilha, ao invés de dois), aumentando drasticamente o espaco de solugoes vidveis visitadas
durante a execugao do algoritmo BRKGP proposto (inspirado na “decodificacao real de

DNA” [63], mesmo quando falhas existem no processo).
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2 REGRESSAO SIMBOLICA E APLICACOES NA FiSICA

A regressao simbodlica é uma técnica de aprendizado de maquina que tem sido
usada para descobrir modelos matematicos simbdlicos que apresentam a relacao entre um
conjunto de variaveis de entrada e uma variavel de saida. A regressao simbodlica é um
método que parte de um grupo de pontos, onde cada ponto estd relacionado a um valor,
sendo p = (o, x1,%2,...,2,) € R" enquanto o valor que estd relacionando y € R.
Essa é uma técnica que resulta em uma fungao implicita f : R” — R, onde f(p) =y, o
algoritmo procura definir uma fungdo onde o erro seja o menor possivel [6].

A metodologia de regressao simbdlica inicia com a elaboracao de um conjunto de
dados de treinamento contendo valores conhecidos das variaveis de entrada e de saida.
Logo apds, um algoritmo de regressao simbélica é aplicado aos dados de treinamento para
encontrar o melhor modelo simbdlico que se ajuste aos dados. O algoritmo busca uma
funcao com erro minimo entre a previsao do modelo e os valores de saida reais.

Esta técnica pode ser utilizada para fins de experimentos cientificos, previsoes e
estatisticas, seu horizonte de solugoes é vasto, o que acaba causando uma inviabilidade
de resolucdao do problema de forma analitica. Devido a isto, problemas de regressao
simbolica tendem a usar com mais frequéncia a Programacao Genética (PG) [64]. A PG
gera populacoes de expressoes simbolicas aleatérias e as avalia em relagdo ao conjunto
de treinamento. As expressoes mais bem ajustadas sdo selecionadas para cruzamento e
mutacao, gerando uma nova populagdao. Esse processo é continuado até que uma solucao
adequada seja encontrada.

Uma vez que um modelo simbélico tenha sido encontrado, ele pode ser usado para
prever a saida correspondente a novos valores de entrada. A regressao simbodlica tem
sido amplamente utilizada em diversas areas, como financas, engenharia e medicina, para

modelagem de sistemas complexos e tomada de decisoes.

2.1 Aplicagoes na Fisica

A regressao simbodlica, uma técnica de aprendizado de maquina, tem se destacado
como uma ferramenta poderosa na descoberta de relagdes analiticas em dados fisicos. Na
elaboracgao do trabalho foi explorado diversas abordagens recentes que aplicam a regressao
simbdlica em contextos fisicos, destacando a relevancia e eficacia desses métodos.

No estudo intitulado “Al Feynman: A physics-inspired method for symbolic re-
gression”, Udrescu e Tegmark[7] propoem um algoritmo recursivo multidimensional de
regressao simbodlica que combina técnicas de redes neurais com inspiragoes da fisica. Ao

aplicar este método a 100 fungoes das “Feynman Lectures on Physics” [19, 20, 211, 22], os
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autores conseguem superar softwares previamente disponiveis como o Eureqa, alcangando
uma taxa de sucesso de 90% em um conjunto de teste mais desafiador.

Outro trabalho, “Multi-objective Symbolic Regression for Physics-aware Dynamic
Modeling”, de Kubalik et al. [23], destaca a importancia de incorporar propriedades fisicas
desejadas no processo de aprendizado de modelos dindmicos. O método proposto otimiza
modelos levando em consideragao tanto o erro de treinamento quanto a conformidade com
propriedades fisicas especificas. Experimentos com sistemas reais, como robos moéveis e
sistemas de manipulagao magnética, mostram que o algoritmo gera modelos precisos e
justificados fisicamente.

Em “Feature engineering and symbolic regression methods for detecting hidden phy-
sics from sparse sensor observation data”, Vaddireddy et al. [24] apresentam uma abor-
dagem modular para extrair fisica oculta de observacoes discretas e esparsas. Utilizando
programagao genética e regressao sequencial, os autores conseguem descobrir modelos
para fenomenos fluidodinamicos, ilustrando o potencial dessas técnicas em problemas
complexos.

O trabalho de Tenachi et al. [65], “Deep symbolic regression for physics guided by
units constraints”, introduz o framework ®-SO, que utiliza aprendizado profundo para des-
cobrir expressoes simbdlicas consistentes com unidades fisicas. Essa abordagem mostra-se
eficaz na eliminagdo de solugoes fisicamente impossiveis, proporcionando uma melhoria
significativa no desempenho.

Por fim, “A computational framework for physics-informed symbolic regression with
straightforward integration of domain knowledge”, de Keren et al. [66], apresenta o Sci-
MED, um framework que combina sabedoria disciplinar com métodos de regressao simbé-
lica. Experimentos com dados de um sistema de esfera em queda demonstram a robustez
do SciMED na descoberta de expressoes simbodlicas significativas, destacando seu desem-
penho superior em relagdo a pacotes de software concorrentes.

Esses estudos evidenciam que a regressao simboélica nao apenas se destaca na des-
coberta de relagoes fisicas complexas, mas também oferece percepgoes interpretaveis, fun-
damentais para a compreensao aprofundada de fendmenos fisicos variados. Essas aborda-
gens mostram-se promissoras para aplicagoes mais amplas na modelagem e compreensao

de sistemas fisicos complexos.
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3 REVISAO LITERATURA

3.1 BRKGP com Pilhas

Uma versao preliminar do BRKGP com pilhas implementado em C foi publicado
em “Programagao Genética com Chaves Aleatérias Viciadas em Notagao Pos-Fixada para
o Problema de Regressao Simbdlica” [6] apresentando uma metodologia eficiente para
lidar com o desafiador problema da regressao simbélica. A técnica empregada neste estudo
integra conceitos da Programacao Genética e do BRKGA, a combinagao desses resulta em
uma aplicacao que é uma extensao o BRKGP, adaptando-os para uma representagao em
notagao poés-fixada, proporcionando uma abordagem singular na resolucao deste tipo de
problema. Apresentamos melhorias recentes em cima da proposta anterior, para abordar
mais funcoes, e também preparar o programa para a linguagem C++ com dependéncias
externas complexas para lidar com simplificacdo de expressoes simbolicas.

A representacao da solugao é estruturada mediante trés vetores essenciais: a pilha,
a ordem dos numerais e a ordem das operacoes. A utilizagdo da pilha como estrutura
central demonstra a inovagao da metodologia, pois permite a manipulagao eficiente das
expressoes matematicas, seguindo a légica de operacoes binarias e unarias. A pilha, com
valores no dominio de -1 a 2, destaca-se por indicar a natureza e o tipo das operagoes a se-
rem realizadas, garantindo a coeréncia 16gica da expressdo, Figura [11], onde -1 representa,
uma operacao binaria entre duas variaveis ou constantes, 0 representa uma operagao una-
ria que envolve apenas uma constante ou variavel, 1 representa uma variavel ou constante,

e 2 representa um espaco vazio que nao tem interferéncia na expressao.

Figura 11 - Exemplo de Pilha.
Retirada [6]

HOEIONENE

A ordem dos numerais e a ordem das operagoes surgem como complementos cru-
ciais na construcao da solugdo. A primeira mapeia os indices das variaveis e constantes,
enquanto a segunda determina a ordem e a natureza das operacoes realizadas pela pi-
lha. Esses vetores proporcionam uma representacao mais abstrata e independente da
expressao, o que facilita a manipulagdo genética.

A eficicia da abordagem é evidenciada pelo uso de técnicas de Programagao Gené-
tica, uma extensao dos algoritmos genéticos que estd fundamentada na teoria da evolugao
por selecao natural de Darwin. O processo evolutivo envolve a criacao e avaliagdo de

individuos, cruzamento de caracteristicas e mutacoes. A preferéncia por individuos mais
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aptos, a utilizacao de cruzamentos com elites e a introdugao de novos individuos aleatérios
contribuem para uma exploracao mais abrangente do espago de solugoes, Figura (12, na
primeira pilha, temos um exemplo da ordem dos numerais, onde a pilha realiza um ma-
peamento das varidveis e das constantes. Os valores da primeira pilha, que representam
operacoes binarias ou a representacao de variaveis, ou constantes, sao transferidos para a
préxima pilha, que realizard o mapeamento subsequente. Nela, observamos que o dominio
dos indices é positivo, com 0 representando a primeira variavel e a quantidade de variaveis
subtraida por 1 representando a ultima. Por outro lado, as constantes sao representadas
pelo indice -1. Em resumo, se tivermos 3 variaveis, teremos trés valores de indice na
pilha que mapeia as variaveis e constantes, variando de 0 a 2, enquanto as constantes sao
representadas pelo indice -1. Na segunda pilha onde é mapeado as operagoes os valores de
-1 e 0 sao colocados em outra pilha que ordena as operacoes, temos aqui -1 representando

uma operagao bindria e ) uma operagao unéria.

Figura 12 - Exemplo de Mapeamento dos numerais e das operagoes. Retirada [6]
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Em suma, a metodologia se destaca pela sua capacidade de lidar com expressoes
simbdlicas complexas e pela énfase na simplicidade da representacao, evitando a com-
plexidade associada a estruturas baseadas em arvores. A abordagem também oferece
flexibilidade por meio de parametros ajustaveis, permitindo adaptacoes a diferentes cena-

rios praticos.

3.2 EMA - EMpirical Analysis of algorithms

A analise empirica de algoritmos desempenha um papel crucial na avaliacao pratica
do desempenho desses algoritmos, que complementam as limitacoes dos métodos anali-
ticos. No dmbito dessa pesquisa, a ferramenta EMpirical Analysis of algorithms (EMA)
[67] se destaca como uma abordagem inovadora, oferecendo uma estimativa robusta da
complexidade assintotica de algoritmos em diversos ambientes e linguagens de programa-

¢ao.
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A metodologia do EMA se baseia em uma analise empirica profunda, permitindo
a geracao de funcgoes de complexidade que descrevem de maneira precisa e automatica o
comportamento de algoritmos em diferentes cenarios. Destacam-se os seguintes aspectos

da metodologia

1. O EMA realiza multiplas execugoes de um mesmo algoritmo para diferentes tama-
nhos de entrada, cobrindo uma ampla gama de casos. Esse enfoque abrangente

permite a captura de padroes de desempenho em diferentes escalas;

2. Durante as execugoes, o EMA monitora o consumo de recursos, incluindo tempo de
CPU e uso de memoria. Essa abordagem detalhada proporciona uma compreensao

abrangente do comportamento do algoritmo em termos de eficiéncia computacional;

3. O EMA utiliza técnicas avangadas de regressao nao-linear para ajustar modelos
matematicos as observagoes empiricas. Essa abordagem estatistica contribui para a

identificacdo precisa dos parametros das fungoes de complexidade;

4. Uma caracteristica distintiva do EMA ¢é sua capacidade de gerar automaticamente
fungoes candidatas para descrever a complexidade do algoritmo. A selecao da fungao

final é orientada por critérios que visam a simplicidade e precisao.

O EMA se destaca pelo uso diferenciado de ferramentas, o EMA é capaz de ana-
lisar algoritmos implementados em diversas linguagens de programacao, proporcionando
flexibilidade aos pesquisadores e desenvolvedores. A ferramenta aborda diversas classes
de complexidade, incluindo polilogaritmica, polinomial e exponencial. Essa amplitude de
cobertura torna o EMA aplicavel a uma variedade de algoritmos em diferentes dominios.

O EMA emerge como uma ferramenta robusta e inovadora para a andlise empi-
rica de algoritmos. Sua metodologia abrangente, capacidade de geracao automatica de
funcoes de complexidade e versatilidade linguistica o tornam uma escolha valiosa para
pesquisadores, desenvolvedores e académicos envolvidos na avaliagao pratica de algorit-
mos em diversos contextos. A eficicia do EMA foi evidenciada por meio de comparagoes
com outras ferramentas e sua aplicagdo em estudos de caso, consolidando seu papel como
uma ferramenta confiavel e avangada na analise empirica de algoritmos.

Além das contribui¢oes fundamentais apresentadas pelo EMA, a integracao do al-
goritmo de regressao simbolica representa um avanco significativo no aprimoramento da
capacidade preditiva da ferramenta. A regressao simbdlica proporciona uma camada adi-
cional de interpretabilidade aos resultados, ao expressar a complexidade do algoritmo em
termos de simbolos matematicos familiares. Essa abordagem nao apenas facilita a com-
preensao dos modelos gerados, mas também oferece percepcoes valiosas sobre as relagoes
subjacentes aos dados empiricos.

Ao incorporar o algoritmo de regressao simbélica no EMA, torna-se possivel nao

apenas identificar as caracteristicas gerais das fungoes de complexidade, mas também
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entender a natureza especifica das interagoes entre as varidveis. Isso é particularmente
crucial em algoritmos complexos, nos quais o desempenho pode ser influenciado por miil-
tiplos fatores de maneira nao linear. A regressao simbélica, ao representar essas relagoes
de forma explicita, fornece uma perspectiva mais detalhada e interpretavel sobre o com-
portamento do algoritmo.

Essa combinacao entre abordagem empirica do EMA e a interpretabilidade propor-
cionada pela regressao simbdlica nao apenas fortalece a confiabilidade das anélises, mas
também amplia o escopo das conclusoes extraidas. O entendimento detalhado das carac-
teristicas matematicas e das fungoes geradas contribui para uma analise mais profunda
e informada das complexidades algoritmicas, estabelecendo assim um novo patamar para

andlise empirica de algoritmos.

3.3 Feynman

O método proposto no trabalho “Al Feynman: A physics-inspired method for sym-
bolic regression” [7] emprega uma abordagem para enfrentar a complexidade associada a
descoberta simbélica de fungoes genéricas altamente complicadas, as quais, em muitos
casos, sao consideradas praticamente impossiveis de serem identificadas por técnicas con-
vencionais de regressao simbélica. Na fisica a complexidade é inerente a fungoes genéricas
f(x1,...,x,), e suas descobertas levam tempo. O algoritmo utilizado na literatura segue
uma sequéncia de etapas cuidadosamente projetadas para lidar com as nuances especificas

de fungoes fisicas e otimizar a descoberta simbélica. Na Figura [L3}

1. O algoritmo inicia com uma andalise dimensional rigorosa, onde sdo consideradas as
unidades fisicas associadas a funcao f e a cada variavel independente. Esta andlise
serve como um guia restritivo, garantindo que as unidades sejam consistentes e

fornecendo um alicerce s6lido para a descoberta simbolica;

2. Reconhecendo a prevaléncia de comportamentos polinomiais em fendmenos fisicos,
o algoritmo realiza um ajuste polinomial estratégico de baixa ordem, explorando a

natureza polinomial subjacente das fungoes;

3. A abordagem de forga bruta é aplicada com inteligéncia, explorando uma diversidade

de formas funcionais potenciais de maneira direcionada e estratégica;

4. Para capturar complexidades nao lineares, uma rede neural é treinada adaptativa-

mente, ajustando-se aos padroes complexos presentes nos dados.

5. O algoritmo itera, experimentando continuamente com novos dados e, inicialmente,

um conjunto reduzido de variaveis para otimizar a busca simbolica.



Figura 13 - Ilustracio esquematica do Al Feynman
Algorithm. Retirada [7]
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6. A manipulacao de varidveis é realizada de maneira avancada, incorporando trans-
formacoes especificas para explorar diversas formas funcionais, levando a uma ex-

pressao simbodlica mais abrangente.

-

7. E um processo altamente iterativo, onde é refinado constantemente a expressao
simbolica a medida que novas informagoes sao assimiladas e novas tentativas sao

empreendidas.

O AI Feynman combina diversas técnicas, desde andalise dimensional até experi-
mentagao iterativa, visando contornar as dificuldades inerentes a descoberta simbdlica.
Ao incorporar propriedades especificas de fungoes fisicas, como simetria, separabilidade
e ordem polinomial, o AI Feynman demonstra uma eficacia notdavel na identificacdo de
expressoes simbdlicas que modelam com precisao fenémenos fisicos complexos, destaca-se
notavelmente em comparacao com o software de regressao simbélica Eureqa. Enquanto o
Eureqa alcanca uma taxa de descoberta de 68% para as funcoes dos mistérios de Feynman
e apenas 15% para funcoes adicionais, o AI Feynman supera esses resultados significati-
vamente, atingindo taxas impressionantes de 100% e 90%, respectivamente. Esta superi-
oridade é especialmente evidente em mistérios mais desafiadores, nos quais a estratégia
baseada em redes neurais do Al Feynman é empregada de forma iterativa, revelando-se
mais eficaz em reduzir sistematicamente o problema a formas mais simples com menos
variaveis, em compara¢ao com a abordagem de busca extensiva do Eureqa.

Essa abordagem complexa nao apenas amplia a compreensao das relagoes sub-
jacentes nos dados, mas também respeita as limitacoes fisicas e unidades associadas,
consolidando-se como uma ferramenta excepcionalmente poderosa para a pesquisa cien-

tifica em diversas disciplinas.
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4 USO DE BIBLIOTECAS EXTERNAS EM C/C++

4.1 CAS — Computer Algebraic System

Um Sistema de Algebra Computacional (CAS), é uma ferramenta poderosa que
lida com a resolucao, manipulacao e representacao de expressoes matematicas de forma
analitica. Sua funcao vai além das calculadoras e softwares convencionais, pois trabalha
diretamente com expressoes simbdlicas, permitindo a manipulacao de variaveis, férmulas
e fungoes de maneira simbdlica.

As principais caracteristicas de um CAS incluem a capacidade de resolver uma
ampla gama de problemas matematicos, abrangendo areas como algebra linear, calculo,
fungoes diferenciais e funcgoes algébricas. Ao representar pardmetros e variaveis como
simbolos em fungdes, um CAS possibilita a resolucao, manipulagao e avaliagdo analitica
dessas expressoes, evitando a necessidade de gerar dados numéricos.

Uma das vantagens notaveis dos CAS é a capacidade de realizar calculos simbdli-
cos exatos, em contraste com métodos numéricos que podem sofrer com erros de ponto
flutuante. Algoritmos sofisticados incorporados nos CAS permitem a solucao e simplifi-
cacao de fungoes algébricas, sistemas de func¢oes e fungoes diferenciais, contribuindo para

a precisao e desempenho em diversas aplicagoes, incluindo otimizacao.

4.2 Octave

A regressao simbdlica, uma abordagem poderosa na modelagem matematica, em-
prega algoritmos para encontrar expressoes analiticas que descrevem relacionamentos en-
tre varidveis. Ao adotar o Octave como ferramenta para manipulagao simbélica, é possivel
explorar recursos como a funcao ’simplify’, que desempenha um papel crucial na simpli-
ficacao de expressoes resultantes da regressao simbdélica.

A funcao ’simplify’ no Octave é projetada para reduzir expressoes a formas mais
simples, removendo redundancias algébricas e apresentando resultados de maneira mais
elegante.

A capacidade de simplificar expressoes é particularmente valiosa na otimizacao de
modelos simbdlicos gerados pela regressao. No entanto, ao integrar essa abordagem com
a implementagao pratica, surgem desafios significativos.

Um desses desafios reside na transi¢ao entre a implementacao pratica em linguagens
como C++ e o ambiente simbodlico do Octave. Enquanto a regressao simbolica pode
gerar expressoes complexas e detalhadas, a implementacao eficiente dessas expressdes em

linguagens de programacao de baixo nivel requer uma forma simplificada e otimizada.
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A simplificagdo simbélica, embora 1til, pode nao garantir a forma mais eficiente para a
implementagao pratica.

A utilizacao de duas etapas distintas no processo, uma para a geracao simboé-
lica e outra para a simplificagdo no ambiente Octave, introduz a necessidade critica de
sincronizagao e validagao continua. Quando ocorrem alteragdes na expressao em C++,
é necessario realizar ajustes correspondentes na etapa de simplificacao simbodlica. Essa
interdependéncia entre as etapas adiciona uma camada adicional de complexidade ao pro-
cesso, pois qualquer modificagdo na geragao simbélica deve ser validada e ajustada na fase
de simplificagdo, garantindo assim a consisténcia e a precisao do resultado.

Outra consideracgao critica é o desempenho computacional. A simplificacao de ex-
pressoes pode ser computacionalmente intensiva, especialmente para expressoes comple-
xas. Em cendrios em que o tempo de execucao é uma consideragao crucial, a simplificagao
simbélica pode ser uma operagao custosa.

Embora a manipulagdo simbélica no Octave, especialmente por meio da funcao
simplify, ofereca uma abordagem elegante para simplificar expressoes resultantes da re-
gressao simbolica, a integracao pratica dessas expressoes em linguagens de programacao
e os desafios associados a sincronizacao e desempenho computacional foram considera-
dos. Dito isto, optou-se por nao usar a funcao de simplificacdo de fungoes do Octave

’simplify’.

4.3 Mathomatic

A presente pesquisa propoe uma investigacao detalhada sobre a biblioteca Matho-
matic, uma biblioteca de C notavel, que desempenhou um papel significativo no dominio
da regressao simbolica. Desenvolvida pelo pesquisador George Gesslein 11, a Mathomatic
foi concebida com o propédsito de simplificar operacoes algébricas avangadas e explorar
solugoes simbdlicas para func¢oes matematicas complexas. Gesslein, infelizmente, faleceu
recentemente, deixando para tras um legado marcante no campo da matematica simbélica.

A Mathomatic, ao longo dos anos, destacou-se por sua capacidade de realizar cal-
culos simbélicos automatizados, tornando-se uma ferramenta valiosa para pesquisadores e
académicos envolvidos em projetos de regressao simbolica. Seu algoritmo inovador permi-
tia a manipulacao simbdlica de expressdes matematicas, facilitando a analise de modelos
e a deducao de relacoes entre variaveis. A biblioteca tornou-se uma escolha frequente em
cenarios onde a compreensao profunda das relagbes matematicas subjacentes era essencial.

No entanto, é importante notar que, lamentavelmente, a Mathomatic encerrou seu
desenvolvimento apés o falecimento de George Gesslein I1. Este fato representa nao apenas
uma perda para a comunidade académica, mas também suscita questoes sobre o futuro

das ferramentas associadas. A auséncia de suporte continuo e atualiza¢des pode impactar
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o uso generalizado da biblioteca em projetos futuros.

Do ponto de vista metodoldgico, a Mathomatic destacava-se por sua abordagem al-
goritmica eficiente na resolucao de fungoes, permitindo que os pesquisadores explorassem
modelos mateméaticos de maneira simplificada e precisa. No entanto, a interrupc¢ao do de-
senvolvimento e manutencao pode levantar questionamentos sobre a viabilidade continua
do uso da Mathomatic em pesquisas futuras. E notével, que os usuérios que vao optar
por empregar esta biblioteca devem considerar cuidadosamente os desafios associados a

auséncia de suporte técnico.

4.4 ViennaMath

A manipulagao eficiente de expressoes mateméaticas é crucial em diversos algorit-
mos, e o ViennaMath se apresenta como uma opcao de biblioteca para essa finalidade.
Abordaremos aspectos essenciais da manipula¢ao de expressoes com o ViennaMath, uma
biblioteca de C++, destacando suas funcionalidades e limitagoes, especialmente no con-
texto de regressoes simbdlicas.

O ViennaMath oferece uma infraestrutura flexivel para a definicdo e avaliacao de
expressoes matematicas em C+4. A manipulacao dessas expressoes é o foco, destacando
a importancia de adaptar e transformar as expressoes conforme as necessidades dos algo-
ritmos.

A avaliacao de expressoes com o ViennaMath é efetuada por meio do operador de
parénteses ’()’. No entanto, a biblioteca introduz a fungdo’viennamath::eval()’ , que
proporciona uma interface genérica para avaliagoes tanto em tempo de compilacao quanto
em tempo de execucdo. E notdvel que, em casos nos quais a expressao contém partes nao
trataveis em tempo de compilacdo, a avaliagdo é automaticamente transferida para tempo
de execucao.

Entretanto, ao considerar a aplicacdo do ViennaMath em regressoes simbolicas,
surge uma limitacao relevante. A biblioteca, até a versao 1.0.0, demonstra restrigdes
significativas na expansao de expressoes em tempo de execugdo, suportando exclusiva-
mente a expansao em tempo de compilacdao. Isso representa uma barreira substancial
quando lidamos com algoritmos que requerem manipulagoes simbélicas dindmicas, como
em regressoes simbolicas.

A simplificacdo de expressdes é uma etapa crucial em algoritmos matematicos. O
ViennaMath disponibiliza a func¢ao *simplify()’, que visa reduzir expressoes desnecessa-
rias. Isso é particularmente util para otimizar expressoes antes da avaliacao. No entanto,
é vital observar que, ao lidar com regressoes simbodlicas, a capacidade de simplificacao
pode ser limitada quando comparada a outras bibliotecas especializadas nessa éarea.

Ao explorar as capacidades do ViennaMath, deparamo-nos com algumas limitagoes
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especificas para o contexto de regressoes simbdlicas. A biblioteca apresenta restri¢oes
notaveis na manipulagao simbodlica dinamica, impedindo a expansao de expressdes em
tempo de execucao, o que é essencial para algoritmos avancados de regressao simbolica.
O ViennaMath destaca-se como uma biblioteca eficiente para manipulagao sim-
bolica em tempo de compilacao, oferecendo um conjunto sélido de ferramentas para ex-
pressoes matematicas. No entanto, ao considerar o cendrio de regressoes simbodlicas, é
importante ponderar suas limitagoes, especialmente quanto a capacidade de expansao

dindmica de expressdes em tempo de execucao.

4.5 Biblioteca GiNaC em C/C++

O GiNaC (GiNaC is Not a CAS) surge da percepcao de que a maioria dos sistemas
de algebra computacional (CAS) atuais sao linguisticamente e semanticamente empobre-
cidos. Embora sejam ferramentas poderosas para aprender matematica e resolver proble-
mas especificos, muitos desses sistemas carecem de estruturas linguisticas modernas que
permitam a criagdo de projetos em larga escala. O GiNaC é uma iniciativa para superar
essa lacuna, estendendo uma linguagem de programacao bem estabelecida e padronizada
(C++) com capacidades simbélicas fundamentais.

No ambito de calculos simbdlicos e manipulagao de algebra computacional, o Gi-
NaC oferece uma gama diversificada de classes que representam objetos matematicos fun-
damentais, cada uma desempenhando um papel crucial em anélises simbélicas avancadas,
alguns exemplos sao:

Simbolos e Expressoes: A representacao simbodlica é fundamental para a anélise
matematica avancada, e no GiNaC, simbolos sao declarados como variaveis simbdlicas que
podem ser incorporadas em expressoes matematicas. Essa capacidade de representacao
simbolica é vital para a formulacdo e manipulacao de fungoes algébricas complexas.

Numeros e Precisdo: A biblioteca utiliza a Class Library for Numbers (CLN)
para manipular niimeros em diferentes formatos, incluindo inteiros, racionais e complexos.
Essa integracao fornece um nivel de precisao necessario para calculos rigorosos, evitando
erro de ponto flutuante.

Operagoes Algébricas: O GiNaC suporta operagoes algébricas essenciais, como
somas, produtos e poténcias. A capacidade de simplificacdo automatica dessas expressoes
para formas candnicas é crucial para garantir a consisténcia e a precisao dos resultados
simbélicos.

Integrais e Derivadas: A manipulacao simbdlica de integrais e derivadas é uma
parte intrinseca da analise matematica avancada. O GiNaC oferece suporte a expressoes
simbélicas de integrais definidas, permitindo a representacao simbodlica dessas operacoes

em um contexto cientifico.
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Matrizes e Algebra Linear: A classe matrix possibilita a representacio e ma-
nipulagdo de matrizes de expressdes simbolicas. Essa funcionalidade é essencial para
aplicacgoes cientificas que envolvem algebra linear, como analises de sistemas lineares e
transformacoes matriciais.

Objetos Indexados e Tensores: A manipulagao simbdlica de objetos indexados
e tensores é crucial em diversas aplicacoes. As classes idx e indexed fornecem uma estru-
tura robusta para expressar quantidades tensoriais, essenciais para analises em campos
como fisica tedrica e engenharia.

Algebra Nao Comutativa: O GiNaC também lida com algebras ndo comutati-
vas, como a algebra de Clifford e a algebra de Lie su. Essas classes sao particularmente
relevantes em contextos cientificos relacionados a fisica de particulas e teoria de grupos.

O GiNaC fornece uma infraestrutura computacional robusta para analises simbo6-
licas avancadas. Suas classes especializadas oferecem um conjunto abrangente de ferra-
mentas para representacao simbdlica, simplificacao de expressoes e manipulagao algébrica,

atendendo as demandas rigorosas de célculos simbdlicos em diversos contextos.

4.6 OptFrame

OptFrame é um framework desenvolvido para modelar e resolver problemas de-
safiadores de otimizacdo por meio de técnicas metaheuristicas. Desenvolvido em C++
moderno por pesquisadores da Universidade Federal de Ouro Preto e Universidade Fe-
deral Fluminense, pretende proporcionar tanto eficiéncia computacional elevada quanto
facilidade de uso. Sua tultima versao, vb, foi lancada em 2023, introduzindo diversas
caracteristicas de programagao funcional e capacidades C++11/14/17/20.

OptFrame oferece suporte a varias metaheuristicas famosas, como: Algoritmo
Genético e Estratégias de Evolucdo, Greedy Randomized Adaptive Search Procedures
(GRASP), Iterated Local Search (ILS), Simulated Annealing, Busca Tabu, BRKGA e
Variable Neighborhood Search (VNS).

O OptFrame se destaca por oferecer uma variedade de metaheuristicas avancadas,
e se torna uma escolha poderosa para a resolugao de problemas de otimizagao complexos.
Essas metaheuristicas vao além das abordagens convencionais, permitindo aos usuarios

explorar solugoes por varias abordagens.
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5 METODOLOGIA PROPOSTA

Dentre as estratégias empregadas para aprimorar o desempenho do algoritmo pro-
posto, uma das abordagens-chave é a integracdo da biblioteca GiNaC. Esta biblioteca
desempenha um papel crucial ao simplificar fungoes e realizar analise dimensional dos
dados. Em um contexto fisico, a andlise das unidades associadas a cada variavel desem-
penha um papel vital, ndo apenas na compreensao do fendmeno em estudo, mas também
na identificacdo da func¢ao que melhor representa o conjunto de dados. A capacidade da
GiNaC de lidar com a simplificagdo de expressoes e incorporar a dimensionalidade dos da-
dos fortalece significativamente o processo de modelagem e otimizacao do algoritmo. No
ambito operacional, destaca-se que a implementacao do GiNaC ja estd em funcionamento
no ambiente Windows e Linux/Ubuntu.

Outra faceta crucial da metodologia adotada neste trabalho, também em anda-
mento, é a implementagao do médulo de ajuste de pardmetros por meio do IRACE (Ite-
rated Racing for Automatic Configuration of Algorithms). Considerando que estamos
utilizando pardmetros previamente explorados em estudos anteriores[6], ainda nao foram
delineadas medidas especificas para identificar os pardmetros 6timos. Contudo, é essen-
cial salientar que esta lacuna ja esta claramente definida como um objetivo subsequente.
Os testes conduzidos até o momento forneceram percepcoes valiosas, e o desenvolvimento
continuo do moédulo de ajuste de parametros estd em andamento. A busca pelos parame-

tros ideais representa uma etapa de melhoria do algoritmo.

5.1 Lidando com erros numéricos

No contexto da fisica, é amplamente reconhecido que existem constantes com valo-
res extremamente pequenos ou grandes. Esse fato apresenta um desafio significativo que
pode afetar adversamente diversos algoritmos, aumentando o tempo de processamento
em muitas execugoes. No ambito deste estudo, enfrentamos essa questao e desenvolvemos
uma estratégia para lidar com as constantes fisicas, de modo a ajusta-las a intervalos
aceitaveis que permitissem ao algoritmo operar sem truncamento.

A abordagem adotada envolveu a introducao de um método iterativo de ajuste
de escala cujo valor era igual a 10'°. Essa escolha foi motivada pelo fato de que 1010 é
um valor que pode eficazmente redimensionar a maioria das constantes fisicas, tornando-
as mais adequadas para as operagoes do algoritmo. Essa estratégia provou ser eficaz e
demonstrou melhorar significativamente a precisao das funcoes geradas. Um exemplo
notavel foi a Distribuicao de Bose-Einstein, que contém duas constantes muito pequenas,

para esse caso, ao invés de multiplicar a base 10'°, ¢ realizado a divisdo, sendo assim
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seu valor é reduzido a escala desejada. O algoritmo frequentemente as reduzia a zero,
mas com a introducao desse método iterativo, as fungoes puderam ser manipuladas com
SuCcesso.

Considerando os resultados favoraveis dessa abordagem de pré-processamento,
surge a perspectiva de incorpora-la ao algoritmo de forma automaética. A ideia é permitir
que o algoritmo identifique automaticamente constantes que sao muito grandes e aplique
esse redimensionamento dinamico durante a execucao. Isso proporcionaria uma adapta-
¢ao continua as caracteristicas das fungoes, otimizando a precisao e eficiéncia do algoritmo
em uma variedade de contextos. Essa implementacao automatica do pré-processamento
seria um avanco significativo para tornar o algoritmo mais robusto e versatil em diferentes

situacoes.

5.2 Kahan Summation

O Algoritmo de Soma de Kahan, também conhecido como soma compensada e
algoritmo de soma com transporte, ¢ uma técnica projetada para minimizar a perda de
significancia no resultado total obtido pela adicao de uma sequéncia de nimeros de ponto
flutuante de precisao finita. Essa abordagem visa mitigar os erros de arredondamento
inerentes as representacoes finitas de niimeros de ponto flutuante.

A perda de significancia ocorre devido a limitagao na representacao precisa de cer-
tos nimeros na forma de ponto flutuante, como é comum nas linguagens de programacao,
como Java, que utilizam tipos de ponto flutuante de precisao simples (float) e dupla pre-
cisao (double). Esses ntimeros sdo representados em um formato de fragdo, mantissa e
expoente.

O erro de ponto flutuante surge quando nimeros que nao podem ser exatamente
representados na forma de ponto flutuante sao submetidos a operacoes aritméticas. Por
exemplo, o nimero decimal 0,1 ndo pode ser representado de maneira exata em binario,
resultando em um erro cumulativo ao realizar operacgoes com ele.

O Algoritmo de Soma de Kahan aborda esse problema mantendo uma compen-
sagdo (uma varidvel para acumular pequenos erros) durante a execugdo da soma. FEssa
compensagao ¢ atualizada a cada iteragao para corrigir os erros acumulados. O Algoritmo
de Soma de Kahan é uma ferramenta importante para lidar com problemas de precisao
em operacoes com numeros de ponto flutuante, contribuindo para resultados mais precisos

em calculos numéricos.
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5.3 Pseudo-cédigo Proposto

O BRKGP ¢é uma meta-heuristica baseada em algoritmos genéticos que combina
elementos da programacao genética com as ideias do algoritmo BRKGA. O BRKGP é
projetado para resolver problemas de regressao simbodlica, onde o objetivo é encontrar
uma func¢ao implicita que relaciona um conjunto de entradas a um valor de saida.

Este método ¢ uma meta-heuristica que aborda problemas de regressao simbdlica,
nos quais se procura encontrar uma funcao implicita que relaciona conjuntos de dados
empiricos. Esse tipo de problema é comumente encontrado em experimentos cientificos,
previsoes e estatisticas.

A principal caracteristica do BRKGP reside na representacdo e manipulacao de
solucoes. Cada solugdo, chamada de individuo, é codificada em um vetor que combina
quatro elementos: a pilha, a ordem dos numerais, a ordem das operagoes e as sementes.
Esses elementos sao essenciais para a construcao da expressao matematica que representa
a solugao. A pilha determina a ordem de avaliacao da expressao, enquanto a ordem dos
numerais e das operagdes mapeia as variaveis e operadores matematicos. As sementes
sao usadas para garantir que a informagao nao se perca, sendo necessario para armazenar
nessa estrutura a semente para resgatar a mesma solucdo em um passo posterior e com
isso nao gerar indeterminismos.

O processo de otimizacao é conduzido por uma populacdo de individuos, cada
um representando uma solucao candidata. A evolucao da populagao ocorre por meio de
operadores genéticos, como mutagao e cruzamento. A selecao dos individuos é guiada por
um critério de adaptacao, avaliado pela qualidade das solu¢des em relacao aos dados de
treinamento.

Um aspecto notavel do BRKGP ¢ a énfase na decodificagao ativa das solugoes. A
decodificacao converte a representacao codificada dos individuos em expressoes matema-
ticas compreensiveis. Esse processo permite avaliar o desempenho das solugoes e calcular
seu custo em comparagdo com os dados de treinamento. A abordagem de decodificacao
ativa € crucial para evitar solugoes inviaveis e garantir a qualidade das expressoes geradas.

Além disso, o BRKGP incorpora estratégias especificas para lidar com a natu-
reza simbolica e abstrata das funcoes a serem otimizadas. A introducao de elementos da
teoria da evolugao, como mutagao, cruzamento e selecao natural, inspira-se na Programa-
¢ao Genética e contribui para a busca eficiente de solu¢oes no vasto espaco de possiveis
expressoes matematicas.

O Algoritmo [] é parametrizado para fornecer flexibilidade e adaptabilidade a di-
ferentes cendrios praticos. Os parametros incluem o tamanho da populagao, a propor¢ao
de elites e mutantes, bem como critérios de parada, como o nimero maximo de reinicios
e o limite de geragoes sem melhoria.

Na Tabela [I| apresentam-se os parametros de entrada e sua disposi¢ao estratégica
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Algoritmo 4 - BRKGP

Require: Parametros do BRKGP P; Conjunto de Entradas e Saidas para avaliagao ) =
(Inp, Out); Critérios de parada (restartMax, nolmprovementMax)
Ensure: Melhor individuo decodificado I com custo f
1: restart <0
2: custoMelhorIndividuo < oo
3: while restart < restartMax do

4: nolmprovement < (

5: Desempilhar < GeraPopulacaoAleatoria()

6: Desempilhar < Decodi ficaPopulacao(Q, Desempilhar)

7: Desempilhar < OrdenalndividuosPeloCusto(Desempilhar)

8: custoM elhor Individuo < custoM elhor IndG(Desempilhar)

9: while nolmprovement < nolmprovementMax do
10: Desempilharpytante < GeraMutanteGeracaoK Plusl(P, Desempilhar)

11: Desempilharytante — Crossover (P, Desempil haryygante )

12: Desempilharytante <— Decodi ficaDesempilharulacao(Q, Desempilhartante)
13: Desempilharpygante <— OrdenalndividuosPeloCusto( Desempil haryytante )
14: if custoMelhor IndGkPlusl(Desempil haryutante ) <

custoMelhor IndGk(Desempilhar) then

15: nolmprovement < 0

16: else

17: nolmprovement <— nolmprovement + 1

18: end if

19: if custoMelhorIndGkPlusl(Desempilharpyante) < custoMelhorIndividuo

then

20: custoM elhor Individuo < custoMelhor IndGkPlusl(Desempil harmutante )
21: restart < 0
22: end if
23: Desempilhar <— Desempilharyuiante
24: end while
25: restart < restart + 1

26: end while
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para otimizar a calibracao dos elementos. Podemos ver como cada aspecto influencia no

algoritmo.

Tabela 1 - Influéncia nos Parametros e Descrigoes.

Influéncia em Nome Descrigao

Regressao simbdlica StackLen Tamanho maximo da expressao matematica

Regressao simbolica MaxConst Quantidade maxima de constantes permitidas
BRKGP PopulationLen Quantidade de individuos na populagao
BRKGP EliteSize Porcentagem de elites na populacao
BRKGP MutantSize Porcentagem de mutantes na populagao
BRKGP EliteBias Chance de propagagao de gene elite

Chamadas ao BRKGP RestartMax Reinicio do BRKGP com populagao aleatéria

BRKGP NolmprovementMaz | Quantidade maxima de geragoes sem melhora
Validagao Validation Porcentagem da entrada reservada para treino
Aleatorio Seed Semente do gerador de niimeros aleatorios

Legenda: Descricdo da influéncia de cada pardmetro e sua respectiva descrigao

Fonte: Adaptado de [6], 2023.

Na Tabela [2], estao delineados os parametros selecionados para esta investigagao,

os quais foram previamente examinados no trabalho de Guimaraes et al [6].

Embora

tenham demonstrado uma boa acuricia no referido estudo, é relevante observar que esses

parametros constituem apenas uma configuracao inicial para a presente pesquisa.

Tabela 2 - Pardmetros globais do BRKGP.

Nome Descricao Valor adotado
populationLen Tamanho da populacao 100
eliteSize Porcentagem de elites na populacao 25%
mutantSize | Porcentagem de mutantes na populacao 10%
eliteBias Chance de propagacao de gene elite 85%

Legenda: Descrigdo dos parametros globais utilizados no algoritmo do BRKGP

Fonte: Adaptado de [6], 2023.

5.4 Decoder

A funcao Decoder é central para o funcionamento do algoritmo, ela quem faz a

distingao entre as variaveis e constantes ou até sobre as operagoes bindrias e undarias. Essa

funcao desempenha seu papel na formacgao e manipulagao da pilha, onde sao armazenadas
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as expressoes aritméticas, sua execucao é pareada com outras fung¢oes que tem importancia
para a execuc¢ao do codigo.

O processo passa pela iteracdo de uma sequéncia de cromossomos que representa
a expressao a ser avaliada. Uma variavel é empregada para rastrear a posicao atual
na sequéncia. A fungao IsOperation, descrita pelo Algoritmo [5| é entao utilizada para
discernir o tipo de operacao representada pelo cromossomo em questao, podendo ser

binéria, unaria, de empilhar ou especial.

Algoritmo 5 - Fungao para identificar qual tipo de operagao

1: function ISOPERATION(7k, op)
2 if (op = OpType::Binary) and (0 < rk < 2500) then return true
3 end if
4: if (op = OpType::Unary) and (2500 < rk < 5000) then return true
5: end if
6 if (op = OpType::Push) and (5000 < rk < 7500) then return true
7 end if
8 if (op = OpType::Special) and (7500 < rk < 10000) then return true
9 end if
return false
10: end function

A manipulacao da pilha ocorre conforme o tipo de operacao identificada como mos-
trado no Algoritmo [6] Operagoes bindrias removem dois elementos da pilha e adicionam
o resultado, enquanto operag¢des unarias removem um elemento e adicionam o resultado.
Operagoes do tipo empilhar incrementam a pilha com um novo elemento, podendo ser
uma variavel ou constante. Operagoes especiais, por sua vez, nao afetam diretamente a

pilha.

Algoritmo 6 - Empilhar

1: function MAKEPUSH(rk)

2: if ISOPERATION(rk, OpType::Binary) then > If Binary (<2500), becomes PUSH

3: return rk + 5000

4: else if ISOPERATION(rk, OpType::Special) then > If Special (>=7500),
becomes PUSH

5 return rk - 2500

6 else > If Unary, perform PUSH
7 return rk + 2500

8 end if

9: end function

Além disso, a fungao realiza ajustes especificos para lidar com variaveis e constan-
tes. A parte decimal do cromossomo é utilizada para calcular um identificador dentro do
intervalo de variaveis e constantes. A contagem de constantes é atualizada para operagoes

do tipo empilhar seguidas de constantes.



52

O Algoritmo [7] atua na preparagao da pilha, gerenciando operagoes aritméticas,
identificando variaveis e constantes, e, quando aplicavel, considerando unidades. Sua im-
plementacao reflete a avaliacao eficiente de expressdes simbodlicas. Inicialmente, a fungao
define algumas varidveis, como contador para contar elementos na pilha, contador para
contar constantes, contador para operacoes de menor custo, e outro contador para ar-
mazenar unidades associadas, um parametro para indicar corregoes futuras, um contador

para o nimero de variaveis usadas, e parametro para rastrear variaveis usadas.

Algoritmo 7 - Calculo_ Individuo

1: function CALcULO__INDIVIDUO(individuo)

2 // Definir estruturas de dados necessarias

3. Pilha + [

4: // Tterar sobre os elementos do cromossomo
5: for cada gene em individuo do

6 if gene é uma operagao binaria then

7 // Realizar operagao binaria

8 operando2 < Desempilhar()

9 operandol < Desempilhar()

10: resultado <— executar operacao_ bindria(gene, operandol, operando2)
11: // Empilhar resultado

12: Empilhar(resultado)

13: else if gene é uma operacao unaria then

14: // Realizar operacao undaria

15: operando < Desempilhar()

16: resultado <— executar_operagao_undria(gene, operando)
17: // Empilhar resultado

18: Empilhar(resultado)

19: else if gene é uma operacao de Empilhar then

20: // Decidir se é uma varidvel, constante, ou especial (NOP)
21: valor <— determinar_valor(gene)

22: // Empilhar valor

23: Empilhar(valor)

24: end if

25: end for

26: // Resultado

27: resultado_ final <— Desempilhar()
28: return resultado final

29: end function

O decoder em um algoritmo genético, pode ser visualizado no Algoritmdg, como
o BRKGA, é uma parte fundamental do processo que transforma representag¢oes internas
abstratas em soluc¢oes concretas para um problema especifico. No contexto do BRKGA,
as solugoes candidatas sao representadas por sequéncias de chaves aleatorias. Essas chaves
aleatérias sao valores contidos no intervalo [0, 1].

O processo de decoding é responsavel por converter essas chaves aleatérias em so-
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lugoes factiveis e avaliaveis para o problema em questao. Essa transformacao é necesséaria
porque as operagoes de crossover e mutacao sao realizadas no espago das chaves aleatorias,

uma representagdo mais conveniente para o algoritmo genético.

Algoritmo 8 - Decoder

1: procedure DECODE(populacio, problema, cendrio, semente)

2 for 7 + 0 to tamanho da populacdo do

3 if custo do individuo ¢ = 0 then

4 Armazene a semente usada no ajuste da pilha

5: Realize o ajuste da pilha para modificar as chaves aleatérias

6 Obtenha informagoes sobre a pilha apds o ajuste (si)

7 Atribua o tamanho verdadeiro da pilha (trueStackSize) ao individuo i
8 Avalie a soluc¢ao decodificada usando a fungdo SolutionEvaluator

9 if problema inclui unidades de saida then

10: Verifique se a unidade de saida ¢é consistente
11: if ndo todas as variaveis k foram usadas then
12: Aplique penalidade exponencial

13: end if

14: end if

15: end if

16: end for
17: end procedure
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6 RESULTADOS

Para a conducao da primeira fase de experimentos computacionais deste traba-
lho, empregou-se um computador equipado com um processador, Intel(R) Core(TM) i7-
11800H e 32GB de memoria RAM. O sistema operacional utilizado foi o Windows 11,
juntamente com o ambiente de desenvolvimento Microsoft Visual Studio Enterprise 2022.

Em Silviu-Marian (2020) [7] foi abordado a aplicacido de Regressao Simbélica no
ambito da descoberta de fungoes fisicas, e comparou estes resultados com os que foram
obtidos com o software Eureqa, baseado em Redes Neurais. Este algoritmo (IA Feynman),
utilizou algumas abordagens que aumentaram o seu desempenho, como analise dimensi-

onal, ajuste polinomial e forga bruta, culminando em resultados altamente promissores.

Tabela 3 - Descrigao dos problemas-teste

Problema Funcao Variaveis | Constantes
Distancia Euclidiana D= \/(za —21)% + (y2 — y1)2 4 0
Massa Relativistica m= —0 2 2
-
Lentes Delgadas = 1 3 1
ar Ty
Produto Interno A=A, -B,+A,-B,+A. B, 6 0
Forca Gravitacional F= (12711)2+%;’%é$§+(z2721)2 6 3
Periodo Orbital de dois corpos t = —=2rd 1 5
G(mi+m2)
Campo Elétrico E= ﬁ 2 3
%
Densidade de Probabilidade =2 1 3
! v (2m)
Onda Eletromagnética k= ‘j—j - ZFT; 2 2
Distribuicao de Bose-Einstein n=—p 2 4
ekBT 1

Legenda: Descri¢do dos problemas-teste com suas funcoes correspondentes e o niimero de varidveis e
constantes associadas a cada problema.Problemas retirados de [7]
Fonte: O autor, 2023.

Nesse contexto, este trabalho se dedica a avaliar a eficicia da metodologia de
Regressao Simbolica combinada com BRKGP, aplicando em algumas destas fungoes de
interesse retirados do trabalho de Silviu-Marian (2020) [7], os problemas que serdo ana-
lisados, sao fungoes ja consolidadas em livros didaticos, cada problema tem quantidade
de varidveis e constantes diferenciadas, as fungoes estao ilustradas na Tabela [3|. Em
consonancia com tais premissas, optou-se por empregar uma calibracao de desempenho
que ja havia sido previamente avaliada com sucesso em Guimaraes et al. [6].

O célculo do erro considerado foi o Root Mean Square Error, sendo utilizado o y;
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sendo os valores observados, e o §; os valores previstos:

n
RMSE = J P (1)
i

A selecao dos problemas que serdo testados foi baseada na complexidade intrinseca
de cada fungao. Fatores como o ntimero de variaveis e o valor das constantes foram minu-
ciosamente ponderados no processo de escolha das fungoes que compuseram o conjunto
de problemas, assegurando que houvesse diversidade representativa tanto nas operacoes
como no dominio pertencente da fungdo. Na Tabela {4 temos descritas as constantes que

vao ser utilizadas em alguns problemas.

Tabela 4 - Constantes Utilizadas no Estudo

Constante Valores
Velocidade da Luz (c) 3 x 10® m/s
Constante Gravitacional (G) | 6.67408 x 107! m3/kg/s?
Massa da Terra (my) 5.972 x 10%* kg
Massa da Lua (msy) 7.34 x 10% kg
Nimero de Euler (e) 2.71828
Nidmero Pi (m) 3.14159
Permissividade do Vicuo (o) 8.854 x 10712 F/m
Constante de Boltzmann (k) 1.380649 x 1072 J/K
Constante de Planck (h) 6.62607015 x 10734 J - s

Legenda: Tabela de Constantes utilizadas durante os experimentos computacionais
Fonte: O autor, 2023.

No codigo desenvolvido, foram implementadas operagoes bindrias que englobam
as quatro operagoes matematicas fundamentais: soma, subtragao, multiplicagao e divi-
sao. Adicionalmente, foram incorporadas operacoes unarias, tais como raiz quadrada e
potenciacao. A escolha criteriosa dessas operagoes baseou-se em uma analise abrangente
de uma amostra composta por dez fungoes distintas. Essa selecao foi orientada pelo fato
de que todas essas funcoes, representativas do conjunto de dados considerado, fazem uso

de alguma dessas operacoes.

6.1 Distancia Euclidiana

A funcao da distancia euclidiana é uma ferramenta fundamental em diversas areas

da fisica, proporcionando uma medida direta da separacao entre dois pontos em um

espaco euclidiano. Esta funcao, que encontra sua origem na geometria euclidiana, é uma
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representacao matematica da distancia “mais curta’entre dois pontos em um plano ou
espaco tridimensional. Em seu famoso livro "The Feynman Lectures on Physics,” [19] o
fisico Richard Feynman explora a aplicagdo dessa fungdo em contextos fisicos, destacando
sua importancia na formulacgao e resolucao de problemas.

A expressao matemadtica para a distancia euclidiana entre dois pontos P(z1,y1) e

Q)(z2,y2) no plano é dada por:

d= \/(xg —21)* + (y2 — 1n)? (2)

Na fisica, a distancia euclidiana é frequentemente empregada em problemas que
envolvem movimento de particulas, localizacao de objetos e anélise espacial.

A funcao da Distancia Euclidiana tem quatro variaveis e nenhuma constante. Foi
escolhido o intervalo dos niimeros inteiros de —10 a 10 para ser o dominio das variaveis,
essa escolha se deve a facilidade do célculo, além de ser 1til no contexto computacional.

No contexto da fungao da Distancia Euclidiana, a Tabela [f]ilustra uma consisténcia
no comportamento temporal. A medida que o tamanho da amostra aumenta, o tempo de
processamento também cresce. E importante observar, durante esses testes, que hd um
aumento no Desvio Padrao a medida que a amostra de dados se expande. Este fendmeno
reflete a maior variabilidade do conjunto de dados, uma vez que o uso de mais dados
resulta em uma distribuicao mais ampla.

Esse aumento na variabilidade também se reflete no intervalo entre os valores maxi-
mos e minimos coletados durante o experimento. Notavelmente, esse intervalo, que separa
os extremos da distribuicao, tende a aumentar com o aumento da amostra, impactando

diretamente a média.

Tabela 5 - Tempo entre 5 execugdes para a Distancia Euclidiana

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 942,88 | 1534,38 | 2349,04 | 4347,44
Méximo 1165,35 | 1809,66 | 2902,55 | 5934,29
Minimo 801,99 | 1193,53 | 1791,24 | 3490,88
Desvio Padrao | 155,12 | 220,82 | 420,55 | 971,68

Legenda: Resultados de Tempo médio (s), Méximo, Minimo e Desvio Padrdo para a Distancia
Euclidiana com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

No que diz respeito ao erro na Tabela [0, embora o erro se mostre controlado, os
resultados finais obtidos, geraram fungoes que excluia uma das variaveis, ou seja, uma

fungdo com apenas trés das variaveis originais. Uma possivel causa desse comportamento
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se deve a amostra nao ser homogénea no dominio de valores das variaveis. Notamos uma
tendéncia interessante no Desvio Padrao, que parece diminuir a medida que o tamanho
da amostra aumenta.

Podemos concluir que, a medida que o tamanho da amostra de teste aumenta, é
esperado que o tempo exiba maior variagao, enquanto a variagao no erro tende a diminuir.
Ao analisar a média dos erros, observamos um padrao mais semelhante ao comportamento
temporal, mostrando um aumento & medida que a amostra de dados se expande. E notdvel
que, a medida que mais dados sao inseridos no experimento, o intervalo entre os valores
minimo e maximo diminui, o que contribui para os valores observados de Média e Desvio

Padrao.

Tabela 6 - RMSE entre 5 execugdes para a Distancia Euclidiana

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 3,26 | 3,52 | 3,59 | 3,76

Maximo 4,52 | 4,19 | 4,25 | 4,14
Minimo 2,12 | 2,62 | 3,38 | 2,93
Desvio Padrao | 1,07 | 0,69 | 0,37 | 0,49

Legenda: Resultados do RMSE Médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a Distancia Euclidiana
com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Ao analisar os resultados provenientes das func¢oes geradas pelo algoritmo, consta-
tamos que nenhuma delas conseguiu replicar de precisamente a forma original da funcao
da Distancia Euclidiana. E digno de nota que a maioria das funcoes geradas incorpora
apenas trés das variaveis presentes no problema, revelando um padrao de comportamento

atipico. Entre os resultados, a funcao que obteve o menor erro foi:

4y — 1

\/:L‘_Q — X9 (3)

Contudo, sob a perspectiva do Paradigma Less Is More, podemos interpretar esses
resultados como aceitaveis, pois refletem a simplificacao das expressoes, mesmo que nao
atinjam a representacao exata da funcao original. Este paradigma prioriza solugdes mais
elegantes mesmo que nao reproduzam precisamente a complexidade da funcao original.
Nesse contexto, a capacidade do algoritmo em gerar solugdes mais simples pode ser vista
como um aspecto positivo.

Analisando este resultado em comparagdo com os demais, é evidente que a pre-
senga de operagoes unarias exerce um impacto consideravel no erro. Os erros acumulativos

associados a operagoes como potenciacao e raiz quadrada resultam em um aumento signi-
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ficativo na distancia em relagao ao resultado original. Além disso, vale ressaltar que este
resultado nao fez uso de todas as variaveis disponiveis.

A escolha do intervalo do dominio também pode ter desempenhado um papel
importante. Notavelmente, se o algoritmo fosse compelido a incorporar todas as variaveis,
poderia ter demandado um esfor¢co computacional maior para alcangar o resultado mais
proximo. Entretanto, é crucial analisar se esse trade off [68] justifica-se.

Comparando-o com os demais resultados, podemos afirmar que este desempenho

foi satisfatorio, considerando que nos outros testes chegamos a erros extremamente altos.

6.2 Massa Relativistica

A teoria da relatividade, proposta por Albert Einstein no inicio do século XX,
revolucionou fundamentalmente nossa compreensao do espaco, tempo e, por conseguinte,
da energia e da massa. Um aspecto central dessa teoria é a famosa funcio £ = mc?
que estabelece uma relagao profunda entre a energia (F) e a massa (m) de um objeto,
indicando que a massa pode ser convertida em energia e vice-versa.

No ambito da fisica relativistica, a massa de um objeto em movimento nao é
constante, como postulado pela fisica classica, mas depende de sua velocidade. Para
explorar essa ideia, adentramos na funcao da massa relativistica, um dos pilares da teoria

de Einstein. Essa fungao é expressa por:

T (@)

onde my é a massa de repouso do objeto, (v) é sua velocidade e (¢) é a velocidade

m =

da luz no vacuo.

Para compreender melhor essa formulacao, vale-nos a analogia apresentada por
Richard Feynman em suas obras [19]. Feynman, destaca que a medida que um objeto
se aproxima da velocidade da luz, sua massa efetiva aumenta significativamente. Essa
mudanca na massa implica que a energia necessaria para continuar acelerando o objeto
também aumenta, aproximando-se da velocidade da luz. Nesse cenario, seria requerida
uma quantidade infinita de energia para atingir a velocidade da luz, tornando essa tltima
um limite intransponivel.

A funcado da massa relativistica tem implicagoes profundas na compreensao de
fenomenos fisicos a altas velocidades, como aqueles observados em particulas subatomicas
aceleradas em aceleradores de particulas. A contribuicao de Feynman ao explicar esses
conceitos de maneira acessivel e envolvente reflete-se na compreensao ampla dessa funcao

e, por conseguinte, da teoria da relatividade.
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A funcao da massa relativistica tem duas varidveis, sendo o v ( velocidade do ob-
jeto) e o my( Massa de repouso do objeto), e duas constantes, sendo o ¢ ( Velocidade da
luz no vacuo) e o 1 da fungao original. Foi escolhido o intervalo dos ntimeros naturais de
1 a 100 para ser o dominio do mg, enquanto para v foi escolhido o intervalo dos niimeros
naturais de 1 a 300.000.000. O intervalo de 1 a 100 para mg foi escolhido para abran-
ger uma gama de valores razoaveis para massas de objetos em repouso, sem ultrapassar
valores excessivamente grandes que pudessem comprometer a eficiéncia computacional.
Ao escolher um intervalo de 1 a 300.000.000 cobrimos um espectro amplo de velocidades
possiveis para objetos em movimento para v. Essa fun¢do possui uma constante que nao
sofre variacao, chamada de ¢, seu valor é 300.000.000. Foi escolhido 300.000.000 ao invés
de 299.792.458 de modo a evitar erros que pudessem comprometer o teste computacional.

Embora a escolha do valor de 300.000.000 seja uma aproximacao, ela é suficiente-
mente precisa para os propositos do teste, garantindo, ao mesmo tempo, uma execucao
mais suave e menos propensa a erros numéricos que poderiam afetar a validade dos resul-
tados obtidos no contexto do experimento em questao.

No contexto da func¢do da Massa Relativistica, a Tabela [7] ilustra um comporta-
mento temporal coerente, evidenciando que o tempo de processamento aumenta conforme
o tamanho da amostra. E importante destacar que, durante os testes, observa-se um au-
mento no Desvio Padrao a medida que a amostra de dados cresce. E notdvel que um
maior volume de dados pode resultar em uma maior variabilidade no conjunto de dados.
Os resultados, nesse aspecto, nao diferem dos obtidos anteriormente na fun¢ao da Distan-
cia Euclidiana em termos do crescimento da amostra. No entanto, nota-se um tempo de
processamento maior em comparagao com o teste anterior. O mesmo padrao observado
na Distancia Euclidiana se reflete na variacdo dos minimos e méaximos. O aumento na
variabilidade dos dados ¢ um resultado direto do maior niimero de pontos, contribuindo

para um tempo de processamento mais extenso.

Tabela 7 - Tempo médio (s) entre 5 execugdes para a massa relativistica

Fungao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 1640,66 | 3836,85 | 6025,90 | 10316,39

Maximo 1872,14 | 4770,70 | 8963,29 | 12898,30
Minimo 1318,00 | 2450,93 | 4202,51 | 7758,15
Desvio Padrao | 216,67 | 889,65 | 1966,46 | 1852,39

Legenda: Resultados de Tempo médio (s), Maximo, Minimo e Desvio Padrdo para a massa relativistica
com base em 5 execugdes
Fonte: O autor, 2023.

No que tange ao erro, a Tabela [§ revela uma dindmica peculiar. Os resultados de

erro mostram-se mais favoraveis para uma amostra de tamanho 20, sendo este o conjunto
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de dados que mais se aproximou do erro nulo, indicando uma varia¢cdo minima entre as di-
versas amostras testadas e o menor erro encontrado. Esse comportamento irregular sugere
que a funcdo da Massa Relativistica apresenta uma sensibilidade particular a variacao do
tamanho amostral, possivelmente relacionada a complexidade das operacoes envolvidas e
o intervalo utilizado para as variaveis.

E interessante observar também o comportamento quando lidamos com uma amos-
tra de tamanho 40, onde a média dos erros se mostrou mais elevada. No entanto, na
amostra de tamanho 80, nao se observou esse crescimento irregular na média dos erros, o
que pode indicar uma estabilizagdo ou mesmo uma diminui¢ao dessa média. Esse padrao
de comportamento nos sugere que a relagao entre o tamanho da amostra e o erro na fungao
da Massa Relativistica nao segue uma tendéncia linear, destacando uma complexidade na

influéncia do tamanho amostral sobre o desempenho da funcao.

Tabela 8 - RMSE entre 5 execugoes para a massa relativistica

Fungao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 2.83 | 1,39 | 855 | 4,46

Méximo 3,00 | 1,90 | 11,31 | 5,83
Minimo 2,69 | 0,97 | 6,82 | 3,63
Desvio Padrao | 0,13 | 0,38 | 1,73 | 0,86

Legenda: Resultados do RMSE Médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a massa relativistica
com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

O algoritmo revelou fungoes de extrema complexidade devido aos elevados valores
tanto da velocidade quanto da constante da velocidade da luz no vacuo. Essa complexi-
dade crescente nas func¢oes, embora nao tenha resultado em valores excessivamente altos
para o Root Mean Square Error, destaca-se como uma consequéncia notavel. Esse feno-
meno sugere que, com valores mais elevados para as varidveis em questao, as fungoes
geradas pelo algoritmo tendem a assumir formas mais intricadas, refletindo possivelmente
a natureza intrincada das interacoes entre os parametros da funcao.

Apoés a realizagao da bateria de testes para a fungao da Massa Relativistica, ob-
servamos que os erros obtidos foram muito pequenos, além disso, nenhum dos resultados
chegou a forma original da fungdo. No entanto, é notavel que a maioria das fungoes ge-
radas apresentou uma complexidade consideravel. Essa complexidade pode ser atribuida,
em parte, as constantes com um nimero significativo de casas decimais, o que contribui
para a intricada natureza das fungoes, além também das ja ditas operagoes numéricas
realizadas na funcao.

Dentre as fungoes avaliadas, aquela que obteve o menor erro foi a seguinte:
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mov(2v74m(2)) Lot3x 108)

v2
( ( 3><188><1016 + 3 x 108)
m3 —v—+6x 108

+ mg (5)

A fungao acima foi a funcao que mais se aproximou da funcao original. O resultado
obtido, se mostrou uma fungdo complexa, embora com o erro extremamente reduzido.
Podemos levantar questoes interessantes sobre a relagdo entre a precisao dos resultados e
a complexidade das fungoes geradas pelo algoritmo.

Ao analisar os resultados obtidos em comparaciao com os demais, observamos que,
embora o resultado ndo siga o paradigma do Less Is More, alcangou um erro significati-
vamente pequeno. Na funcao original, tinhamos pelo menos duas operagoes unarias de
potenciagdo e uma raiz, e essas operagoes exercem consideravel influéncia nos resultados,
especialmente em determinados dominios.

Apesar de o algoritmo ter utilizado todas as varidveis do problema, ndo conseguiu

se aproximar substancialmente da fun¢ao original.

6.3 Lentes Delgadas

A funcao das lentes delgadas é uma expressao fundamental na éptica, uma area
da fisica que explora o comportamento da luz. Segundo o fisico Richard Feynman, em
seu livro The Feynman Lectures on Physics [19], as lentes delgadas desempenham um
papel crucial na compreensao e manipulagdo da luz em diversos contextos cientificos e
tecnologicos.

A funcao em questao é derivada da lei da refracao, que descreve como a luz muda
de direcao ao passar de um meio para outro. Em lentes delgadas, que tém uma espessura
muito menor do que seu raio de curvatura, a funcao relaciona a distancia focal da lente
(f), a distancia do objeto até a lente (d;), distancia da imagem até a lente (dy) e o indice

de refra¢ao do meio onde a lente estd inserida (n). Essa rela¢ao é expressa pela formula:

f=1+7n (6)

Essa funcao é essencial para entender como lentes delgadas convergem ou divergem
a luz, permitindo a criacao de sistemas 6pticos avangados, como cameras, microscopios
e telescopios. A funcao das Lentes Delgadas tem trés variaveis e apenas uma constante,
sendo esse o valor 1 da func¢ao original. Foi escolhido o intervalo dos niimeros racionais de

1 a 3 como o dominio das variaveis. Essa escolha visa simplificar os célculos, despendendo
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menos recursos computacionais. Além da praticidade computacional, levamos em conta a
aplicacao pratica da fungao, considerando fenémenos fisicos especificos. Considerando os
fendmenos fisicos que representam o dominio para a situacao especifica, onde n considera
materiais comuns como o vidro, e d; e dy consideram imagens posicionadas relativamente
perto ou distante da lente. Essa abordagem visa equilibrar eficiéncia computacional com
relevancia pratica na resolucao da funcao para a situagao especifica considerada.

Na analise mais aprofundada da funcao das Lentes Delgadas, conforme apresentado
na Tabela @ observamos um desempenho notével em relacio ao tempo de execucio. A
medida que ampliamos o tamanho da amostra, percebemos uma tendéncia de aumento
nas variagoes temporais, indicando uma correlagao positiva com o crescimento dos dados
de entrada. Esse comportamento sugere consisténcia e previsibilidade na execugao do
algoritmo, aspectos cruciais para a confiabilidade dos resultados.

Além disso, vale ressaltar o crescimento expressivo do Desvio Padrao a medida
que o tamanho da amostra aumenta. Esse aumento é um reflexo direto do incremento
no nimero de pontos, assim como do alargamento do intervalo entre os valores minimos
e maximos obtidos nos testes. Essa observagao destaca nao apenas a variabilidade dos
resultados, mas também a sensibilidade da funcao das Lentes Delgadas as mudancas na

amostragem.

Tabela 9 - Tempo médio (s) entre 5 execugoes para as Lentes Delgadas

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 780,56 | 1283,58 | 2303,82 | 4409,40

Méximo 864,70 | 144787 | 2478,12 | 5645,27
Minimo 722,56 | 1167,18 | 2135,71 | 3889,72
Desvio Padrao | 60,19 | 120,63 | 139,30 | 727,21

Legenda: Resultados de Tempo médio (s), Maximo, Minimo e Desvio Padrao para as Lentes Delgadas

com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

No ambito do erro, a Tabela revela um desempenho excepcional. Ao atingir um
erro nulo em todas as amostras testadas, o algoritmo demonstra uma incrivel capacidade
de discernir a solug¢ao 6tima, mesmo em cendarios de amostragem reduzida. Esse resul-
tado ressalta a robustez e a precisao do algoritmo, evidenciando sua alta competéncia na
identificacdo de solug¢bes 6timas mesmo quando confrontado com um conjunto limitado
de dados. Essa notavel capacidade de generalizagdo destaca a eficacia do algoritmo nas
situacoes em que a disponibilidade de dados pode ser um desafio.

As fungoes geradas pelo algoritmo demonstraram um desempenho notavel, uma
vez que todas as variaveis foram incorporadas, resultando em erros nulos em todos os

testes. Apesar desse resultado incomum, o algoritmo obteve respostas satisfatérias para
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Tabela 10 - RMSE entre 5 execugbes para as Lentes Delgadas

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00

Méximo 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00
Minimo 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00
Desvio Padrao | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00

Legenda: Resultados do RMSE Médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para as Lentes Delgadas com

base em 5 execucoes
Fonte: O autor, 2023.

resolver o problema das Lentes Delgadas, apresentando resultados favordveis na maioria
dos casos, embora alguns tenham apresentado desafios especificos, algumas func¢oes en-
contradas embora tenham obtido erro nulo, foram fungoes que se adequaram bem apenas
ao dominio fornecido.

Apds uma minuciosa bateria de testes realizados para avaliar a eficacia do algoritmo
na resolucao da funcao das Lentes Delgadas, destacou-se sua notavel precisao ao acertar
a funcao original em nove instancias distintas das vinte execucgoes. Intrigantemente, essa
assertividade apresentou-se de maneira mais evidente em amostras de maior magnitude,
indicando uma tendéncia positiva a medida que o nimero de pontos cresce. Esse padrao
consistente de desempenho sugere uma confiabilidade robusta do algoritmo, evidenciando
sua capacidade de lidar de maneira coerente com desafios mais exigentes e intricados.

Ao analisar este resultado em comparagao com os demais, é notavel um desem-
penho surpreendentemente bom. No entanto, vale ressaltar que esta funcao se utiliza
apenas de operagoes binarias. A simplicidade inerente a essas operacoes pode ter fa-
cilitado o processo para o algoritmo, contribuindo para que alcancasse resultados mais
préximos da funcéo original. E vélido considerar que a escolha do dominio também pode
ter desempenhado um papel crucial nesse resultado positivo. Embora a eficacia do al-
goritmo possa variar em intervalos maiores, o uso exclusivo de operagoes binarias sugere

uma maior probabilidade de obtenc¢ao de resultados com erro nulo.

6.4 Produto Interno

A funcao do produto interno desempenha um papel crucial na fisica, sendo uma
ferramenta fundamental para compreender e descrever fené6menos que envolvem vetores
e espacos vetoriais. Richard Feynman, em em seu livrto The Feynman Lectures on Phy-
sics[19], destaca a importancia desta fungao e sua aplicacao em diversos campos da fisica

tedrica.
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No contexto da algebra linear tridimensional, o produto interno é uma operacao
que combina dois vetores tridimensionais, fornecendo uma medida da similaridade entre

eles. A funcao do produto interno entre dois vetores tridimensionais A e B é dada por:

A-B=A,-B,+A,-B,+A,-B, (7)

Esta func¢ao reflete ndo apenas a multiplicacao elemento a elemento dos componen-
tes dos vetores, mas também a soma destes produtos, fornecendo um tnico escalar como
resultado. No contexto fisico, esta operacao é frequentemente utilizada para calcular o
trabalho realizado por uma forca ao longo de uma trajetoria, entre outras aplicagoes.

A importéancia do produto interno se estende para areas como a teoria eletromagné-
tica, onde é utilizado para calcular o fluxo de um campo elétrico mediante uma superficie.
Além disso, em mecanica quantica, o produto interno é fundamental para definir o con-
ceito de estados normalizados, essenciais para interpretagdes probabilisticas e predi¢oes
precisas. A funcao do Produto Interno tem seis variaveis e nenhuma constante. Foi esco-
lhido o intervalo dos ntimeros inteiros de —10 a 10 para ser o dominio das variaveis, com o
intuito de que essa escolha facilite os calculos, e torne as solu¢des mais gerenciaveis, para
o contexto computacional.

Na analise detalhada da funcao do Produto Interno, os resultados obtidos, conforme
evidenciados na Tabela [11], revelam uma eficiéncia notével no que diz respeito ao tempo
de execucao. Este desempenho otimizado é caracterizado por tempos de processamento
consistentes, indicando a robustez do algoritmo em diferentes configuracdes amostrais.
Surpreendentemente, o tempo de execug¢ao nao apresentou sensibilidade significativa ao

aumento do tamanho da amostra.

Tabela 11 - Tempo médio (s) entre 5 execucdes para o Produto Interno

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 1272,59 | 1243,92 | 2088,62 | 3950,93
Maximo 1698,42 | 1384,56 | 2459,86 | 5149,38
Minimo 844,29 | 1144,50 | 1850,11 | 3302,33
Desvio Padrao | 308,41 | 103,63 | 255,44 | 737,20

Legenda: Resultados do Tempo médio (s), Maximo, Minimo e Desvio Padrao para o Produto Interno
com base em 5 execugdes
Fonte: O autor, 2023.

Ao examinarmos a transicdo de uma amostra de tamanho 10 para 20, observamos
uma diminuicdo no intervalo entre os valores minimos e maximos, resultando em uma

redugao do Desvio Padrao. Embora os tempos médios para amostras de tamanho 10 e 20
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tenham sido comparativamente semelhantes, a reducao na variacao reflete uma resposta
favoravel a expansao da amostra. Este fendmeno destaca a adaptabilidade do algoritmo
a diferentes volumes de dados, garantindo um desempenho estavel e consistente mesmo
com amostras maiores.

Adicionalmente, é relevante notar que o erro associado aos resultados permanece
em niveis satisfatérios, como podemos ver na Tabela [I2] com excegao da primeira amostra,
de tamanho 10, que apresentou um erro consideravelmente elevado em uma das execucoes.
Contudo, ao analisar as amostras subsequentes, a eficiéncia e a precisao do algoritmo na
resolucao dessa fungao tornam-se evidentes, reforcando a robustez da abordagem utilizada.
A estabilidade dos resultados, mesmo diante da variagdo no tamanho amostral, destaca a

confiabilidade do método empregado para validar a funcao do Produto Interno.

Tabela 12 - RMSE entre 5 execugoes para o Produto Interno

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 3.38 ] 0,00 | 0,00 | 0,00

Méaximo 8,84 | 0,00 | 0,00 | 0,00
Minimo 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00
Desvio Padrio | 4,12 | 0,00 | 0,00 | 0,00

Legenda: Resultados do RMSE Médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrdo para o Produto Interno com

base em 5 execucoes
Fonte: O autor, 2023.

No decorrer da anélise dos resultados produzidos pelo algoritmo, observou-se que o
mesmo obteve éxito em sete ocasides ao determinar corretamente a funcao do Produto In-
terno. Essa assertividade mostrou-se mais proeminente em amostras de maior magnitude.
Esse padrao de desempenho sugere uma maior confiabilidade e eficacia do algoritmo a me-
dida que o volume de dados aumenta, evidenciando sua capacidade de lidar de maneira
consistente com problemas mais complexos.

Ao analisar os resultados do Produto Interno em comparacao com os demais, ob-
servamos um padrao de comportamento semelhante ao encontrado na funcao das Lentes
Delgadas. A predominéncia de operagdes binarias parece simplificar o processo para o
algoritmo, tornando mais facil a busca por respostas mais préoximas da funcao original. A
escolha do dominio também pode ter desempenhado um papel significativo na capacidade
do algoritmo de encontrar solugoes.

Além disso, as operagoes utilizadas na funcao do Produto Interno nao geraram
indeterminacoes, ao contrario da funcdo das Lentes Delgadas, que envolvia operagoes
com restrigoes, como a divisao. Essa diferenca pode ser um dos motivos pelos quais o
resultado de tempo para a funcao do Produto Interno foi tao mais baixo em comparagao

com a funcao das Lentes Delgadas para tamanhos amostrais maiores. Vale ressaltar
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que, em fungoes propensas a indeterminacoes, os resultados tendem a exigir um custo

computacional maior, especialmente quando o tamanho da amostra é ampliado.

6.5 Forga Gravitacional

A funcao da Forga Gravitacional é uma expressao fundamental na fisica que des-
creve a atragao gravitacional entre duas massas. Essa lei foi formalizada por Sir Isaac

Newton e continua sendo uma pedra angular da fisica classica.

G- miq - Mo
F = 8
(w2 —21)% + (Y2 — y1)? + (22 — 21)? )

A relagao entre a forga gravitacional ( F' ), as massas ( my ) e ( my ) e as posigoes
relativas (xq, Y2, 29) € (21,y1, 21) das duas massas no espago tridimensional.

Ao aplicar esta funcao, é possivel entender como a forca gravitacional age entre
corpos massivos, influenciando movimentos celestiais, 6rbitas planetarias e outros feno-
menos cosmicos. A constante ( G ) na funcdo é a constante gravitacional universal, um
valor que conecta a intensidade da forga gravitacional ao produto das massas envolvidas
e a distancia entre elas.

E interessante destacar que a funcio da Forca Gravitacional foi uma das primeiras
descrigoes matematicas bem-sucedidas do universo. Ela foi um componente crucial da
revolucao cientifica liderada por Newton no século XVII.

A compreensao dessa fungao é vital em campos como a astronomia, onde é utilizada
para prever orbitas de planetas e satélites. Além disso, ela é um pilar na compreensao de
eventos astrofisicos, como a formacao de estrelas e galaxias.

E relevante contextualizar a funcdo da Forca Gravitacional dentro do arcabouco
mais amplo da fisica newtoniana. O livro “The Feynman Lectures on Physics’ [19] de
Richard Feynman pode ser um recurso valioso para explorar nao apenas a fungdo, mas
também as implicac¢oes filosoficas e conceituais da lei da gravitacao.

Feynman, em sua abordagem tnica, oferece percepcoes que transcendem a mate-
matica, incorporando uma compreensiao mais profunda das interacoes fundamentais que
moldam o universo. Dessa forma, o estudo da For¢a Gravitacional se torna nao apenas
uma exploracao matematica, mas uma jornada para compreender as leis que governam o
cosmos. A funcao da Forga Gravitacional tem seis varidveis e trés constantes, sendo as
constantes da fungao, G que representa a constante de gravitacao universal, com o valor
de 6,67 x 107!, para as massas foram escolhidas considerando o estudo da Terra e Lua,
logo foram utilizadas as massas dos respectivos corpos celestes, sendo a massa do primeiro

igual a 5,972 x 10?4 e a massa do segundo igual a 7,342 x 10%2. Foi escolhido o intervalo
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dos nimeros inteiros de —192200 a 192200 para ser o dominio das variaveis xq, X2, s €
Y1, visto que esses valores representam a distancia entre a Terra e a Lua, ja para o z; e
25 o intervalo de —12750 a 12750, com o intuito de que essa escolha represente o dado
evento de forma real, e torne as solu¢des mais proximas de um experimento mesmo que
esses valores computacionalmente sejam mais custosos.

No contexto da funcao da Forca Gravitacional, a Tabela [13| observou-se um
impacto notavel nos resultados temporais, a medida que o niimero de varidaveis aumenta,
exercendo uma influéncia significativa sobre o desempenho do algoritmo. Embora o padrao
de tempo de execugao nas amostras demonstre um aumento, uma analise mais detalhada
revela uma variagao notavel, especialmente na amostra de 80, que apresentou um resultado
abaixo do esperado, quebrando a proporcionalidade na variagao observada nas amostras
de 10 a 40. No entanto, a média dos tempos ainda reflete uma proporcionalidade geral

nos resultados.

Tabela 13 - Tempo médio (s) entre 5 execugdes para a Forca Gravitacional

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 1923,19 | 2597,09 | 5482,43 | 6977,52

Méximo | 2718,98 | 4470,54 | 7907,41 | 7890,18
Minimo 114561 | 1579,87 | 3987,36 | 5725,09
Desvio Padrao | 660,79 | 1141,76 | 1541,39 | 807,25

Legenda: Resultados do Tempo médio (s), Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a Forga

Gravitacional com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

No contexto da andlise de erro, a Tabela revela um padrao consistente de
elevada imprecisao em todos os casos, destacando uma notavel sensibilidade do algoritmo
ao tamanho da amostra, ao intervalo dos dados e aos erros de truncamento. Esta tendéncia
fica evidente quando observamos os resultados, onde o algoritmo apresenta desafios em
explorar solugoes mais otimizadas, muitas vezes ficando estagnado em 6timos locais.

Essa limitacao é agravada pelos erros numéricos decorrentes das constantes eleva-
das, restringindo a capacidade de busca do algoritmo. Vale ressaltar que, em termos da
média dos erros, a amostra de tamanho 20 destaca-se ao apresentar o menor erro em com-
paragao com os outros conjuntos, embora o resultado mais satisfatério tenha sido obtido
com a amostra de tamanho 10.

Uma observagao intrigante é a redugao do Desvio Padrao a medida que o tamanho
da amostra aumenta, sugerindo uma tendéncia dos dados a diminuir a variacao entre os
valores minimos e maximos. Este fendomeno pode ser interpretado como uma estabilizagao
nas respostas do algoritmo a medida que a quantidade de dados aumenta, indicando uma

maior consisténcia nos resultados.
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Tabela 14 - RMSE entre 5 execugoes para a Forca Gravitacional

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 1,71 x 10%7 | 8,22 x 10% | 1,01 x 10%7 | 2,19 x 10*7

Maéximo 5,58 x 1027 | 1,09 x 10?7 | 1,06 x 10%7 | 2,28 x 10*"
Minimo 4,14 x 10% | 6,37 x 10?6 | 9,41 x 10% | 2,08 x 10%*7
Desvio Padrao | 2,18 x 10?7 | 1,87 x 10% | 4,67 x 10%® | 8,85 x 10%

Legenda: Resultados do RMSE Médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a Forca Gravitacional

com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Durante o periodo de extensivos testes, observou-se que a funcdo da Forca Gra-
vitacional registrou o maior indice de erro em comparacao com as demais fungoes do
experimento. Essa ocorréncia pode ser atribuida a sua suscetibilidade a imprecisoes nu-
méricas, especialmente quando envolvidas constantes de magnitude consideravel. Essa
limitacao pode estar relacionada a dificuldade do algoritmo em lidar eficientemente com
valores numéricos extensos, impactando diretamente na precisao dos resultados. Dentre
os resultados gerados pelo algoritmo, a funcao que obteve o menor erro para representar

a funcao foi expressa abaixo:

(((2x2)z2><1010+(5972022)22+(1010)2)z17(x§+1010)2 . 1010)2

= (9)

Ty — T2

Essa constatacao ressalta a importancia de considerar a sensibilidade do algoritmo
a varidveis especificas e a necessidade de ajustes ou otimizagoes para aprimorar sua ro-
bustez em face de constantes numéricas expressivas.

Ao examinarmos o desempenho da fun¢do da Forga Gravitacional em comparagao
com os outros resultados, é evidente o impacto das operagoes unarias, juntamente com
a influéncia dos dominios escolhidos. A presenca dessas operagoes pode ter contribuido
para desafios adicionais na busca por uma solugao proxima a funcao original.

E importante destacar que, ao selecionar um fendmeno especifico dentro do con-
texto da Forga Gravitacional, com um intervalo mais equilibrado entre os ntmeros, o
algoritmo poderia ter obtido resultados mais favoraveis. A sensibilidade ao intervalo esco-
lhido é uma consideracao crucial, pois pode influenciar significativamente a capacidade do
algoritmo de se ajustar adequadamente aos dados e, assim, alcancar uma maior precisao

na modelagem.
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6.6 Periodo Orbital de dois Corpos

A dindmica orbital de dois corpos é um tema fundamental na fisica celeste, destacando-
se pela aplicacao direta da Lei da Gravitagdo Universal de Newton. Essa fun¢do desem-
penha um papel crucial na compreensao dos movimentos ciclicos que governam sistemas

bindrios no cosmos. O periodo orbital, representado pela funcao:

9 3/2
G(m1 + m2)

Em seu livro Classical Mechanics [69] (Mecénica Classica), Goldstein explora deta-
lhadamente os principios da mecanica classica, proporcionando uma base tedrica robusta
para a analise de sistemas fisicos complexos. Dentro desse contexto, a funcao do pe-
riodo orbital surge como uma expressao elegante que encapsula as forcas gravitacionais
interativas entre dois corpos celestes.

O periodo orbital, (¢ ), denota o tempo necessario para que dois corpos completem
uma orbita ao redor de um centro de massa comum. A distadncia média entre esses
corpos é representada por d , enquanto a constante gravitacional universal é representado
por G. As massas dos corpos sao indicadas por mq e msy , respectivamente. A funcgao
do periodo orbital de dois corpos, embasada nas contribuicoes tedricas de Goldstein e
fundamentada nos principios de Newton, proporciona uma compreensao profunda dos
movimentos orbitais no universo.

A funcado em questdo envolve uma tunica varidvel, representada por d, e cinco
constantes fundamentais. A variavel d abrange o intervalo dos ntimeros naturais entre
363104 e 405696, delimitando a média da distancia entre a Lua e a Terra. As constantes
sao denotadas por w, GG, my, msy e o valor 2 da funcao original, assumindo os valores
3.1415926535, 6.67408 x 107! 5.972 x 10** (massa da Terra) e 7.34 x 10*? (massa da
Lua), respectivamente. A escolha cuidadosa desse intervalo decorre da necessidade de
considerar a distancia real entre a Lua e a Terra, tornando a andlise mais precisa e
contextualizada. Dentre as fungoes extraidas do artigo de [7], esta é a tnica proveniente
do livro de Goldstein, nao sendo parte das 100 fungoes principais, mas sim das 30 funcoes
adicionais mencionadas no mesmo artigo. Essas fungoes adicionais foram retiradas de
diversas obras de fisica, sendo esta especificamente originaria do livro de Goldstein.

Ao analisar os resultados na Tabela [15] é evidente um padrao de crescimento
tanto no tempo médio quanto no desvio padrao. Notavelmente, as amostras de 10 e 20
apresentaram resultados bastante proximos, indicando um comportamento atipico. No
entanto, ao examinarmos os valores minimos e maximos, percebemos um aumento no
intervalo da amostra de 20, sugerindo uma consisténcia nos resultados entre essas duas

amostras. Isso nos leva a conclusao de que, entre essas amostras especificas, a diferenca
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Tabela 15 - Tempo médio (s) entre 5 execugoes para o Periodo Orbital de dois Corpos

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 2163,15 | 2905,35 | 8107,59 | 10465,69
Méximo 324747 | 3643,45 | 12253,70 | 18501,20
Minimo 1140,37 | 1909,90 | 4539,79 | 6589,38
Desvio Padrao | 831,46 | 82241 | 2759,18 | 472236

Legenda: Resultados do Tempo médio (s), Mdximo, Minimo e Desvio Padrao para o Periodo Orbital de
dois Corpos com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

nao é significativa, reforcando a tendéncia de crescimento constante nos dados de tempo.

Ao analisar o erro na Tabela notamos que os valores de erro sao extrema-
mente pequenos, indicando que o algoritmo gerou func¢des muito proximas do esperado,
quase sem erro aparente. Contudo, ao examinarmos a média dos erros, observamos um
comportamento distinto, onde as amostras 10 e 40, assim como as amostras 20 e 80, apre-
sentaram erros semelhantes. Esse padrao nao é refletido no Desvio Padrao, que demonstra
uma variabilidade inconsistente. Ao considerarmos os intervalos de minimos e maximos,
notamos uma tendéncia de crescimento, sugerindo que, com mais testes, essa tendéncia
pode se tornar mais evidente. Esse fenomeno pode ser interpretado como uma indica¢ao

da sensibilidade do sistema a variagoes no tamanho da amostra.

Tabela 16 - RMSE entre 5 execugdes para o Periodo Orbital de dois Corpos

Fungao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 1,27 x 1070 [ 2,00 x 10-° [ 1,39 x 100" [ 2,09 x 10~
Maximo 1,70 x 10791 | 2,29 x 107 | 1,76 x 107" | 2,77 x 107!
Minimo 7,92 x 10792 | 1,81 x 107 | 1,06 x 107°* | 1,32 x 10~™
Desvio Padrao | 3,38 x 107%2 | 2,39 x 1072 | 3,33 x 10792 | 5,20 x 10792

Legenda: Resultados do RMSE Médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para o Periodo Orbital de
dois Corpos com base em 5 execugdes
Fonte: O autor, 2023.

Dentre as fungoes obtidas, a com menor erro ficou longe da fung¢ao original, embora
com erro bem proximo de nulo, demonstrou alta complexidade no resultado gerado, e nas
operagoes também. Mesmo sendo uma funcao de apenas uma variavel, o intervalo tanto
de constantes como do proprio intervalo utilizado pode ter tido um impactado negativo
no desempenho do mesmo.

Dentre as fungoes obtidas, aquela que exibiu o menor erro revelou-se bastante
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distante da forma original da funcao, embora tenha alcangado uma precisao quase nula.
Esse resultado denota uma alta complexidade tanto na totalidade quanto nas operacoes
envolvidas. Apesar de ser uma fungdo com apenas uma variavel, a escolha do intervalo

para d, como as constantes, pode ter impactado negativamente no desempenho do modelo.

d(4d — /d) — 4d
1010

+9.89997 (11)

Analisando os demais resultados, nenhum deles conseguiu se aproximar estetica-
mente da funcao original. Os resultados para essa funcdo em particular revelaram-se
extremamente complexos, destacando-se pela sua intricada estrutura.

Ao examinarmos os resultados sob a ética das demais fungoes, fica evidente que a
funcao em questao apresentou uma proximidade notavel com o erro nulo, indicando um
progresso encorajador. Possiveis melhorias podem ser exploradas por meio da recalibracao
dos pardmetros do algoritmo ou, ainda, considerando o tratamento mais refinado do
intervalo de estudo. Essas abordagens tém o potencial de aumentar a precisao do modelo,
permitindo que o algoritmo se aproxime ainda mais do resultado desejado.

Destaca-se que, em relagao as operagoes unarias, a funcao em andalise faz uso desse
tipo de operacao duas vezes, uma abordagem diferenciada em comparagao com a maioria
dos resultados, que empregam trés ou mais operagdes unarias e, consequentemente, apre-
sentam erros mais elevados. O efeito marcante das operagoes unarias, combinado com
intervalos numéricos demasiadamente extensos, torna-se notério no desenvolvimento dos
resultados. Essa observacao sugere que uma andlise mais refinada desses fatores pode
ser crucial para otimizar o desempenho do algoritmo e alcangar resultados ainda mais

precisos.

6.7 Campo Elétrico Puntiforme

A fundamentacao teodrica para esta funcao remonta as contribui¢oes de grandes
fisicos, e é tratada no livro de Richard Feynman, The Feynman Lectures on Physics [19]
o livro serve como um guia veneravel para estudantes e entusiastas da fisica. Em sua
obra, Feynman aborda com maestria os conceitos e principios fundamentais da fisica,
fornecendo percepgoes valiosos sobre a natureza do universo.A fungao em questao pode

ser observada abaixo:

_ g
4dregr?

E (12)
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A funcao do campo elétrico de uma carga puntiforme expressa a intensidade do
campo elétrico (E) gerado por uma carga (¢) em um ponto especifico do espago, a uma
distancia (r) da carga. A dependéncia inversa do quadrado da distancia (r?) destaca a
caracteristica de propagacao do campo elétrico, demonstrando que sua intensidade diminui
rapidamente & medida que nos afastamos da carga puntiforme. Esta relacao, derivada das
leis de Coulomb, evidencia a natureza radial e esférica do campo elétrico gerado por uma
carga puntiforme.

A funcao do Campo Elétrico gerado por uma carga puntiforme envolve duas va-
ridveis, g e r, e trés constantes, ey (permissividade elétrica do vacuo) e w. O intervalo
escolhido para a varidvel ¢ abrange os nimeros inteiros de 1071 a 10!, representando
cargas tipicas em experimentos de particulas subatomicas. Ja para a variavel r, o in-
tervalo considerado é de 1 a 100, refletindo distancias relevantes em estudos envolvendo
interacoes elétricas em escalas atomicas.

As constantes g e ™ possuem valores especificos: €¢ é a permissividade elétrica do
vacuo, com 8.854 x 10712, e 7 é a constante matematica aproximadamente igual a 3.14159.
Além disso, temos também a constante 4, sendo o valor original da funcao.

Essa escolha de intervalo é estrategicamente feita para abranger eventos especifi-
cos dentro do estudo de particulas subatomicas, onde variagoes significativas de carga e
distancia sao observadas. Esses valores representativos permitem uma analise mais apro-
fundada das interacgoes elétricas em escalas extremamente pequenas, contribuindo para a
compreensao de fendomenos ao nivel subatomico.

Ao conduzir uma andlise minuciosa da funcao do Campo Elétrico, os resultados
apresentados na Tabela [I7] indicam que esta execugdo se destaca como a mais exigente
em termos de recursos computacionais. A média de tempo de processamento cresce con-
sideravelmente a medida que o tamanho da amostra aumenta, atingindo um tempo de
execucao que ultrapassa as 4 horas quando a amostra atinge 80 elementos. Essa caracteris-
tica é diretamente influenciada pelos valores elevados das constantes presentes na fungao,
tornando os testes computacionais mais penosos, isso se deve a sua natureza intrincada e
complexa da funcao.

E relevante destacar que a complexidade inerente a funcdo do Campo Elétrico
exerce uma influéncia significativa sobre o comportamento dos indices de erro. Embora os
valores de erro apresentados na Tabela sejam menores em comparagao com a fungao
da Forca Gravitacional, eles ainda permanecem substanciais quando considerados em re-
lacao aos demais resultados obtidos. Essa observacao sugere que a natureza intrincada da
funcao, aliada aos valores das constantes envolvidas, contribui para um grau consideravel
de incerteza nos resultados. Um ponto notével é o crescimento da média dos erros, embora
a amostra 20 tenha exibido um comportamento diferenciado e promissor. Essa peculia-
ridade nos leva a conjecturar a possibilidade da existéncia de um tamanho de amostra

ideal para conduzir esses testes, uma vez que, dentre todos os resultados, esta amostra
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Tabela 17 - Tempo médio (s) entre 5 execugdes para o Campo Elétrico Puntiforme

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 2859,11 | 5721,72 | 8903,17 | 17055,02

Méximo 3263,73 | 7894,88 | 10719,40 | 19622,50
Minimo 2398,61 | 3952,16 | 7060,80 | 13589,00
Desvio Padrao | 415,71 | 1796,00 | 1490,39 | 2772,40

Legenda: Resultados do Tempo médio (s), Maximo, Minimo e Desvio Padrao para o Campo Elétrico

Puntiforme com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

apresentou uma ordem de grandeza menor nos erros.

A analise da func¢ao do Campo Elétrico enfatiza a necessidade de considerar cuida-
dosamente a complexidade das fungoes e o impacto das constantes envolvidas ao aplicar
o algoritmo. Embora essa execucao tenha demandado mais recursos e tenha apresentado
um nivel relativamente mais alto de erro, ela ainda contribui para o entendimento da

eficacia e limitagdes do algoritmo em cenarios mais desafiadores.

Tabela 18 - RMSE entre 5 execugoes para o Campo Elétrico Puntiforme

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 3,36 x 1020 | 2,11 x 10" | 4,10 x 10%° | 5,53 x 10

Maéximo 1,60 x 10%° | 4,69 x 10'® | 1,30 x 10 | 3,60 x 10%
Minimo 5,02 x 102 | 2,63 x 10" | 4,25 x 10% | 1,13 x 10*
Desvio Padrao | 1,16 x 102 | 1,60 x 10! | 3,97 x 10%° | 1,83 x 10%

Legenda: Resultados do RMSE Médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para o Campo Elétrico
Puntiforme com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Ao analisarmos atentamente os resultados produzidos pelo algoritmo, é possivel
identificar a funcao a seguir como aquela que obteve o melhor desempenho. Em contraste
com a funcao original do Campo Elétrico, os resultados gerados demonstram uma di-
vergéncia substancial. Esse afastamento indica a dificuldade do algoritmo em reproduzir
com precisao a complexidade inerente a fungao original, o que sugere limitacoes em sua

capacidade de modelagem em casos mais intrincados.

(2q + 1 x 10'2?)
( r )2 + 8.854

8.8542

((23)2> (%) _ (13)

q
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Comparando os resultados obtidos com os demais, é evidente que o intervalo dos
dados desempenhou um papel significativo nas discrepancias observadas. Nota-se que
esta funcao apresenta apenas uma operac¢ao unaria, o que, em comparacao com a fungao
do Periodo Orbital de dois corpos (que tinha duas operagdes unarias), resultou em um
impacto menos acentuado dessa operagao. Contudo, é importante destacar que o intervalo
consideravel utilizado em ¢ nesta fungdo pode ter tido um impacto negativo substancial
nos resultados.

Em testes futuros, para alcancar resultados mais promissores, pode ser benéfico
explorar fendmenos mais especificos que imponham restrigoes mais rigorosas ao intervalo
dos niumeros utilizados no estudo. Isso pode contribuir para reduzir possiveis efeitos
adversos de intervalos extensos e melhorar a precisdo geral do algoritmo, além de uma

calibragao dos parametros.

6.8 Funcao de Densidade de Probabilidade

No contexto da fisica estatistica, a distribuigdo normal surge como uma descri¢ao
estatistica de eventos aleatérios, é utilizada na teoria quantica e em muitos outros ramos
da fisica moderna. Essa fun¢do também se destaca no estudo de flutuagoes quanticas,
onde as incertezas inerentes ao comportamento quantico de particulas subatémicas sao
modeladas por distribui¢oes normais. Richard Feynman, um fisico teérico, aborda con-
ceitos fundamentais relacionados a probabilidade quéantica em seu livro The Feynman

Lectures on Physics [19]. A fungao da densidade de probabilidade:

f= e‘% L (14)
V2rm

A funcao da densidade de probabilidade desempenha um papel vital na modela-
gem matematica de fendmenos probabilisticos na fisica e em varias disciplinas cientificas,
fornecendo uma estrutura poderosa para entender e prever o comportamento de sistemas
fisicos sujeitos a flutuagoes e incertezas.

A funcado de densidade de probabilidade apresenta uma estrutura simples, com-
posta por uma variavel e trés constantes fundamentais. A unica varidvel, representada
por 6, foi delimitada no intervalo dos niimeros racionais de —1 até 1. Esta escolha espe-
cifica de intervalo é justificada pela correspondéncia com a distribui¢ao padrao, onde esse
intervalo abrange aproximadamente um desvio padrao da média.

As trés constantes essenciais na fungao sao m, e e o valor 2 da fungado original, re-
presentadas pelos valores numéricos 3.14159 e 2.71828, respectivamente. Essas constantes

desempenham papéis cruciais na modelagem matematica da distribuigao de probabilidade.
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A selecao do intervalo, além de ser coerente com a distribuicao padrao, também é
orientada pela simplicidade matematica. Trabalhar com um intervalo restrito simplifica
calculos e facilita interpretacoes do algoritmo, contribuindo para resultados mais claros e
compreensiveis. A padronizacao do intervalo escolhido confere uniformidade aos resulta-
dos, tornando-os mais facilmente comparaveis e interpretaveis em diversos contextos.

Ao examinar minuciosamente a fungao da densidade de probabilidade da distri-
bui¢ao normal, a Tabela revela caracteristicas notaveis. Em relagdo ao tempo de
execugao, observa-se uma relagao direta com o aumento do tamanho da amostra. Esse
comportamento alinha-se a expectativa de que o processamento computacional se intensi-
fica a medida que mais dados sao considerados, refletindo em um tempo consideravelmente
maior para amostras de maior magnitude. Essa tendéncia é acompanhada pelo aumento
do Desvio Padrao, que, por sua vez, ¢ uma consequéncia direta do incremento no intervalo
entre os valores minimo e maximo. Esse fendmeno sugere uma expansao na distribuicao
dos pontos, contribuindo para o aumento do intervalo observado. Dessa forma, podemos
inferir uma sensibilidade do algoritmo em relacao ao tamanho da amostra quando aplicado

a essa funcao especifica.

Tabela 19 - Tempo médio (s) entre 5 execugdes para a Func¢do de Densidade de Probabilidade

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 1180,84 | 2291,01 | 3277,96 | 7599,09

Maximo 1423,35 | 2817,47 | 4222,25 | 12332,10
Minimo 1038,12 | 1924,55 | 2190,37 | 5291,39
Desvio Padrao | 170,28 | 359,92 | 767,27 | 284991

Legenda: Resultados do Tempo médio (s), Méximo, Minimo e Desvio Padrao para a Func¢ao de
Densidade de Probabilidade com base em 5 execugdes
Fonte: O autor, 2023.

No que diz respeito ao erro, destacamos que, embora nao tenha alcancado exata-
mente o valor zero, ele se aproximou consideravelmente desse limiar, como podemos notar
na Tabela [20] Esse é um indicativo de que o algoritmo foi capaz de produzir resultados
altamente precisos para a funcao da densidade de probabilidade da distribui¢do normal.
E interessante notar que, apesar dos resultados iniciais terem sido elevados durante a
execucao do cédigo, o algoritmo demonstrou uma notavel capacidade de convergir para
valores de erro préximos de zero a medida que o processo avancava. Esse comportamento
sugere que o algoritmo ¢é capaz de lidar de forma eficaz com as complexidades matematicas
envolvidas nessa fungdo, mesmo que inicialmente apresente desafios. Notamos que ha a
ocorréncia de um aumento na média dos erros conforme a amostra cresce, comportamento
também reflete no Desvio Padrao.

Em relagao as fungoes obtidas pelo algoritmo, é importante ressaltar que, embora
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Tabela 20 - RMSE entre 5 execugoes para a Fungdo de Densidade de Probabilidade

Funcao Amostras (n)

10 20 40 80
Média 9,61 x 107 | 1,43 x 1073 | 2,62 x 1073 | 2,55 x 1073
Méximo | 1,32 x 1073 | 1,99 x 1073 | 4,03 x 10~% | 4,04 x 103
Minimo 1,32 x 1073 | 1,99 x 1073 | 4,03 x 1073 | 4,04 x 103

Desvio Padrao | 5,25 x 107% | 7,84 x 107 | 1,04 x 1073 | 1,94 x 1073

Legenda: Resultados do RMSE Médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a Fung¢ido de Densidade

de Probabilidade com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

o erro tenha sido extraordinariamente baixo, era esperado que o algoritmo nao atingisse
uma resposta com erro nulo. Isso se deve ao fato de que a operagdo exponencial, um
atributo necessario para que o algoritmo alcance a funcao original, ainda nao havia sido
incorporada ao algoritmo. No entanto, o propdsito desse teste era observar como o al-
goritmo se comportaria diante desse tipo de omissao. Posteriormente, com a inclusao de
novos parametros unarios, poderemos realizar comparac¢oes mais detalhadas.

A andlise dos resultados revelou que a fungao obtida pelo algoritmo, embora tenha
apresentado um erro praticamente nulo, é substancialmente mais complexa do que a
funcao original. Esse resultado era esperado, uma vez que a auséncia da operagao de
exponenciagao levou o algoritmo a empregar um grande niimero de operagoes quadraticas
e raizes. A complexidade adicional indica a dificuldade do algoritmo em encontrar uma

representacao simplificada da func¢ao original sem o uso de operac¢oes exponenciais.

0(2% —0) +2

T2

4+ 7

Ao analisarmos os resultados obtidos nesta fun¢ao, destacam-se uma notavel desen-

(15)

voltura e resultados promissores. Como mencionado anteriormente, a auséncia de fungoes
exponenciais teve um impacto positivo no desenvolvimento do algoritmo. Os resultados
alcancados sao bastante encorajadores, evidenciando a eficicia da escolha cuidadosa de
intervalos e parametros. Em diversos casos, o erro quase atingiu niveis nulos, indicando
uma precisao notavel.

Vale ressaltar que, embora as operagdes unarias estejam presentes, seu impacto foi
significativamente reduzido em comparacdo com outras fun¢des que possuiam uma com-
plexidade maior no nimero de operacoes(tanto binarias como unarias). A simplicidade
desta funcao, aliada a escolha adequada de pardmetros e intervalos, parece ter contribuido
de maneira positiva para o desempenho geral do algoritmo. Este resultado sugere que,

em contextos futuros.
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6.9 Ondas Eletromagnéticas

A fungao das Ondas Eletromagnéticas emerge como uma expressao derivada das
fundamentais fung¢oes de Maxwell, fornecendo uma descri¢ao precisa do comportamento
dos campos elétricos e magnéticos no espago.

De aplicacao abrangente, essa funcao desempenha um papel central na teoria das
ondas eletromagnéticas. Além disso, sua utilidade se estende aos dominios da dptica e
das comunicagoes, notadamente na andlise de antenas e na compreensao da propagacao
de ondas eletromagnéticas.

Richard Feynman, um fisico tedrico, contribuiu significativamente para a compre-
ensao desses fendmenos em sua obra monumental The Feynman Lectures on Physics [20].
Suas exploracoes sobre eletrodindmica quéntica e eletromagnetismo oferecem percepgoes
valiosas para aqueles que buscam desvendar as complexidades das ondas eletromagnéticas.

A funcao de dispersao, representada por

(16)

Aqui, k denota o nimero de onda, w é a frequéncia angular, ¢ é a velocidade da
luz no vacuo e d é a distancia entre elementos em um arranjo periddico. A funcao de
dispersao para ondas eletromagnéticas é uma janela para estudar a velocidade da luz e a
estrutura espacial do meio de propagacao.

A funcdo em questao incorpora duas variaveis e duas constantes, desempenhando
um papel significativo em fendmenos actusticos em larga escala. No que diz respeito as
variaveis, consideramos d e w, o primeiro variando no intervalo dos niimeros naturais
entre 1000 e 10000, enquanto o segundo abrange os naturais de 10'® a 10?!. No ambito
das constantes, destacam-se 7, cujo valor é 3.14159, e ¢, com uma magnitude de 3 x 108.

A escolha especifica desses intervalos é orientada pelo cendrio em que a funcao é
aplicada, centrando-se em fenomenos actusticos de grande escala. Essa selecao estratégica
reflete a amplitude de aplica¢oes da funcido em contextos onde esses pardmetros assumem
valores dentro dessas faixas especificas.

Além disso, a delimitagao desses intervalos nao é arbitraria; ao contrario, ela visa
otimizar os calculos. Ao restringir as varidveis a esses intervalos particulares, ndo apenas
mantemos a relevancia para as aplica¢oes praticas, mas também facilitamos os calculos,
o que se traduz em eficiéncia computacional e resultados mais ageis. Assim podemos ter
uma abordagem computacionalmente eficaz para a resolucao de problemas.

Ao examinarmos a Tabela notamos uma tendéncia de crescimento na média
dos tempos a medida que o tamanho da amostra aumenta, um comportamento que se

reflete também no Desvio Padrao. Destaca-se que esse padrao é acompanhado por um
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aumento na amplitude do intervalo entre os valores minimos e maximos, o que explica o

crescimento no Desvio Padrio.

Tabela 21 - Tempo médio (s) entre 5 execucdes para a Func¢io das Ondas Eletromagnéticas

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 1918,47 | 2487,52 | 4984,64 | 7793,84

Maximo 222496 | 3419,41 | 8492,36 | 12744,00
Minimo 1376,78 | 2102,41 | 2993,52 | 5791,12
Desvio Padrao | 343,32 | 549,69 | 2229,17 | 2861,86

Legenda: Resultados do Tempo médio (s), Méximo, Minimo e Desvio Padrao para a funcao das Ondas
Eletromagnéticas com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Ao analisar a Tabela ¢ evidente um resultado extraordinariamente elevado na
amostra de tamanho 10, o que impactou significativamente a média, levando-a a um valor
extremamente alto. Contudo, a medida que o tamanho da amostra aumenta, observa-se
uma estabilizacao nos resultados médios, com pouca discrepancia entre eles. Em relacao
ao Desvio Padrao, nota-se novamente a influéncia do resultado andémalo na amostra de
tamanho 10, refletindo uma maior variabilidade. Para as demais amostras, destaca-se
uma reducao no Desvio Padrao, especialmente na amostra de tamanho 40, explicada pelo

menor intervalo entre os valores minimo e maximo obtidos nos testes.

Tabela 22 - RMSE entre 5 execugbes para a fungao das Ondas Eletromagnéticas

Fungao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 1,26 x10%7 1,95 x10° 1,60 x10° 1,40 x10°
Méximo 6,31 x10%" | 2,06 x10° 1,62 x10° 1,51 x10°
Minimo 9,99 x108 1,72 x10° 1,59 x10° 1,26 x10°
Desvio Padrio | 2,82 x10%7 1,42 x10® 1,54 x107 1,22 x108

Legenda: Resultados do RMSE Médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a fungao das Ondas
Eletromagnéticas com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Dentre os resultados obtidos pelo algoritmo, o que mais chegou préximo de resul-

tado foi nulo foi:

w

—(10000v/3 + 7)2d — d — 7 + 300000000
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A expressao obtida apresenta uma combinagdo complexa de termos. Essa com-
plexidade reflete a dificuldade do algoritmo em reproduzir fielmente a funcao original,
podemos observar que a fungao encontrada consegue utilizar todas as variaveis fornecidas
ao problema.

Ao comparar os resultados obtidos com outros, torna-se evidente o impacto re-
duzido das operagoes unarias nesta fungao especifica. Com cinco operagoes unarias, essa
expressao se destaca em complexidade em comparagao com outras analisadas. No entanto,
a escolha de um intervalo de dados mais restrito pode ter beneficiado o desempenho do
algoritmo em relacao a outras funcoes, como a do Campo Elétrico Puntiforme. Esta
ultima, apesar de ter menos operagoes unarias, enfrentou desafios decorrentes do amplo

intervalo de dados.

6.10 Distribuicao de Bose-Einstein

Esta formulacao é fundamental para compreender o comportamento estatistico
dessas particulas, em que n representa o nimero médio de particulas em um estado de
energia especifico, w é a frequéncia angular desse estado, kg é a constante de Boltzmann,
T é a temperatura absoluta do sistema, e k£ é a constante de Planck. A funcao da

Distribuicao de Bose-Einstein é expressa como:

n= (zwl) (18)
ekrsT —1

Richard Feynman serve como uma referéncia valiosa em seu livro The Feynman
Lectures on Physics [21], aborda a Distribui¢do de Bose-Einstein e suas aplicagoes em
diversos fendmenos. A abordagem matematica desta fungao e suas implicagoes fisicas sao
cruciais para a descrever sistema quantico constituido de spin inteiros e calcular os valores
médios de suas grandezas.

Sobre a func¢ao em questao, destacam-se duas varidveis e quatro constantes funda-
mentais. As varidveis em andalise sdo w e T, representando, respectivamente, a frequéncia
angular e a temperatura. O w varia no intervalo dos niimeros racionais entre 4 x 104
e 7,5 x 10, enquanto T abrange valores naturais de 1000 a 100000. Essa delimitacao
de intervalos é estratégica, pois direciona a fun¢ao para eventos especificos, centrando-se
em temperaturas elevadas associadas a luz visivel. Além disso, essa escolha otimiza os
calculos computacionais, promovendo eficiéncia e agilidade na execucao do programa.

No que diz respeito as constantes, temos kg, a constante de Boltzmann, com valor
aproximado de 1.380649 x 10723, h, a constante de Planck, aproximadamente 6.62607015 x

107, e 0 e com valor de 2,718281828. Também temos a constante da funcdo original
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com valor igual a 1.

Ao examinarmos os resultados apresentados na Tabela [23] percebemos um padrao
comum no comportamento desses dados. Evidencia-se um aumento nas médias dos tempos
a medida que o tamanho da amostra aumenta, uma tendéncia que também se manifesta
no Desvio Padrao. Esse fenomeno pode ser explicado pelo crescimento do intervalo entre
os valores minimos e maximos a medida que a amostra se torna mais extensa, o que, por
sua vez, contribui para o aumento do Desvio Padrao.

Essa anélise reflete a sensibilidade do algoritmo ao tamanho da amostra, indicando
que, a medida que mais dados sao considerados, a variacao nos tempos de execucao
também aumenta. Esse comportamento pode ser atribuido a complexidade inerente a

Distribuicdo de Bose-Einstein e as interagdes entre as variaveis e constantes envolvidas.

Tabela 23 - Tempo médio (s) entre 5 execugoes para a Fungao de Distribuigdo de Bose-Einstein

Fungao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 2275,64 | 2780,55 | 4963,58 | 8583,63

Maximo 3414,18 | 3255,70 | 6131,64 | 10817,90
Minimo 1556,77 | 2428,82 | 3013,28 | 5903,09
Desvio Padrao | 763,31 | 318,98 | 1431,00 | 1790,42

Legenda: Resultados do Tempo médio (s), Méximo, Minimo e Desvio Padrao para a func¢ao de

Distribuicao de Bose-Einstein com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Ao analisarmos a Tabela[24] percebemos uma peculiaridade no comportamento da
média dos erros em relagao ao tamanho da amostra. Diferentemente do esperado, nao hé
um crescimento proporcional a medida que a amostra aumenta. Um ponto notavel é o
resultado incomum obtido para a amostra de tamanho 40, que apresentou o maior valor
para o erro médio, influenciando diretamente no Desvio Padrao, que também se tornou o
mais elevado.

Os resultados das amostras de tamanho 10 e 20 mostram uma diferenca na média
dos erros, embora os Desvios Padrao dessas amostras sejam préximos. Isso pode ser
explicado pela divergéncia nos intervalos entre os valores minimos e maximos, que, embora
distintos, apresentam uma variacao semelhante.

Surpreendentemente, a amostra de tamanho 80 revelou-se como a de melhor de-
sempenho neste teste especifico. Esse resultado contraintuitivo sugere que, para essa
distribuicao especifica, um tamanho amostral maior pode ser benéfico para o algoritmo,
proporcionando resultados mais precisos e consistentes.

Dentre as func¢oes obtidas pelo algoritmo a que mais se aproximou da func¢ao ori-

ginal foi:
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Tabela 24 - RMSE entre 5 execugdes para a fun¢do de Distribui¢do de Bose-Einstein

Funcao Amostras (n)
10 20 40 80
Média 6,21 x1072 | 3.80 x1072 | 1,61 x10~" | 2,48 x 102

Méximo 8,65 x1072 | 5,95 x1072 | 5,77 x107! | 2,97 x1072
Mimo | 5,02 x1072 | 2,51 x1072 | 4,00 x10~2 | 1,96 x10~2
Desvio Padrao | 1,50 x1072 | 1,38 x1072 | 2,32 x10~! | 3,61 x10~3

Legenda: Resultados do RMSE Médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a funcédo de Distribuicdo

de Bose-Einstein com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

10 w 2

0 4 oy( 2 + 272 +2T) /T

(w T o)z zd ) _VTte_ 0, 00209869 (19)
(&

Observa-se que, embora a fungao tenha apresentado um erro praticamente nulo, seu
resultado distanciou-se consideravelmente da funcao original. Esse resultado era esperado,
uma vez que o algoritmo nao tinha a capacidade de lidar com fungoes exponenciais. O
proposito desse teste era avaliar como o algoritmo responderia diante dessa limitagao.

Ao compararmos os resultados obtidos com outras fungoes, podemos extrair con-
clusoes semelhantes as observadas na Funcao de Densidade de Probabilidade, uma vez
que ambas tém a mesma natureza exponencial. Embora cada funcdo possua suas pecu-
liaridades individuais, é evidente que esta func¢ao nao obteve resultados tao expressivos
quanto a Funcao de Densidade de Probabilidade. No entanto, é notério que o intervalo
de dados teve um impacto consideravel. Isso se deve ao fato de as constantes presentes na
funcao serem valores muito pequenos, aumentando a probabilidade de ocorréncia de erros
de underfitting. A escolha adequada dos pardmetros, assim como ajustes no intervalo dos
dados, além da inser¢ao de novos pardmetros (unarios), pode ser crucial para melhorar a

capacidade do algoritmo em lidar com essa fungao especifica.

6.11 Discussoes sobre o resultado

Uma andlise abrangente das fungoes utilizadas é apresentada na Tabela des-
tacando a quantidade de operagoes de cada fungao. Observa-se que as operagoes unarias
exercem um impacto significativo no algoritmo, acentuando possiveis erros numéricos.

Essas constatacoes ressaltam a importancia de considerar o intervalo utilizado na
execucao do algoritmo, pois operagoes como raiz ou potenciagao tendem a acentuar erros.

Isso destaca a relevancia de uma cuidadosa escolha de parametros, especialmente no que



Tabela 25 - Observagoes sobre as fungbes

Fenomeno

Binarias

Unaérias

Distancia Euclidiana
Massa Relativistica
Lentes Delgadas
Produto Interno
Forca Gravitacional
Periodo Orbital de dois Corpos
Campo Elétrico Puntiforme
Funcao de Densidade de Probabilidade
Ondas Eletromagnéticas
Distribuicao de Bose-Einstein

W = = O 0 Ot = W W

ot

Legenda: Anélise das operagoes (Bindrias e Undrias) - Resumo dos Resultados

Fonte: O autor, 2023.

w

— Ot W = N WO O W
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diz respeito ao intervalo de valores das variaveis envolvidas nas fungdes. Um intervalo

inadequado pode impactar significativamente a precisao do algoritmo, tornando crucial

uma analise criteriosa e ajustes refinados nos parametros utilizados. Essa abordagem é

fundamental para minimizar possiveis erros decorrentes do intervalo de dados.

Na Tabela [20] foram realizadas observagoes sobre os resultados, considerando,

Intervalos Grandes como ntimeros maiores que 10°, pois o algoritmo tendia a truncar

nimeros que fossem maiores que esses ou pequenos demais 1076, Para Todas as Varidveis,

considerou-se a natureza do resultado em relacdo ao uso ou nao de todas as varidveis no

melhor resultado, e, por fim, a quantidade de acertos em 20 testes com amostras diferentes.

Tabela 26 - Observacoes sobre os resultados

Fenémeno Intervalos Grandes | Todas as Varidveis | Acertos
Distancia Euclidiana Nao Nao 0
Massa Relativistica Sim Sim 0
Lentes Delgadas Nao Sim 9
Produto Interno Nao Sim 7
Forga Gravitacional Sim Nao 0
Periodo Orbital de dois Corpos Sim Sim 0
Campo Elétrico Puntiforme Sim Sim 0
Funcao de Densidade de Probabilidade Nao Sim 0
Ondas Eletromagnéticas Sim Sim 0
Distribui¢do de Bose-Einstein Sim Sim 0

Legenda: Analise dos intervalos e do uso das variaveis - Resumo dos Resultados

Fonte: O autor, 2023.

Observa-se uma prevaléncia de acertos em fungoes que nao fazem uso de interva-
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los grandes. Embora essas fung¢oes nao tenham utilizado operacoes unarias, o que é um
fator a ser considerado, é interessante notar que a funcao da Distancia Euclidiana nao fez
uso de intervalos grandes, mas também nao utilizou todas as variaveis, o que pode ter
contribuido para nao atingir a funcao original desejada. Outra funcao que nao utilizou
intervalos muito grandes foi a Funcao da Densidade de Probabilidade. No entanto, como
destacado anteriormente, essa fungao possui uma fungao ainda nao implementada (Fungao
exponencial). Em comparagao com a Distribui¢do de Bose-Einstein, que obteve resulta-
dos proximos de zero, observamos que, de fato, o intervalo utilizado tende a impactar o
algoritmo, dificultando a obtencao de um resultado 6timo.

Ao analisar o uso ou nao de todas as variaveis, nota-se que a maioria dos resulta-
dos conseguiu utilizar todas as variaveis, com algumas excegoes, como a funcao da Forca
Gravitacional, que apresentou um erro extremamente alto, possivelmente impactado pe-
los intervalos grandes utilizados nos testes. Além disso, a fungao da Distancia Euclidiana
obteve um erro baixo, embora nao tao baixo quanto a Funcao da Densidade de Probabi-
lidade. Essas nuances ressaltam a complexidade na escolha de intervalos e na utilizacao
de todas as variaveis para atingir resultados mais precisos em algoritmos de Regressao

Simbdlica.

6.12 Teste com as grandezas fisicas

As grandezas fisicas podem desempenhar um papel fundamental na formulacao e
compreensao de modelos de regressao simbélica, representando aspectos mensuraveis e
quantificaveis do mundo natural. No contexto da modelagem simbolica, essas grandezas
se tornam variaveis de entrada junto aos dados coletados, desempenhando um importante
papel para a construcao de equacgoes simbolicas que modelam relagoes entre diferentes
fenomenos fisicos.

A precisao na definigdo e medi¢ao de grandezas fisicas é essencial para o desenvol-
vimento de modelos de regressao simbdlica robustos e representativos. Estas grandezas,
muitas vezes expressas por variaveis simbolicas, permitem a analise matematica das rela-
¢oes entre diferentes entidades fisicas, possibilitando a criacao de equagoes simbdlicas que
resumem comportamentos de sistemas fisicos.

Ao empregar grandezas fisicas em modelos de regressao simbdlica, é possivel cap-
turar nuances e padroes subjacentes aos dados observados, contribuindo para uma com-
preensao mais profunda dos fenémenos estudados.

Nesta parte do estudo, foi realizado alguns testes com as fungoes ja estudadas
nesse trabalho, dito isto, as unidades foram implementadas nos testes. Duas equacoes
ficaram de fora dessa rodada de testes, devido a funcao exponencial nao tratar bem as

unidades, sendo assim seria necessaria outra implementacao para o codigo realizar esse
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tipo de operagao.

Nessa etapa, adotou-se uma estratégia na manipulacao dos dados. Inicialmente,
empregou-se um conjunto de dados composto por 40 amostras. Desse conjunto, selecionou-
se uma subamostra de 20 elementos para a constituicao de um segundo conjunto. Pos-
teriormente, a partir desse segundo conjunto, optou-se pela selecdo de uma subamostra
de 10 elementos, resultando na formacao de um terceiro conjunto. Essa abordagem foi
escolhida para alinhar-se ao desenvolvimento do c6digo, uma vez que propicia uma con-
sisténcia metodologica nos testes subsequentes.

Ademais, empregaram-se valores distintos para os parametros especificos do pro-
blema, uma escolha embasada na propriedade das unidades de conduzirem a abordagens
mais sustentaveis. Nesse contexto, nao se fez necessario ampliar o exploration ou o exploi-
tation no algoritmo. Com essa consideragao, optou-se por fixar os valores de noimprove-
mentmaz e restart em 100, buscando equilibrar as facetas de exploration e exploitation.
Os demais parametros, tanto globais quanto especificos, permaneceram inalterados. Adi-
cionalmente, a escolha de configurar a pilha (stacklen) com um tamanho de 30 justifica-se
pelo fato de uma das fungoes-alvo possuir esse tamanho especifico na pilha.

Introduziu-se um novo parametro, moreDiversity, com o proposito de enriquecer
a diversidade dos cromossomos. Os testes conduzidos revelaram resultados benéficos,
especialmente para a funcao da Distancia Euclidiana. O parametro moreDiversity opera
ao proporcionar um incremento na diversidade em momentos especificos, quando fornecido
ao algoritmo.

Agora, abordando a analise dimensional, ela é uma abordagem essencial para ga-
rantir a consisténcia e validade das equacoes fisicas, considerando as unidades das gran-
dezas envolvidas. Ao explorar como essa analise é aplicada em diferentes operacoes ma-

tematicas. Podemos diferenciar algumas operagoes entre si.

« Nas operagoes de soma e subtracao, é fundamental que as grandezas tenham as
mesmas dimensoes. Considere a adicdo de dois comprimentos: L; e Lo. Aqui,
ambas as grandezas devem ter a dimensao de comprimento (metros) para garantir
consisténcia dimensional. Caso as grandezas sejam diferentes nao é possivel realizar

esse tipo de operacgao

o Ao multiplicar ou dividir grandezas, suas dimensoes sdo combinadas. Se mul-
tiplicarmos a velocidade (dimensao de metros/segundo) pelo tempo (dimensao de

segundos), obtemos a distdncia (dimensao de metros).

e Quando elevamos uma grandeza a uma poténcia, multiplicamos suas dimensoes
pela propria dimensao na poténcia correspondente. Se elevamos o comprimento ao

quadrado, obtemos a area.

e Ao aplicar uma raiz quadrada ou outra raiz, dividimos as dimensoes pela raiz
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correspondente. Se tivermos uma area e aplicarmos a raiz quadrada, obtemos o

comprimento.

6.12.1 Distancia Euclidiana

A primeira funcio submetida a teste foi a Distancia Euclidiana. E relevante salien-
tar que todas as quatro variaveis do problema, assim como a saida da funcao, sdo expressas
em metros (m). Os resultados desse teste, apresentados na Tabela , revelaram-se posi-
tivos. O algoritmo demonstrou acuracia ao ajustar a fungdo em todas as iteragdes com 10

e 20 amostras. Contudo, ao lidar com 40 amostras, verificou-se um erro médio de 2.0331.

Tabela 27 - RMSE apés a implementacdo da analise da unidade entre 5 execucoes para a Distancia

Euclidiana
Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 0| 0 |20331
Méaximo 0| 0 | 2.0892
Minimo 0 | 0 | 1.9580
Desvio Padrao | 0 | 0 | 0.0516

Legenda: Resultados do RMSE médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a fun¢do da Distancia
Euclidiana utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Nos resultados temporais apresentados na Tabela [28] destaca-se uma melhoria sig-
nificativa. O algoritmo nao apenas alcancou uma resposta substancialmente mais rapida
do que na execucao desprovida do emprego de grandezas fisicas, mas também convergiu
para a funcao do livro. Observa-se ainda que o experimento com uma amostra de tama-
nho 20 demonstrou desempenho superior, registrando o menor tempo entre os resultados
avaliados.

O primeiro resultado obtido foi a fungao

\/(1‘2 —x3)% + (20 + ((((zo + @0) — @0) — (21 + o) + (21 — 1))))) - mZ (20)

Essa fungao, quando simplificada, resulta na funcao alvo, \/ (xo — 21)? + (29 — x3)?,
o resultado observado foi para uma amostra de 10 amostras. Para 20 amostras a fungao

encontrada foi a funcao [21}

2

V(@ =222+ (= (12 1)) = (L2 D)/1) # (21 — 20))) (21)
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Tabela 28 - Tempo(s) apds a implementagdo da andlise da unidade entre 5 execugdes para a Distdncia

Euclidiana
Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 393.5220 | 103.1739 | 763.5622

Méximo 402.4930 | 115.3460 | 791.9550
Minimo 387.5790 | 95.2495 | 719.6330
Desvio Padrao | 5.8002 8.9723 28.8071

Legenda: Resultados do Tempo(s) médio, Méximo, Minimo e Desvio Padrao para a fungdo da Distancia

Euclidiana utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugbes
Fonte: O autor, 2023.

Que também resulta na funcao alvo dos testes. Agora para a 40 amostras, temos

o seguinte resultado, visualizado na funcao

Vit et ) = (@t o) - @) - 20

() g

(22)

Aqui podemos observar que o codigo evitou usar todas as variaveis do problema,

quando simplificada a fun¢ao [23]é o resultado encontrado:

i

(21— x0) + w (23)

6.12.2 Massa Relativistica

A segunda funcao sujeita a testes foi a Massa Relativistica. Diferentemente da
funcao da Distancia FEuclidiana, suas unidades de medida sao distintas. Para as varidveis
de entrada, temos a massa (kg) e a velocidade (m/s), enquanto para a saida temos apenas
a massa (kg). Além destas, a funcdo envolve a constante da velocidade da luz (m/s).
Os resultados deste teste, apresentados na Tabela[29] revelaram-se ligeiramente afastados
da forma original da fun¢do, conforme encontrada na literatura. O algoritmo evidenciou
resultados promissores para uma amostra de tamanho 10, no entanto, para amostras de
tamanho 20, houve uma discrepancia significativa em relacao aos testes com menos ou
mais amostras. Para uma amostra de tamanho 40, o erro foi identificado como sendo o
dobro da execugao com 10 amostras.

Nos resultados temporais apresentados na Tabela [30] destaca-se resultados satisfa-

torios visto que na primeira execucao antes da implementagao das grandezas, o algoritmo
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Tabela 29 - RMSE apéds a implementacdo da analise da unidade entre 5 execugoes para a Massa

Relativistica
Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 3.525022 13.4297 6.579192
Maximo 3.89 13.94 6.7391
Minimo 3.21 13.2245 6.46266
Desvio Padrao | 0.2816825384 | 0.2942786944 | 0.1422967509

Legenda: Resultados do RMSE médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a funcdo da Massa

Relativistica utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugdes
Fonte: O autor, 2023.

necessitava de mais tempo de processamento. Além disso, a vantagem agora dessa imple-

mentacao é uma fungao mais proxima da literatura.

Tabela 30 - Tempo(s) apds a implementagdo da andlise da unidade entre 5 execugdes para a Massa

Relativistica
Fungao Amostras (n)
10 20 40
Média 1458.818 765.741 2392.238
Maximo 1516.56 861.952 2573.26
Minimo 1404.17 718.945 2283.57
Desvio Padrao | 43.79907956 | 58.32273499 | 122.832588

Legenda: Resultados do Tempo(s) médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a fungdo da Massa

Relativistica utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

O primeiro resultado obtido com 10 amostras foi a funcao [24f

,/mo\/(m0+(m0+mg))—l— :}(23—877101 X1x1Ixvxl1

v

24
v+v (24)

Embora a funcao respeite as grandezas fisicas, ela ainda se distancia pouco do
resultado desejado, com mais algumas calibracoes dos parametros o algoritmo pode chegar

ao resultado desejado. Outra funcao obtida com a 20 amostras foi a [25}

(vxv)((v—v)4v)(v+v)
: ((3x108)2)2 +1 mop X My

. X~ (25)




88

Para a amostra de tamanho 40 a funcao [26|foi o resultado de saida do algoritmo:

() "
1 0
. . P X T2 T Mo (26)
(e V1 (5im)
3x108

Os resultados se mostraram promissores em relagdo ao teste sem as unidades,
podemos observar que as fungoes se tornaram menos complexas e sem tanta redundancia

do que na primeira execucao.

6.12.3 Lentes Delgadas

A terceira funcao submetida a, testes foi a funcao das Lentes Delgadas. Sua gran-
deza fisica assemelha-se a da Distancia Euclidiana. Para as varidveis de entrada, temos
metros (m) e uma das variaveis com valor adimensional (representado pelo *’), enquanto
a saida também ¢é expressa em metros (m). Os resultados deste teste, apresentados na
Tabela BI], revelaram um desempenho notével do cddigo. Diferentemente da primeira,
execugao, onde algumas execugdes atingiram o 6timo, nesta fase, todas as execugoes al-

cancaram o 6timo.

Tabela 31 - RMSE ap6s a implementagao da analise da unidade entre 5 execugoes para a Lentes

Delgadas
Fungao Amostras (n)
10 20 40
Média 010 0
Maximo 0] 0 0
Minimo 010 0
Desvio Padrao | 0 | 0 0

Legenda: Resultados do RMSE médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a funcdo da Lentes

Delgadas utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Nos resultados temporais apresentados na Tabela observa-se uma melhoria de
quase 50% em relacao a primeira execucao. A implementacao das unidades revelou-se nao
apenas um meio para otimizar esta fungdo, mas também para aprimorar os resultados ja
obtidos.

Nessa execugao os resultados nao se diferenciaram muito, a nao ser pela simplifi-
cacao da fungao, observavel principalmente nos testes com menos amostras. O resultado
obtido com 10 amostras foi a funcao 27
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Tabela 32 - Tempo(s) apds a implementagdo da andlise da unidade entre 5 execugdes para a Lentes

Delgadas
Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 48.37974 39.48094 97.3292
Maximo 48.5483 40.0688 117.526
Minimo 48.1729 39.0875 86.6806
Desvio Padrao | 0.1660665921 | 0.3650266881 | 11.90819156

Legenda: Resultados do Tempo(s) médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a funcdo da Lentes
Delgadas utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

1

n x (27)
(& + ) v
A funcao [28] foi obtida para uma amostra de tamanho 20:
dy X d

(12)? o (28)
Tl X (dldQ + dl (dln))

E por fim, a funcao [29) foi obtida para uma amostra de tamanho 40:

d
1 ; (29)

6.12.4 Produto Interno

A quarta funcao submetida a, testes foi a funcao do Produto Interno, cujas gran-
dezas fisicas também se assemelham a Distancia Euclidiana. Para as variaveis de entrada,
utilizamos a unidade metro (m), enquanto a saida é expressa em &drea, com a unidade de
medida metro ao quadrado (m?). Os resultados deste teste, apresentados na Tabela ,
destacam um desempenho aquém do esperado para as duas primeiras amostras. Entre-
tanto, a ultima amostra, contendo mais dados, convergiu para um resultado proximo ao
6timo. Vale notar que algumas fungoes respondem positivamente ao aumento dos pontos,
uma estratégia que nao resultou em bons desempenhos para a Distancia Euclidiana.

Os resultados temporais apresentados na Tabela [34] mostram uma diminuicao do
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Tabela 33 - RMSE apéds a implementacdo da analise da unidade entre 5 execugdes para a Produto

Interno
Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 19.05702 29.828 0.0000
Méximo 19.0798 30.1035 0.0000
Minimo 19.019 29.281 0.0000
Desvio Padrao | 0.02349195607 | 0.3186171292 | 0.0000

Legenda: Resultados do RMSE médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a funcdo da Produto
Interno utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

tempo a medida que as amostras aumentam. Cabe ressaltar que a amostra maior, para

essa funcdo, teve um resultado benéfico.

Tabela 34 - Tempo(s) apds a implementagdo da andlise da unidade entre 5 execugdes para a Produto

Interno
Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 791.6212 | 485.2592 | 259.5666

Maximo 852.5650 | 487.9700 | 261.0460
Minimo 738.0310 | 482.3980 | 257.6860
Desvio Padrao | 50.4213 2.4822 1.4409

Legenda: Resultados do Tempo(s) médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a fungdo da Produto

Interno utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execucgoes
Fonte: O autor, 2023.

Nessa execugao, obteve-se resultados menos complexos do que na primeira. Além
disso, as equagoes geradas respeitam a variavel de saida. No entanto, nesta execugao, o
algoritmo nao fez uso de todas as variaveis de entrada, excluindo as variaveis x5 e x; do

resultado.O resultado obtido com 10 amostras foi a funcao [30}

( T3Ty4 X Ty

xz+<x3+x0>2> X (zax (1+1x 1) + (21t 22)) (30)

A funcao obtida para uma amostra de tamanho 20, também apresentou o mesmo

problema, desta vez, a varidvel xy ndo apareceu na funcao [31] de saida:

1+1
(<<x3 ¥ ) X <x4 - \/xl + (21 + (21 + (25 — xz)))2>> X (LxD)x1)x o (31)
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E por fim, a func¢ao que gerou a saida desejada utilizando uma amostra de

tamanho 40:

Toxs + 1 (:rlxo + (935z4 (1X11)2) \/ﬁ) (32)

Embora, o resultado de saida parega da fungao [33] distante do desejado, ao ser

simplificada, encontramos a fung¢ao alvo.
ToT1 + Tols + T4Ts (33)

6.12.5 Forca Gravitacional

A quinta funcao sujeita a testes foi a funcao da Forga Gravitacional. Sua grandeza
fisica assemelha-se a da Distancia Euclidiana. Para as varidveis de entrada, temos a
distancia em metros (m), enquanto a saida ocorre na unidade Newton (N). Esta fungao
possui trés constantes, que tém grandeza, sendo a massa da Terra (m;) e a massa da
Lua (ms), dadas em quilogramas (kg), e a Constante Gravitacional (G) dada em (N *
m?/kg?). Os resultados deste teste, apresentados na Tabela , destacam um resultado
semelhante ao primeiro teste. No entanto, cabe ressaltar que a funcao encontrada aqui
se adequou melhor a andlise dimensional dos dados. Assim, embora o erro aqui tenha
sido igualmente alto, a fungdo encontrada tem uma correspondéncia mais aceitavel com

os dados de entrada e de saida.

Tabela 35 - RMSE apds a implementacdo da analise da unidade entre 5 execugoes para a Forga

Gravitacional
Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 7.54 x 10%° 1.47 x 10%7 1.52 x 10%7
Méximo 7.73 x 10% 1.82 x 10%7 1.83 x 10%7
Minimo 7.17 x 10%° 1.00 x 10%7 1.22 x 10%7
Desvio Padrao | 2.23014 x 10% | 3.03397 x 10%° | 2.27763 x 10?6

Legenda: Resultados do RMSE médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a fun¢do da Forga
Gravitacional utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Nos resultados temporais apresentados na Tabela [36] observa-se um tempo de
execugao significativamente menor em comparag¢ao com a primeira execu¢ao. Na amostra

de tamanho 20, o algoritmo ficou preso em um 6timo, o que resultou em uma execucao
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mais rapida do que nas outras instancias, onde o algoritmo conseguia alcangar resultados

um pouco mais distantes antes de convergir.

Tabela 36 - Tempo(s) apds a implementagdo da andlise da unidade entre 5 execugdes para a Forga

Gravitacional
Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 1701.5680 | 485.2592 | 1312.4620

Méximo 1775.2800 | 487.9700 | 1689.3000
Minimo 1617.0400 | 482.3980 | 1179.2800
Desvio Padrao | 65.0831 2.4822 213.1343

Legenda: Resultados do Tempo(s) médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a fungao da Forga
Gravitacional utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Nessa execugao, obteve-se uma funcao que, embora siga a andlise dimensional,
nao atende completamente ao desejado. A abordagem utilizada para amenizar os erros
numéricos, com o emprego da base 10'°, ndo contribuiu para que o algoritmo gerasse uma
saida satisfatoria. Além disso, vale notar que a funcao [34] produzida nao utilizou todas as
variaveis de entrada, deixando de considerar as variaveis x1, x9 e x4.0 resultado obtido

com 10 amostras é apresentado:

0.667408+-0.667408

=1 (25 (((wo X 20)25)25)) X Gemmssems) X 0.6674082)0.6674082))2
1010

(

(34)

A fungao[35obtida para uma amostra de tamanho 20, também apresentou o mesmo
problema, no entanto, aqui as variaveis que ficaram de fora, sdo 3, x4 € x5 ndo apareceu

na func¢ao de saida:

¢ V(@1 + (@2 = 22)) + 20)

734

x (734 x 734) | x 734 | x (\/0.667408 X ( (W)2>2>

(35)

E por fim, a func¢ao que gerou a saida desejada utilizando uma amostra de
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tamanho 40:

((7342) x <\/ <((O.667408 x 59720)2)2) X 0.6674082>> x (0.667408

1010 x J \/\/(((xo +0))?)

Podemos observar a complexidade das equagoes obtidas pelo algoritmo, a qual

pode ser ocasionada tanto pela complexidade intrinseca da funcao quanto pelos valores
numericamente grandes envolvidos. Para esta execucao, seria pertinente considerar al-
guma abordagem adicional de pré-processamento, visando mitigar esse tipo de erro e
buscar equacgdes mais simplificadas e interpretaveis. Este é um aspecto a ser explorado

na busca por aprimoramentos no desempenho do algoritmo.

6.12.6 Periodo Orbital

A sexta fungdo submetida a, testes foi a funcdo do Periodo Orbital. Para suas
varidveis de entrada, temos a distdncia dada em metros (m), enquanto a saida ocorre em
segundos (s). Esta fungao possui trés constantes, todas com dimensoes fisicas: a massa
da Terra (m;) e a massa da Lua (mg), expressas em quilogramas (kg), e a Constante
Gravitacional (G), medida em (m?/(kg * s?)). Os resultados deste teste, apresentados na
Tabela [37], destacam-se por apresentar resultados com pouquissima diferenga em relagao
A primeira execucdo. E relevante ressaltar que o resultado obtido nesta fase estd mais
alinhado com a analise dimensional das grandezas fisicas, representando, assim, um re-
sultado mais préoximo do esperado. Este alinhamento com a andlise dimensional é crucial

para garantir a coeréncia fisica das equagoes geradas pelo algoritmo.

Tabela 37 - RMSE ap6s a implementacao da analise da unidade entre 5 execugdes para a Periodo

Orbital
Fungao Amostras (n)
10 20 40
Média 1.659032 36.7624 1.5790
Maximo 1.89772 36.962 1.9782
Minimo 1.23772 36.518 1.2098
Desvio Padrao | 0.2589156765 | 0.188391348 | 0.2722

Legenda: Resultados do RMSE médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a funcdo da Periodo
Orbital utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugdes
Fonte: O autor, 2023.
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Nos resultados temporais apresentados na Tabela [38] destaca-se um tempo signi-
ficativamente menor em comparacao com a primeira execugao. Além disso, é relevante
observar que, na primeira execugao, o tempo para a primeira amostra ja atingia cerca de
2000 segundos, enquanto nesta segunda fase, o algoritmo consegue atingir resultados mais
aceitaveis em menos tempo.

A reducao substancial no tempo de execucao é um indicativo positivo do aprimo-
ramento do desempenho do algoritmo na resolucao da fungdo do Periodo Orbital. Essa

melhoria pode ser crucial em cenarios onde a eficiéncia computacional é fundamental.

Tabela 38 - Tempo(s) apds a implementagdo da andlise da unidade entre 5 execugdes para a Perfodo

Orbital
Fungao Amostras (n)
10 20 40
Média 1483.2860 | 1204.7100 | 1659.2480

Méximo 1526.4800 | 1231.7900 | 1676.0300
Minimo 1446.7900 | 1152.9500 | 1626.6100
Desvio Padréao 33.1906 30.5385 19.2268

Legenda: Resultados do Tempo(s) médio, Maximo, Minimo e Desvio Padréo para a fungdo da Periodo
Orbital utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugdes
Fonte: O autor, 2023.

Nesta execucao, obteve-se uma funcao que, embora siga a analise dimensional de-
sejada, ainda difere do resultado desejado. A abordagem utilizada para mitigar os erros
numéricos, mediante o uso da base 10'°, ndo contribuiu para que o algoritmo produzisse
uma saida numericamente satisfatoria. No entanto, é notdvel que a grandeza dimensi-

onal foi respeitada.Apresenta-se o resultado obtido com 10 amostras, o resultado foi a

funcao 37

a2

;\/ d »v/1 X 1010

0.667408+/7342 (%)
V2

A funcao[38|obtida para uma amostra de tamanho 20, também apresentou o mesmo

(37)

problema:

(m'd”) x 734

(d+d)
0.667408 (38)
59720 x 24

3.14159
2
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E por fim, a func¢ao que gerou a saida desejada utilizando uma amostra de

tamanho 40:

Q.

(39)

451010
Ly X T34 x V22 x (0.667408 x d)
()
As equagdes geradas pelo algoritmo demonstram uma complexidade consideravel,
especialmente quando comparadas a primeira execucao, onde as equagoes estavam mais
distantes da andlise dimensional desejada. Essa complexidade pode ser atribuida a na-
tureza intrinseca da funcao ou aos valores numéricos significativamente grandes, como
observado na fungao anterior (For¢a Gravitacional).
Para essa execucao, seria interessante considerar outras abordagens de pré-processamento
a fim de mitigar esse tipo de erro. Isso pode envolver a exploracao de técnicas especificas
para lidar com valores extremos ou ajustes nos parametros do algoritmo para melhor aco-
modar as caracteristicas da fungdo. A busca por estratégias mais refinadas pode contribuir

para resultados mais préximos da andlise dimensional desejada.

6.12.7 Campo Elétrico Puntiforme

A sétima fungao submetida a testes foi a funcao do Campo Elétrico Puntiforme. As
variaveis de entrada para esta fungdo sao o raio dado em metros (m) e a carga fornecida
em Coulombs (C), enquanto a saida é expressa na unidade Newton por Coulomb (N/C).
Esta funcdo envolve apenas uma constante, o coeficiente de permissividade no vacuo,
expresso em (C%/N - m?).

Os resultados deste teste, apresentados na Tabela |39, revelam um desempenho me-
lhor, embora ainda um pouco distante do 6timo desejado. Cabe ressaltar que, na execugao
da amostra de tamanho 40, ocorreu um erro desconhecido no cédigo, impossibilitando sua
execugao para essa amostra. No entanto, para as amostras de tamanho 10 e 20, o codigo
conseguiu desempenhar bem, alcancando resultados superiores aos da primeira execucao.
Nessa execucao, o erro para ambas as amostras nao se distanciou muito um do outro.

Nos resultados temporais apresentados na Tabela [0} observa-se um tempo signifi-
cativamente menor em comparagao com a primeira execugao, na qual tangenciava os 3000
segundos. Nesta execucdo, a média é inferior a 2000 segundos, além de apresentar um
erro menor em relagdo a primeira execucao.

Essa reducao no tempo de execugao é um indicativo positivo do aprimoramento do
desempenho do algoritmo na resolugao da fungao do Campo Elétrico Puntiforme. Essa

melhoria pode ser crucial, especialmente em cenarios onde a eficiéncia computacional é
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Tabela 39 - RMSE apéds a implementagdo da analise da unidade entre 5 execugoes para a Campo

Elétrico Puntiforme

Funcao Amostras (n)
10 20
Média 9998.82 9998.6
Maximo 10001.823 10001.52
Minimo 9990.673 9990.28
Desvio Padrao | 4.601720439 | 4.682925581

Legenda: Resultados do RMSE médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a funcdo da Campo
Elétrico Puntiforme utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

essencial.

Tabela 40 - Tempo(s) apds a implementagdo da andlise da unidade entre 5 execugoes para a Campo

Elétrico Puntiforme

Fungao Amostras (n)
10 20
Média 1993.3940 | 1352.4280

Maximo 2145.8400 | 1386.0000
Minimo 1814.1900 | 1307.4300
Desvio Padrao | 140.4989 29.1575

Legenda: Resultados do Tempo(s) médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a fungdo da Campo

Elétrico Puntiforme utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Esta execucao segue a andlise dimensional desejada, no entanto, escapa de uma
funcao simplificada, assim como nas duas execugoes anteriores. O problema persistente
ocorre novamente, onde a abordagem de usar a base 10! para mitigar os erros numéricos,
nao contribuiu para uma saida satisfatéria do algoritmo. O resultado obtido com 10

amostras, foi a fungao {40}

(&)
a 3.14159 q
(q X 0.08854) 4 (3‘14159%2 3.14159

x 1 x 101 (40)

A funcao [41] obtida para uma amostra de tamanho 20, tem o mesmo problema que

na fun¢do com uma amostra de tamanho 10:
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S Rie

x 1010

0.08854 x [ 3:14159x+/1
(0.08854 X (4 % ( 0.088%4 )))

(41)

Jr

6.12.8 Ondas Eletromagnéticas

A nona funcao submetida a, testes foi a fungdo das ondas eletromagnéticas. As
varidveis de entrada para esta fungao sao dadas em radianos por segundo (rad/s) e metros
(m), enquanto a saida é expressa em radianos por metro (rad/m). Esta fungdo possui
duas constantes significativas: o nimero 7 (rad) e a velocidade da luz (m/s).

Os resultados deste teste, apresentados na Tabela [41], indicam um desempenho
melhor na primeira execu¢ao. Entretanto, mesmo que ainda nao tenha alcancado o 6timo,
a segunda execucao resultou em erros da ordem de grandeza de 10°, o que é considerado
plausivel.

Vale ressaltar que o tamanho da amostra ndo demonstrou um impacto direto nos
resultados do erro. A diferenca entre as execugoes foi praticamente inexistente, sugerindo
que a variacdo no numero de amostras nao teve influéncia significativa nos resultados
obtidos.

Tabela 41 - RMSE apés a implementacao da analise da unidade entre 5 execugbes para a Onda

Eletromagnéticas
Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 10000.47519 | 10000.57647 | 10000.6750
Maéaximo 10001.271 10000.8371 | 10000.7920
Minimo 9999.92385 10000.3021 | 10000.5240
Desvio Padrao | 0.547211694 | 0.2054264866 0.1030

Legenda: Resultados do RMSE médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a fungdo da Onda
Eletromagnéticas utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Nos resultados temporais apresentados na Tabela [42] destaca-se um tempo que,
quando comparado com as amostras de tamanho 40 ou até 20 da primeira execugao,
revela um desempenho superior. Apenas para a amostra de tamanho 10 foi encontrado
um resultado semelhante ao da primeira execucao.

Essa observagao sugere que, para amostras menores, a segunda execugao obteve

um tempo de execucao mais eficiente em comparacao com a primeira. Contudo, a eficacia
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dessa melhoria parece diminuir a medida que o tamanho da amostra aumenta. Esses resul-
tados temporais podem fornecer insights valiosos sobre o comportamento do algoritmo em

diferentes condigoes e orientar possiveis ajustes para otimizar ainda mais o desempenho.

Tabela 42 - Tempo(s) apds a implementagdo da andlise da unidade entre 5 execugdes para a Onda

Eletromagnéticas
Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 2152.2960 | 1499.6180 | 2402.5680

Méximo 4008.5000 | 1534.8900 | 4315.5400
Minimo 1585.8300 | 1485.6700 | 1742.6700
Desvio Padrao | 1041.0790 | 20.2798 1079.3082

Legenda: Resultados do Tempo(s) médio, Mdximo, Minimo e Desvio Padrao para a func¢do da Onda

Eletromagnéticas utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes
Fonte: O autor, 2023.

Para essa func¢ao, a analise dimensional produziu resultados dentro do esperado;
no entanto, a funcao ainda nao atingiu o resultado desejado. As constantes com valores
numéricos elevados e as variaveis de entrada contribuem para um aumento nos erros.
Diante dessa situagao, algumas estratégias podem ser consideradas para mitigar possiveis
erros durante a execucao do algoritmo. Observou-se também que, em muitas execugoes,
a variavel (d) acaba sendo anulada devido ao seu valor muito pequeno em relagao a w. Na,
primeira execugao, a variavel de distancia (d) nao foi considerada satisfatéria para a fungao
pelo cédigo. Apresenta-se o resultado obtido com 10 amostras, evidenciando a necessidade

de ajustes ou estratégias especificas para lidar com as caracteristicas particulares desta

fungao (2

w? - (3 x 108 - 3.14159)
(3% 10%-3.14150) - (V-3 x 10°)°

(42)

A funcao [43] obtida para uma amostra de tamanho 20 ja considera ambas as va-
riaveis, no entanto, ainda se distancia do resultado desejado. Realizando a simplificagao

da fungao, observa-se que a variavel da distancia (d) se anula:

2
3x108
d-w ( (3.14159))
(\/&2~3x108)x3x108
314159

(43)

A fungao [44] obtida para uma amostra de tamanho 40 mostra, ao analisar as va-
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ridveis, que mesmo a varidvel da distancia (d) aparecendo, ela se anula, tornando-se

dispensavel:

3 % 108 d
3.14159 - | 3 x 10°- x : ‘W (44)

3x 108 (4) d-(3.14159- (3 x 10%)%)

6.12.9 Analise dos resultados para as grandezas

A utilizagdo de grandezas fisicas revelou-se benéfica para o desempenho do al-
goritmo BRKGP. Observa-se uma melhoria nas fungoes de saida, mesmo quando nao
coincidem exatamente com as funcoes de referéncia da literatura. Em tais casos, o al-
goritmo frequentemente converge para fungoes que respeitam a analise dimensional fisica
das unidades envolvidas.

E importante ressaltar a necessidade de explorar abordagens adicionais para mi-
tigar os erros que surgem durante o processo. Esses erros podem representar obstaculos
para a convergéncia para o 0timo da funcdo. Aspectos como o uso de uma pilha de ta-
manho considerdvel e a estratégia de adotar a base 10'° para atenuar erros numéricos
associados a valores muito elevados merecem uma avaliagdo mais detalhada.

Outras consideragoes incluem a possibilidade de ajustes nos parametros do algo-
ritmo, visando otimizar seu desempenho e superar desafios especificos encontrados durante
a execucao. Em conjunto, essas reflexdes sugerem a importancia de uma abordagem mais
holistica e aprofundada na busca por solugdes robustas e eficazes no contexto do problema

em questao.

6.13 Implementagdo de novas fungdes unarias

Outro ponto relevante deste estudo envolve a implementacao de fungoes exponen-
ciais e logaritmicas. Nessa segunda fase, foram realizados testes apenas com funcoes
exponenciais, visto que duas das funcgoes selecionadas possuiam esse tipo de operacao.

Como o uso de unidades nao foi implementado para lidar com fungoes exponen-
ciais, optou-se por realizar os testes explorando apenas o potencial dessa operacao no
codigo. Cabe ressaltar que uma das fungoes do estudo é uma funcao com entrada e saida

adimensionais, a Funcao de Densidade de Probabilidade.
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6.13.1 Funcao de Densidade de Probabilidade

A Funcao de Densidade de Probabilidade é a oitava funcao submetida a rodada de
testes. A varidvel de entrada para essa fungao é o 6 que nao possui dimensao (adimensional
), sua saida também é expressa sem dimensao.

Os resultados deste teste, apresentados na Tabela [43] indicam um desempenho
melhor nessa segunda execucao, obtendo resultados que chegaram ao 6timo. Os erros
gerados sao pequenos como na primeira execugao.

O tamanho da amostra nao demonstrou um impacto direto nos resultados do erro.
A diferenca entre a amostra de tamanho 10 e de tamanho 40 entre a foi praticamente

inexistente, a Gnica amostra que se diferenciou das demais foi a de tamanho 20.

Tabela 43 - RMSE apés a implementacao da andlise da unidade entre 5 execugbes para a Onda

Eletromagnéticas
Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 0.00 | 2.66 x 1073 | 0.00

Méximo 0.00 | 3.83 x 1073 | 0.00
Minimo 0.00 | 1.84 x 1073 | 0.00
Desvio Padrao | 0.00 | 7.60 x 10~* | 0.00

Legenda: Resultados do RMSE médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a fun¢do da Onda

Eletromagnéticas utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execucoes
Fonte: O autor, 2023.

Nos resultados temporais apresentados na Tabela [44] destaca-se que se safram
melhores que na primeira execuc¢ao, nao s6 obtendo resultados menores de tempo, mas

com maior acuracia na geracao da funcao.

Tabela 44 - Tempo(s) apds a implementagdo da andlise da unidade entre 5 execugdes para a Onda

Eletromagnéticas
Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 299.6710 | 746.5864 | 513.6980

Méximo 309.6630 | 792.0490 | 529.7170
Minimo 288.6150 | 700.6950 | 479.4080
Desvio Padrao | 8.0435 41.4115 20.3297

Legenda: Resultados do Tempo(s) médio, Maximo, Minimo e Desvio Padrao para a fungdo da Onda

Eletromagnéticas utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execucoes
Fonte: O autor, 2023.

Abaixo, apresenta-se o resultado obtido com 10 amostras, embora o resultado nao
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tenha se mostrado igual a literatura encontrada nos livros, o algoritmo conseguiu usar a
funcao exponencial que representa um avanco, ja que o algoritmo sabe que precisa desse

tipo de operagao para chegar a uma funcao que represente bem aquele evento:

2

(3 (62 4+ 2v) + e+2) 4 3.14159 (45)

A funcao obtida para uma amostra de tamanho 20 ja nao considera a funcao

exponencial como uma opc¢ao, o que pode evidencia o erro encontrado:

((0+2)—0)-0)-(0—(0+0)) + 3.14159 + 3.14159

2+2)2+6-(2-0) (46)

A func¢ao obtida para uma amostra de tamanho 40 mostra outra funcao, diferente
da primeira amostra, mas que evidencia bem o evento desejado, podemos observar que

essa funcdo é a funcao da literatura, antes de simplificar:

(0-0)24c>~")

V2
Ve((3:14159+(2+62))) (47)

6.13.2 Distribuicao de Bose-Einstein

A Fungao de Distribuicdo de Bose-Einstein é a decima funcao submetida a rodada
de testes. A variavel de entrada para essa funcdo possui duas variaveis de entrada com
grandezas fisicas, além de duas constantes também possuirem unidades, no entanto, nesse
teste nao foi considerado seu uso, ja que o algoritmo ainda nao é capaz de lidar com as
grandezas dentro da func¢ao exponencial.

Os resultados deste teste, apresentados na Tabela [45] indicam um resultado similar
a primeira execucao. Os resultados do erro nao se mostraram muito diferente, mesmo com
uma abordagem utilizando a funcao exponencial.

Nos resultados temporais apresentados na Tabela [46] destaca-se uma melhora no
tempo de execugao, sinalizando uma possivel melhora, no entanto, é preciso ressaltar um
dos resultados que consumiu tempo excessivo, que alcangou 40.807,6 segundos, foi a exe-
cugao que mais consumiu tempo, lembrando que nessa execugao com fungoes exponencias,
optou-se por um nolmprovementMazx igual a 50, visto que as execucoes com 100 consu-
miam tempo computacional muito maiores. Nota-se um efeito negativo quando funcoes

exponenciais sao utilizadas como func¢ao unaria nos testes.
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Tabela 45 - RMSE apés a implementagdo da analise da unidade entre 5 execugoes para a Distribuicao

de Bose-Einstein

Funcao Amostras (n)
10 20 40
Média 2.22x 1072 | 4.39 x 1072 | 2.24 x 1072
Méximo 3.81 x 1072 | 6.21 x 1072 | 2.54 x 1072
Minimo 1.73 x 1072 | 2.11 x 1072 | 2.04 x 1072
Desvio Padrao | 8.93 x 1072 | 1.48 x 1072 | 2.12 x 1073

Legenda: Resultados do RMSE médio,

Maéximo, Minimo e Desvio Padrao para a funcéo da Distribuicéo

de Bose-Einstein utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes

Fonte: O autor, 2023.

Tabela 46 - Tempo(s) ap6s a implementacio da anélise da unidade entre 5 execugdes para a

Distribuigdo de Bose-Einstein

Fungao Amostras (n)
10 20 40
Média 1212.9540 | 1759.0880 | 16148.1640
Maximo 1234.7400 | 1810.0000 | 40807.6000
Minimo 1189.7400 | 1705.3500 | 9448.1900
Desvio Padrao | 19.2305 41.2278 | 13795.3076

Legenda: Resultados do Tempo(s) médio, Maximo, Minimo e Desvio Padréo para a fungdo da

Distribuicao de Bose-Einstein utilizando as grandezas fisicas, com base em 5 execugoes

Fonte: O autor, 2023.
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Observa-se que o resultado ainda sao equagdes complexas e que nao satisfazem
a grandeza fisica desejada, aqui também foi implementado a estratégia de usar a base
10 com o intuito de mitigar erros de arrendondamento, no entanto, nao surgiu efeitos
positivos, dito isto, a estratégia a seguir com essa funcao é utilizar outra abordagem de
pré-processamento ou uma calibragdo dos parametros que comporte melhor esse tipo de

operacao. Abaixo temos a fungdo obtida com a amostra de tamanho 10:

T+T 10 w 1
1 x 10 — + |+
w (T +1/(0.000662607 + 0.00138065) x 1 x 10'0) \log(T) | T
+1/1/0.00138065
(48)

A funcao obtida para uma amostra de tamanho 20 ainda nao esta distante da
primeira, sua funcao se encontra complexa e ainda distante do desejado, além de nao

satisfazer a andalise dimensional das grandezas fisicas.

T x 0.00138065 — log(7") + 0.00138065 /0.000662607
—10.000662607 49
0.000662607 x ( = (49)

1x1010—\/((%x\/@

A fungao obtida para uma amostra de tamanho 40 também nédo se saiu muito
bem, podemos observar que essa funcao além de complexa nao se enquadra com a analise

dimensional.

wXx0.000662607
<< (o— +T+T> x 1 x 10

x 1 —1/+1/0.00138065 | — e(1=") (50)

w

6.13.3 Sobre a implementacao de novas funcoes

Cada nova fungao adicionada ao algoritmo a partir deste ponto precisa ser analisada
em relagdo ao seu comportamento, uma vez que cada operagao numérica afeta de maneira
distinta as grandezas fisicas. Além disso, como mencionado anteriormente, cada operacao
bindria tem um impacto variado, e é importante observar que a adicao nao tem o mesmo
efeito na grandeza que a multiplicacao. Dessa forma, podemos concluir que a expansao
desse tipo de abordagem tem o potencial de aumentar a eficacia dos resultados.

A funcao em destaque aqui é a Fungdo de Densidade de Probabilidade, ja que foi

a funcao que conseguiu mitigar todos os problemas que ocorreram na primeira execucao,
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chegando inclusive ao 6timo desejado.

6.14 Regressao Linear Simples

Foram conduzidos testes visando determinar a regressao linear simples com os
dados do estudo, com o propésito de compara-la com os resultados preliminares e com
aqueles obtidos apds a implementacao das grandezas. Foram escolhidas as fungoes que
apresentaram menor erro em cada conjunto de amostras.

Na Tabela [f7) e Tabela[48] sao apresentados os valores do RMSE para cada Funcao
da reta. Observa-se que, na maioria dos casos, o algoritmo demonstrou desempenho
superior, com excecao da Periodo Orbital, onde a Regressao Linear alcangou menor erro.
Adicionalmente, na primeira amostra da onda Eletromagnética, a regressao linear simples
também apresentou desempenho superior em comparacao ao algoritmo. Entretanto, para
as demais amostras, o algoritmo revelou resultados mais eficazes em relacao a Regressao

Linear.

Tabela 47 - Resultados da Regressao Linear Simples para Diferentes Fungées e Amostras

RMSE Dist. Euclidiana | Massa Relativistica | Lentes Delgadas | Prod.Interno | Forca Gravit.

Amostra 10 3.578563578 27.61895586 0.05052 29.56875 4.26E+27
Amostra 20 4.285103506 13.49871 0.03171 62.58769 1.23E4-28
Amostra 40 4.470066116 32.18682 0.03616 41.51577 2.07TE+27
Amostra 80 4.710397078 37.09559 4.29E-02 5.97E+01 3.79E+4-27

Legenda: Resultados da Regressdo Linear Simples para Diferentes Equagbes e Amostras
Fonte: O autor, 2023.

Tabela 48 - Resultados da Regressao Linear Simples para Diferentes Func¢ées e Amostras

RMSE | Per. Orbital | Campo Eletr. | Dens. Prob. | Ondas Eletromag. | Boson-Einstein

10 0.124 5.75 x 1026 0.0296 2.24 x 109 0.146
20 0.0686 8.60 x 10%° 0.039 2.47 x 10° 0.196
40 0.0882 5.86 x 1027 0.0533 2.11 x 10° 0.253
80 0.0939 9.61 x 1027 0.0514 2.07 x 10° 0.188

Legenda: Resultados da Regressdo Linear Simples para Diferentes Equagdes e Amostras
Fonte: O autor, 2023.

Com base nos resultados apresentados, é possivel inferir que o algoritmo em questao
demonstra eficacia ao produzir resultados superiores quando comparado a abordagem da

Regressao Linear.
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6.14.1 Comparacgao Grafica

Neste topico, sera conduzida uma andalise comparativa entre duas fungoes, a Funcao
do Periodo Orbital e a Funcao de Densidade de Probabilidade, ambas pertencentes ao R2.
A anadlise sera realizada por meio de graficos, proporcionando uma visao abrangente do
comportamento das fungoes em questao.

Iniciaremos a exploragao pela Funcao do Periodo Orbital, seus graficos podem ser
observados na Figura [I4 Durante a primeira fase de testes, as quatro fungoes avaliadas
nao apresentaram um desempenho satisfatorio de forma geral. No entanto, algumas delas
conseguiram obter resultados promissores, adaptando-se de maneira eficaz ao problema

em questao.

Figura 14 - Grafico comparativo para a Fung¢do do Periodo Orbital, entre a Regresséo Linear vs

O Problema-alvo vs A Solu¢do Encontrada
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A representacao grafica revela que a funcao mais ajustada aos dados corresponde
aquela com um tamanho amostral de 20, embora nao seja a que apresenta o menor erro
identificado. A funcao com o menor erro é associada a um tamanho amostral igual a 10,
evidenciando, no entanto, uma distancia significativa em relacao aos pontos originais. As

fungodes com tamanhos amostrais de 40 e 80, ao contrario, nao demonstraram impacto
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positivo, sendo superadas pela Regressao Linear.

A Funcao de Densidade de Probabilidade, seu grafico pode ser visualizado na
Figura se adequou bem aos resultados na primeira fase, mesmo nao tendo o suporte
das fungoes exponenciais, ele chegou perto, nesse caso a reta acaba nao sendo uma boa
opgao, mesmo na amostra de tamanho 40, os resultados se encaixaram melhor que na

reta.

Figura 15 - Grafico comparativo para a Funcao da Distribuicdo de Probabilidade, entre a

Regressao Linear vs O Problema-alvo vs A Solu¢do Encontrada
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Ao analisarmos o erro, observamos que a funcdo que melhor se ajustou foi a pri-
meira, com um tamanho de amostra igual a 10. Entretanto, visualmente, as fun¢ées com
tamanhos de amostra 20 e 80 também apresentaram ajustes adequados. A funcao gerada
pela amostra de tamanho 40 foi a tnica que se distanciou um pouco, porém ainda superou
o desempenho da reta de ajuste.

Avancando para a segunda fase do estudo, exploraremos os graficos corresponden-
tes a implementacao de novas fungoes, incluindo a funcao exponencial. Vale ressaltar
que, mesmo nesta fase, as fungdes exponenciais nao incorporam as unidades correspon-
dentes. Para a funcao do Periodo Orbital, ndo ocorreu nenhuma modificagao, exceto pela

implementagao da analise dimensional das grandezas fisicas.
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Analisando as fungoes apresentadas na Figura [16], para a fun¢do do Perfodo Orbi-
tal, destaca-se que o desempenho do algoritmo foi mais eficaz com um conjunto menor de
dados. Apesar da funcdo apresentar um erro inferior na amostra de tamanho 40, visual-
mente, a solucao obtida com a amostra de tamanho 10 se aproxima mais do problema-alvo.

Cumpre ressaltar que a abordagem na selecdo da amostra nesta fase adota uma
perspectiva distinta, indicando que a amostra de tamanho 10 esta contida nas amostras
de tamanho 20 e 40.

Figura 16 - Grafico comparativo para a Funcao do Periodo Orbital, entre a Regressao Linear vs

O Problema-alvo vs A Soluc¢do Encontrada
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Ao analisar as funcoes identificadas para representar a Distribuicado de Probabi-
lidade, conforme evidenciado na Figura [I7], destaca-se um desempenho superior quando
ha uma quantidade maior de dados. Notavelmente, a fun¢do encontrada na amostra de
tamanho 40 coincidiu exatamente com aquela documentada na literatura. E relevante
ressaltar que o erro na amostra de tamanho 10 foi igual a zero, e a funcao derivada
dessa amostra demonstrou uma adaptacao satisfatéria aos dados, embora sua eficicia se
restrinja ao intervalo especifico considerado.

No caso da funcgao associada ao tamanho amostral igual a 20, observou-se uma

funcao razoavel em um intervalo limitado, destacando-se que essa funcao nao apresenta



caracteristicas de uma funcao exponencial.

Figura 17 - Gréfico comparativo para a Funcao da Distribuicdo de Probabilidade, entre a

Regressao Linear vs O Problema-alvo vs A Solu¢do Encontrada

Amostra de tamanho 10

Comparativo entre os resultados

Amostra de tamanho 20

Comparativo entre os resultados

0.40

0.35 1

0.30 1

0.25 1

0.20 1

0.15

0.10

0.05 4

0.00

/(-'—~.\
w
N
b\
]
/ \
i 1
/i ¥,
e 3
A
7t
I’,,/.
— ® Dados
/ —— Regresséo Linear

—=-- Problema-alvo
—-- Solugdo Encontrada

0.40 - Pt
TRy
0.38 1 Al T
4 N
Vs R Y
0.36 f',-'/ N,
S
0.34 1 4 AN
/‘ ™
= 0.32 L3
\ \
A
4 0.30 | / 1\
\. \\ / \
\ % 0.28 4 # \
A b / ® Dados \
N 0.26 1 7 — Regressao Linear \
\-\ h pf —=-- Problema-alvo 1
~ 02411 —-= Solucdo Encontrada 3

T T T
-1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0

15

T T T T T T T T T
2‘_() -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Amostra de tamanho 80

X

_Comparativo entre os resultados

0.5

0.4 4

@ Dados
—— Regresséo Linear
——- Problema-alvo

[\ —-= Solugdo Encontrada
\%

0.3 4

0.2

0.1+

0.0 T

6.15 Teste Durbin
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O teste de Durbin-Watson é uma ferramenta estatistica utilizada para avaliar a

presenca de autocorrelacao nos residuos de um modelo de regressao. O teste é particu-

larmente aplicavel em andlises de séries temporais e regressoes lineares, onde a suposicao

de independéncia dos erros é fundamental.

Esse teste tem sua importancia residindo na sua capacidade de identificar padroes

sistematicos nos residuos do modelo, indicando se ha correlagao serial entre observacoes

adjacentes. A autocorrelagao dos residuos compromete a eficiéncia dos estimadores,

dendo gerar estimativas enviesadas e imprecisas. Assim, ao detectar a presenca de

po-
au-

tocorrelacao, o teste de Durbin-Watson orienta a necessidade de ajustes no modelo para

garantir a validade das inferéncias estatisticas.

O valor critico do teste é comparado ao resultado estatistico obtido, e se o valor
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observado estiver significativamente abaixo ou acima da faixa critica, sugere-se autocor-

relacao positiva ou negativa.

6.15.1 Amostra de tamanho 10

O estudo revelou uma variedade de resultados nos testes de Durbin aplicados as di-
ferentes equagdes analisadas. Vale destacar que a presenga de valores NaN (Not a Number)
em alguns testes, como observado no Produto Interno, indica uma limitacao na avaliacao
dessas formulacoes especificas. Isso pode ser atribuido a caracteristicas particulares das
equagoes ou peculiaridades nas solucoes encontradas pelo algoritmo.

Ao considerar os resultados obtidos nos demais testes, é possivel observar que a
maioria das pontuagoes ficou abaixo de 2, sugerindo auséncia de autocorrelagao significa-
tiva nos residuos. Essa tendéncia indica que as equagoes testadas apresentaram, em sua
maioria, uma boa capacidade em lidar com padroes temporais nos dados.

Entretanto, a analise mais aprofundada pode revelar nuances nos resultados, como
pequenas variagoes nas pontuagoes que ainda se mantém abaixo do limite aceitavel de 2.
Essas variagdes podem ser indicativos de diferentes niveis de eficdcia entre as equagoes,
proporcionando uma oportunidade para uma analise mais detalhada da influéncia de cada

formulacao na captura de padroes temporais nos residuos.

6.15.2 Amostra de tamanho 20

Os resultados dos testes de Durbin-Watson para a amostra de 20 apresentam uma
variedade de pontuacoes nas diferentes equacoes analisadas. Vale notar que, similar a
amostra de 10, a presenca de valores NaN em alguns testes, como observado na Produto
Interno e Forga Gravitacional, indica limitacdes na avaliagdo dessas formulagoes especifi-
cas.

Ao considerar os resultados nos demais testes, observamos pontuagoes que, em
geral, se mantiveram abaixo de 2, indicando a auséncia de autocorrelacao significativa nos
residuos. Essa tendéncia sugere que as equacoes, na amostra de 20, também apresentaram
uma boa capacidade em lidar com padroes temporais nos dados.

Entretanto, como mencionado anteriormente, pequenas variagoes nas pontuacoes
podem indicar diferentes niveis de eficicia entre as equagoes. As andlises detalhadas dessas
variagoes podem fornecer percepgoes sobre a influéncia de cada formulagao na captura de
padroes temporais nos residuos, permitindo uma avaliagdo mais aprofundada da robustez

do modelo proposto.
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6.15.3 Amostra de tamanho 40

Na amostra de 40, os resultados dos testes de Durbin-Watson indicam variagoes
nas pontuagoes para diferentes equacoes. Como mencionado anteriormente, a presenca
de valores NaN em alguns testes pode limitar a interpretacao desses resultados especi-
ficos, como observado na Massa Relativistica, Produto Interno, For¢a Gravitacional e
Distribuicao de Probabilidade.

Contudo, analisando os testes disponiveis, as pontuacoes em geral se mantiveram
em niveis que indicam uma auséncia geral de autocorrelacao significativa nos residuos. As
pontuagoes inferiores a 2 sugerem que as equagdes, na amostra de 40, ainda conseguem
lidar de maneira eficaz com os padroes temporais nos dados.

A variacao nas pontuacoes entre as equagoes destaca a influéncia das formulagoes
especificas na capacidade de capturar os padroes temporais nos residuos. Uma andlise
mais detalhada dessas variagoes pode fornecer percepgoes valiosos sobre como cada fun-
¢ao se comporta em relacao a autocorrelagao, contribuindo para uma compreensao mais

aprofundada da eficicia do modelo proposto.

6.15.4 Amostra de tamanho 80

Na amostra de 80, os resultados dos testes de Durbin-Watson para diferentes equa-
¢Oes apresentam variacoes nas pontuagoes. Observa-se novamente a presenca de valores
NaN em alguns casos, como na Massa Relativistica, Produto Interno e Periodo Orbital,
o que pode limitar a interpretacao desses resultados especificos.

Entretanto, considerando os testes disponiveis, as pontuagoes ainda se encontram
em niveis que sugerem uma auséncia geral de autocorrelacao significativa nos residuos.
Pontuacoes inferiores a 2 indicam que, mesmo na amostra de 80, as equacoes mantém sua
eficacia em lidar com padroes temporais nos dados.

A variagao nas pontuagoes entre as equagoes destaca mais uma vez a influéncia das
formulacoes especificas na capacidade de capturar padroes temporais nos residuos. Uma
analise mais aprofundada dessas variagoes pode fornecer percepgoes adicionais sobre o

desempenho relativo de cada fungao em relagao a autocorrelacao.
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CONCLUSOES

Em resumo, os resultados obtidos por meio da aplicagao da meta-heuristica BRKGP
em um algoritmo de Regressao Simbdlica representam uma significativa contribuigdo para
a validacao de fungoes fisicas tanto na primeira como na segunda execucao. Ao explo-
rar essa abordagem, nossa pesquisa visa nao apenas melhorar a precisao na modelagem
de fendmenos fisicos, mas também estender esse aprimoramento para outras areas do
conhecimento.

A eficdcia dessa combinacao inovadora de técnicas representa um passo importante
na direcdo de avancos mais amplos na modelagem simbodlica. Essa abordagem nao se
limita apenas a fisica, mas tem o potencial de influenciar positivamente a resolucao de
problemas complexos em diversos campos. Além de validar fungoes fundamentais na
fisica, a intencao é proporcionar uma metodologia robusta que possa ser aplicada em
contextos multidisciplinares.

Ao concluir esta etapa do estudo, destacamos a observacao de que a eficiéncia dos
resultados estd intrinsecamente ligada a natureza das operacoes presentes nas funcoes e
aos dados de entrada. E evidente que na primeira fase dos testes as operacoes bindrias
obtiveram melhores resultados, como observado na funcdo das Lentes Delgadas e na do
Produto Interno, enquanto as func¢oes que possuiam algum traco de operacao unéria
se distanciaram do 6timo, especialmente quando combinadas com intervalos numeéricos
significativamente extensos. Ja na segunda fase de testes, os resultados se mostraram
bem mais promissores. A insercao das grandezas fisicas como um objeto de verificacao da
funcao encontrada elimina fungoes que nao conseguem representar bem aquele fenémeno,
limitando o nimero de fungdes que podem ser geradas. Isso otimizou o desempenho do
algoritmo nao s6é em tempo, mas no numero de operac¢oes para encontrar uma fungao
que atenda aos requisitos. A maior dificuldade até o momento é otimizar os dados de
entrada para evitar os erros numéricos, ja que isso é um fator que pode ocasionar em
erros indesejaveis.

Os resultados notaveis obtidos na primeira execucao para as func¢oes do Produto
Interno e das Lentes Delgadas representam um avanco significativo, pois o algoritmo con-
seguiu identificar com precisao as fungoes originais. Para a segunda execucao, o algoritmo
acertou nao so a funcao do Produto Interno e das Lentes Delgadas, mas também a funcao
da Distancia Euclidiana usando as grandezas fisicas, bem como a func¢ao de Distribuicao
de Probabilidade. Cabe destacar que esta tltima é uma funcao adimensional, e a inser¢ao
da funcao exponencial foi crucial para obter o resultado desejado. O estudo proporcio-
nou percepgoes valiosas, abrindo novas perspectivas e oportunidades para investigacoes
futuras.

Nesse contexto, a adaptagao continua do método, considerando as especificidades
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das operacoes e intervalos, emerge como um aspecto para otimizar os resultados e explorar
todo o potencial do algoritmo proposto. Cabe ressaltar que alguns dos nossos resultados de
tempo se sairam melhores que no trabalho de Udrescu e Tegmark [7]. Além de utilizarmos
menos dados para testes, para a Distancia Euclidiana, ele utiliza 100 dados de entrada e
necessita de 544 segundos, em nosso trabalho foi necessario apenas 10 dados e levou 393
segundos. Se aumentarmos para uma amostra com 20 dados, o tempo melhora para 103
segundos. Além disso, esse mesmo trabalho faz a comparacao dos seus resultados com
um solver Eureqa, que nao consegue encontrar a fun¢ao da Distribuicao de Probabilidade

e a da Distancia Euclidiana, fungoes essas encontradas pelo algoritmo proposto.

Problemas e Limitagoes

Alguns resultados na primeira execucao revelaram fungoes com indeterminagoes do
tipo divisao por zero, onde apés executar as operagoes encontramos um 0 no denominador.
Esse ¢ um aspecto que denota a nao otimizacao completa e a presenca de redundancias
nos resultados gerados pelo algoritmo. Apoés a simplificacao das fungoes, observou-se a
ocorréncia de indeterminagoes do tipo ¢, introduzindo um desafio inesperado neste estudo.
Na segunda fase dos testes com a implementacao das grandezas fisicas, percebemos que
esse tipo de indeterminacao nao se faz presente. Logo, podemos concluir que o uso de
unidades pode contribuir para evitar esse tipo de problema. Contudo, a implementacao
GiNaC, uma biblioteca de algebra simbdlica, sé foi utilizada para realizar a andlise das
grandezas; ainda nao foi implementada a simplificacdo das func¢oes de saida. Isso pode
ser observado ao ver os resultados de saida da segunda fase de testes. No entanto, nao
foi preciso utilizar o médulo de simplificagao para mitigar o problema de indeterminacao,
uma vez que o uso das grandezas resolveu esse problema encontrado apds a primeira fase
de testes.

Uma questao desafiadora que surgiu durante a primeira e a segunda fase do estudo
foi a presenca de ntmeros extremamente pequenos ou grandes, levando o algoritmo a
truncar frequentemente esses valores. Esse comportamento resultava em erros numéricos
de truncamento, nos quais o algoritmo, por vezes, convergia para um valor nulo ou, em
situagoes com numeros muito grandes, enfrentava erros de execugao. Para lidar com essa
problematica, adotou-se uma estratégia de pré-processamento de dados. Especificamente,
essa abordagem envolveu a introducao de fatores multiplicativos ou divisivos para ajustar
as constantes envolvidas nas fungoes. No entanto, essa estratégia apenas mitigou parcial-
mente o problema. Comparando a primeira execuc¢ao com a segunda, nota-se que o erro
sofreu uma diminuicao, indicando a necessidade de outras abordagens para reduzir o erro
gerado pelos dados de entrada.

Inicialmente, a maior complexidade estava relacionada as constantes, pois os in-
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tervalos escolhidos para o dominio das varidveis podem ser ajustados mais flexivelmente,
e outras fenomenologias podem ser escolhidas para estudo. Por exemplo, ao lidar com
a constante de Planck, que é da ordem de 6,62607015 x 10734, optou-se por utilizar um
método iterativo de ajuste de escala multiplicando-a por 10 trés vezes, resultando em
um valor mais manejavel para o algoritmo. Essa abordagem foi aplicada em casos nos
quais as constantes tinham valores muito pequenos. Entretanto, essa pratica foi restrita
as constantes, e é necessario considerar métodos para resolver o problema com os dados
de entrada que possuem valores grandes ou pequenos. Uma abordagem a ser considerada
¢ a normalizacao dos dados de entrada para realizar os testes, o que pode ajudar a mitigar
esse problema.

Quando se tratava de valores muito grandes, como na massa da Terra, a estratégia
era reduzir a constante para um valor mais manejavel, permitindo que o algoritmo operasse
de maneira eficaz. Esse processo de adaptacao prévia dos dados desempenhou um papel
crucial na mitigacdo dos desafios associados a nimeros extremos e contribuiu para a

estabilidade e eficiéncia do algoritmo.

Perspectivas de pesquisa

Dado o progresso notavel alcancado nesta pesquisa, ¢ imperativo estabelecer uma
orientacao clara para futuras investigacoes. Uma das primeiras implementagoes futuras e
a unidade de simplificagao do GiNaC que pode oferecer a simplificacao de func¢des. Mui-
tos dos resultados gerados pelo algoritmo tanto na primeira como na segunda fase exibem
funcoes com varias redundéancias, incluindo variaveis repetidas, indeterminacoes e casos
em que a fungao resulta em zero, encontrados na primeira fase. A capacidade do GiNaC
de simplificar fungoes pode ser um recurso valioso para aprimorar a eficiéncia do algoritmo
na andlise de respostas, eliminando redundancias e variaveis desnecessarias. No contexto
atual da pesquisa, a simplificacdo das fungoes obtidas pelo algoritmo foi realizada por
meio da ferramenta Wolfram. Entretanto, ao integrar a funcionalidade de simplificagao
do GiNaC, o algoritmo poderd realizar esse processo internamente, resultando em uma
abordagem mais autonoma e eficiente. Essa implementacao oferece nao apenas conveni-
éncia operacional, mas também representa uma expansao substancial na autonomia do
algoritmo em futuras aplicagoes.

Outra abordagem que pode ser 1til ao trabalho é implementar o crescimento do
tamanho da pilha conforme a execucao do algoritmo se inicia, um desafio sao equagoes que
sao grandes e pequenas, isso modifica o tamanho da pilha, nesse teste o tamanho da pilha
ficou fixo em 41 na primeira fase e 30 na segunda fase, no entanto, com uma execuc¢ao que
analisa isso de maneira automatizada é muito mais eficaz. A proposta é inicia o algoritmo

com uma pilha de tamanho 10, onde ele vai verificar encontrar um erro, apds essa primeira
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execucao ele vai executar para uma pilha de tamanho 20, e se seu resultado for pior que
o primeiro ele fica com o primeiro resultado, se for melhor ele continua, até encontrar o
6timo. Essa abordagem pode ser 1til principalmente porque durante os testes, o tamanho
da pilha influenciou o tempo de execucao de algumas amostras.

No trabalho desenvolvido pela Macario (2018) acerca do EMA [67], destaca-se a
eficacia do Algoritmo de Levenberg-Marquardt, que demonstrou um desempenho notéavel.
Contudo, a medida que o algoritmo em questdo continua a evoluir, é vislumbrado a
realizacao de testes a fim de comparar e avaliar seu desempenho. A inclusao da regressao
simbélica no cédigo ¢ uma perspectiva que pode ser promissora, pois pode gerar fungoes
que enriquecam ainda mais o escopo do trabalho.

Se tem ainda como proposito obter os dados provenientes do EMA e integra-los ao
nosso algoritmo. A intencao é realizar ajustes e comparacoes minuciosas dos resultados
obtidos, visando enriquecer ainda mais o escopo deste trabalho. Ao incorporar dados do
EMA, busca-se nao apenas validar a eficicia do nosso algoritmo em diferentes contextos,
mas também explorar oportunidades para melhorias.

Uma abordagem adicional que vem sendo testada é a aplicacdo do IRACE para
a sintonizacao de parametros. Essa estratégia visa aprimorar ainda mais o desempenho
do algoritmo, especialmente em vista dos testes futuros planejados. O IRACE é uma
ferramenta valiosa para explorar e otimizar os parametros, permitindo a busca por confi-
guragoes ideais que maximizem a eficiéncia do algoritmo.

Ao empregar o IRACE, planejamos conduzir experimentos sisteméaticos para avaliar
diferentes conjuntos de parametros. O objetivo é identificar combinagoes que conduzam
a um desempenho otimizado do algoritmo.

Também estd previsto realizar uma comparacao entre os resultados obtidos por
esta implementacao e aqueles alcangados pelo OptFrame. Essa andlise comparativa busca
identificar pontos fortes e dreas de melhoria em ambas as abordagens, objetivando apri-

morar o desempenho e a eficacia dos algoritmos de otimizagao.
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