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RESUMO

GAMA, Rogério PazettdSaldanha da. Modelagem esimulacdo numérica de um
escoamentoatravés demeio poroso comrestricdo unilateral e com fransporte de
contaminantegyuimicamentereagentes2024. 104 f. Tese (Doutorado em Engenharia
Mecanica) — Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro, 2024.

Esta tese estuda escoamentos de fluidos newtonianos contendo poluentes
guimicamente reagentes através de meios porosos com restricbes, modelados usando
uma abordagem de Teoria de Misturas e uma relacdo constitutiva para a pressao — dada
por uma funcdo continua e diferenciavel da saturacdo, que sempre garante a
preservacdo da hiperbolicidade do problema. A equagdo da pressao
também permite uma supersaturacdo (controlada) da matriz porosa ultrapequena e a
transicdo de escoamento insaturado para saturado (e vice-versa). Assumindo
densidades de concentracdo ultrapequenas de constituintes poluentes que podem
reagir entre si, mas nunca reagem com o0 constituinte fluido, todos apresentam
densidades de massa da mesma ordem de grandeza, medidas de um ponto de vista
de Mecéanica do Continuo. Estas hip6teses levam a supor velocidades iguais para 0s
constituintes poluentes e o constituinte fluido: a velocidade da mistura. Como o
constituinte sélido, que representa a matriz porosa, € rigido e estd em repouso, e 0 gas
inerte tem uma densidade massica minuscula (incluida para propiciar alguma
compressibilidade a mistura), basta resolver as equacdes de conservacdo de massa
para o constituinte fluido e para os constituintes poluentes e a equacdo de
conservacdo de momentum do constituinte fluido, originando um sistema hiperbolico
ndo homogéneo. A sua simulacdo numeérica combina o método de Glimm com uma
estratégia de fatoracdo do operador para levar em conta a variagdo da massa dos
poluentes causada pelas reacbes quimicas dos poluentes entre si. Apesar da
comprovada convergéncia do método Glimm, ele ndo é adequado para aproximar
sistemas hiperbodlicos ndo homogéneos, a menos que seja combinado com uma
técnica de fatoracdo de operadores. Embora outras abordagens ja tenham tratado este
problema, a novidade é combinar o método de Glimm com a fatoracdo de
operadores para considerar a variagdo de massa dos poluentes causada por suas
reacdes quimicas. O esquema de Glimm avanca no tempo usando um numero
previamente selecionado de problemas de Riemann associados. A relacdo constitutiva
para a pressdo — uma funcao crescente da saturacdo, com a primeira derivada também
crescente, convexa e positiva, permite obter expressdes explicitas para os invariantes de
Riemann. A solucdo completa (exata) do problema de Riemann associado é
apresentada. Os resultados mostram a evolucdo da velocidade do -constituinte
fluido, da saturacdo e das concentracbes dos constituintes poluentes na mistura
para dados iniciais selecionados, que sé&o influenciados pelos termos de arraste
de Darcy e Forchheimer no escoamento e pelas reacdes quimicas que ocorrem entre
0s poluentes.

Palavras-chave: Teoria de Misturas; Problema de Rienisguema de Glimm;
Meios porosos; Reacdes quimicas; Restricdo cinematica unilateral



ABSTRACT

GAMA, Rogério PazettdSaldanha da. Combining Glimm’s Scheme angbperator
splitting for simulating constrained flows of fluids with chemically reacting
pollutants inporousmedia. 2024.104 f. Tese (Doutorado em Engenharia Mecanica) —
Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2024.

This thesis studies constrained Newtonian fluid flows containing reacting
pollutants through porous media, modeled using a Mixture Theory perspective and
a constitutive relation for the pressure — namely, a continuous and differentiable
function of the saturation that ensures always preserving the problem hyperbolicity. The
pressure equation also permits an ultra-small porous matrix (controlled)
supersaturation and the transition from unsaturated to saturated flow (and vice versa).
Assuming tiny pollutant constituent concentration densities that may react among
themselves but never react with the fluid constituent, they all present the same order
of magnitude mass densities, measured from a Continuum Mechanics viewpoint.
These hypotheses lead to the assumption of equal velocities for the pollutant
constituents and the fluid constituent: the mixture velocity. Since the solid
constituent that represents the porous matrix is rigid and at rest, and the inert gas
has a tiny mass density (included to provide some compressibility to the mixture), it
suffices to solve the mass conservation equations for the fluid constituent and for
the pollutant constituents and the fluid constituent's momentum balance, giving rise
to a non-homogeneous hyperbolic system. Its numerical simulation combines Glimm’s
method with an operator-splitting strategy to account for the pollutants’ mass
variation caused by the pollutants’ chemical reactions among themselves. Despite
the Glimm method’'s proven convergence, it is not adequate to approximate non-
homogeneous hyperbolic systems unless combined with an operator-splitting
technique. Although other approaches have already addressed this problem, the novelty
is combining Glimm’'s method with operator-splitting to account for the
pollutants’ mass variation caused by the pollutants’ chemical reactions
among themselves. Glimm’'s scheme marches in time using a formerly selected
number of associated Riemann problems. The constitutive relation for the pressure — an
increasing function of the saturation, with the first derivative also increasing, convex,
and positive, allows obtaining explicit expressions for the Riemann invariants. The
complete (exact) solution of the associated Riemann problem is presented. The results
show the evolution of the fluid constituent velocity, of the saturation, and of the
pollutant constituents’ concentrations in the mixture for selected initial data that
suffer the influence of the Darcy and Forchheimer drag terms on the flow and of the
chemical reactions among the pollutants.

Keywords: Mixture Theory, Riemann Problem; Glimm’s scheme; Porous
mediag Chemical reactionKinematical constraint
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1. INTRODUCAO

Os fenbmenos de transporte em meios porosos afasseiversas aplicacoes,
algumas das quais com relevantes impactos amlsgntano o sequestro de didxido de
carbono (captura e armazenamento de dioxido demaradtmosférico para reduzir ou
evitar emissdes de gases com efeito de estufanetnacdo de produtos quimicos que
contaminam o solo, ou a eliminacdo de residuosoa#uos. Entre as aplicacbes
significativas na area de petréleo e gas estdonalaido de escoamento de
reservatorios de petroleo, a recuperacdo avancadpettdleo (por exemplo, por
inundacao de agua) e a producao de gas naturaxporplo. Outra aplicacéo relevante
sdo o0s escoamentos de aguas subterrdneas (que podemn a migracdo de
contaminantes e que podem ocorrer em aquiferos a fonrmacdo geoldgica que
contém agua que se move atraves dela). Essenctalnoeastudo dos escoamentos de
aguas subterraneas € essencial para o desenvadivimgastao dos recursos hidricos.

Além disso, 0s escoamentos através de meios posésaaplicados a células de
combustivel (essencialmente escoamentos de comdigstie hidrocarbonetos e de
oxidantes através de meios porosos gerando dlieitiei e calor por reacdes
eletroquimicas), secagem, filtracdo, gerenciameatenergia geotérmica, drenagem de
terras agricolas, coleta de energia geotérmicatarels de energia solar e transferéncia
de massa através de membranas, para citar alguaedalineras aplicacfes (ver, por
exemplo, Bear, 1972; Scheidegger, 1974; Bear, 1R@9any, 1995; Ma et al., 2005;
Ingham e Pop, 2005; Belghit and Benyaich, 2014).

A técnica de média volumétrica propde equacles amservacao, hipoteses
acerca do comportamento das fases e interfacep&tedes constitutivas em escala
microscopica, calculando posteriormente a meédiaesaln volume representativo
(denominado REV) das equacgbes desenvolvidas, pedmibbter as equacdes em nivel
macroscopico. Esta metodologia, proposta iniciatmepor Whitaker (1969), é
amplamente utilizada para descrever escoamentaae20s porosos. Alguns exemplos
sdo: Vafai e Tien (1981), Vafai (1984), Whitake®96), Goyeau et al. (1997), Tien e
Vafai (1989) e Alazmi e Vafai (2006).

A Teoria de Misturas, empregada no presente trabalbnsidera sempre uma
descricdo macroscoépica dos constituintes contisupsrpostos da mistura (cada ponto
da mistura ocupado, simultaneamente, por todo®mwstituintes da mistura) com uma
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aparente independéncia termomecanica. A Teoriaidtis descreve adequadamente
muitos fendmenos relevantes, como o0 comportamemo pdlimeros (materiais
compositos), escoamentos através de meios porasescoamentos com hélio liquido
(Francaviglia, 2006). As leis de conservacao sépgstas para todos os constituintes
com termos de fonte adicionais para levar em camtderacao entre os constituintes (e
considerar a aparente independéncia termomecaogcaahstituintes) e para a mistura
como um todo (ver, por exemplo, Atkin e Craine, @9Bowen, 1982; Bedford e
Drumheller, 1983; Rajagopal e Tao, 1995). O modelecanico requer equacdes
constitutivas propostas através de um procedim&atematico, satisfazendo sempre o
principio da objetividade e a segunda lei da tein@dica (ver: Coleman e Noll, 1963;
Costa Mattos et al., 1995).

Modelos multiescala (por exemplo, Hassanizadeh ay,GA990; Gray e
Hassanizadeh, 1991; Murad et al., 1995; Murad ehd@as, 1996) empregam as
equacoes de conservacao e fazem hipéteses sobmgportamento de fases e interfaces
em escala microscépica, posteriormente calculaniédia sobre o REV das equacdes
desenvolvidas, para obter equacdes em macroeddala. abordagem de Teoria de
Misturas € entdo empregada em macroescala panaasbexjuacdes constitutivas que
satisfacam a segunda lei da termodinamica, dang@mra um modelo mecénico
completo. Wang (2000) usa uma abordagem sisteméticpregando os principios da
Mecanica do Continuo (objetividade e Segunda Leilréianodinédmica) para propor
uma generalizacdo da lei de Darcy para um escoaneemtum meio poroso (em uma
macroescala) que relaciona o gradiente de pressaelocidade do fluido e seu
gradiente, levando em conta feitos geomeétricosneatésicos.

A combinacdo de uma técnica de fatoracdo de opemdmm o0 esquema de
Glimm foi anteriormente usada com sucesso em vgmoblemas hiperbdlicos nao
lineares com relevancia fisica. Sod (1977) resolasuequagcbes de escoamento de
dindmica de gases com simetria cilindrica, conaittls um choque cilindrico
convergente, combinando estas duas metodologiascombinacdo destas duas
ferramentas foi empregada, por exemplo no trabd¢hblarchesin e Paes-Leme (1983),
que simularam escoamentos transientes de gas eimg, duilizando as equacdes de
dindmica de gases e levando em consideracdo o Btdbdy; foi também usada no
estudo de escoamentos através de meios porosderauks (Saldanha da Gama e
Sampaio, 1987; Saldanha da Gama e Martins-Cos¥d; Martins-Costa e Saldanha da

Gama, 2001), na resposta de hastes elasticasne@ods (Saldanha da Gama, 1990), e
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na propagacao de ondas em tubos elasto-viscoplastigeitos a danos (Freitas Rachid
et al.,, 1994) e no transporte de poluentes na &maogVartins-Costa e Saldanha da
Gama, 2003; 2006; Porto et al., 2011).

Utilizando uma abordagem de Teoria de Misturasda&ddla da Gama et al.
(2023) propuseram uma equacao constitutiva congirditerenciavel para a pressdo em
fungéo da saturagdo com uma primeira derivadaragag crescente. O modelo permite
uma pequena supersaturagao — permitindo uma defaomauito pequena do meio
poroso e mantendo a natureza hiperbdlica do pra@blénsimulacdo numérica utiliza o
esquema de Glimm, que marcha no tempo utilizandsolacdo do problema de
Riemann associado. Saldanha da Gama et al. (20@@semtaram uma revisao
abrangente de trabalhos anteriores que tratamab@rmagntos hiperbdlicos através de
meios porosos com restricdes e da transicdo de fheaturado-saturado. O trabalho de
Martins-Costa et al. (2024) pode ser considerada extensédo de Saldanha da Gama et
al. (2023) porque o modelo mecéanico nao esta rediszido a um sistema hiperbdlico
nao linear e ndo homogéneo. A relacdo constitutigafonte de momentum do
constituinte fluido, além do termo proporcional goadiente de concentracdo do
constituinte fluido, leva em conta o arraste, codte um termo linear e um termo
quadratico (geralmente chamados de termos de [Rdroychheimer na literatura). Este
termo torna o problema n&do homogéneo. Sua simulag@bina o esquema de Glimm
com um procedimento de fatoracdo de operadoressepara a parte evolutiva no
tempo da parte puramente hiperbdlica, com o olgeatie descrever a influéncia dos
termos de arrasto na evolugéo dos campos de saueaglocidade.

Esta tese também utiliza a combinacdo do esquen@ichm com a fatoracdo
de operadores para considerar ndo soO o referidstarna fonte de momentum — com
suas parcelas linear e quadratica, como tambénesemga de um fluido contendo
poluentes em suspenséo. Este fluido poderia seidsyado uma pseudo-mistura do
constituinte fluido com os constituintes fluidosiegeagem quimicamente entre si, mas
nao reagem com o constituinte fluido — o chamadaddl principal. O problema
matematico resultante é um sistema hiperbdlico Im@@ar e ndo homogéneo, cujas
aproximacdes mostram a evolugcdo no tempo da veldeidlo constituinte fluido, da
saturacdo e das concentragdes dos poluentes, guefls&nciados pelos termos néo
homogéneos do sistema: os termos de arraste dg B&archheimer e os termos que

simulam as reacfes quimicas entre os poluentes.
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1.1. OBJETIVO

Esta tese trabalho tem como foco o estudo de uwaessnto de um fluido
newtoniano contendo poluentes em suspensao (qg@enneguimicamente entre si)
através de uma matriz porosa insaturada com r@stuqilateral, modelado a luz da
Teoria Continua de Misturas. A simulacdo do sistdmnperbolico ndo linear e nao
homogéneo que resulta do modelo mecéanico, empnegatécnica de fatoracdo de
operadores combinada ao método de Glimm.

Esta metodologia de simulacdo numérica vem sentligada em diversos
problemas relevantes em Engenharia, entre os @& um estudo dos danos
induzidos por transientes de pressdo em tubos <leidiquido em altas temperaturas
(Freitas Rachid et al., 1994), um estudo do escotmimsaturado através de uma
matriz porosa rigida considerando um termo de tarlasear na fonte de momentum
(Martins-Costa e Saldanha da Gama, 2001), um estadoansporte de poluentes na
atmosfera considerando uma geometria esférica ifMatiosta e Saldanha da Gama,
2006) e o estudo de um escoamento em um meio pquesadmite uma supersaturacao
muito pequena, mantendo a natureza hiperbodlicaamema e leva em conta um termo
linear e um termo quadratico (termos de Darcy eltwimer) na fonte de momentum
do constituinte fluido, além do termo proporciors gradiente de concentracédo
(Martins-Costa et al., 2024).
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2. O MODELO MATEMATICO

Partindo de uma descricdo a luz da Teoria ContieiaMisturas, vamos

considerar uma mistura continua composta ppr3 constituintes. O primeiro,

representante do meio poroso rigido e em repouso, ndo terd suas equacdes d
conservacdo abordadas, uma vez que € suposto rigido e em repossgurdo
representa um gas inerte com baixissima densidade, serd consideraa® [@Egan
prover a mistura de alguma compressibilidade. Suas equacdes de consamaeio
nao serao tratadas, como consequéncia da hipotese de baixissimadder@itkerceiro
constituinte representa um liquido que escoa através do meio pbilagada Mecanica
do Continuo Classica, esse liquido serd suposto incommleédénsidade constante,
mais restrito do que a hip6tese de escoamento isocoérico).

Além dos trés constituintes anteriormente citados, vamos adreiist&ncia de

mais n, constituintes, cada um deles representando algum tipo deergterem

suspensdo na mistura (por exemplo, poluentes), todos elestosugosn pequena
concentracao, de tal forma que dispensaremos o0 estudo das equacdedidadgude
movimento, nos restringindo apenas a equacao de conservacao de masadgpam
destes constituintes presentes com pequena concentragao.

Quando se consideram constituintes com pequenas concentracoesvél poss
admitir que suas velocidades sejam aproximadamente iguais a velocadideido
principal a qual seré aproximadamente igual & velocidade da mistura.

Considerando que a massa do fluido principal (um liquido) ssepam (este

constituinte ndo reage com os demais) temos que:
d
— dv =0 A
- i p ®

onde p, € a densidade do constituinte fluido na mistura.

A densidade de um constituinte na mistura € uma razao local entreadprate
constituinte e o volume da mistura. Assim, ao integrar a demsiladim constituinte
na mistura sobre um dado volume de mistura, teremos a massa desieiictEn

contida no referido volume.
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Voltando a equacgédo (2.1), podemos usar o Teoremiaahsporte de Reynolds

para escrever:

j{%mw(pfvf)}dv:o (2.2)

ondev, € a velocidade do constituinte que representquadid principal. Levando em

conta queQ), é uma regido arbitraria, ficamos com:

0p; | _
F+d|v(,0fvf)—0 (2.3)

Neste ponto sdo definidos alguns conceitos usumiggoamentos em meios
porosos. A porosidades() de uma matriz porosa, assim como a densidadeicaaks
fluido (o) sdo medidas sob um ponto de vista (classico) dedhica do Continuo.

Como p, € a densidade do constituinte fluido na mistufaagéio de fluido é definida

como.

p=2r (2.4)

A saturacdoy € a razado entre a fracdo de fluigpe a porosidade do meio

poroso (medida sob um ponto de vista de Mecanicaainuo):
£

A saturacaay , definida na equacao (2.5), ndo pode ultrapassatop unitario.
Porém, neste trabalho, uma supersaturacdo infimadréitida, permitindo uma
deformacgdo muito pequena da matriz porosa. (Edtardacdo € tdo pequena que o
constituinte solido ndo necessita as equacdes kewr@cao de massa e momentum.)

Neste contexto, considera-se uma variavel é aasggtor'ampliada’g , que € dada por:
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@= i onde a saturacao original satisfalz:—'£< +§1 0<<¢ (2.6)
E+O £ £

Vale ressaltar que esta definicdo requer que atigadle 0 seja uma constante
positiva muito pequena. Essa supersaturacdo milels¢gd foi considerada
anteriormente, por exemplo em Martins-Costa gR8l17), em Saldanha da Gama et al.
(2023) ou em Martins-Costa et al. (2024).

A definicdo da concentra¢céd@ de um poluente na mistura € feita considerando
P a densidade do fluido principal, visto como um eneontinuo incompressivel.

Assim sendo, podemos definir as concentragbesaltgitintes poluentes) como:

sendop a densidade dodsimoconstituinte poluente na mistura.

O balan¢o de massa para os constituintes poluémtado por:

do : _ .
J' ——+pdivy, —r ;dV =0 I=1n, (2.8)
o dt

onder, é a taxa de geragédo de massa dsiroconstituinte poluente (que pode ser
causada por reagdes quimicasherepresenta o numero de constituintes poluentes

considerados. A forma local do balango de masshtiéaoporque a equacao (2.7) &

vélida para qualquer volume arbitréQ(t), logo o integrando tem que ser nulo:

do . 0P, .
—L+pdivv. =r ou ——+divov =r 2.9
o FAdivy =t 5 HavAvY =T (2.9)

Para garantir a conservacao de massa dos corsi#tienvolvidos em reacoes

quimicas, teremos que:
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Mp

[ =0 (2.10)

i=1

Suporemos que a quantidade de poluentes na misttda pequena que suas

velocidades podem ser aproximadas par, a velocidade do constituinte que

representa o liquido principal, denotado por ctuiste fluido ao longo deste trabalho.
v, Ov, (2.11)

A equacéao de balanco de massa para os constitpwiteentes pode ser reescrita

empregando a definicho da concentragdoe usando a aproximagdo de que 0s
constituintes poluentes se movem com a velocidadmdstituinte fluidoy, , tem-se:
ow . . .
—'+d|v(a)|vf):ri i =1n
ot

(2.12)

p

Para o decaimento da concentracdo @simio constituinte na mistura sera

suposta a hipotese constitutiva mais simples -caingeento obedece a:

r=f (@) (2.13)

A relagdo constitutiva (2.13) descreve a taxa pieducdo do poluente
considerando, neste caso, tanto sua geragao camestruicdo, que pode ser causada
por reacdes quimicas.

O balanco de quantidade de movimento linear pacrwstituinte fluido da

mistura que representa o liquido (fluido Newtoniamammpressivel) € dado por:
d _
ajpfvfdv_zFEXT (2.14)
Q

ou, mais especificamente:
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d
ai,ofvf dv:j(pfbf +m,) dV+ j T, n dA (2.15)

Q a0,

onde T, representa o tensor parcial de tensdes,a forga de corpo, en, a forga

difusiva de interagao, todos atuando sobre o camge fluido.

Aplicando o teorema da divergéncia:

ov, :
IQ Ps ?+(gradvf)vf -m; —p;b; - divT; ;dV=_C (2.16)

O integrando da equacdo (2.16) € sempre nulo poegtee equacdo é valida para

qualquer volume arbitrariQ(t), entdo sua forma local é dada por:

ov, .
o T+(gradvf)vf = divT, +m, +p.b, (2.17)

Williams (1978), fazendo uma analogia com o terisnosdo de Cauchy, supds
que o tensor parcial de tensbes fosse proporciangressdo e ao gradiente de
velocidade — na verdade ao tensor de taxa de dafdon- atuando sobre o constituinte
do fluido. Allen (1986) afirmou que as tensdes raimeram dominantes em relacdo ao
cisalhamento e as tracdes interfasicas na mistista. levou a uma hipétese

simplificadora para a equagéo constitutiva do temsocial de tens6eJ, atuando

sobre o constituinte do fluido: que ele deveriaeporcional a pressdp que atua

sobre ele, sendo dada por:
T, =-c¢pl 13)

A Teoria de Misturas requer termos de fonte adiggopara levar em conta a

interacdo termomecanica entre os constituintesigiara. Neste caso, existe uma fonte
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de momentum atuando sobre o constituinte fluidoessmtado pelo termm, (com

dimensdo de forca) devido a interagdo do constduifluido com os demais
constituintes da mistura. A fonte de momentum @aesavel pela forca de arraste
exercida pelo constituinte soélido (representandon&io poroso), pelo constituinte
gasoso com densidade de massa desprezivel e pefssitiintes poluentes no
constituinte fluido. O termo de arraste € usualmergferido na literatura como a soma
dos termos de Darcy e de Forchheimer (Srinivas&ajagopal, 2014; Nield, 1991;
Martins-Costa et al., 2024) e por um termo queatanbdelar o efeito das forcas
capilares sob o ponto de vista da Teoria de Mistutmie considera o fato dos
escoamentos através de meios porosos insaturadseaiarem uma forte dependéncia
da saturacdo, supondo, entdo, que o termo de fependa também do gradiente de
saturacao (Williams, 1978; Saldanha da Gama e Ma@bsta, 1997; Martins-Costa e
Saldanha da Gama, 2001; Martins-Costa et al., 20&8te caso a equacgao constitutiva

para a forca difusiva de interacéo é dada por:

_ K€D

w2

O¢ (2.19)

onde 4, € a viscosidade do fluidoF € o namero de Forchheimer K ¢é a

permeabilidade especifica da matriz porosa — tadagriaveis medidas num contexto
de Mecanica do Continuo. A variav@l é um coeficiente de difusdo. Na equacéao
(2.19), existem dois termos de arraste: o prim@rmo exibe uma dependéncia linear
na velocidade do constituinte do fluido (o termoDdecy), enquanto o segundo termo
apresenta uma dependéncia quadratica na veloaitadenstituinte do fluido (o termo

de Forchheimer), ja o terceiro o termo estaria rdesem escoamentos saturados. A

forca de corpo atuando no constituinte fluilg serd dada pela aceleragdo da

gravidade.

Substituindo as hip6teses constitutivas para séefde momentum e o tensor
parcial de tensdes no balanco de momentum lingponsio que ndo haja influéncia das
forcas de corpo (essencialmente devidas a acetetacravidade) neste escoamento,

tem-se o balan¢co de momentum linear para o comsétfiuido dado por:
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o=

_/'Ifgz ¢2V _pfg F
K f Kl/2

U D

2
¢ ‘Vf‘vf_

ov, -
Ps [F+(va)vf}:_£m(¢p) O (2-20)

Os coeficientes dos termos de Darcy e de Forchhe(whitakker, 1996;

Martins-Costa et al., 2024) sdo convenientemerjeessos como:

&F

Y, = o K e y,= 7 (2.21)
Enquanto a pressdo pode ser convenientemente SX@@&%0:

ebD
9| ¢ 5|, HEDP 09 _p (2.22)
ox\ oy K dx 0x

A seguinte relagdo constitutiva, que garante arigést unilateral, pode
considerada para a presséao (Saldanha da Gama2&2d; Martins-Costa et al., 2024):

p= b(¢):¢+az£—2aln(1—¢), az0

com limg=1

pA.OO

(2.23)

A pressdop foi definida na equacéo (2.22). Ela depende daagio e de

um parametro positivo. Deve-se notar que a equg:d8) fornece um limite superior
para a saturagdo garantindo uma simulacao fisicenwmpativel e confidvel para a
porcdo homogénea do operador hiperbdlico do escaamaidimensional a ser tratado
nesta tese. A hiperbolicidade do sistema é gamniilependentemente do valor da
fracdo de fluido, pois a supersaturacdo (minuscpmitida é controlada. Uma
caracteristica interessante e importante da relegastitutiva proposta para a pressao
na equacao (2.22) é que os invariantes de Riemagenpser expressos por expressoes
em uma forma fechada. Isto € muito conveniente @araimulacdo da porcao
homogénea do sistema hiperbdlico através do meétmldGlimm. Além disso, a

supersaturacdo tem um limite a priori, mesmo paleres de pressao enormes.
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Supondo que todas as variaveis dependam apenasngot e da coordenada

na direcdo do escoamento com u representando a velocidade na direcdo do
escoamento e fazendo a pres§ao b(¢), 0 sistema, na forma unidimensional, pode

ser escrito como:

306 3, \_
E+&(¢U)—O
2 (pu)+ 2 (g + p) =g u-rp? 4 u com =) (2.24)

0@ 0 N -
ok U= T,

E importante notar que neste trabalho as forcasrmead serdo apenas aquelas
devidas a pressédo, aos efeitos gravitacionaisntegacdo entre o fluido principal e o
meio poroso. Nesse caso, a equacdo diferencial rgpiesenta a quantidade de
movimento linear é a segunda equacao do sistemmadosa equacao (2.24), onge
representa uma pressao e 0s termos no segundo meeppesentam uma forca de
interagao interna.

Para os constituintes que representam o0s poluert@®s considerar que:

d Jop 0 Jdp 0
—_ dV = rdv - | L+ — V=1 rdVvo ——L+— V) = 2.2
dtiﬂ.d ird iat +=(ay)d i.rd LT (M= (225)

No caso de 3 poluentes teremos:
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%i,oldV:J; rdV — S{%+%(plvl) dV=g{ rdv
%JF%OOM): r,

%ipzdv:i RV - i%+%(p2V2) dv:i sV (2.26)
%+%(,02v2):r2 |

%(J;pgdvzgj;—(rﬁ r,)dV - i%+%(p3v3) dV:(J;—( L+ r,) dV
ralew)=-(arr)

0 que d& origem ao seguinte subsistema de equacdes:

90,0
ot o0x
9%, , 90
ot 0x

) 0
%"'&(psv) :_(r1+r2)

(ov)=n

(o) =T, (2.27)

onde p representa a densidade do constituintea mistura (razéo local entre a massa
do constituinte e o volume de mistura).

Usando a definicdo de concentracao de cada pelmaninistura e supondo que
0s constituintes (poluentes) estejam presentesrseamp pequenas quantidades, pode-

Se escrever as equagﬁes em termos das concen,trag;ﬁes

99, 9 (="

ot +6x(wlv) &0

94, 0 (yy=Te

> +6X(a)2v) = (2.28)
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2.1. ARESTRICAO UNILATERAL

Apesar de O6bvio, é fundamental ressaltar que antgiaale de fluido
incompressivel contida num poro ndo pode ter ummrael maior do que o volume o
poro. Obvio! Mas essa restricdo cinematica presgsanatematicamente descrita.

Vamos considerar que a pressao seja uma funcéatdeacdog, ou seja,
p= b(¢). A saturacdo neste caso (meio poroso rigido eddluprincipal

incompressivel) é definida por:

6= (2.29)

onde p, é a densidade do fluido principal tratado comostitrinte da mistura (razdo

entre a massa de fluido e o volume de mistym),é a densidade do fluido principal

tratado como um continuo classicoceé a porosidade (suposta neste trabalho uma
constante).

Para atender a restricdo cinematica mencionadaaisp que a pressdo tenda
para o infinito a medida que a saturacdo tende pamidade. Em outras palavras, é

preciso que:

I;rr} p=+c e que limg= (2.30)

P — +oo

Por exemplo, a presséo pode ser dada por:

. , ¢
p=p(g)=0"——= (2.31)
(#) 30-9)
Ou ainda
p=p(9) =p+a* 2 (2.32)
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3. O PROBLEMA DE RIEMANN

Vamos considerar 0 seguinte sistema de equac@@erdiiais parciais (que €
nao linear e hiperbdlico):

3¢ 9
E*&(W)
0

E(W)*

; (3.1)

590+ ) =0, p=THy)

onde a variavelp € sempre positiva. A variavgl pode representar, por exemplo, a
saturacao. A variaval pode representar uma velocidade adimensional.aso de um
meio poroso rigido a variavet seria a fracdo de fluido dividida pela porosidade.

problema (3.1) pode ser reescrito na seguinte f¢mags conveniente):

| ¢ 0|9 |_ | o 1
Ebu}rA&Lﬁu}_o’ A_{p'—uz ZU} 2.

Vamos considerar agora o problema de Cauchy

9, 90
ot ox

S i

_ (¢L'UL)' —0<x<0, t=0
(¢’“)‘{(¢R,uR), 0<x<w, t=0

(gu)=0

O problema (3.3) é chamado “Problema de Riemarsuaesolucédo (no sentido
generalizado) depende somente da raxdb. Em outras palavras, (3.1) pode ser
representado como:

dgon, d,00n_
7 0t+d/7(¢u) ox 0
d on d ) on _
ap P50 gy (9 Py =0

(3.4)
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onde a variavel de similaridade € definida por:

/7:X/t = a_”:—}n’ a_,7

= 3.5
ot t 0X (3.5)

- | =

Dessa forma a equacéo (3.2) da origem a:

L;')j/utz 2u—1x/ J{d ((jju)} :m (3.6)

Para que a equacdo (3.2) seja satisfeita é prgoesg e usejam constantes ou
entdo que7=A (A - autovalor deA e (d¢,d(¢u)) - autovetor deA ).

Os autovalores da matrix sdo dados, em ordem crescente, por:

A=u—p e A =u+tp (3.7)
onde ndo se empregou o indice 2 por conveniéngiguacdo do problema que sera
abordado mais adiante, quando for levada em cansémsferéncia de massa.

Os autovetores séo obtidos a partir das equacdesempadas a seguir:

~Adg +d(gu) =0

(p'-uz)d¢+(2u—/1) dgy=0 (3.8)

Para cada autovalor, as equaces (3.7) e (3.8)ritfem as seguintes relagdes,

que sdo denominadas “Invariantes de Riemann”:

jg d¢ +u=constante- (associado ao autovalo¥ u —\/F (3.9

—jg d¢ +u=constante- (associado ao autovalpr u+ \/H (3.10)
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Os Invariantes de Riemann podem ser expressos rggadudos autovalores, na

seguinte forma:

{ j % dg +\/F] + /A, =constante (associado ao autovalor
(3.11)

—( j g dg +\/H] + A, =constante (associado ao autovalpr

Vamos nos limitar a situacfes em que a relacaoidoal entre a presséo e a

variavel ¢ satisfaca a seguinte relac@p+¢p"> 0.
Uma vez quel =x/t, dois estadogg, ,u, ) e (¢g,U;) serdo conectados por

uma funcao continua de/t satisfazendo a equacéo (3.9) se, e somenige saninuir

a medida quey aumentar (tal conexdo sera chamada de 1-rarefa@éoputro lado,
dois estadoq@,,u;) € (4, us) serdo conectados por uma fungdo continuaxtie

satisfazendo a equacao (3.10) se, e somenig seimentar a medida qug aumenta

(tal conexao sera chamada de 3-rarefacao).

Voltando agora ao problema mostrado na equacadp @Bara conectar o estado

(#..u ) ao estadd¢s,u;) vamos considerar um estado intermedidgio,u.). Para
que o estado constan(¢L,uL) seja conectado por meio de uma funcdo continua de

x/t ao estado intermediario constali#, u,), € preciso que:
j*/—d¢+u —j*/—d¢+qJ com ¢ >4, 0<a<! (3.12)

Por outro lado, para conectar o estado constahte,) ao estado constan{@,u;),

por meio de uma funcdo continua xl&t , precisamos que:

I\/_d¢+u jrd¢+qj com ¢g,>¢,, 0< a<] (3.13)
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Nesse casog, e U, séo obtidos a partir do seguinte sistema de egsacd

Ifd¢+u ‘IEMH@ com ¢, >¢,, 0<a<1
(3.14)

j ld¢+u = jJ_d¢+q], com ¢,>¢,, 0< a<

ou seja,

_U Tl J‘\/_'d¢

ot

(3.15)

desde que as desigualdadges> ¢, e ¢, > @, sejam satisfeitas.

Para que haja a conexdo através de funcdes castdgy e u, sejam obtidos da

equacao (3.15) é necessario que:

J’ \/— dep (3.16)

Ug— U, =

Uma vez que2p'+ ¢ p"> 0 vamos, por uma questao de conveniéncia, definir as

funcdes (inversiveisH eF como:

(3.17)

A desigualdadep'+¢ p"> 0 assegura que:



A(¢) >0 = F=F(g) é inversive
p'(2)

Dessa forma podemos definir a funcfie& F ™ de tal forma que:

Quando a desigualdade (3.16) for verificada tereques

L2 ag 4500 en={ L2 0o+ o)
U%’WT J*f/‘{frd«ﬂ ¢R)]

Assim, para uma conexao continua entre os estad®ms] teremos:

F(g)+n=F(p)+A - ¢=T(F(8)+A -n)
E, para uma conexdo continua entre os estadoR , teremos

_FA(¢)+I7:_ﬁ(¢R)+/]3R - ¢:f(FA(¢R)_/]3R+I7)

Dessa forma, se houver solucao classica (contiaelaa$era dada por:

., —o<nsA
fA(|£(¢|_)+/]1L _’7)’ /]1L <’7</]1D

¢= P ApSn<Ag
f(F(8e)=Ant1), A< <Ay
Prry AgSN<®

Além disso, levando em conta os Invariantes de Rmmteremos:
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(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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¢ - . -
j7pd¢+u=j7pd¢+q . u= H(g)- H(#)+ y (3.24)
e
¢ 1 ¢R 1
—ITpd¢+Uz—ijd¢+UR - u=-H(ge)+ Hg)+ u (3.25)
ou seja,
U, —e<nsi,
|:|(¢L)_HA(¢)+UL' A <N <Ap
u= U, A Sn<Ag (3.26)
_HA(¢R)+HA(¢)+UR' /13D<,7<A3R
Uz, Agsrp<oo

Nas equacoes (3.23)-(3.26), temos:

/]1|_ =u - p'(¢|_)’ /1113: W p'(¢u)’ (3.27)
Aam:um"' p'(¢D), /13R = UR"'\/ pl(¢R)

Essa solucéo é chamada 1-rarefacdo/3-rarefacao.
Nem sempre teremos uma condic¢éo inicial satisthkz@nequacao (3.16). Assim
sendo, € preciso aumentar o espaco das solucdéssadis, possibilitando a existéncia

de descontinuidades.

As solugbes descontinuas s@o construidas coneesandois estados por uma
descontinuidade. Elas devem satisfazer as condigéesntropia (ver: Lax, 1971,
Keyfitz e Kranzer, 1978; Smoller, 1983) e as coddg;de salto de Rankine-Hugoniot
(ver: Lax, 1971; Keyfitz e Kranzer, 1978; Smolld983). A fim de satisfazer as

condicbes de entropia, dois estados sdo conecfamlosima descontinuidade se, e
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somente se, ndo puderem ser conectados por umaofuoptinua (ver Lax, 1971;
Godlewskiand e Raviart, 1991; Toro, 1999; Smoll®ég3; Dafermos, 2010).

As condi¢Oes de salto associadas ao problemag@o3jadas por:

[pu] _[ou”+p] _

[¢] = [¢u] (3.28)

onde|[+] denota o “salto de’.

Desta forma, dois estados conectados por umamteadtdade devem satisfazer

as relacoes:
P.u, — .U, - ¢2U22— ¢1U21+ SP S (3.29)
¢2 _¢1 ¢2u2_¢1u1

Como aqui todas as descontinuidades satisfardora¢cées de entropia (Lax,
1971; Keyfitz e Kranzer, 1978; Smoller, 1983), et@sd0 chamadas de choques. A
velocidade do choque é denotada poe a posicdo do choque é caracterizada por
x/t=s. Conforme ja explicado, para satisfazer as comdiglie entropia, dois estados
serdo conectados por um choque se, e somenteosgua&rem ser conectados por uma

funcdo continua — uma rarefacao.

Com relacéo as incognitas e u, o estado a esquerc@gbL,uL) sera conectado

ao estado intermediéri()¢D,uD), por meio de um choque s& <¢@,. Esse choque é

chamado de 1-choque. A relacdo funcional entreseksie estados € dada por:

1 1
-u == ——— - , L - B)3
U= \/(¢L ¢Dj(n] n), #.<¢ @)

sendo a velocidade deste 1-choque dada por:

- P~ P U 3.31
2 ¢D_¢L ( )
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O mesmo protocolo pode ser usado para a conexé® cenzstad((;zbu, uD) eo

estado(¢R,uR) por meio de um choque, chamado 3-choque.pS€ ¢, entdo os

estadog¢,,u;) e (¢4, ug) sdo tais que:

1 1
I ~p), d.<o. 3.32
Uy~ U \/(% ¢RJ(IOR R). #:<4 (3.32)

sendo a velocidade de propagacéo do 3-choque dada p

- PrUr — P, 3.33
> ¢R _¢D ( )

Assim, as possiveis solucdes, no sentido genadaljzpara a equacao (3.3) sédo
dadas pela Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Possiveis Solucbes
1-rarefacao/ 3- rarefacdo -
+choque/3 choque -
1-rarefagéo/3- choque -
1-choque/ 3- rarefacdo —

P >P. <P € U< < W
. <P.>Pr € > P
b >, >¢: € U< (b |
$ <P, <P € > Ak 4

As condicdes para a ocorréncia de cada uma dagdssluadas pela Tabela 3.1 sé&o
ilustradas na tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Condicdes para as Solucdes Possiveis

2 [0 -

U, —Uu, 2 1- Rarefacdd 3- Rarefac

DT

1 1

Us — U, < —\/{— —j( p.- &) = -1Choque £3 Choque
b P

_\/(¢i_¢ij( P~ Pr) S U= U < j (L dg|,4, >, ~ 1- Rarefacdd3- Choque
1
¢

j(pL - DR) <U— U< ITp |, ¢ <P, < 1- Choqué3— Rarefagaa
L

Neste ponto, é interessante notar que, quanddadcegtermediario (¢D,um)
coincidir com o estado a esquerfiy ,u, ), a solucdo sera apenas 2-rarefagdo ou 2 -

choque. Se o estado intermediéfif,u.) coincidir com o estado a direi{@;,u;) a

solucao serd apenas l-rarefagdo ou 1-choque.

A solucdo completa para 1-rarefacao/3-rarefacdoi japresentada. No caso de
1-choque/3-choque a solucéo é dada por:

¢, —w<n<s
$=1 b, S<N<s
Pry § <<

(3.34)
U, —®<7<g

U=q W, §<77<38
Ug, %</7<oo

onde @, e u, sdo obtidos a partir do seguinte sistema de e@gacd

-
ul] uL_ \/(¢L ¢DJ(QJ p_)’ ¢L<¢D

.38)
Uy = Ug :\/(i__]-}( Pr~ %)’ ¢R<¢D
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No caso de 1-rarefacédo/3-choque, a solugéo é aada p

G, —o<nsA
f ('E(¢L)+/]1L _’7)’ /]1L <,7</1]D

¢g=
¢, ASn<s
o B 3.36)
U, —o<ns<i
u= |:|(¢L) (@) +u, A <n<Ay

-H
Uy, Apsn<s
u

R1 §<[)<®

sendog, e u, obtidos a partir do sistema de equacdes a seguir:

u,—u = H(g)-H(s), ¢ >4,

1 1 .33)
U=t = | === (= p), Be<4
N P
No caso de 1- choque /3- rarefacdo a solucéo émtada
¢|_’ —</]<§
)= by S <Ny
F(F(8e)=Amtn1), An< <A
¢R' ASRS” < (8)3
uL, —oo</7<§
Uy, §<7<Ay
U=

) -H (¢R)+|:|(¢)+UR’ Ay < < Agg
Ug, AggS/p<co

sendog,, e u, obtidos a partir do sistema de equagdes a seguir:
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39)

Nesta etapa serdo incorporadas ao problema asdegude transporte de massa
(por exemplo de poluentes — aqui limitados a 3 titoimstes). O sistema de equacdes

diferenciais parciais (que se mantém nao lineaperidlico) agora consiste em +2

equacoes (neste trabalho vamos nos limitay a3), dadas por:

e

X

0 0/, > A

E(¢u)+&(¢u + p)zo, p=H¢8) (3.40)
a_cq+£(a)lu)20, i:ZI_,Z,...l‘lp

ot ox

onde a variavelp e as variaveisy sdo sempre positivas. O problema (3.40) pode ser

reescrito na seguinte forma (mais conveniente):

5 @ 5 @ 0 1 0
—|gu|+A—|gu|=0, A=| p-¢ 2u O, i=12..n (3.41)
ot 0x

@ @ —Qulg @l¢ u

Vamos considerar agora o novo problema de Cauchy:

09 0 4\
o Tax U =0

0 0 (424 )=
5 (#u) (g + p)=0

ow , 0
94 + 9 (@u) = 3.42
ot g\ Au) =0 (342)

(9,u,a4)={

i:1,2,...np

(6,,u @), —0<x<0, t=0
(B;,ug,g), 0<x<o0, t=0
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O problema (3.42) é também um “Problema de Riemansua solucédo (no
sentido generalizado) depende somente da raz&o Em outras palavras, o sistema

(3.40) pode ser representado como:

dgon, d ,00n

dn ot dn ax
d on d 5 on _

A (p) L L /s 4
d/7(¢u) = d/7(¢u +p) VRl (3.43)
d_a%a_,?+i(wu)a_,7:

dp ot dp' " 7 ax

onde a variavel de similaridadeja foi definida anteriormente.

Dessa forma, a equacéo (3.43) da origem a:

-x/t 1 0 d¢ 0
p—u? 2u-x/t O d¢d|=|0 (3)44
-uw /g @l u-x/t|| dw 0

Para que a equacgdo (3.44) seja satisfeita é pregisog, U e « sejam
constantes ou entdo qye=A (A - autovalor deA e (d¢,d(¢u), dcq) _. autovetor

de A).
Os autovalores da nova matAz, em ordem crescente, sédo dados por:

A=u-Jp, AL=u e A=u+p (3.45)
E os autovetores sédo obtidos a partir das equacéeguir:
-Adg + d(¢u) =0

(p-u?) dg+(2u-2) d(pg=0 (3.46)
~(ur/p)dp+(eq/¢)d(¢u)+(u-A) dg =0
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Para cada autovalor, as equacdes (3.46) nos lavam

J‘g d¢ + u=constant

(associado ao autovaldy=u- \/E (3.47)
4 - constante
¢
u = constant
(associado ao autovaldy =u (3.48)
@ = constant

jJ_

d¢ + u=constant

(associado ao autovaldy =u + \/F (3.49)
% = constante

ou, numa forma alternativa,

[ I % d¢ +\/FJ + ) =constante (associado ao autovalor
A, =constante (associado ao autovalpr ) (3.50)

—( j g dg +\/HJ + A, =constante (associado ao autovalpr

Voltando agora ao problema (3.42). Para conectastado(qﬁL,uL,wlL) ao

estado constant@i,u , (. ) com relagdes funcionais continuas emire x/t e entre

u e x/t, é preciso que:

g -1

dg+u, com g >¢,, 0< a<] (3.51)

m'—oﬁ
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Por outro lado, para conectar o estado constfgieu. . ) ao estado

constante(gy, Us, ), com relagdes funcionais continuas emtre x/t e entreu e

x/t, & preciso que:

com ¢, >¢,, O0<a<] (3.52)

jrd¢+u fL A+ Uy,

Aqui é interessante chamar a atencdo que, deVi@d8&), teremos sempre:
=9, € U= (3.53)

Nesse casog, e U, sdo obtidos a partir do sistema de equa¢desafpd):

J-\/_d¢+u _j d¢+qj com ¢ >4, O0<a<1l
(3.54)
[ g, =L

d¢+qj, com ¢,>¢,, 0<a<]

a

ou seja,

u = u 42'UR+J-\/_d¢
o ’ “ o (3.55)
j dg == (L—WJLTM]

desde que as desigualdades> ¢, e ¢, > ¢, sejam satisfeitas.

O comportamento das quantidadess através de uma 1-rarefagdo é tal que:

% =constante = @ :%¢ , Ay <N <Ap (3.56)

L

O comportamento das quantidadgs$s através de uma 3-rarefacéo é tal que
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% =constante = « =%¢ , Ay <N <Ay (3.57)

R

Uma vez que for a das rarefagbes 1 e 2 a velogidadma constante, entdo
A, =u=constant. Dessa forma, nédo existira uma 2-rarefacdo. Comsggmente, para

uma solucéo do tipo 1-rarefacdo/2-choque/3-rarefsg@@mos:

W, —o<nNsA

¢LL ¢, Ay <n<Ag

D_a%L ¢D' AES”SUD
.

mm=%¢ﬂl UDS”SA?)D
R

S g A< <A
Pr

Wy A</ <®

£
1

(3.58)

Levando em conta as condicdes de salto de Rahkigeniot (Lax, 1971;
Keyfitz e Kranzer, 1978; Smoller, 1983):

[gu] _[v"+p] _[au] _
[6] vl [a]

u —
U~ =5 —@,) = %%&H (3.59)
i}
u —
Up— @il = s (Wr—@p) = wm=wm((u'*_§))
)

Assim, para uma solucéo do tipo 1-choque/2-ch@geefacéo, temos:
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W, “o<N<§
(UL_S.)

(UD_ S.)
w
Sy <psa, (3.60)

Wr=q » S<< WY

%¢’ A3D<,7</13R

Pr

Wry AggSN <o

Para 1-rarefacdo/2-choque/3-choque, temos:

A _°°</75/11L
&¢’ /]1L <’7</]1D
¢
=w|L¢D
¢

u_
mm=ahL3—3Q.tm<n<%
(u;-s)

£
I

@, . AnSn<u, (3.61)

O

Wry $</]<x
Para 1-choque/2-choque/3-choque, temos:

@, —w<n<s
(u.-s)

s <<y,
(3.62)

u,<ng<
(UD_%) | S

Wgy, $</M<®
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3.1 UM EXEMPLO

Vamos considerar agora uma situacao particulaa pagual se consegue uma
solucéo exata em forma fechada para o ProblemaeteaRn. Para tal, suponhamos

que a pressao obedeca a seguinte relacao conatituti

p=p(¢)= ; (3.63)

Neste caso ficamos com:

5 7 5 7 0 1 0
—|gu|+A—|pu|=0, A=| p~* 2u O
ot 0x
o o —Qul¢ @l u (3.64)
A
com p'= ,i=1,2,..n
(1_¢)4 p

Levando em conta a variavel de similaridade x/t , teremos:

—2X/t 1 0 dg
¢ -—-u? 2u-x/t 0 d(¢u|=0 (3.65)
| Uw /¢ wlg u-xt

Os autovalores da matrix sdo dados, entéo, por:

¢ A=u e A =u+

(1-9)" (1-9)

A=u- _ (3.66)

Os Invariantes de Riemann serao:



j# d¢ + u=constant

2
1- ,
(1-¢) (associado d,
“ = constante
u = constant :
(associado d,
@ = constant

—I%dq) + U= constant

(1-¢)

% = constante

(associado d,

ou, numa forma alternativa,

[I ! > dg + ¢ 2J+)I1:constante (associadola
(1-¢)  (1-9)

A, =constante (associadola )

_(J' 1 ~dg+ 4 2}+/13=constante (associadola
(1-¢)  (1-9)

0 que fornece:

1 .
———+/, =constante (associadola

(1-¢)
A, =constante (associadola )

1 :
-———+ /A, =constante (associadola

(1-¢)
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(3)67

(3.68)

(3.69)

(3.70)

13)

A relagcéo funcional entre a pressdapeassegura quep'+@p">0. Assim

sendo, ao longo de uma 1-rarefagao,



=1- 1 =1- 1

\Jconstante-77 \/(1_¢L)-2 ¥ -

e, ao longo de uma 3-rarefacao,

¢ =1- ——1 =1- _21
constante-7 (1_¢) — A 17

N&o existe 2-rarefagao.
Desta forma, no caso de:

I
‘(1_¢R)2 (1_¢L)2‘

Ug — U, 2 J'\/_d¢ L Nl | -

Teremos a solugao dada por 1-rarefagao/2-choquestagao:

45

(3.72)

(3.73)

(3.74)



¢L' _°°</75/]1L
_ -1/2
1_{(1_¢L)2+/11L_,7} ) A1L<,7</‘1D
¢= P ApSN<Ay
- -1/2
1_{(1_¢R)2_A3R+,7} , /]31]<’7</13R
Prs ApSN <o
U, —o<ngsi;
1 - 2
(1_¢L) +uL_{(1_¢L) +/]1L_’7} , Ay <n<Ag
u= U, A Sn<Ay
1 . 12
_(1_¢R) +uR+{(1_¢R) _/13R+,7} ) /135<’7</]3R
Ug, AjgS/7<oo
@, —o<nsAy
_ -1/2
%[1_{(1_¢L) ’ +A _/7} } v Ay <n<Ag
L
a*’L—¢D, Apsn<uy
_ ¢
“r b
%, U 77 < Ay
R
_ -1/2
%[1_{(1_¢R)2_A3R+0} }1 /135</7</]3R
R
Wry AgSn<e
onde:
2
=1-
¢, R
1_¢L 1_¢R L R
_u tug 1 1
u, = + -
) 2 (1_¢L)2 (1_¢R)2
e
¢ ¢
Momu-——2 a =y -—F
1L L (1_¢L)2 o= W (1_¢D)2
[
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(3.75)

(3.76)

(3.77)
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Quando:

U U < - (i_ij{ b 9 3} (3.78)
P O 3(1_¢L) 3(1_¢R)

a solucéo seré 1-choque/2-choque/3-choque, dada por

¢L, —0<)<s
$=1 P S<N<s
¢R, S, <<

u, —wo<n<s§

U=q W, §<77<3

Up) S </]<
), , —oo</7<%

S <7<

(3.79)

sendo os valores intermediériog, e u, obtidos a partir do sistema de equacbes a

sequir:

(1 1 & #:
U—U == || ——— 3~ 5| A<
\/(¢L ¢Dj{3(l_¢D) 3(1_¢L) J

(3.80)
_[1_1 & ¢
U,—Ug= || ——— - , @<
O R \/(ﬂ] ¢Rj{3(1_¢R)3 3(1_¢D)3 R O
E as velocidades dos choques séo dadas por:
S_:¢[“D_¢LUL’ s=u e §:¢RUR_¢DUQ (3.81)

¢D_¢L ¢R _¢D



Quando:

1

a solucdo seré 1-rarefacéo/2-choque/3-choque,mada

P, —o<nsA
¢ = 1_{(1_¢L)_2+A1L _’7}  Aw <N <Ag
b Ansn<s
gy S;<N <00
U, _OO<I7S/11L
- _ 12
u= (1_¢L)l+uL_{(1_¢L)2+/11L_,7} v Ay < <Ag
Uy, Apsn7<s
Uy, S </J<
W, —o<nsh
_ -1/2
%{1_{(1_¢L) i Ay _/7} } A <N <A
L
%=%—¢D, Ay S <uy
Q= 1

W = W (UD_ )’ U, <771<s

Wry, S$<M<®

onde @, e u, sdo obtidos do sistema de equacdes a seguir:

48

it ¢ : ~ | 1 |
J(% ¢Lj{3(1—¢L)3 3(1—¢R)3J<UR gt (e 70 852

(3.83)

(3.84)
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Quando:

¢R ¢|_ 3(1_¢L) 3(1_¢R) ‘(1_¢R) (1_¢L) ‘

a solucéo sera 1-choque/2-choque/3-rarefacéo,mada

¢|_’ —</)<§
b S <N<Ay
- -1/2
1_{(1_¢R)2_/13R+,7} , /]31]<’7</13R
Pry ApSN <
U, —oo<n<sg
Uy, §<775Aq
_ _ 1/2
_(1_¢R) 1+uR+{(1_¢R) 2_/13R+,7} ) /135<’7</]3R
Uz, Agsnp<oo
W, —o<n<s
(UL_S.)
(UD_S.)
(

W= y S<< W

£
I

— UR_%)

O

Wr, S$<N<x®

onde @, e u, sdo obtidos do sistema de equacgdes a seguir:

\/(i_lj{ ¢ J 5 <

¢ )\ 3(1-9) 31-¢,) (3.87)
__ 1 .1

T 1_¢R+1_¢D' P>

As figuras a seguir mostram alguns resultadosaraitonsiderando 4 equacoes @).
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A Figura 3.1 apresenta a evolucdo da solucdo dblggma de Riemann
considerando o intervalo espacigl< x<1. Além da condig&o inicial, apresentada na
primeira linha, dada porgp, =0.2, ¢,=0.5, u =u;=0.0, @, =0.3, wi=0.1,

w, =0.1 e w,=0.5, sdo apresentados 3 instantes de tempo diferdésse caso,

temos uma solucgédo do tipo 1-choque/2-choque/3acgéet

10F® = 0.20 | 10F &, =0.00 10F @, =0.30 | 1.0} @, =0.10
, = 0.50 Ly =0.00 - 0. i -
| ¥ A @, 0-10 | @y| g =0-50
B D'D B I
0.0F , ~1.0F , 0.0k , 0.0F ,
00 X 00 X 00 X 00 X
10} 1.0} 10+ 1.0+
@ 1 0y (1),
0.0 , ~1.0F , 0.0F , 0.0F ,
00 X 00 X 00 X 00 X
10}t 1.0} 10+ 1.0+
P ! 0y (0,
- 0.0} j\_/ 4_/—//
0.0 , ~1.0F , 0.0F , 0.0F ,
00 X 00 X 00 X 00 X
10}F 10} 10k 1.0+
2 1 ay (1),
- 0.0 j -
0.0F , ~1.0F , 0.0k , 0.0F ,
00 X 00 X 00 X 00 X

Figura 3.1 — Evolugéo da Solucdo do Problema den&we@ com solugédo 1-choque/2-

choque/3-rarefacdo e condi¢do inicigd; =0.2, ¢;=0.5, u =u;=0.0, @, =0.3,
wr=0.1, w, =0.1e w, =0.5. Pag 38
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A Figura 3.2 apresenta a representacdo no ptantoda solucéo do problema de
Riemann para uma condi¢do inicial dada p@[:=0.2, ¢,=0.5, u =u,=0.0,
w, =03, wy=0.1, w, =0.1e wy =0.5. Neste caso temos uma solugéo é do tipo: 1-
choque/2-choque/3-rarefacdo, sendo= —0.8499¢, s, =-0.3977¢, A, =0.5672¢ e
A, =2.0000C

1 - choque 2 — choque /3 — rarefagdo

NS

- 3-rarefagao

LST]- A
/"3 S

4
/"3 R

P

x

Figura 3.2 — Representacédo no plaxet da Solugédo do Problema de Riemann com

solugdo 1-choque/2-choque/3-rarefacdo e condic¢doialin ¢, =0.2, ¢, =0.5,

u =u;=0.0, w, =0.3, Wz =0.1, w, =0.1e wy=0.5.

A Figura 3.3 apresenta a evolucdo da solucdo dblegna de Riemann

considerando o intervalo espacidl< x<1. Aléem da condicdo inicial, apresentada na
primeira linha, dada porg, =0.6, ¢, =0.1, u =0.1, u, =0.0, &y, =0.3, w, =0.1,
w, =0.1 e wy =0.2, sdo apresentados 3 instantes de tempo diferévésse caso,

temos uma solucéo do tipo 1-rarefacdo/2-choquesdgtah



[€)]

2

LOp @ =050 | LOR #2020 | L0f @1y = 0.30 ] 101 ey = 0.10
@ Py = U " Lig =4 o, a, = 0.10 @, m, = 0.20
- 0.0 —— - -
L | L ]
0.0F | ~1.0f , 0.0f , 0.0F ,
0.0 A 0.0 X 0.0 X 0.0 X
1.0+ 1.0} 1.0+ 1.0}
P U A @, 2
\_\; 0.0F _\_{L i
0.0F | ~1.0 , 0.0F , 0.0F ,
0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 X
1.0+ 1.0} 1.0+ 1.0}
@ 1 /_L @, W,
x\; 0.0F I -
0.0F | ~1.0} , 0.0} , 0.0F ,
0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 X
1.0+ 1.0F 1.0} 1.0F
@ 1 /—L @, (),
ﬁ 0.0 - -
0.0F | ~1.0} , 0.0f , 0.0F ,
0.0 X 0.0 A 0.0 X 0.0 X

Figura 3.3 — Evolucéo da Solugéo do Problema dm&ia com solucdo 1-rarefacao/2-

choque/3-choque e condicéo inicigl: =0.6, ¢, =0.1, u =0.1, u;, =0.0, @, =0.3,
wr=0.1 @, =0.1ew,=0.2.
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| —rarefagdo! 2 — choque /3 — choquie

Ar

1-rarefagéo

5

S

15!

>

N

1L

-

X

Figura 3.4 — Representacédo no plaxet da Solucdo do Problema de Riemann com

solucédo 1-rarefagdo/2-choque/3-choque e condigéialigp, =0.6, ¢, =0.1, u, =0.1,

u, =0.0, w, =0.3, Wy =0.1, w, =0.1e wy =0.2.

A Figura 3.4 apresenta a representacédo no pband da solugédo do problema de
Riemann para uma condic&o inicial dada pgr=0.6, ¢ =0.1, u =0.1, u; =0.0,

o, =03, wy=0.1, w, =0.1e wy =0.2. Neste caso temos uma solugéo é do tipo: 1-
rarefa¢éo/2-choque/3-choque, send: =-3.650C, A =-0.2589; s, =0.9091¢ e

s, =1.2037¢.

A Figura 3.5 apresenta a evolugcdo da solugédo dblggma de Riemann
considerando o intervalo espacigl< x<1. Além da condig&o inicial, apresentada na
primeira linha, dada pow, =0.3, ¢, =0.3, u, =0.2, u; =-0.2, @, =0.3, Wi =0.1,

w, =0.1 e w,=0.2, sdo apresentados 3 instantes de tempo diferdwésse caso,

temos uma solucao do tipo 1-choque/2-choque/3-&oqu
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_Q?LZO.EG I_G_MLZO.ECI 1.0F ,:}_]iL:I:I.EI:I 1-0_%5,:0'10
&y =0.30 T fig =-0.20 {r‘}f . =0.10 {’)2 al, = 0.20
L 0.0 _—\I— L L
L | I B
- -1of 00F 00F
0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 X
- 10+ 1.0F 10+
i 0.0 I I
_‘_Il_\_
- 1o 00F | 00fF
0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 X
- 1.0 1.0r 1.0
l {;‘-}1 (?_3‘2
i 00— I I
LT [— 4{_\—‘_
_,_ll_\_
- 1o 00F 00F
0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 X
- 1.0 1.0r 1.0
7 @, @,
B oof— I I
R
[
- —1tof 00F 00f
0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 X

Figura 3.5 — Evolugéo da Solucdo do Problema den&we@ com solugédo 1-choque/2-

choque/3-choque e condi¢cdo inicialp, =0.3, ¢, =0.3,

w, =03, wz=0.1, w, =0.1e w,=0.2.

u =0.2, u,=-0.2,

A Figura 3.6 apresenta a representacdo no ptarntoda solugéo do problema de

Riemann para uma condicéo inicial dada gir=0.3, ¢, =0.3, u, =0.2, u, =-0.2,

a, =0.3, Wy =0.1, w, =0.1e wy =0.2. Neste caso temos uma solugéo é do tipo: 1-

1-choque/2-choque/3-choque.
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1 —choquie! 2 — choque /3 — choquie

Ar

S

3
s, =0 .

-

x

Figura 3.6 — Representacédo no plaxet da Solugédo do Problema de Riemann com
solugdo 1-choque/2-choque/3-choque e condicdoalngi=0.3, ¢, =0.3, u, =0.2,
U =-0.2, @ =0.3, wy=0.1 @, =0.1ew,=0.2.

A Figura 3.7 apresenta a evolucdo da solucdo dblggma de Riemann
considerando o intervalo espacidl< x<1. Aléem da condicdo inicial, apresentada na

primeira linha, sdo apresentados 3 instantes dedediferentes, além da condicéo
inicial, apresentada na primeira linha; que é damta ¢, =0.6, ¢ =0.6, u, =-1.0,
Ug =0.5, @, =0.3, wr=0.1, w, =0.1 e w, =0.2. Neste caso temos uma solucéao

do tipo 1-rarefacéo/2-choque/3-rarefagéo.
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10F ¢, =080 | 10F 8, =-1.00 | 10} &, =0.30 | 10} &y, =0.10
. =, ti, = 0,50 — ) _
{;0 Py =0.60 " 7 '-(;'-}1 @, =0.10 {{}2 @y, = 0.20
- 0.0+ - -
I B
0.0 | ~1.0 , 0.0 | 0.0F ,
00 X 00 X 00 X 00 X
1.0- 1.0F 1.0} 1.0}
P U 0y Q)
SV 0.0 - -
| I ae—
0.0 , -1.0 , 0.0 , 0.0F ,
00 X 00 X 00 X 00 X
1.0- 1.0F 1.0} 1.0}
P U 0y Q)
Y4 0.0f - I
L I =
0.0 | ~1.0 , 0.0 | 0.0F ,
00 X 00 X 00 X 00 X
1.0- 1.0F 1.0} 1.0}
P ! @, (0
- N 0.0+ - -
ﬂ'\_/_ =
0.0 | ~1.0 , 0.0 | 0.0F ,

00 X 00 X 00 X 00 X

Figura 3.7 — Evolucéo da Solucédo do Problema dm&i@ com solucdo 1-rarefacdo/2-

choque/3-rarefacdo e condicdo iniciap, =0.6, ¢,=0.6, u =-1.0, u,=0.5,
w, =03, wz=0.1, w, =0.1e w,=0.2.

A Figura 3.8 apresenta a representacdo no ptarntoda solugéo do problema de
Riemann para uma condig&o inicial dada ggr=0.6, ¢ =0.6, u =-1.0, u; =0.5,
o, =03, wy=0.1, w, =0.1e wy =0.2. Neste caso temos uma solugéo é do tipo: 1-

rarefacao/2-choque/3-rarefacgéo.
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| —rarefagdo! 2 — choque /3 —rarefagdo

1-rarefagao A ! 3-rarefagao
A
A /'38
/'IS
/
A -
/'IL SI == O IR

P

X

Figura 3.8 — Representacédo no plaxet da Solucdo do Problema de Riemann com

solugdo 1-rarefacdo/2-choque/3-rarefacdo e condigimal: ¢, =0.6, ¢, =0.6,

u =-1.0,u; =05, @, =0.3, Wz =0.1, w, =0.1e w, =0.2.
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4. O ESQUEMA DE GLIMM

O método de Glimm (Glimm, 1965; Chorin, 1976) ay&ano tempo de um dado
instante de tempo para o instante subsequentedasarsolugcdo do problema de
Riemann associado para cada dois passos de tempecotivos. O esquema semi-
analitico de Glimm, aplicado a problemas de valoicial, marcha no tempo
empregando a solu¢cdo de um numero previamenteidiefiie problemas de Riemann
associados. Neste sentido, a solugcdo de sistem@émansionais nao lineares
hiperbolicos de valor inicial marcha no tempo ergprelo a solu¢cdo dos problemas de
Riemann associados. O primeiro passo é aproxintandicdo inicial arbitraria (uma
funcdo da posi¢do) usando funcgdes constantes psp® passo seguinte € resolver
um problema de Riemann que use como condi¢do linioia funcdo degrau para cada
dois passos consecutivos. A unicidade da soluggpantida satisfazendo a condicao de
Courant-Friedrichs-Lewy, que também assegura qoehag@ interacdo entre choques
de problemas de Riemann adjacentes.

O esquema de Glimm consiste num procedimento naméue se destina a

simular, neste trabalho, o seguinte problema h@edonéo linear:

99 .90 (5,) =
0t+0x(¢u) 0

d o/, ., .
a(¢u)+&(¢u +p)=0, p= ) (4.1)

04 L 9 (u)=0, i=
E+6X(a)lu)-0, i=1,2,..n,

sujeito a uma condicéo inicial qualquer.

O esquema de Glimm é baseado na resolucdo doeRrabile Riemann e
consiste numa aproximacao da condicao inicial &rpde uma escolha aleatoria. Mais
especificamente, consideremos uma dada condic@&@lir(para qualquer uma das
funcdes envolvidas no problema (4.1)) como a ibgietma Figura 4.1.
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i i ' ' '
............ X1 XZ X3 X4 XE Xﬁ X? X

Figura 4.1 — Condicéo inicial qualquer.

Esta funcao seria aproximada por uma condicacalmeostrada na Figura 4.2:

if
S
| | | | | | | -
............ Xy X5 X3 Xy x5 Xg XT e X

Figura 4.2 — Condicao inicial com uma discretizaca

onde o0s pontos seriam aleatoriamente escolhidesglante forma:
f(x)= f(x +6AX) =constante, parag < X< x+Ax= X, AXx x,— ¥4.2)

com @ sendo um numero aleatério entbee 1. Esta funcdo seria aproximada, por

exemplo, pela escolha aleatoria mostrada na FgGra
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i f
]
| | 1 |\!\W/F
............ X, X X3 Xq4 X5 Xg Xy oo X

Figura 4.3 — Escolha aleatéria.

A partir da escolha aleatdria mostrada na FiguBaédconstruida uma funcéo
degrau, que vai permitir a implementacéo do probldsmRiemann. A aproximacao por

degraus é apresentada na Figura 4.4.

Figura 4.4 — A aproximacé&o por degraus.

Para cada 2 degraus consecutivos podemos constmuiroblema de Riemann,
cuja solugédo ja e conhecida, centrado em cada sm, o
Considerando que serao utilizaddsdegraus com a mesma largurak @€simo

Problema de Riemann, o qual fornecera a aproximaagéoo instanté¢, sera dado por
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3¢ 9
E+&(¢U)

2 (gu) (g + p)=0, p=H9)

)4
dw 0 )
—+—(wu)=0, i=12,.. 4.3
ot ax( ,u) ! My (4.3)

(pu@), ,, —=<x-%<0, t=-=0
(¢,U,Cq)‘k, 0<x-X <o, t—t=0

(¢.u.@) ={
onde o estada§¢,u,cq)‘k corresponde ao degrau a direita do pofto

Aqui a solucdo (no sentido generalizado) dependspénas da razao
(x-x)/(t-1,).

ApOs obtida a aproximagéo no instahtg, uma nova escolha aleatdria deve ser

realizada, gerando um novo conjunto de degrausis@uitet,,, deve ser pequeno o

suficiente para evitar a interacdo entre 2 Probded@aRiemann adjacentes. A condicao

de Courant-Friedrichs-Lewy impede essa interacabcdndicao € dada por:

t.< Bx
n+l 2|/1|

+t, (4.4)

MAX

onde|/1|MAX € a maior velocidade de propagacao (em modulgntio em conta todos

os Problemas de Riemann considerados.
Enquanto uma informacao (referente a um ProblesrRiemann) ndo chega até

o Problema de Riemann adjacente, tudo se passaswmmdominio fosse infinito...
Uma vez obtida a aproximagdo no instamfg, outra escolha aleatéria €
realizada e procede-se ao avango para o instantengm t,,. Todo o protocolo é

repetido.
E interessante observar que 8& 0.5 o ponto escolhido estard associado ao

Problema de Riemann (centrado ep) a esquerda. S8 > 0.5 o ponto escolhido estara

associado ao Problema de Riemann (centrade,ga direita.
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Vamos ilustrar o procedimento considerando o d&sicgio sugerido a seguir,

para o qual é conhecida a aproximagao por degmusstantet,,. Vamos considerar

apenas 0s pontas,, X, € X;, conforme sugerido na Figura 4.5.

VA Js

Figura 4.5 — llustracdo do Esquema de Glimm.

O “quarto” Problema de Riemann tem como condicdmcial (que

corresponderia ao instantg) o seguinte:

f, = constante, x<x,

Fa0.a(Xots0) = { (4.5)

f, = constante, x> X,

Vamos denotar pdf,,(x t) a solugdo obtida para o Problema de Riemann
obtida e considerando o dominio (satisfazendo adicéa CFL) t,,<t<t, e
X, —AX/2< X< % +AX 2

O *“quinto” Problema de Riemann tem como condi¢cduacial (que

corresponderia ao instartg) o seguinte:
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f, =constante, x< x 4.6)

fo05(X ty) = {

f, =constante, x> x

Vamos denotar porf,,,(x,t) a solucéo obtida para o Problema de Riemann
obtida e considerando o dominio (satisfazendo adicda CFL) t,,<t<t, e
X —OAX/2< X< % +AX 2

O “sexto” Problema de Riemann tem como condic@ain(que corresponderia

ao instantd,,) o seguinte:

f. =constante, x < x, 4.7)

fo0.6(X too) :{

f, = constante, x> X,

Vamos denotar porf,,;(xt) a solucéo obtida para o Problema de Riemann

obtida e considerando o dominio (satisfazendo adicda CFL) t,,<t<t, e
Xg —AX/2< X< % +AX 2

Consideremos inicialmente uma escolha aleatorgategnha gerado um numero

@ entre 0 e 0.5. Neste caso 0s novos valores doawdegeriam:

fy = f05(Xs+ X t,) 4.8)
fs = f20,6(X6+6AX’ tzj)

Se o numero aleatério fosse maior que 0.5 e mamilgps novos valores dos degraus

seriam:

f5 = f20,5(x5+ %X’ t2]) (4 9)
fe = fzo,a(xe"' anx, t21)
e assim por diante.

Teremos, entdo, a nova “condicéo inicial”, corresjmte ao instante de tempo

t,.
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Essa ideia é generalizada para todas as fungféégnitas envolvidas, ou seja,
parag, u e para 0sy.
A Figura 4.6 apresenta uma aproximacédo obtida @@sguema de Glimm para

o problema definido na equagéo (4.10).

)

o T (#u)=0

%(¢u)+%(¢u2 +p)=0, p=Hg)= 3(f¢)3

%+%(agu)=0, 1=1,2,3

$=0.1+0.8% -kx<1 t=0 (4.10)

u=0.0 -1<x<1 t=0
(015 -1<x<0, t=0
_{0.08 O<x<1, t=0

w =01 -1<x<1 t=0
(010 -1<x<0, t=0
_{0.15 0O<x<1, t=0
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1.0

0.5

0.0

1.0

0.5

0.0

1.0

0.5

0.0

1.0

0.5

0.0

condigao inicial ( +=0.00 ) t=5.12
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
i 0} 0} @, ) 7 0] @, ax,
\/ 0.0 0.5 0.5 0.5 o.s\/ o.o”\j 0.5 0.5 0.5
-1.0 ool_—loo 0.0 0.0 -1.0 ool _—loo 0.0 |
0.0 x 0.0 x 0.0 X 00 x 00 X 0.0 x 0.0 x 00 X 0.0 & 0.0 X
t=10.24 t=15.36
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
U o] @ @, ® u 0] @, ax
\-/ o.o/\/ 0.5 0.5 0.5 0.5\/ 0.0 0.5 0.5 0.5
-1.0 0.0 > 0.0 0.0~ ] 0.0 -1.0 o.o’JL- 0.0 ] o.oJ‘
0.0 x 0.0 x 0.0 A 00 x 00 x 0.0 x 0.0 x 00 x 0.0 X 0.0
t=20.38 =25.60
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
u @ a @, ® u ] @, a,
\A/ 0.0 O.S,Jk\ 0.5 o.sJL 0.5W 0.0 o.st 0.5 | 0.5Jt
-1.0 0.0 o.oFfL 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 x 0.0 v 0.0 A 00 x 00 0.0 x 0.0 & 0.0 & 0.0 0.0 &
t=30.72 t=35.84
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
U @ @, @, @ U 0] @, ax,
\ﬂ/ 0.0 0.5 0.5 } 0.5 0.5 0.0 0.5 0.5 0.5
-1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0
00 x 0.0 x 00 X 00 x 00 X 00 0.0 & 0.0 & 00 X 0.0 X

Figura 4.6 — Resultados obtidos para o probleni®)4 partir do esquema de Glimm.

A Figura 4.7 apresenta os resultados obtidos pagmldema (4.11), que difere

do problema (4.10) apenas na condi¢do inicial.

d¢ 0 _

E+&(¢u)—0

9 /. . N @
E(¢u)+&(¢u + p)—O, p= p(¢)—ﬁ
%.{.i(a)lu)zo, i:l,2,3

ot ox

_ 105 -1<x<0, t=0
¢_{o.1 0<x<1, t=0
u=0.0 -1<x<1 t=0

0.15 -1<x<-05,t=0
@ =404 -05<x<0, t= 0
0.08 0O<x<1 t=0
=01 -1<x<1, t=0
_{0.10 -1<x<0, t=0

= (4.11)
0.15 0<x<1, t=0
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condigao inicial ( =0.00) t=5.12
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ u @ @, a, @ ul | |@ @, @,
0.51 0.0 0.5 0.5 0.5 0.51 0.0 o.sJL 0.5 0.5
0.0 -1.0 0.0C oo 0.0— 0.0 -1.0 0.0 0.0 o.o_J_
00~ 00X 00X 00X 00X 00N 00X 00N 00X 00N
=10.24 t=15.36
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@© ul ] | & @ @, @ | | } @ @, @,
0'51 0.0 0.5/LL 0.5 0.5 O.Sl 0.0 0.5 0.5 0.5
0.0 -1.0 0.0 0.0 o.o_‘ﬁ_ 0.0 -1.0 o.o/\_‘— 0.0 o.o_JL
00~ 00X 00X 00X 00X 00N 00X 00X 00X 00X
t=20.38 t=25.60
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ u ﬂ @ @ @, 7 U ﬂ @ a @,
o..s\_L 0.0 0.5 0.5 0.5 cv.s\_L 0.0 0.5 0.5 0.5
0.0 -1.0 0ol oo™ o.o“—JL 0.0 -1.0 0.0l Yoo o.o“—rL
00~ 00X 00X 00X 00X 00N 00X 00N 00X 00N
=30.72 t=35.84
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@© ul Sl a; @ @, @ u| /| @ @, @,
05 |00 0.5 0.5 0.5 0.5h, 0.0 0.5 0.5 0.5
0.0 -1.0 0.0 } 0.0m~ ) o.oxﬂ 0.0 -1.0 0.0 0.0r~ | o.o¥r
00~ 00X 00X 00X 00X 00X 00X 00X 00X 00X

Figura 4.7 — Resultados obtidos com o problemalj4d. partir do esquema de
Glimm. O problema (4.11) é analogo ao problema0Oy diferindo apenas na condicéo

inicial.
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condicao inicial (+=0.00) t=5.12
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
] u 0] @, a, 17 t 0] @, @,
o.sI 0.0 0.5 0.5 0.5 o.sI o.oT 0.5 0.5 0.5
0.0 -1.0 0.0_—oo 0.0—. 0.0 -1.0 0.0 0.0 00—
0.0 x 00N 00X  O00% 00X 0.0 x 00y 00X 00N 00X
t=10.24 =15.36
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
7] t @ o @ 7 u @ o o
o.sI o.ov 0.5 0.5 0.5 o.st o.o—lf 0.5 0.5 0.5
0.0 1.0 0.0 0.0 0.0~ 0.0 1.0 0.0 0.0~ 00|
0.0 x 00 00X 00N 00X 00X 00y 00X 00N 00X
t=20.38 t=25.60
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
] u 0] @, a, 17 t 0] @, @,
0.5 Jf o.o—lf 0.5 0.5 0.5 0.5 J—[ o.oU 0.5 0.5 0.5
0.0 -1.0 0.0 oo =" 00> 0.0 1.0 0.0 0.0f =00l =]
0.0 x 00 00X  O00% 00X 0.0 x 00y 00X 00N 00X
t=30.72 t=35.84
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 —]1.0 1.0 1.0
7] t @ o @ 7 u @ o o
0.50 o.o( —0.5 0.5 0.5 0.5 A00  AHos 0.5 0.5
0.0 -1.0 0.0 0.0l =00~ 0.0 -1.0 0.0 0.0l — 0.0l —"]
0.0 x 00 00X 00N 00X 00X 00y 00X 00N 00X

Figura 4.8 — Resultados obtidos com o problemalj4d. partir do esquema de

Glimm, alterando apenas a condicao inicial referemtp . Aqui, no instante inicial,
p=05para&xx< e ¢=0.1para— ¥x< . O problema (4.11) é analogo ao

problema (4.10), diferindo apenas na condi¢aoahici
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condicao inicial ( +=0.00) t=5.12
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ i @ @ @, @ u @ @, @
o.sI 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5J— o.o—U— 0.5 \/ 0.5 0.5
0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 ¥ 00X 00X 00X 00X 0.0 v 00X 00X 00X 00X
=10.24 =15.36
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ U @ @ @, @ u @ @, @,
O-SI o.oT o.sJ/ 0.5 0.5 o.st o.oU 0.5 / 0.5 0.5
0.0 1.0 0.0 0.0 0.0~ 0.0 1.0 0.0 0.00">— 0.0~
0.0 ¥ 00X 00X 00N 00X 00y 00X 00X 00X 00X
t=20.38 t=25.60
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ u 2] a o3 @ u @ @, o
0.5 JI o.o—lf 0.5 / 0.5 0.5 0.5 J—f o.oU 0.5 /l/ 0.5 0.5
0.0 1.0 0.0 0.08'= 0.08 =" 0.0 1.0 0.0 0.00 = 0.0l =]
0.0 x 00X 00X 00N 00X 0.0 x 00X 00X 00X 00X
t=30.72 t=35.84
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ u @ a @ @ u @ @ @,
0.5 o.o( 0.5 A] 0.5 0.5 05t Aool  Aos M 0.5 0.5
0.0 1.0 0.0 0.0l = 0.0 =" 0.0 1.0 0.0 0.0l = 0.0l '—"
0.0 x 00X 00X 00X 00X 0.0 v 00X 00X 00X 00X

Figura 4.9 — Resultados obtidos com o problemalj4dlterando a condicao
inicial para ¢ e «. Aqui, no instante inicial, =0.5 para<xx< @ e
¢ =0.1para— ¥ x< [ A condicdo inicial paray é uma reta com valores enfe e

0.8.
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condicao inicial { =0.00) t=5.12
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
7 u @ @, @, @ u @ @ @,
0.5 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5 o.o—ﬂ— 0.5 0.5 0.5
T | — . "
0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 00—~
00y 00X 003 00X 00X 00y 00X 00X 00X 00X
=10.24 =15.36
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ 1 @ @, @, @ 7 @ @, @,
0.5 0g— 1] 0.5 0.5 0.5 0.5 0d- 0.5 0.5 0.5
j_\_ _\_\_
0.0 -1.0 0.0 0.0 “o.o_‘ﬂ_‘ 0.0 -1.0 0.0 0.0 ‘J“o.oﬂJL,
00y 00X 00X 00X 003 00y 00X 00X 00X 003
t=20.38 =25.60
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 \, 1.0 1.0
@ u @ @, @, @ u @ @, @,
0.5 o.cr—/_L 0.5 0.5 0.5 0.5 o.oﬂ 0.5 0.5 0.5
| |
0.0 -1.0 0.0 0.0 “o.o“—r\_‘ 0.0 -1.0 0.0 ,o.o‘“—’l‘o.o“—‘n,
00y 00X 00X 00X 000 00y 00X 00X 00X 000
t=30.72 =358
1.0 1.0 1.0 L 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
7 u @ @, @, @ u @} o @,
0.5 oo Yos 0.5 0.5 0.5 0o/ os 0.5 0.5
_\—\_ -\—\
0.0 -1.0 0.0 ‘o.o“un‘o.o“—ﬁ‘ 0.0 -1.0 0.0 ,o.o“‘“—’_“o.o““—'ﬁ,
00x 00X 00X 00X 000 00x  00x 00X 00X 000

Figura 4.10 — Resultados obtidos com o problemElj4alterando a condi¢ao

inicial para ¢ e «. Aqui, no instante inicial, ¢ =0.3 para &x< e

¢ =0.1para— X x< ( A condi¢ao inicial para) é a mesma da figura 4.9.
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4.1. IMPLEMENTACAO DO ESQUEMA DE GLIMM

A fim de detalhar a implementacdo do esquema seaiit@o de Glimm a ser
aplicado ao problema de valor inicial associadsiatema hiperbdélico unidimensional
descrito na equacao (4.1), define-se a seguinteldeconservacdo, com o vetor

representando as incognitas:

d d ’ "
a(V)+&f (v) com v= Zu f(v)= ZL:J'F pl. 1=1n, (4.12)

v(x,0)=v°(x)

O dominio espacia[—L,+L] € discretizado en2M células computacionais
dadas pelos intervalos reaisl =[xj_ﬂ2,xm,2] de mesmo comprimento
AX =Xy, = %_y,= LI'M, com j=1.--, M. Para cada intervalo espacid|, a

localizacdo de seu centsg e de seus extremos_,,, X, S0 dados, respectivamente

por:
o1 AX AX
XJ =—L+(J_EJAX Xj—]J2: )ﬂ _7 )$+]/2= )J(+_2 (413)
A condicao inicialvo(x) € convertida em uma funcdo constante por partes em
cada intervalo espacidl;, assumindo os valores? =v°(xj), j=1---,2M , e esses

valores sdo renovados a cada passo de teMpopasso de tempd=t, fungbes
constantes por partes obtidas a partir de umahescahddmica sé&o consideradas para o

intervalo espacial ;. Os estados sdo denotados @by, e v],,,. A solucdo evolui a

partir destes dados para um instante de tempocudasiet ., =t +At, At>0.
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Os paresv|, e v},,, definem estados a esquerda e a direita nos lirdies
intervalo espacial I, , ondel, E[xj_ﬂz,xjﬂ,z], define problemas de Riemann locais
centrados enx; . Esses problemas de Riemann tém solugdes exatas.

O avanco da solucdo do tempo até o tempat,,, =t +At em um intervalo
espacial I, envolve uma escolha randdomica de um estado. Estelce escolhido

depende de um ndmero randémicé no intervalo (-1/2,+1/ ). Em seguida a

solucao é atualizada da seguinte forma:

At 2
v = o . (414
n+l
j+1/2(HAtj _§<H<O

originando uma nova funcéo constante por partes.

De acordo com Olivier e Gronig (1986) a repeticamrmantanea do sinal dg
pode causar erros nas posi¢oes das ondas de chogies rarefacdo. Isto poderia ser
observado, por exemplo, se 0 numérfosse sempre positivo.

Nesta tese a aplicacdo do esquema de Glimm coasgletro sequéncias
distintas, a fim de minimizar qualquer erro nasigiies das ondas de choque ou de

rarefagdo. Em cada passo de tempotdeatét . , serdo obtidas quatro diferentes

solucdes pelo método de Glimm A primeira soluc@oiginada pela sequénc{&ﬁn} e

) 1 , :
€ denotada p0|(:v';+1) no intervalo espacial ;, sendo dada por:
+

s AX 1
vj_bz[en—j 0<f,<=

(vi™). = " 2 18)

a1 AX 1
Vj+:lj2(3nKt _§<Hn<0
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A segunda solucdo é determinada empregando a mu@ﬂ?ﬂ} que é

- pa - N ~ - 7 1 -
simétrica a sequen0|a{+9n}, e é denotada po(:vi”*l) sendo dada, no intervalo

espacial | ;, por:

v'}fiz( 6, gj 0<-6, 1

Y At 2

(vi7) = " . (4.16)
n+l
Vj+ﬂ2( BnEj __<_en <0

Em seguida, a terceira solucdo e a quarta sdoaghdie forma similar, a partir

das sequéncidst6,} e sua simétrich-6,} , respectivamente, como:

" At 2
(vir) = (4.17)
" n+l AX 1
Vj+112 BnE __<en<o
e
v?ﬁ},z(—ﬁn %} 0<-6, <%
(V?+1)f = A~ . 18)
Vi | 56,50
At 2

Finalmente, obtém-se uma solu¢do que pode serdewada independente do

sinal ded,. A solugdo vem da seguinte media aritmética:

vﬂ*lz(‘ S L A0 L (4.19)
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5. O PROBLEMA NAO HOMOGENEO (E A FATORACAO)

Vamos considerar agora que a massa de cada umodsstuintes (poluentes,
por exemplo) contidos na mistura ndo seja constavites especificamente, vamos
supor que 0s constituintes possam reagir e que reagsas nao sejam conservadas
(havendo, por exemplo, reacdes entre eles). Neates as equacbes consideradas na

secao anterior passam a ter a seguinte forma:

9,0
ot o0x
0

S(pu) (o p)=m b= He): mepg” s b XY

99 L 9 (u)=r, i=
T T @UEn 1=L2en,

(gu)=0

onder, representa a taxa de geragdo de massa do coristituO termom representa

um sorvedouro de quantidade de movimento devidogyemplo, ao atrito viscoso.
Para a simulacédo deste tipo de problema vamoddesas uma fatoracdo do

operador. Em outras palavras, vamos empregar anseguotocolo:

1) Considerando o problema (5.1), a partir do mtstae tempd,, , avanca-se no

tempo com o seguinte sistema de equacdes, queseapmen 0 problema homogéneo

associado ao sistema (5.1):

op 0 _

E+&(¢U)—O

0 0 ) N

E(¢u)+&(¢u + p)=0, p=1(¢) (5.2)
Jw 0

E+&(a)lu) =0, i=12,..n,

até o instante de temgp,, .
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2) Uma vez encontrada a aproximacgao para as fungpese « no instante de
tempo t,,,, considera-se esta aproximagdo como condicdoalniei avanga-se,
novamente, no tempo dg atét ., (usando o mesmo intervalo de tempo empregado

para avancar no problema (5.2)), com o seguintensesde equacdes:

%:O

ot

0

E(¢u) =m, m=-y¢° uy,p°| Ut (5.3)
ow _ .

-;;E-' =r, 1= 12,..n p

O resultado obtido sera a aproximag&o no instapte Apos isso, uma nova
escolha aleatoria deve ser efetuada.

Tal protocolo impde que o intervalo de tentpg—t, seja pequeno o suficiente
para que os efeitos, que sédo simultaneos, possatnatelos como sequenciais. No
caso destes problemas, o prod(ﬂ;gl—tn)ri deve ser pequeno para permitir o uso da
fatoracao do operador.

O sistema de equacbes (5.3) serd aproximado poesgmema de Euler para

avanco no tempo. Uma vez que, em (5.3) a funga@independente do tempo, teremos

a seguinte aproximacao:

bt

:(¢t
(«

n

NICHIL B 5.4

tn)(riLH)(tnﬂ _tn)’ i =112’---np

u

tn+1

Mty



75

5.1 UM EXEMPLO

Vamos considerar agora uma situacdo em que cagtitamte em suspensao na
mistura sofre uma reducdo de massa proporcionad@ia concentracao (por exemplo
devido a uma reacdo quimica que gera um outro itdng). O atrito sera

desconsiderado. A pressdo sera dada por (a messeg@a3.1)

p=p(s) =3(1¢%¢)3 (5.5)

Supondo 2 constituintes, sendo os dois primegagindo para gerar o terceiro.
Neste caso a geracdo de massa do constituintéargsusera igual a reducdo da massa

dos constituintes que reagem. O sistema de equiicaesntao

90,0 4
ot ax(PU)=0

—+—(awu)=-aw (5.6)

As Figuras 5.1, 5.2 e 5.3 apresentam alguns askdf ilustrando uma
comparacao direta entre a condicdo inicial e a emnacdo dos constituintes em
suspensao em cada instante de tempo, para instientesmpo selecionados.

A Figura 5.1 apresenta a evolucdo da saturgawelocidade do constituinte
fluido u (que se confunde com a velocidade da mistura) rcetracdo dos
constituintes poluentes, a sabgy, w,, e &, desprezando o termo de atrito viscoso
m=0, como mostrado no problema (5.6) e considerandeac@metrosy = £ =0.01.

A condicao inicial, ilustrada no primeiro conjurde 5 quadros, considera uma funcao
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degrau para a saturacao (cgnx 0.5 parax<0 e ¢ =0.2 parax>0), velocidade do
constituinte fluido nula e diferentes valores cansts para concentragcdo dos

constituintes poluentesy =0.3, w, =0.2 e @, =0. As linhas pontilhadas (associadas
as variaveisw, w,, € &) indicam a condi¢do inicial, para efeito de comagao em

cada instante de tempo.

Como o atrito ndo € considerado neste caso e agéonithicial para a saturagao
€ um degrau, a simulacdo da saturacdo e da vealeczde ser verificada a partir da
solucéo do Problema de Riemann associado. Quaexolacdo das concentracdes dos
poluentes, a linha tracejada permite avaliar (tpatalamente) a sua conservagédo de
massa. Em outras palavras, a area sob as curva&seefantes das concentracfes é

invariante no tempo.

condigao inicial (=0.00) t=2.56
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ i o] 2} 28 7] H 1} (1 28
0.5—\_ 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5—\_ 0.0—‘L 0.5 i 0.5 0.5
t o
0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 x 0.0 x
t=5.12 . t=7.68
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
® i 0] o} (2 7y H [0} @, ax
0.5 C'.O—’rIL 0.5 ! 0.5 0.5 0.5 O.O—H— 0.5 1 0.5 0.5
_\\_ un jﬂ_ F===1] _U.q
0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 x 0.0 X 0.0 X 00 ¥ 0.0 X
t=10.24 =12.80
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ M o] 2} 28 @ H 1} (1 28
0.5—\_\_ O.O—JFL 0.5 r'. 0.5 0.5 0.5—\_\_ 0.0—’m'— 0.5 o 0.5 0.5
== . =1 -
0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0== = 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0=="—
0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 x 0.0 X 0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 x 0.0 x
t=15.36 t=17.92
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ 1l Q] 2 2 @ H Q) 2 2
0.5—\_\_ 0.0—’{_]‘— 0.5 n 0.5 0.5 0.5—\_\_ (‘.’.0—"'_L 0.5 o 0.5 0.5
o wnl_ o] mn
0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0==—= 0.0 -1.0 0.0 0.0 | 0.0E=——
0.0 x 0.0 X 0.0 0.0 X 0.0 A 0.0 x 0.0 X 0.0 0.0 X 0.0 X

Figura 5.1 — Evolugdo da saturacé#q velocidadeu e concentracdo dos poluentes

W, w, e w,, paraa = =0.01, obtidos com o problema (5.6).
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A Figura 5.2 apresenta a evolucdo da saturagawelocidade do constituinte
fluido u e concentracdo dos constituintes poluentes, a sabey,, e w,, desprezando

o termo de atrito viscosmm=0, como mostrado no problema (5.6) e considerando os
parametrosa = f=0.05. A condi¢do inicial, ilustrada no primeiro conjantle 5
quadros, € a mesma considerada na Figura 5.1.nAaslipontilhadas (associadas as
variaveisa, aw,, e &) indicam a condicgéo inicial, para efeito de coragao em cada

instante de tempo.

condicao inicial ( =0.00) t=2.56
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ 1 @ @, @, @ 1 @ @, @,
05 | 0.0 0.5 0.5 0.5 05 | 00— o5 0.5 0.5
f ’
0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0
00~ o0 00X 00N 00X 00~ o0 X 00X 00N 00X
t=5.12 . t=7.68
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ 1 @ @, @, @ U @ @, @,
0.51 00— o5 s 0.5 0.51 00— o5 0.5 0.5
_“I; — _\J\_
0.0 -1.0 0.0 0.0l oo 0.0 -1.0 0.0 0.0~ 0.0l—
00~ 00X 00X 00N 00X 00~ 00X 00X 00N 00X
t=10.24 t=12.80
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ t @ @, @, @ u @ @, w,
05 | 00— Uos 0.5 0.5 05| 00— o5 0.5 0.5
T beged [ e -
0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 ‘ 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 ‘
00X 00X 00X 00N 00X 00~ o0 00X 00N 00
t=15.36 t=17.92
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ 1 @ @, @, @ U @ @, @,
0.5 00— os 0.5 0.5 0.5 00— os 0.5 0.5
- g — e —
0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 ‘ 0.0 1.0 0.0 Jo0—""00 ‘
00 00X 00X 00 00X 00y 00X 00X 00N 00X

Figura 5.2 — Evolucdo da saturac@o, velocidadeu e concentracdo dos

poluentesw, w, e a;, paraa = [ =0.05, obtidos com o problema (5.6).

Comparando-se as Figuras 5.1 e 5.2 observa-se aremanto na geragao do
poluente 3 a0 mesmo tempo em que fica evidente épida decaimento na

concentragcdo dos poluentes 1 e 2. Enquanto naaFgartinhamosy = £=0.01, na

Figura 5.2 temogr = 8 =0.05(5 vezes maior).
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A Figura 5.3 apresenta a evolucdo da saturagawelocidade do constituinte
fluido u e concentracdo dos constituintes poluentes, a sabey,, e w,, desprezando

o termo de atrito viscosar(=0), como mostrado no problema (5.6) e consideraisdo o

parametrosa = f=0.05. A condi¢do inicial, ilustrada no primeiro conjantle 5
quadros, considera a mesma funcdo degrau paraueaggd, e a velocidade do

constituinte fluido nula assim comm, =0, como nas figuras 5.1 e 5.2, poréme w,
apresentam diferentes saltos, a saber, paxa-0.5: ¢« =0.3, para —0.5<x<0:

@ =05¢e parax>0: =03 e x<0: w,=0.2, para0<x<0.5. @, =0.5 e para

x>0.5: ¢ =0.2.
condigao inicial (=0.00) t=2.56
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ T o] a, a 7 T o] (e, a
0.5 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.0—'l— 0.5/ 5 |0.57 5 |0.5
0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 ! 0.0 -1.0 0.0 0.0 ‘0.0‘”'_‘“‘
0.0 x 0.0 x 0.0 x 00 X 0.0 X 0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X
t=5.12 . t=7.68
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
7] H @ T T ) H 2] (y
0.5 O.O—H— 0.5/ 0.5 O.O—H— 0.5 0.5
0.0 -1.01 0.0 1} 0.0 -1.0 0.0 ) 0.0
0.0 x 0.0 x 00X 0.0 x 0.0 x 00 X ; 0.0 X
t=12.80
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
7] H 0] 7y H (2] [
0.5 O.O—J{_‘I‘— 0.5; § 0.5 O.O—Jml— 0.5[ i 0.5 /\_{\\
0.0 -1.0 0.0 ! 0.0 -1.0 0.0 ) 0.0
0.0 x 0.0 x 00X 0.0 x 0.0 x 00 X : 0.0 X
t=17.92
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
7] i 0] 17 i ) (ry o
0.5—\_\_ 0.0—){_]‘— 0.5 i J /\_D\ 0.5—\_\_ O.O—/_L 0.5[ i 0.5 O.S/JL
0.0 -1.01 0.0 } 0. 0.0 -1.0 0. 0. | 0. !
0.0 x 0.0 x 00 X 00 X 0.0 X 0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 A 0.0 A

Figura 5.3 — Evolugdo da saturac@o, velocidadeu e concentracdo dos
poluentesw, w,, e w,, paraa =,L£=0.05 com saltos paray e w, na condi¢éo

inicial, obtidos com o problema (5.6).

As Figuras 5.2 e 5.3 sdo analogas com diferengaaap®a condicao inicial para

as variaveisw e w,. As linhas pontilhadas (associadas as variaugjsv,, € w,)
o € a gy, € W
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indicam a condicao inicial, para efeito de companaem cada instante de tempo e
permitem avaliar a preservacéo total da massa.-déoigue os saltos nas condicdes
iniciais paraa) e w, afetam fortemente a evolugéo.

A equacédo (5.6) sera modificada, para incluir em¢s de atrito viscoso — a

saber os termos de Darcy, proporcionais ao cosfeig e os termos de Forchheimer, ,

proporcionais ao coeficiente,, enquanto mantem-se a geracdo de massa do

constituinte resultante como igual a reducédo dasendss constituintes que reagem. O

sistema de equac0Oes, agora completo, é dado peladx(5.7), apresentada a sequir:

8+ (gu) =0

e AT

‘2—‘;’4%(@) =-aq &0
aa—“t)“%(sz) =-pw,

o0

0
—2+—(wu)=aw,+ Lw.
o x| ) = aw e
As Figuras 5.4 a 5.8 apresentam alguns resultdldesando uma comparagao
direta entre a condicdo inicial e a concentrac@odostituintes em suspensdo em cada
instante de tempo, levando em conta os efeitostelmsos de arraste de Darcy e
Forchheimer, apresentados na equacéo (5.7), pstemias de tempo selecionados, na

saturacdo, na velocidade e nas concentragdesy,, € «,. Assim como nas Figuras
5.1 a 5.3, as linhas pontilhadas (associadas a&ves «j, w,, € @), sempre que

presentes, indicam a condicao inicial, para efééocomparacdo em cada instante de
tempo.

Na Figura 5.4 a condicao inicial para a saturagawsidera um valor constante
(¢=0.6), para a velocidade tem-se=+1, para x<0 e u=-1, para x>0 e
diferentes valores constantes para as concentragée6.3, w, =0.2 e @, =0, como

nas Figuras 5.1 e 5.2.
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Como, neste casso, o termo de atrito ndo foi ceraid (, =y, =0.0), as

diferencas no comportamento das variaveis devemssgncialmente, a alta taxa de

reagao entre os poluentes= 3 =0.05.

t=00.00 t=05.00
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
w 1 2] (th (th ) “ 1 (t} (th (th
0.5 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.0 0.5 0.5 0.5
i g U
0.0 -1.0_=—0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0——
0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X

t=10.00 t=1500
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ H u @ @, @, @ u ‘LL @® @, @,

r_rJ
:

:

:

0.5 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.0 0.5 0.5 0.5
L1 = e
0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1. 0.0 0.0 0.0
0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X
t=20.00 t=25.00
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
w H 2] 2 (th Y H 2] h (th
0.5 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.0 0.5 0.5 0.5
L | L1 | L — _m_
0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X
t=230.00 t=35.00
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
w H 2] (th (th Y H 2] 2] (th
0.5 0.0 0.5 0.5 O.SR 0.5 0.0 0.5 0.5 O'SJ_'L
— — — — T ]
0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X

Figura 5.4 — Evolugdo da saturac@o, velocidadeu e concentracdo dos

poluentesw, w,, e w,, paraa = =0.05e y, =y, =0.0.

Na Figura 5.5 € mantida a mesma a condicao intoasiderada na Figura 5.4,
porém o atrito é levado em conta, sendo consideradeficientes negativos para 0s
termos de Darcy e de Forchheimgr=y, =-0.5, além de alta taxa de reagéo entre os
poluentes:a = 8 =0.05. E interessante notar, a partir da comparacie @stiFiguras

5.4 e 5.5, a forte influéncia do atrito em todasdestribuicGes, em particular as

concentracdes dos poluentes.
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Figura 5.5 — Evolucdo da saturac@o, velocidadeu e concentracdo dos

poluentesw, w,, e w,, paraa = =0.05e y, =y, =-0.5.

Na Figura 5.6 a condicao inicial considera um degrara a saturacdo (com

¢ =0.5 parax<0 e ¢ =0.2 parax>0), a velocidade é nula e as concentragdes
w, € w, mantém os mesmos valores constantes das Figusa®ees (exceto a Figura
5.3), com os mesmos valores para os coeficier®as & «,, ou seja:a = 5 =0.05.
Como no caso da Figura 5.4, o atrito ndo € cormiidely; = ), =0.0). As linhas
pontilhadas (associadas as variavejs w,, € ;) indicam a condigdo inicial, para

efeito de comparacdo em cada instante de tempmn8ecvacdo de massa pode ser

avaliada qualitativamente.
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Figura 5.6 — Evolugdo da saturac@o, velocidadeu e concentracdo dos

poluentesw, w,, e w,, paraa =L5=0.05e y, =y, =0.0.

A condicéo inicial da Figura 5.7 é a mesma da Rigu6. Os coeficientes das

concentracbesy e w, (a=/£=0.05) sdo os mesmos empregados para obter as
Figuras 5.2 a 5.6, ja os termos de arraste de Oan@ar) e Forchheimer (quadratico)
séo levados em conta, com valores positivos, arisgbe y, =1.0. Comparando as
Figuras 5.7 e 5.6 (ondg =y, =0.0) nota-se a influéncia desse arraste. E uma 8ituag
com muito atrito ¢, = y, =1.0) e alta taxa de reag&o entre os polueatess =0.05. E

interessante notar como o atrito influenciou mudidas as distribuicbes, em particular

as concentragdes dos poluentes.
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Figura 5.7 — Evolucdo da saturac@o, velocidadeu e concentracdo dos

poluentesw, w,, e a,, paraa = =0.05e y, =y, =1.0.

A condicdo inicial da Figura 5.8 € a mesma das regyb.6 e 5.7. Os

coeficientes das concentracdes e w, (a = =0.05) sdo os mesmos empregados
para obter as Figuras 5.2 a 5.6, ja os termosrdstarde Darcy (linear) e Forchheimer
(quadratico) séo levados em conta, com valoresiyasi a sabery, =y, =5.0. Esses
coeficientes séo cinco vezes maiores que aquetssderados na Figura 5.7.

Esta € uma situacdo com grande efeito de atyife (,, =5.0) e alta taxa de
reacdo entre os poluentes= 8 =0.05. E interessante notar como o atrito influenciou

de forma radical as distribuicdes, especialmemaacidade.
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Figura 5.8 — Evolucdo da saturac@o, velocidadeu e concentracdo dos

poluentesw, w,, e w,, paraa ==0.05e y, =y, =5.0.

A influéncia do arraste que atua como um “amorteaito’ pode ser mais bem
compreendida, ao se comparar as Figuras 5.6 aEfe8tem influéncia ndo s6 na

saturacdo@ e na velocidade do constituinte fluide (que se confunde com a
velocidade da mistura, devido a pequena quantidadeonstituintes poluentes). Sua

influéncia também € verificada na concentracaopthisentesw), @, e @;.

As Figuras 5.9 a 5.21 consideram sempre 0s segwaleres constantes para

concentracdo dos constituintes poluenteg:=0.3, @, =0.2 e w,=0 e seus
coeficientes sdoa = £ =0.05. As linhas pontilhadas em preto (associadas agveds
@, w, e ay) indicam a condigédo inicial, para efeito de comagéao em cada instante

de tempo. Além destas linhas, nos gréaficos de agiorha uma linha pontilhada em
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vermelho, que indica o limite maximo para a sat@wague indica o limite maximo para

a saturagaod,,,, =1.0). Nota-se que este limite jamais € ultrapassado.

A Figura 5.9 apresenta a evolucdo da saturagdovelocidade fluidou e
concentracdo dos constituintes poluenig¢sw,, e w,, desprezando o termo de atrito
viscoso (4, =y, =0.0). A condicao inicial, ilustrada no primeiro conjarde 5 quadros,

considera uma saturagao constante (saturacagrertd#s degraus para a velocidade do
constituinte fluido (comu=+1.0 para x<-0.5, u=0.0 para -0.5<x<+0.t e

u=-1.0 parax<+0.5).

1=00.00 t=02.50
1.0

1.0 } 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

@ t @ @, @ @ ’| N u @ ax @

0.5 0.0 0.5 0.5 05 0.5 0.0 0.5, , |05 0.5

L 1

0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 =
00~y 00X  00% 00X 00X 00y 00X 00X 00X 004X
1=05.00 1=07.50

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

7 \ { t @ @, @ @ u @ ax @

0.5 0.0 05 |05 05 0.5 0.0 0.5 0.5 0.5

g s S PP e I s S I R WA W

0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0Fw=mr 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0
00~ 00X 00X 00X 00X 00y 00X 00X 00X 004X
t=10.00 1=12.50

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

@ H / \ 7 @ @, o el u @} a @

0.5 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.0 0.5 0.5 0.5

IR . L Fa¥al Fonssemzaeee ERTRN

0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0
00~ 00X 003 00X 00X 00y 00X 00X 00X 004X
t=15.00 t=17.50

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

gom 7 @ @, o @ ’ | \ u @} a @

0.5 0.0 o.5m 0.5 0.5 1| 0.5 0.0 0.5 0.5 0.5 |

M e

0.0 -1.0 0.0 000 7 Joo0 ‘ 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 ‘

00~y 00X 00X 00X 0043 00y 00x 00X 00X 004

Figura 5.9 — Evolucdo da saturac@o, velocidadeu e concentracdo dos
poluentesw, w,, e w,, paraa=L=0.05e y, =y,=0.0. As condi¢des iniciais s&o
saturacdo constante, diferentes degraus para a@idede u e diferentes valores

constantes paraj), @, € @, .
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A Figura 5.10 apresenta a evolucédo da saturataeelocidade fluidou e
concentracdo dos constituintes poluerdgsw,, e w,, utilizando as mesmas condicdes

iniciais consideradas na Figura 5.9, mas levandea@mrta os termos linear e quadratico
de atrito (, = y, =0.5).
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Figura 5.10 — Evolugcédo da saturac&#q velocidadeu e concentragcdo dos

poluentesw, w,, e w,, paraa =L=0.05e y, =y, =0.5.

A Figura 5.11 apresenta a evolucéo da saturagtaweelocidade fluidou e
concentracdo dos constituintes poluenigsw,, e «,, desprezando os termos de atrito
(¥, =¥,=0.0) e utilizando como condic¢des iniciais, ilustradgasprimeiro conjunto de
5 quadros, diferentes degraus para a saturag&0(9 para x<-0.5, ¢ =0.6 para
—-0.5<x<+0.Ee ¢ =0.3 parax>+0.5) e para a velocidadaiE +1.0 parax < —0.5,

u=0.0 para-0.5<x<+0.E e u=-1.0 para x> +0.5). Observa-se que a saturacao



87

atinge o valor limite §,,,, =1.0) em todos os instantes de tempo consideradostoexce

pela condicao inicial, ilustrado na linha pontilbagmn vermelho.
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Figura 5.11 — Evolugcédo da saturac&#q velocidadeu e concentracdo dos
poluentesw, w,, e w,, paraa=L=0.05e y, =y, =0.0. As condi¢des iniciais s&o

diferentes degraus para a saturacao e diferengeaudepara a velocidade.

A Figura 5.12 considera as mesmas condi¢des igidai Figura 5.11, mas
considera a presenca do atrito, sendo os coefsiedbs termos de Darcy e de
Forchheimer dados, respectivamente, ppr ), =0.5. Observa-se que a dissipacao
provocada pelos termos de atrito ndo permite (geguaacao alcance seu limite maximo

(Puax =1.0) em nenhum instante de tempo, j& que a satura§doaltanca a linha

pontilhada em vermelho.
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Figura 5.12 — Evolucdo da saturac@o velocidadeu e concentracdo dos poluentes

@, w, e w, paraa ==0.05e ), =y,=0.5

A Figura 5.13 apresenta a evolucéo da saturataweelocidade fluidou e

concentracéo dos constituintes poluerigsw,, e w,, desprezando os termos de atrito

(¥, =V,=0.0) e utilizando como condic¢des iniciais, ilustrad@sprimeiro conjunto de

5 quadros, um degrau para a saturagie 0.9 parax<0 e ¢ =0.3 parax>0) e

para a velocidadeu(=+1.0 para x<-0.5, u=0.0 para-0.5<x<+0.Eeu=-1.0

para x >+0.5). Ao se desprezar o atrito o valor limite paraatusacao §,,,, =1.0) é

alcancado durante a sua evolucdo em todos os tiestda tempo considerados, apos

seu valor inicial, como pode ser visto nas curvassaturacdo, que atingem a linha

pontilhada em vermelho.
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Figura 5.13 — Evolucdo da saturac@#q velocidadeu e concentracdo dos
poluentesa), w,, e w,, paraa ==0.05e y, =y,=0.0. As condi¢des iniciais sao

um degrau para a saturacao e diferentes degraas patocidade: .

A Figura 5.14 considera as mesmas condi¢des isidiaiFigura 5.13, mas leva
em conta a presenca do atrito, sendo os coefisiadie termos linear e quadratico
dados, respectivamente, pgr=y, =1.0. Este valor & duas vezes maior que o valor
considerado na Figura 5.12, portanto a dissipagdeopada pelos termos de atrito é
bem acentuada, mas, ainda assim, permite que @G@iualcance seu limite maximo
(Puax =1.0) para t =2.50, o segundo instante de tempo mostrado, logo apods a
condicédo inicial. Nota-se uma forte dissipacao/elacidade e nas concentracdes dos

poluentes.
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Figura 5.14 — Evolucdo da saturac@o velocidadeu e concentracdo dos poluentes

W, w, ew, paraa=L£=0.05e y, =y, =1.0.

A Figura 5.15 apresenta a evolucédo da saturataeelocidade fluidou e
concentracdo dos constituintes poluenigsw,, e «,, desprezando os termos de atrito
(¥, =¥,=0.0) e utilizando como condic¢des iniciais, ilustradgasprimeiro conjunto de
5 quadros, um salto para a saturacagp=0.3 para x<-0.5, ¢=0.9 para
-0.5<x<+0.E e ¢=0.3 para x>+0.5) e os mesmos degraus para a velocidade

usados a partir da Figura 5.9. Mesmo desprezaratato, a saturacdo ndo alcanca a

linha pontilhada em vermelh@y,,, =1.0).



91

t=00.00 1=02.50
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ 1l ) @, @, @ 1l @ @, @,
0.5 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.0 0.5 | | 0.5 | | 0.5
0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0E==
0.0 3 00y 003 00X 00X 0.0 ~ 00y 00X 00X 004X
1=0500 1=07.50
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ ﬂ 7] @ o @, 7 ﬂ u 0} o @,
0.5 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.0 0.5 0.5 0.5
n n o] L JL_._IllII_ o]
0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 x 0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 x 0.0 x 0.0 x 0.0 x 0.0 x 0.0 x
1=10.00 t=12.50
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
7 ﬂ u @ (@ @, 7 ﬂ u @ @ @,
0.5 0.0 0.5 g|os 0.5 0.5 0.0 0.5, |05 0.5 ~ ’
ren e M HDNIN R i
0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 x 0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 x 0.0 x 0.0 x 0.0 x 0.0 x 0.0 x
t=15.00 t=17.50
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
@ 1 @ @, , @ 1 @ @, @,
0.5 0.0 0.5 0w 0.5 0.5 ~ / 0.5 0.0 0.5 0.5 O.SU
I - Iy
0.0 1.0 0.0 00800 0.0 -1.0 0.0 0.0 —10.0
0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X 0.0 x 0.0 x 0.0 X 0.0 X 0.0 X

Figura 5.15 — Evolugcédo da saturac&#q velocidadeu e concentracdo dos
poluentesa), w,, e w,, paraa =£=0.05e y, =y,=0.0. As condi¢des iniciais sao

um salto para a saturacao e diferentes degraus palacidadeu .

A Figura 5.16 apresenta a evolucéo da saturagtaweelocidade fluidou e
concentracdo dos constituintes poluerdgsw,, e w,, levando em conta os termos de
atrito (y, =y, =1.0) e utilizando as mesmas condi¢des iniciais utifzapara obter a

Figura 5.15. Nota-se a forte influéncia dos terrdesatrito em todas as distribui¢des.
Uma melhor visualizagéo pode ser notada ao serpermastas as Figuras 5.15 e 5.16,

como apresentado na Figura 5.16a.
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Figura 5.16 — Evolucdo da saturac@o velocidadeu e concentracdo dos poluentes

W, w, ew, paraa=L£=0.05e y, =y,=1.0.
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Figura 5.16a — Superposicéo das Figuras 5.15 ¢ pdké facilitar a comparacdo da

influéncia dos termos de atrito.

A Figura 5.17 considera como condi¢Oes iniciaisistiadas no primeiro

conjunto de 5 quadros, um salto para a saturagao0(4 parax<-0.5, ¢ =0.9 para

-0.5<x<+0.E e ¢ =0.4 para x>+0.5) e os mesmos degraus para a velocidade ja

considerados a partir da Figura 5.9 e desprezero®$ devido ao atritoy, = y, =0.0.

Observa-se que a linha tracejada em vermelho, sepi@ndo a saturacdo méaxima

admissivel ndo é atingida neste caso, apesar da@asios termos de atrito.
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Figura 5.17 — Evolucdo da saturac@o velocidadeu e concentracdo dos poluentes
W, w, e w, paraa=L=0.05¢e y,=y,=0.0. As condi¢des iniciais séo um salto

para a saturacao e diferentes degraus para adesiieai .

A Figura 5.18 considera como as mesmas condi¢cdegisnempregadas para
obter a Figura 5.17, porém os termos que repraseatatrito sdo levados em conta:

¥, =V,=1.0. A presenga do atrito permite observar a disspagilongo da evolugdo

de todas as variaveis.

A fim de observar melhor esta dissipacao, foi cqoimda a figura 5.19, com as
mesmas condi¢des iniciais empregadas para obtefFicagas 5.17 e 5.18, mas
considerando um coeficiente para os dois termadrie cinco vezes maior que aquele
usado na Figura 5.18 5 =y, =5.0.

Comparando as Figuras 5.17 a 5.19 observa-se guesanca de um termo de

atrito com magnitude tdo elevada levou a velocidapmse estagnadas. Além disso, as

velocidades muito baixas tém pequena influéncieamsportamento dos poluentes.
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Figura 5.18 — Evolucdo da saturac@o velocidadeu e concentracdo dos poluentes

W, W, ew,, paraad==0.05ey,=y,=1.0.
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Figura 5.19 — Evolucdo da saturac@o velocidadeu e concentracdo dos poluentes

W, W, ew,, paraa=L=0.05ey,=y,=5.0.

A Figura 5.20 considera como condi¢Oes iniciaisistiadas no primeiro

conjunto de 5 quadros, um salto para a saturagad(4 parax<-0.5, ¢ =0.95 para
—-0.5<x<+0.£ e ¢ =0.4 para x>+0.5) e os mesmos degraus para a velocidade ja
considerados a partir da Figura 5.9 e desprezero®$ devido ao atritoy, =y, =0.0.

O salto da condigdo inicial, neste caso, atingevafor mais elevado e a linha de
saturacdo maxima admissivel (a linha tracejada emmeiho) é atingida para todos os
instantes de tempo considerados, apdés a condi¢géal,imeste caso em que nao se

considera o atrito.
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Figura 5.20 — Evolucdo da saturac@o velocidadeu e concentracdo dos poluentes
W, w, e w, paraa=L=0.05¢e y,=y,=0.0. As condi¢des iniciais séo um salto

para a saturacao e diferentes degraus para adesiieai .

A Figura 5.21 considera como as mesmas condicdesisnempregadas para
obter a Figura 5.20, mas leva em conta os termemari e quadratico do atrito:

¥, =V, =1.0, o que possibilita verificar a dissipa¢do ao lodgoevolugéo de todas as

variaveis.
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Figura 5.21 — Evolucdo da saturac@o velocidadeu e concentracdo dos poluentes

W, W, ew,, paraad==0.05ey,=y,=1.0.
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6. CONCLUSOES E SUGESTAO PARA TRABALHOS FUTUROS

Esta tese empregou uma abordagem de teoria derasigbara simular um
sistema hiperbdlico ndo linear e ndo homogéne@septando escoamentos de fluidos
contendo poluentes que reagem quimicamente, ssjaitoma restricdo, através de
meios porosos. Além das reacdes quimicas, permiéidae os constituintes poluentes,
sao levados em conta os efeitos de arraste lineao éinear provocados pela presenca
da matriz porosa (usualmente denotados como tedeoBarcy e Forchheimer) no
termo da fonte de momentum. A influéncia desses domponentes do termo que
representa o arraste € muito relevante para prallemeais em engenharia,
principalmente neste caso no qual o fluido que @&stmaves da matriz porosa contém
poluentes.

A simulacdo numérica combinou uma variante do neétdd Glimm (que
marcha no tempo com um numero previamente escoliedproblemas de Riemann
associados) com um procedimento de fatoracdo dadgres. A variante do método de
Glimm implementada leva em conta o fato de que glementacdo do esquema de
Glimm depende do sinal de niumero aleatério. A &sjra empregada considera quatro
evolucbes de procedimento de avanco de tempo ctan@ate independentes (cada
uma com sua proépria escolha aleatéria) para quédtandas quatro evolugdes forneca
os resultados reais. Essa estratégia fornece adeslimais precisos sobre as posi¢coes
das ondas de choque e de rarefacdo. A medida dotergalo espacial diminui, a
precisdo dos resultados melhora. A técnica dedglorde operadores € empregada para
lidar com a ndo homogeneidade do sistema.

A relacdo constitutiva conveniente empregada patarta pressdo permite uma
supersaturacdo minuscula e controlada da matriaspoe permite obter expressdes
explicitas de forma fechada para os invarianteRidmann. A combinacdo do esquema
de Glimm com a fatoracdo do operador € uma ferrear@nfiavel que pode descrever
adequadamente problemas envolvendo a transicaoscieareento insaturado para
saturado e vice-versa, empregando a mesma met@atognérica. E importante
ressaltar que o modelo utilizado permite preseavaatureza hiperbodlica do problema,

garantindo resultados fisicos consistentes.
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Observa-se claramente a influéncia dos termosrdstarlinear e n&o linear nos
campos de saturacao, velocidade e concentracgootiemntes neste escoamento de um
fluido com poluentes através de uma matriz porosa.

Como sugestdo para trabalhos futuros, poderia seadd em conta a
estequiometria. Isto aumentaria significativamentgau de complexidade do problema

a ser tratado, mas, por outro lado, também aunieaua relevancia.
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