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RESUMO

AMARAL, Matheus Barros do. Analise comparativa da formulagdo “exata” de
elementos pela teoria de Timoshenko com o software de elementos finitos
MASTANZ para problemas de instabilidade de colunas e porticos. 2024. 72 f.
Dissertacao (Mestrado em Engenharia Civil) — Faculdade de Engenharia,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2024.

Uma das estratégias usuais utilizadas para resolver problemas
geometricamente nao lineares é a utilizacdo do método dos elementos finitos,
discretizando a estrutura para resultados satisfatorios. O processo de escolha do
refinamento da malha (discretizacdo) € definido, basicamente, de acordo com a
experiéncia do analista. Sendo assim, muitas vezes estudantes de engenharia ou
recém-formados ndo possuem a bagagem necessaria para escolher de forma
adequada o grau de discretizagdo da estrutura, ocasionando resultados fora da
realidade ou aumento exagerado do custo computacional para essa analise. A teoria
de vigas de Timoshenko, considerada a mais proxima da realidade, leva em
consideragao a deformacao por cisalhamento, além da deformagao decorrente da
flexdo, diferentemente da teoria de vigas de Euler-Bernoulli. O método dos dois
ciclos iterativos, utilizando como base o elemento “exato”, se mostra mais simples
para analises ndo lineares em comparagdo com métodos tradicionais, como o
meétodo de Newton-Raphson e outras estratégias iterativas, tendo em vista que seu
resultado independe do grau de discretizagcdo da estrutura. Sendo assim, o objetivo
desse trabalho € realizar uma analise comparativa utilizando o método dos dois
ciclos iterativos com a consideragcao da distorgdo por cisalhamento por meio do
software Matlab, com o software de analise ndo linear Mastan2, utilizando métodos
tradicionais. Os resultados demonstram a eficiéncia do método dos dois ciclos
iterativos, sem discretizagcdo, em comparagdo aos resultados do Mastan2
discretizado em mais elementos.

Palavras-chave: Teoria de Timoshenko; Analise Nao-Linear; Equacdes diferenciais;

Analise de Elementos Finitos.



ABSTRACT

AMARAL, Matheus Barros do. Comparative analysis of the “exact” formulation of
elements using Timoshenko theory with results from MASTAN?Z finite element
software for instability problems of columns and frames. 2024. 72 f. Master’s thesis
(Master of Science in Civil Engineering) — Engineering Faculty, Rio de Janeiro State
University, Rio de Janeiro, 2024.

One of the usual strategies used to solve geometrically nonlinear problems is
the use of the Finite Element Method, discretizing the structure for satisfactory
results. The process of choosing the mesh refinement (discretization) is defined
according to the analyst's experience. Therefore, engineering students or recent
graduates often do not have the necessary knowledge to appropriately choose the
degree of discretization of the structure, resulting in unrealistic results or an
exaggerated increase in the computational cost for this analysis. Timoshenko's beam
theory, considered more realistic, considers shear deformation, in addition to
deformation resulting from bending, unlike Euler-Bernoulli beam theory. The two-
cycle iterative method, using the "exact" element as a basis, proves simpler for non-
linear analyses compared to traditional methods like Newton-Raphson and other
iterative strategies, as its result is independent of the degree of structure
discretization. Thus, the objective of this work is to perform a comparative analysis
using the two-cycle iterative method with the consideration of shear distortion using
the Matlab software, with the non-linear analysis software MASTAN2, using
traditional methods. The results demonstrate the efficiency of the two-cycle iterative
method, with no discretization, compared against results from MASTANZ2 using
discretization.

Keywords: Timoshenko’s theory. Non-Linear analysis. Differential equations. Finite

Element analysis.
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INTRODUGAO

Um dos importantes passos no dimensionamento estrutural € a escolha do
modelo matematico a ser considerado para retratar o fenbmeno que se espera. Dois
desses modelos se destacam como teorias de maior utilizagado: Teoria da viga de
Euler-Bernoulli e Teoria da Viga de Timoshenko.

A teoria de Euler-Bernoulli considera que, para pequenos deslocamentos, as
secOes transversais permanecem planas e formam um angulo de 90° com a linha
neutra da viga. Porém, essas consideragdes levam em conta algumas premissas,
como pequenos deslocamentos e deformacoes.

A teoria de Timoshenko considera o efeito da distorgao por cisalhamento no
elemento. Segundo Silva (2019), quando a distorgdo é considerada, as secgdes
transversais nao ficam necessariamente planas a seg¢ao transversal. Ou seja, ocorre
um empenamento da segao. Esse efeito fica acentuado em vigas com baixos valores
na relagdo entre o vao e a sec¢ao, vigas altas. A Figura 1 mostra a diferenca na

consideragdo da distorcdo por cisalhamento entre as vigas de Bernoulli e de

Timoshenko.
Viga de Bernoulli Viga de Timoshenko
/ }r} ) Tresdangzige mulis
::: [l f .. Distorgdn méeima
- /
/ /

Figura 1 — Modelo de viga Bernoulli e Timoshenko, (Silva, 2019)

A utilizagdo de softwares de analise nao linear tem ganhado cada vez mais
espaco no mercado. Os avangos computacionais permitiram que a analise de
elementos finitos seja cada vez mais utilizada no dia a dia. Um dos pontos principais
na consideracdo de uma analise é a utilizacdo do método dos elementos finitos
(MEF), que se baseia na discretizagdo do elemento. De acordo com Filho (2002), a

discretizacao trata-se da divisao da estrutura em partes menores, conectadas entre
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si nos pontos discretos, funcionando como uma montagem dos elementos. Sendo
assim, um dos importantes passos nesse tipo de analise € a correta escolha do
refinamento da malha do modelo analisado.

Rodrigues (2019) diz em seu trabalho que a resposta de uma analise
numeérica esta intimamente ligada a alguns fatores, como: teoria de flexdo adotada; a
descricdo cinematica do problema, as fungbes de interpolacdo utilizadas e a
metodologia de analise ndo linear adotada.

Neste trabalho, a teoria de flexdo que sera analisada € a de Timoshenko, que
considera o efeito da distor¢do por cisalhamento no elemento, além da flexao.
Diversos autores estudaram essa teoria, como Timoshenko & Gere (1963) e
Friedman & Kosmatka (1993).

Considerando a descricdo cinematica, para problemas de nao linearidade
geomeétrica, duas aplicagbes sédo destacadas: a Lagrangeana Total e a Lagrangeana
Atualizada, se diferindo basicamente na referéncia adotada para a analise.

Em relagédo a ao tipo de analise adotada, segundo Fuina (2004), quando um
modelo tem um ponto de instabilidade, diversos procedimentos podem ser utilizados
para obtencdo do caminho de equilibrio, entre eles se destacam o método do
Newton-Raphson e método do comprimento de arco. Outros métodos simplificados
também sao utilizados para esse fim, com a vantagem de utilizar menos custo
computacional, como o método do coeficiente Y utilizado pela NBR 6118 (2023),
meétodo PA desenvolvido por Chen & Lui (1991), e o método dos dois ciclos iterativos
desenvolvido por Chen & Lui (1991), que sera utilizado nesse trabalho.

De acordo com Rodrigues (2019), as fungdes de interpolagédo cubicas séo as
mais utilizadas e se trata da solugdo da equacao diferencial do equilibrio de um
elemento infinitesimal na configuragdo indeformada. Porém, para casos de analise
nao linear geométrica, essa abordagem nao € adequada, sendo necessario a
discretizagao da estrutura. Sendo assim, muitos autores exploram alternativas para
andlises nao lineares, buscando solugbes exatas baseadas na configuragao
deformada da estrutura.

O trabalho de Davis et al. (1972) desenvolveu um elemento considerando a
deformagao por cisalhamento partindo do elemento na condicdo deformada. Ja
Zhaohua & Cook (1983) estudaram elementos finitos de vigas sob bases elasticas,

porém sem considerar o efeito da distor¢do por cisalhamento. Shirima & Giger
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(1992) obtiveram a matriz de rigidez e o vetor de cargas externas a partir da solugao
exata das equacbes diferenciais.

Onu (2008), de acordo com Burgos & Martha (2013), foi o primeiro autor a
estudar a combinagcdo dos efeitos de cargas axiais, carregamento transversal e
distorgdo por cisalhamento. Burgos & Martha (2013) apresentaram o calculo das
solugdes analiticas para as fungbes de forma. Rodrigues (2019) desenvolveu a
matriz de rigidez tangente tridimensional considerando a deformacdo por
cisalhamento e termos de ordem elevada do tensor de deformacédo. Ja Silva (2017)
estudou a aplicagdo do método dos dois ciclos iterativos no software Ftool. O
trabalho de Silva (2022) estudou a aplicagdo do método dos dois ciclos iterativos
como forma de analise ndo linear, sem a consideracdo da distorcdo por
cisalhamento.

Percebe-se, portanto, que o estudo de métodos de analise nao linear
geomeétrica que independem da discretizacdo € um campo bastante estudado e de

imensa importancia.

Objetivos

A proposta desse trabalho se deu através das motivagdes encontradas nos
trabalhos de Silva (2022). Dentre alguns objetivos, podemos citar como principais:

- Comparar os resultados do comportamento desses elementos com a
modelagem dos mesmos no software de elementos finitos Mastan2.

- Avaliar a utilizagdo do método dos dois ciclos iterativos considerando a

distorcao por cisalhamento.

Estrutura da dissertagao

O trabalho esta dividido em cinco capitulos. O presente capitulo apresentou
um pequeno resumo de alguns estudos relacionados ao tema, o objetivo e a

estrutura da dissertacao.
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No capitulo um é estudado o elemento de Timoshenko, sendo desenvolvida a
matriz de rigidez do elemento de viga de Euler- Bernoulli e de Timoshenko. Também
€ apresentado o fator de cisalhamento, coeficiente utilizado para determinar a area
utilizada para a consideragao da distor¢cido por cisalhamento.

No capitulo dois € estudada a analise nao linear geomeétrica, sendo abordado
alguns métodos, como o método PA, o método Y, e o método dos dois ciclos
iterativos. Também é estudado nesse capitulo os critérios de estabilidade estrutural.

O capitulo trés trata, basicamente, de uma abordagem do método dos
elementos finitos, sendo formulado o elemento de poértico com a consideragao da
teoria de Timoshenko. Nesse capitulo é desenvolvida a matriz de rigidez elastica,
geométrica e tangente do elemento de pértico.

No capitulo quatro s&o apresentados os exemplos numeéricos utilizados nesse
trabalho, decorrentes dos objetivos propostos. E o capitulo cinco apresenta as

conclusdes e propostas para futuras pesquisas.



1 ELEMENTO DE TIMOSHENKO

1.1 Introdugao

A teoria de Euler-Bernoulli e a teoria de Timoshenko se diferenciam,
basicamente, pelo fato da segunda considerar o efeito da distorgcdo causada pelo
cisalhamento, enquanto a primeira ndo considera. Segundo Nascimento (2005), uma
das consideragdes relativas ao elemento de Timoshenko € que as sec¢des planas
perpendiculares ao eixo da viga antes da deformacao mantém-se planas, porém nao
normais ao eixo apos a deformacao.

Segundo Silva (2019), essa teoria é a que mais se aproxima da versao real
por se considerar o efeito do cisalhamento da estrutura, sendo muito relevante para
vigas altas, tendo em vista que o aumento da relagdo entre o comprimento L de uma
viga e a altura H aumentam as tensdes de cisalhamento na diregdo da altura.

Observando a Figura 2, é possivel perceber a parcela da distorgdo por
cisalhamento, a qual é somada a parcela de rotacao por flexdao (viga de Euler
Bernoulli). Ou seja, a rotagao da secao transversal total da secéo passa a ser soma

dos efeitos de flexao e cisalhamento da segéao.

dv . ..
— (rotacao total da secao)

d{___

\ @ |por flexdo) y =

~| (rotacao

{distorcac por
cisalhamentao)

Figura 2 — Consideracao do cisalhamento na viga de Timoshenko, (Martha e
Burgos, 2014)
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1.2 Matriz de Rigidez Elemento de Viga — Euler Bernoulli

O conceito de rigidez de um elemento se baseia na forga ou momento
necessario para se ter um deslocamento unitario. Sendo assim, segundo Filho
(2002), a relagao forga x deslocamento em um elemento é expressa pela matriz de
rigidez do elemento Kel, enquanto a relagéo forga x deslocamento de uma estrutura é
expressa pela matriz de rigidez da estrutura K.

De um modo geral, a relacdo entre as forgas e deslocamentos nodais é
melhor expressa pela notacdo matricial: {F}= [K].{u}, onde F representa as forcas
externas, K representa a matriz de rigidez e u representa os deslocamentos nodais.

A Figura 3 demonstra os graus de liberdade de uma viga submetida a flexao,
sendo considerados quatro componentes de for¢a (duas for¢gas e dois momentos) e

quatro componentes de deslocamentos (lineares e angulares).

—

Figura 3 — Graus de liberdade
de viga a flexao, (Filho, 2002)

Sendo assim, tem-se a matriz de rigidez desse elemento, com quatro linhas e

quatro colunas, conforme Equacéo (1).

{f}4x1 = [K]4x4- {U}4x1 (1 )

Desenvolvendo a Equacao (1), tem-se:

f1 kll k12 k13 k14 gl

Ml _ k21 k22 k23 k24 vl’ (2)
f2 k31 k32 k33 k34 V2

M2 4xl k41 k42 k43 k44 4x4 Vé 4x1
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Observando a matriz de rigidez K do elemento, percebe-se que cada coluna
esta ligada diretamente a condi¢gdo de contorno que configura a rigidez do elemento.

A Figura 4 representa o deslocamento no grau de liberdade 1, que contém as
componentes da matriz de rigidez relativas a coluna 1. Sendo assim, pode-se
realizar, de forma analoga, as componentes no grau de liberdade 2, relativo a coluna
2, e assim em diante. Lembrando que o grau de liberdade 1 e 3 representa
deslocamentos unitarios lineares e os graus de liberdade 2 e 4 representam

deslocamentos unitarios angulares.

Figura 4 — Deslocamento unitario linear no grau de liberdade 1, (Filho, 2002).

Realizando os calculos de equilibrio de forcas/momentos e equacao da linha
elastica para cada um dos graus de liberdade, € encontrada a matriz de rigidez

elastica do elemento viga:

[ 12EI  6EI 12EI  6EI |
I rr I
6EI AEI  6EI  2EI
I’ L I’ L

[K]= (3)

12EI  6EI 12EI 6EI

D r
6EI 2EI  6EI  4EI
I’ L I’ L |
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1.3 Matriz de Rigidez Elemento de Viga - Timoshenko

Observando a Figura 2, € possivel perceber que a parcela relativa a distor¢ao

por cisalhamento é dada por:

7 ()= 220 () @)

Reescrevendo a Equacao (4), é possivel chegar a seguinte expressao:

dv(x) _dv,(x) dv(x)_, ()47 (5)

dx dx dx

Ao se resolver a equacgao da viga de Euler-Bernoulli, é obtida a Equacgao (6) e

(7).

d*v, (x)
El-—5—>=0 6
e (6)
2 x3
vb(x):co+clx+027+c3€ (7)

Considerando que a rotacao relativa a flexdo da viga é igual a sua derivada,

pode-se chegar a Equacéo (8):

5 3
E]d 9(x)+GA dV(X)_H(x) :0—)E[d Vb(x)-}—GA}/c:O (8)
dx’ ‘| dx dx’ ‘
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Acha-se, portanto:

El-c,
e _ 9
Y A 9)
O que leva a:
x° x  EI
v(x)zco+clx+cz?+c3(z—G—Acx] (10)

Reescrevendo a Equacédo (10), é representada a Equagao (11), que

representa a equagao da elastica do elemento de viga de Timoshenko:

2 3
v(x)zco+clx+cz%+c3[%—QL2xj (11)
o=t 1 (12)
GA,. L
x2
6’(x):q+czx+c3? (13)

E importante observar que, caso a deformacdo por cisalhamento ndo seja
considerada (Q=0), a expressdo da rotacdo passa a ser a derivada do

deslocamento, conforme prevé a teoria de Euler Bernoulli.

1.4 Fator de Cisalhamento

O fato de cisalhamento trata-se de uma forma de conversao da distribuicdo de
tensdo de cisalhamento na secg&o transversal em um valor meédio, segundo Souza
(2008).
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Diversos autores propuseram formulas para o calculo do fator de
cisalhamento. Cowper (1966) apresenta a Equacgéo (14) para se¢des retangulares,

utilizando como parametro o coeficiente de Poisson.

10(1+v)

= 14
12+11v (14)

X

Observando a Equacéo (14) para secgdes retangulares e considerando o
Coeficiente de Poisson como nulo, o valor encontrado € x= 5/6, valor amplamente

utilizado.
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2 ANALISE NAO LINEAR

2.1 Introducgao

O desenvolvimento da construgdo civil exige, cada vez mais, novas
tecnologias e estruturas mais esbeltas. Com isso, a analise de um comportamento
nao linear dos elementos torna-se essencial. De acordo com Souza e Junior (2017),
quando se trabalha com grandes deformacgdes ou deslocamentos a configuragcao
deformada da estrutura se difere em muito da indeformada, ndo sendo mais
apropriado uma analise com equacdes de equilibrio lineares. A formulacio
{F}=[K]{u}, sendo [K] a matriz de rigidez, {u} o vetor de deslocamentos e {F} o vetor
de cargas externas, passa a nao ser mais valido, pois a matriz de rigidez [K] leva em
consideragao a geometria da estrutura, sendo esta modificada a cada instante.

Sendo assim, € necessario o0 emprego de métodos numéricos com processos
incrementais ou iterativos para obter os deslocamentos do modelo. Segundo Silva
(1996), na analise nao linear, a resposta da estrutura a carregamentos nao € linear,
ou seja, incrementos iguais de carga nao correspondem a incrementos iguais de
deslocamentos. Esta resposta nao linear tem como principais aspectos a nao
linearidade fisica e nao linearidade geométrica.

A nédo linearidade fisica, segundo Silva (1996), esta relacionada as
caracteristicas do material, afetando o comportamento mecanico, afetando, assim, a
rigidez das seg¢des transversais.

Ja a nao linearidade geométrica é associada ao aparecimento de momentos
fletores adicionais, também conhecidos como de segunda ordem, quando
submetidos a esforcos normais. Esses efeitos de segunda ordem surgem a partir da
consideragao da posicdo deformada da estrutura como referéncia para aplicagao do
equilibrio.

Segundo Branco (2002), o grau de precisao obtido para uma analise nao
linear geométrica depende das aproximacgdes adotadas, podendo, assim, avaliar a
perda de estabilidade em problemas de bifurcacido de equilibrio e ponto limite. Na
Figura 5, pode ser observado a comparagdo entre a condicdo deformada e

indeformada para analise de bifurcagio.
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0

Figura 5 — Bifurcagao de equilibrio, adaptado (Branco, 2002)

De acordo com Rachid e Mori (1989), os problemas de bifurcacdo do

equilibrio sdo aqueles que, ao se atingir o carregamento critico, o equilibrio torna-se

indiferente e qualquer modificagdo provoca a instabilidade.
O principio dos trabalhos virtuais é utilizado para a formulagao do equilibrio,

que, através de uma equagao, consegue representar o equilibrio desse corpo.

2.2 Analise nao linear geométrica

A analise ndo linear geométrica tem sua origem ocasionada pelos efeitos
causados pela deformacao e deslocamento dos elementos estruturais, segundo
Silva (2017). Essa nao linearidade se torna especialmente importante quando
observada em elementos esbeltos, que podem sofrer grandes deslocamentos
transversais, alterando assim a forma como as cargas atuam na estrutura, segundo
Silva (2023). Os dois métodos aproximados mais conhecidos de analise sdo os P-A
e Yz O primeiro sendo causado pelo carregamento vertical vezes o deslocamento
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horizontal no topo da estrutura. Ja o segundo, de acordo com Silva (2022), trata-se
de estimar os esforgos através da majoracao dos esforgos de primeira ordem. O tipo
de analise utilizado nesse trabalho sera o método dos dois ciclos iterativos, proposto
por Chen & Lui (1991).

2.2.1 Método PA

O método do PA parte do principio da obtengado dos esforgcos de segunda
ordem por meio consideragdo de deslocamentos horizontais, gerando um braco de
alavanca multiplicado pela carga vertical, criando um momento fletor adicional.
Segundo Silva (2017), as forgas horizontais, atuando na estrutura, causam
deslocamentos horizontais de primeira ordem nos nés e as forgas verticais aplicadas
nesses nos geram momentos de segunda ordem, provocando novos deslocamentos
horizontais e assim sucessivamente. Observando a Figura 6, € possivel perceber o

deslocamento gerado pela forga Vi em conjunto com a carga vertical P.

Figura 6 — Equilibrio de forgas em coluna isolada, (Silva, 2017)
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Considerando os deslocamentos relativos entre os pavimentos, & possivel

calcular a forga cortante ficticia, de acordo com a Equacéo (15).

-A,) (15)

Sendo P; as forgas verticais, i os andares, h; a altura dos andares e (Ai+1-4)) a
diferenga entre o deslocamento horizontal do andar de cima com o andar analisado.
De posse do valor de V), é possivel calcular a forga lateral ficticia conforme

Equacéo (16):

Hi =V, =V (16)

De acordo com Silva (2022), a forca ficticia H’ € somada as outras cargas
horizontais ja existentes no andar, resultando em novas forgas horizontais, criando,
entdo, um processo iterativo que o deslocamento atual seja muito proximo ao do
ciclo anterior. No fim do processo, o método converge e as forgas e momentos
atuantes incluem o efeito de 22 ordem PA.

Quando uma estrutura possui rigidez adequada, o método tende a convergir
em um ou dois ciclos de aplicacdo, de acordo com Silva (2004). Caso a analise
passe de cinco ciclos de iteracao, a estrutura é considerada excessivamente flexivel.
Esse método é indicado para casos em que a relagao entre os deslocamentos finais
obtidos e os deslocamentos correspondentes decorrentes da analise em 12 ordem
nao ultrapasse 1,4.

E importante destacar a existéncia do efeito P5, além do PA global. P5 se
trata de um efeito local referente a deformagdes locais nos pilares, conforme Figura
7.
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o

Figura 7 — Efeitos de segunda ordem, (Silva, 2022)

2.2.2 Método Y:

O método do Y: é utilizado pela NBR 6118 (2023) para avaliar os efeitos de
segunda ordem, majorando os efeitos de primeira ordem, fornecendo uma estimativa
dos esforcos finais; e classificar a estrutura de acordo com a deslocabilidade dos
seus nos. Sua utilizagdo € indicada para estruturas reticuladas com, no minimo,
quatro andares.

Este parametro, criado por Vasconcelos e Franco (1997), foi introduzido a
partir da observagao que, em estruturas regulares submetidas a forgas horizontais e
verticais, as razdes entre os acréscimos de deslocamentos a cada iteracdo do
meétodo PA sdo praticamente iguais. Podendo, assim, ser considerado como uma
progressao geométrica, segundo Silva (2017).

O momento de segunda ordem pode ser dado como o somatdrio dos

momentos obtidos a cada iteragdo, conforme equagéao (17).

M, =M, +AM,+AM, +AM +...+ AM, (17)

Sendo j o numero de iteragdes, M, 0 momento de primeira ordem e M; o

momento de segunda ordem.
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A razédo da progressdo geomeétrica pode ser calculada por meio da diviséo

entre dois termos consecutivos, segundo Silva (2022).

L_AM, _AM, _AM, __ AM,

= = = =.= (18)
M, AM, AM, AM
Reescrevendo a Equacgao (17), tem-se:
M,,:M[(1+r+r2+r3+...+rf) (19)

Quando j tende ao infinito, 0 momento de segunda ordem pode ser escrito:

M, = M, = (20)

Segundo Silva (2017), tem-se que a soma da progressao geométrica, tendo
como razao a divisdo entre os acréscimos de momento e o momento de primeira

ordem, é o parametro Yz, conforme Equacao (21):

2.2.3 Método dos dois ciclos iterativos

Este método é baseado na analise em dois ciclos, sendo o primeiro relativo a

uma analise linear da estrutura e o segundo considerando a n&o linearidade.
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Desenvolvido por Chen & Lui (1991), o método utiliza a equagao basica do

equilibrio:

{Fy=[K]{u) (22)

Sendo {F} o vetor de forgas, [K] a matriz de rigidez e {u} o vetor de
deslocamentos.

De acordo com Silva (2023), no primeiro ciclo, é realizada uma analise linear
da estrutura, considerando a matriz de rigidez elastica da estrutura. Ja no segundo
ciclo a matriz utilizada € a matriz de rigidez tangente, que contempla a matriz de
rigidez geométrica, responsavel pela consideragcdo das deformacdes da estrutura.
Sendo assim, a partir da matriz de rigidez tangente, € possivel obter uma analise
considerando a nao linearidade geométrica, recalculando os esfor¢os nos elementos
estruturais. Segundo Silva (2017), uma importante observagdao €& frisar que o
carregamento € aplicado de uma so vez sobre a estrutura.

Para se ter uma analise ndo linear geométrica de acordo com o método dos
dois ciclos iterativos, deve-se seguir os passos: Realizar o primeiro ciclo com uma
analise linear na estrutura, considerando a matriz de rigidez elastica Ke; utilizando a
matriz de rigidez K:, que se trata da soma da matriz de rigidez geométrica Kq com a
matriz de rigidez elastica Ke, realizar uma nova analise iterativa, tendo, dessa vez, a
consideragao das néo linearidades geométricas.

A Tabela 1 apresenta um fluxograma para a utilizagcdo do método dos dois

ciclos iterativos para uma analise de n&o linearidade geométrica.
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Tabela 1 — Fluxograma aplicagao Método dois Ciclos Iterativos

| | |
INTRODUGAQ 'NTmﬁggﬁ e OBTENGAO DA
DA MATRIZ DE - I MATRIZ DE
RIGIDEZ RIGIDEZ RIGIDEZ T
ELASTICA. GEOMETRICA. TANGENTE.
[ |
SEGUNDO CICLO, PRIMEIRO CICLO,
APLICANDO AS . SEH%%%%E
CONDIGOES DE
co NEORNO CONTORNO
iz o s UTILIZANDO A
MATRIZ DERIGIDEZ —— MATRIZDE RIGIDEZ ¥
/ TANGENTE E A b
FORGA F OBTIDA NO A
FORGCA F (ANALISE
PASSO ANTERIOR, DE 1° ORDEM)
OBTENDO NOVOS UTILIZANDO A
DESCOLAMENTOS, EQUAGAO BASICA
SENDO AGORA UMA DO EQUILIBRIO.
ANALISE DE 22
ORDEM.
| ]
i RESULTADOS
APLICAGAO COMA
\—,  CRITERIOS DE — _, CONSIDERAGAO
PARADA, DA NAO
LINEARIDADE
GEOMETRICA.

2.3 Estabilidade estrutural

Uma estrutura em equilibrio estatico esta sucessivel a deslocamentos
decorrentes de perturbagdes externas. A resposta a esses disturbios esta
intimamente ligada a natureza do equilibrio na posi¢ao original.

Segundo Burgos (2005), a andlise sob o posto de vista dinAmico pode ser
dividida em trés estados. Se a posicao original corresponder a um equilibrio estavel,
a amplitude da vibragao é limitada e diminuira com a remogé&o do disturbio devido a
efeitos de atrito e amortecimento, conforme Figura 8a. No equilibrio instavel, a

amplitude da vibragdo aumenta, conforme Figura 8b. E, no equilibrio indiferente, ndo
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surgem vibragdes da estrutura préxima a configuragao de equilibrio, conforme Figura
8c.

lg
W _\\
"
{a) (b} ]
2 =20
SIS I

{c)

Figura 8 — Posicoes de equilibrio estatico, (Burgos, 2005)

Uma configuragcado de equilibrio tem sua caracteristica modificada a partir de
uma certa carga critica ou limite, responsavel por alterar a forma como a energia

potencial se comporta para pequenas perturbacgdes.

2.3.1 Critérios de estabilidade estrutural

Segundo Burgos (2005), trés critérios de estabilidade estatica de um sistema
conservativo sdo normalmente empregados, sendo eles o critério estatico, critério

dinamico e o critério enérgico.

2.3.1.1 Critério Estatico

Segundo Burgos (2005), este método baseia-se na verificagcdo das forgas

resultantes apds uma perturbagao. Observando a Figura 8a, caso a forga resultante
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tenda a restaurar o sistema para a forma original, o equilibrio é estavel. Caso a forga
resultante afaste o sistema da sua forma original, diz-se que o equilibrio € instavel.
E, por fim, caso a forga resultante faga o sistema permanecer na posi¢cao perturbada,
ou seja, a forga peso e a forga normal estarem equilibradas, o equilibrio é dito como
neutro. Este método € muito utilizado para a determinagdo da carga critica e dos

modos de flambagem.

2.3.1.2 Critério Dinamico

Segundo Silva (2022), este critério analisa o sistema verificando o
comportamento das oscilagdes no sistema perturbado, relacionando-se com a
solugdo das equacdes diferenciais que governam o sistema. Segundo Burgos
(2005), caso as frequéncias naturais de vibragdo sejam reais, o equilibrio & dito
como estavel. Quando, pelo menos, uma frequéncia torna-se imaginaria, o equilibrio
€ instavel. E quando alguma frequéncia se torna nula, tem-se um ponto critico. Para
0s casos de sistemas nao conservativos, ou seja, onde a energia ndo se conserva,
esse critério € o unico capaz de prever o comportamento da estrutura e seus pontos

criticos.

2.3.1.3 Critério Energético

Segundo Silva (2022), esse sistema baseia-se no Teorema de Lagrange, este
meétodo € aplicado em sistemas conservativos, estabelecendo que, caso a energia
potencial total tenha um minimo relativo em determinada posi¢ao de equilibrio, tem-
se esse sistema como estavel. E, caso corresponda a um maximo da energia
potencial em determinada posicdo de equilibrio, o sistema ¢é instavel. Essa analise
permite encontrar os caminhos de equilibrio do sistema.

Para sistemas estruturais elasticos e com agdo de cargas conservativas, a

energia potencial total pode ser definida como:
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[n=u+vr (23)

Sendo 1T a energia potencial total, U a energia interna de deformagéao elastica
e V o potencial das forgas externas conservativas. Segundo Burgos (2005), a
variagao da energia potencial do sistema é causada pelos desvios em relagdo a uma
determinada posicdo de equilibrio, devido ao acumulo de energia de deformacéao

somado ao trabalho realizado pelas forgas externas, conforme equagao abaixo:

AT =AU +AV (24)

A equagao da energia potencial total pode ser reescrita considerando que o

trabalho das forgas é negativo, sendo:

ATl = AU — AW, (25)

Sendo AWk o trabalho realizado pelas forgas externas.
O Principio da Energia Potencial Estacionaria diz que a energia potencial do
sistema sera sempre um ponto de maximo ou minimo, desde que o sistema esteja

em equilibrio. Isto significa que a derivada de 1T deve ser nula, ou seja:

A1=0 (26)

Esta imposicao leva aos caminhos de equilibrio da estrutura, ou seja, indica o
percurso que o sistema estrutural segue relacionando as deformagdes e a carga
externa aplicada.

De acordo com Silva (2022), para verificar se uma posi¢gdo de equilibrio &
estavel basta avaliar se a energia € minima num ponto onde a derivada de primeira

ordem é nula e a préxima derivada nao nula é positiva. E € instavel caso a energia
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seja maxima num ponto onde a derivada de primeira ordem € nula e a proxima

derivada ndo nula é negativa. Conforme equacgao abaixo:

5% (A1)
— < O(estavel)
5(AH):O_) 5q (27)
8q s (al)
> 0(mstavel )

§q2

Sendo g uma posicao de equilibrio.
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3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

3.1 Introdugao

O método dos elementos finitos € um dos métodos aproximados de calculo de
sistemas continuos. Este método baseia-se em subdividir (discretizar) a estrutura
analisada em componentes menores, conhecidos como elementos, interligados por
meio de nds. Segundo Filho (2002), a configuracdo do método dos elementos finitos
€ calcular a deformada da estrutura por intermédio dos deslocamentos nodais,
independente da geometria da estrutura analisada. A partir dai, pode-se determinar
os esforgos internos e avaliar a resisténcia da estrutura em analise.

Uma analise por meio de MEF — Método dos elementos finitos depende,
basicamente, de alguns fatores imprescindiveis, entre eles a escolha do elemento
que vai ser utilizado e o grau de discretizagdo da estrutura. A ma escolha do
elemento determina comportamentos fora da realidade e gasto computacional além
do necessario e o erro na discretizacdo da estrutura também fornece resultados
equivocados, podendo ser catastréfico para uma analise. Uma das principais
dificuldades encontradas nas analises por meio do MEF atualmente é a importancia
da experiéncia do analista para a escolha do elemento e o grau de refinamento da
malha (discretizagao).

Um dos modelos discretizados do MEF s&o as estruturas reticuladas, como
representado na Figura 9. Nesse modelo, a interagdo entre os elementos ocorre nos
nos, sendo suficiente a aplicacdo das condicdes de compatibilidade de
deslocamentos nesses pontos para conceber matematicamente esse modelo de

calculo.

Figura 9 — Discretizagao de um objeto real (a esquerda) e

seu modelo discretizado (a direita), (Felippa,2001)
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Segundo Burgos (2005), quando aplicada a anadlise estrutural, o principal
objetivo do MEF ¢é obter solugbes para a distribuicdo de tensdes e deformagdes por
toda a estrutura. Porém, os calculos de descolamentos s&o restritos aos nés dos
elementos. E necessario, portanto, relacionar o deslocamento em qualquer ponto do
elemento com seu deslocamento nodal e isso € realizado através das fungdes de
interpolagdo, conhecidas, também, como funcdo de forma, utilizando a Equacao
(28).

u(x)=XN,(x)x, (28)

Sendo u(x) uma fungédo que descreve o deslocamento no interior do elemento,
Ni(x) as funcdes de interpolacado e ui os descolamentos nodais.

A relagao entre o campo de deslocamentos e o campo das forgas é obtida
através da matriz de rigidez gerando a Equagao (30), funcionando de forma analoga
ao coeficiente K vindo da Lei de Hooke segundo a Equacgéo (29), sendo F a forga, k

a constante elastica da mola e x o descolamento da mola.

F=Kx (29)

{f1=[K]\d} (30)

Sendo f o vetor de carga nodais, k a matriz de rigidez e d os deslocamentos

nodais. Neste trabalho, sera utilizado o elemento de pértico plano.

3.2 Formulagao do elemento de portico

Este elemento é formulado através de uma combinagcéo do elemento de viga
com o elemento de trelica. Segundo Silva (2022), as componentes do deslocamento
e rotagdes nodais sdo os graus de liberdade do elemento discretizado. Para realizar
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a relacédo entre os deslocamentos nodais e o descolamento do elemento como um
todo, é necessaria a utilizagao de fung¢des de interpolagao.

De acordo com Martha (2018), as fungdes de interpolacdo que tém como
referéncia as solugbes homogéneas analiticas de vigas faz com que a solugéo
discretizada do modelo global seja igual aos resultados da solugdo analitica do
sistema, independendo da discretizagao.

Em um elemento de pértico plano, as deformadas séo definidas no sistema de
eixos locais pelo deslocamento axial u(x) e transversal v(x). Os deslocamentos axiais

dentro do elemento, tendo como base a solugdo homogénea, sdo dados por:

u(x)=N,(x)u, + N, (x)u, (31)

As equacgdes (32) e (33) representam as fung¢des de forma do elemento
trelica. Observando a Figura 10 é possivel identificar os deslocamentos axiais

existentes no elemento treliga.

N (x)=1-= (32)

(33)

Figura 10 — Elemento de treli¢a, (Burgos, 2005)

Analisando agora as funcbes de forma do elemento de viga, as solugdes

homogéneas vistas no capitulo 1 so:

2 3
v(x)=c,+cx+c, %+c3(%—QL2x)
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_EI 1

Q=——
GA. L

2
x
O(x)=c, +c,x+c, Y

Reescrevendo as equagdes na forma matricial, tem-se:

e
Sendo:

[X]= (35)

(36)

{dy={d, d, d, d,}" ={v,(0) 6(0) v,(L) o(L)} (37)

[#]-{C}={d} (38)

Sendo:



1 0

0 1
2

H=|1 LL—(l—Qjﬁ
2 |6
2
0 1 L L
L 2 i

As fungdes de interpolacdo realizam a interpolagdo do

transversal e a rotagao em termo das condigdes de contorno.

Sendo N(x):

M-

Ny Ny Ng Ng
Ny Ny ONDONG

Substituindo a Equacéo (40) na Equacao (41), tem-se:

40

(39)

deslocamento

(40)

(41)

(42)

Ou seja, as fungdes de interpolagdo para o elemento de viga, considerando a

deformacgao por cisalhamento sao:

(43)

Realizando as operagdes, € possivel chegar nas Equacgdes (44) a (51):
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2()&?)3 _3()‘]2 1207
; I (44)

;) 20w vrven)
A . 45
Ny = (1+120) ()
63 A
N = (1+120) "

oo
R I 47
Ng = (1+12Q "
I
Ak (48)

3(;«)2 —4(1+30Q) %
5 (49)

x_(xj
0 O/ L \L
Ne=7 (1+12Q) -
3('}6) —2(1_6Q)£
/ (51)




N, Ny Ny Ng
[N]: NY N° NY N?
2 3 5 6
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Observando a Figura 11 é possivel perceber os quatro graus de liberdade do

elemento de viga.

dz ds
..‘.\

<. .
d: d:

Figura 11 — Elemento de viga, (Burgos, 2005)

Pode-se, portanto, descrever o deslocamento axial e transversal dentro do

elemento de acordo com as equacdes (52) e (53):
u,(x)=N,(x)d, +N,(x)d,

v(x) =N, (x)cl'2 +N; (x)d; +N. (x)d'2 +N, (x)d;

0(x)=N; (x)dy + N5 (x)dy+ N (x)d, + Ng (x)ds

(52)

(53)

(54)

Segundo Burgos (2005), considerando como hipétese simplificadora nao

haver interagcdo entre os efeitos axiais e transversais, pode-se “somar’ as

contribuicdes do elemento de trelica e de viga para formar o elemento de portico

plano. A Figura 12 demonstra os deslocamentos (axiais e transversais) e a rotagao

nos nos do elemento de portico.
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ds ds

(II—H’(IJ

d: d:

Figura 12 — Elemento de Pértico, (Burgos, 2005)

Pode-se, portanto, ter a matriz que relaciona os campos de deslocamentos

u(x) e v(x) com os deslocamentos nodais por meio da Equacéo (55):

I\)Q‘ —‘Q‘
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Considerando as funcdes de forma do elemento de poértico e pelo principio da
Energia Potencial Estacionaria (PEPE), € possivel obter as matrizes de rigidez

elastica e geométrica.

3.3 Referenciais Lagrangeanos

Formulagdes que contam com a nao linearidade geométrica geralmente se
baseiam em referenciais Langrangeanos, considerando que os deslocamentos de
um sistema estrutural sdo medidos em relacdo a uma configuracao inicial desse
sistema. Segundo Silva et. al (2016), o tensor de deformagéo de Green-Lagrange &
normalmente utilizado em problemas com elementos de barras, considerando
grandes deslocamentos e rotagdes, mas pequenas deformagdes. Sendo apropriado

para analises nao lineares do tipo incremental, onde o maior interesse esta na
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deformagdo de cada ponto durante o processo de carregamento. Basicamente, em
uma analise nao linear, pode-se ter dois modos de referenciais Lagrangeano: o total
e o atualizado.

De acordo com Rodrigues (2019), no referencial Lagrangeano total, a
referéncia adotada para os deslocamentos € a configuragao inicial de equilibrio do
sistema. Ja no atualizado a referéncia € a ultima configuracédo de equilibrio obtida no

processo incremental.

3.4 Matriz de rigidez

Considerando as funcbes de interpolacdo desenvolvidas nesse capitulo,
considerando a distor¢do por cisalhamento e a descrigdo Lagrangeana atualizada e
os termos elevados do tensor de deformacgado, pode-se desenvolver a matriz de
rigidez de um elemento considerando grandes deformagdes.

A Figura 13 representa o campo de deformacgao da viga, sendo possivel obter

as equacoes (56) e (57).

Figura 13 — Campo de deformacgao da viga, (Rodrigues, 2019)

u(x,y) =u, (x)—@(x)y (56)

v(x,)=v,(x) (57)
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Reescrevendo as equagdes (56) e (57), de acordo com Rodrigues (2019),
considerando a parcela linear e nao linear do tensor de Green Lagrange, tem-se as
Equacbes (58) a (61).

ou ou, 00
=— =10 _y_= 58
= ox Ox Y ox (%8)

yx):@Jra_”:%_gZ (59)
Y ox oy Ox

1(ou®> o 1(ou®> o 06 ou 06
M=o St O = T o 2 R |-y 2 (60)

=20 o ox 20 ox ox Oox Ox Ox
_wdu vov_ 00, , o -

nxy_@x@y 8x6y_y ox = Tox

3.4.1 Matriz de rigidez elastica

Segundo Rodrigues (2019), a matriz de rigidez elastica de um elemento é
obtida considerando a parcela linear do tensor de deformacdo de Green Lagrange.
Aplicando a equacdo dos trabalhos virtuais e dividindo a parcela linear em duas
partes, Rodrigues (2019) mostra em seu trabalho o desenvolvimento das equacgdes,

chegando nas seguintes equacgdes:
s, ={ou}" [ EA{N,}{N,V dx{u}+{ov)" [ EL{N, }{N,)} du{v} (62)

T

sU, ={ov}' [[GA(N,}(N,} dx{v}+{ov} [ GA{N, }(N,.} dr{v}-

(o0} [[GAIN, YN} dxiv}—{ov} [[GA{N}N,.}" dx{v} (63)
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Substituindo as fung¢des de forma e resolvendo as integrais do problema, tem-

se a matriz de rigidez elastica de um pdértico plano.

£ 0 0 Ed 0 0
L L
0 12E1 GEI 0 _ 12E1 6EI (64)
(1+12)L  (1+12Q)° (1+12Q)L (1+12Q)°
0 6EI 4EI(1+3Q) 0 _ 6EI 2EI(1-6Q)
(1+12Q)* (1+12Q)L 1+120)* (1+12Q)L
4 0 0 EA 0 0
L L
0 121 _ 6EI 0 12EI _ 6EI
1+120)0  (1+12Q)0 1+12Q) 0 (1+12Q) 1
0 6EI 2EI(1-6Q) 0 _ 6EI 4EI(1+3Q)
i (1+120)* (1+12Q)L 1+12Q) L (1+12Q)L |
EI
Sendo Q= 5
(GA.L")

3.4.2 Matriz de rigidez geométrica

A matriz de rigidez geométrica € calculada considerando a parcela ndo linear
do tensor de deformagdo de Green-Lagrange. Segundo Rodrigues (2019), a

Equacéo (65) dos trabalhos virtuais fica:

. :;ﬂpa (2] (2] | o] (2 j]}

(65)

Resolvendo as equagdes com a substituicdo das funcbes de forma

consideradas, tem-se a matriz de rigidez geométrica, considerando a distor¢ao por
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_% 0
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(5L(12Q +1)
_M, _r
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10(12Q +1)°
L L
12 20020 +1)
Ml
L
1
T 10(12Q +1)2
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M,
L

0

6(120Q° +20Q+1)

(5L(12Q+1)°
~ 1
10(12Q + 1)

0

6(120Q° +20Q +1)
(5L(12Q+1)?
1
T 10(12Q + 1)
(66)
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cisalhamento e os termos de ordem elevada do tensor de deformacdo de Green-

1
10(12Q +1)°

_(£ + L

T10(12Q + 1)
L L

_+—
12 20(12Q+1)° |

Observando a Figura 14, a qual representa um elemento de poértico, e

Q podem ser calculados de acordo com as expressoes.

Figura 14 — Esforgos resultantes iniciais,

(Galvo, 2000)

considerando uma forga cisalhante constante, o momento fletor M e a forga cortante

(67)

(68)

12 20(12Q+1)°

)
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Segundo Silva (2022), é comum desconsiderar os termos de ordem elevada

no tensor de deformagao na matriz de rigidez geométrica, resultando na seguinte

matriz:

e~ —

0

6(120Q% +20Q +1)
(5L12Q+1)°
1
10(12Q +1)

0

3 6(120Q° +20Q +1)

(5L12Q+1)*
v
10(12Q +1)

=(

0

1
10(12Q +1)?
L L

_+—
12 20(12Q+1)°

0

1
T 10(12Q +1)?

L L
—+

3.4.2 Matriz de rigidez tangente

12 20(12Q+1)°

=~

0 0
_6(120Q° +20Q+1) 1
(5L12Q+1)* 10(12Q +1)°
1 L L
—— (St
10(12Q +1) 12 20(12Q+1)
0 0
6(120Q° +20Q +1) ~ 1
(5L(12Q+1)* 10(12Q +1)°
I S L, L
10(12Q +1) 12 20012Q+1)* |
(69)

A matriz de rigidez tangente é dada pela soma dos efeitos da matriz elastica e

da matriz geométrica ou, também, pode ser obtida utilizando as funcbes de

interpolacado “exatas”. A solugdo para o calculo do deslocamento transversal e

rotacdo da seg¢do pode ser dado por meio de fungcbes exponenciais. No caso de

forgca axial de compressao, pode-se utilizar a formulagdo trigonométrica, conforme

equagbes (70) e (71). Essas equagbes sdo deduzidas no trabalho de Rodrigues
(2019).

8, (x)=A[c, cos(Ax)—c,sen(Ax)+c,

v, (x)= (1 +QI’A’ )[clsen (Ax)+c, cos(Ax)] +cx+c,
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3.4.21 Fungdes de Forma para o elemento infinitesimal considerando a

configuracado deformada.

Considerando a nao linearidade, as fungdes de forma para a formacgédo da
matriz de rigidez tangente do elemento de pédrtico devem ser consideradas na

configuracédo deformada, conforme elemento demonstrado na Figura 15.

q

/ M+ dM
+*-.

4 dyF

/ |
3
dx

Figura 15 — Elemento infinitesimal na configuragao deformada, (Martha e Burgos,
2015)

un

[X]=[(1+QL2A2)sen(AX) <1+QL2A2)COS(AX) x 1 73)
A cos(Ax) —Asen(Ax) 1 0
c2
=, (74)
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Pode-se, entdo, obter as condicbes de contorno de acordo com as restricdes

dos nds da barra.

0) (1+ QLA )c, +c,

A+

L) (1+QL2A2)[clsen(AL)—i-c2 cos(AL)]+c3L+c4
A, cos(AL)—c,sen(AL)]+c,

(73)

Reescrevendo a matriz, de acordo com as condi¢gbes de contorno, pode-se

obter a matriz H, conforme Equacéo (76):

i 242
0 (1+Q7A?) 0 1],
A 0 I 0] ]c,
()= -
(1+ QLA )sen(AL) (1+QLA*)cos(AL) L 1] |
Acos(AL) —Asen(AL) 10| %

Tem-se, portanto:

[V]=[x] LT

Com isso, tem-se as funcdes de forma apresentadas abaixo:

(1+ QAL )[cos(AL) - cos(Ax) +cos[A (L —x) 1]+ A (L—x)sen(AL)

Ny =
(1 + QAL )[2 cos(AL)—2]+ ALsen(AL)

(76)

(77)

(78)

(79)

(80)
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(l +QA’L ) {(1 +QAL )[sen (Ax) —sen (AL) + sen (A(L — x)ﬂ
A1+ QA I )[2cos(AL) - 2]+ ALsen(AL)
N Ax+ (AL - Ax)cos(AL) - AL cos[A(L - x)]
A{(1+ QAL )[2cos(AL) 2]+ ALsen(AL)

N =-

(81)

. (1+ QAL )[cos(AL)+ cos(Ax) —cos[A (L —x) ]-1]+ Axsen(AL) -
T (1+QA’L?)[2cos(AL) 2]+ ALsen(AL) (62)

(1 +QA’ L ) {(1 + QA )[sen (Ax)—sen(AL)+ sen[ A(L-x)]]
A{(1+ QAL )[2cos(AL) - 2]+ ALsen (AL )}
Ax{cos(AL)—1]+AL[1-cos(Ax)]}
A{(1+ QA )[2cos(AL)— 2]+ ALsen(AL)}

4

(83)

ng _ A[sen(Ax)—sen(AL)+sen[A(L—x)]] (84)
(1+ QAL )[2cos(AL) - 2]+ ALsen(AL)

VO (1 + QA )[cos(AL) —c08(Ax) +cos[A(L—x)—1]+ALsen[ A(L—x)] -
P (1+QA*1)[2c08(AL) 2]+ ALsen(AL) (89)

N A[sen(Ax)—sen(AL)Jrsenl:A(L—x)]]
3 = (86)
(1+ QAL )[2cos(AL) - 2]+ ALsen(AL)

Ve (1+ QAL )[cos(AL) + cos(Ax) —cos[A (L — x) |-1]+ ALsen ( Ax) o7
t (1+QAL?)[2cos(AL) 2]+ ALsen(AL) (67)




52

Sendo assim, a partir das fungdes de forma e aplicando o Principio dos
Trabalhos Virtuais (PTV), é possivel calcular os coeficientes da matriz de rigidez

tangente de forma semelhante a descrita na sec¢ao 3.4.1.

B EIN’sin(AL)
k = (1_|_QA2L2){(1+QA2L2)[Z—ZCOS(AL)]_ALSin(AL)} (88)
) EIN? [l—cos(AL)]
. (1+QA’L*)[ 2-2c0s(AL) |- ALsin(AL) (89)
) EIA[(HQAZLZ)sin(AL)_ALcos(AL)] (90)
T (1+QA*L*)[2—2cos(AL) |- ALsin (AL)
 EIA[AL-(1+QA’)sin(AL) (91)
* (1+QA’L)[2-2cos(AL) |- ALsin (AL)
Sendo:
Ao M P (92)

Reescrevendo as Equagdes (88) a (91) em fungao dos coeficientes da matriz
elastica:

1261 (AL)'sin(AL)
r 12(1+QA2L2)D

k, (93)

_6EI (AL)2 [l—cos(AL)]

k
S 6D

(94)
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4B AL[(1+QA2L2)sin(AL)—ALcos(AL)J

k 95
L 4D (95)
AL| AL —(1+QA*L*)sin(AL
(228 AL )sin(AL)] (96)
L 2D
Sendo:
D=(1+QA’[*)[ 2—2cos(AL) |- ALsin(AL) (97)
Tem-se, portanto a matriz de rigidez tangente do elemento:
EA-P 0 0 —-FEA+P 0 0
L L
0 k k, 0 -k k,
0 k, k 0 -k, k
K= pasp . map (98)
AT 0 0 T 0 0
L L
0 -k, -k, 0 k= -k,
0 k, k, 0 ~k, k|

3.5 Cargas nodais equivalentes

Segundo Vaz (2011), as cargas atuantes no interior dos elementos devem ser
consideradas nos pontos nodais, sendo assim, as forcas resultantes que atuam
nesses nds sao conhecidas como cargas nodais equivalentes. As cargas nodais sao
calculadas a partir das mesmas funcdes de interpolacéo utilizadas para a matriz de

rigidez, de acordo com a Equacao (99):

(1=],INT {a}as (99)
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Sendo {f} o vetor de cargas nodais, [N] a matriz com as fun¢des de forma e

{q} o carregamento aplicado.

3.6 Carga critica

Segundo Burgos (2005), a equagao matricial de equilibrio estatico para um

sistema pode ser obtida através da Equacao (100):

Kd=f (100)

e

Sendo Ke a matriz de rigidez elastica, d o vetor de deslocamentos nodais e fo
vetor de cargas.

Para problemas com cargas compressivas, ou seja, que levam a flambagem,
as rotacbes que antecedem o estado critico podem ser desconsideradas,
modificando a expressdo acima com a inclusdo da matriz geométrica. Expressando

de forma incremental, temos a Equacéo (101):

(K, +K,)od=5f (101)

De acordo com Burgos (2005), a carga critica para problemas de flambagem
ird corresponder a um ponto de bifurcagdo onde a configuragao do equilibrio original
e uma outra configuragdo de equilibrio adjacente poderdo existir para um mesmo
valor de carga. Sendo assim, pode-se dizer que existe um nivel de carga, nao

significativo, que gere um incremento éd. Tendo, portanto:

(K, +K,)od =0 (102)
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A Equacgao (102) corresponde a formulagédo estatica para determinacao de
carga critica. De acordo com Silva (2022), a equacgao acima pode ser utilizada para
determinacao do fator de carga critica A, que representa a majoragéo necessaria das
cargas nodais f para produzir a flambagem elastica. Podendo, entdo, reescrever a

Equacéao (102) na forma da Equacéao (103).

(K,+AK,)od =0 (103)

A Equacao (103) leva a um problema de autovalor e autovetor, sendo o
primeiro o parametro A e o segundo os modos de flambagem da estrutura. Sendo
assim, a carga critica € obtida da determinagdo dos valores de carga para qual o

determinante da matriz de rigidez tangente se anula.
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4 EXEMPLOS NUMERICOS

4.1 Introdugao

Serdo realizadas duas etapas de analise para efeitos comparativos. A
primeira etapa trata-se de uma comparagéo utilizando o software de analise nao
linear Mastan2 para comparar a influéncia do efeito da distorcdo por cisalhamento
com alteragdes na relagado vao/altura comparados com a teoria classica de flexao de
Euler-Bernoulli. Serdo analisados dois modelos: coluna engastada e livre; coluna
biengastada com momentos nas extremidades.

Na segunda etapa da analise, sera realizada uma analise de segunda ordem
por meio do software Matlab, utilizando o método dos dois ciclos iterativos para as
curvas de equilibrio, considerando a distor¢cao por cisalhamento e comparado com o
resultado dado pelo software Mastan2, utilizando o método do Preditor-corretor, com
1 e 5 elementos, sendo analisadas trés estruturas: coluna engastada e livre; coluna

biengastada com momentos nas extremidades e pértico de Roorda.

4.2 Comparativo da influéncia do cisalhamento Timoshenko e Euler Bernoulli.

Estes exemplos de estruturas foram utilizados no trabalho de Silva (2022),
sem a consideragao do efeito de distorgdo por cisalhamento. Os parametros gerais
utilizados sdo: L= 6 metros, E=108 kN/m?, A=10* m?, x=5/6, I=10° m*, a=0,01.

4.2.1 Coluna engastada e livre

A teoria de vigas de Euler-Bernoulli leva em conta, basicamente, o efeito da
flexdo da viga, desprezando os efeitos da distorgdo por cisalhamento,

diferentemente da teoria de Timoshenko, que considera esse efeito adicional. Nesse
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exemplo, sera demonstrado a influéncia do efeito da distor¢do por cisalhamento na
deformagdo de uma viga engastada e livre, conforme a Figura 16. A carga P
aplicada possui valor de 10kN.

Figura 16 — Viga engastada e livre, adaptada, (Silva, 2022).

De acordo com a Tabela 2, pode-se perceber a variacdo desse efeito com a
mudancga de altura da sec¢éo transversal. Em todas as analises, o vao considerado

foi de 6 metros e o fator de cisalhamento de 5/6.

Tabela 2 - Comparacgao deslocamentos Euler Bernoulli - Timoshenko

PARAMETROS DA VIGA DESLOCAMENTO EXTREMIDADE LIVRE
(mm)
DIFERENCA

ALTURA | LARGURA | AREA | VAO/ PERCENTUAL
(m) (m) (m2) | ALTURA ESBELTEZ (A) EULER TIMOSHENKO EULER-

TIMOSHENKO
0,10 0,10 0,01 60,00 207,85 3,5610E+00| 3,5620E+00 0,03%
0,50 0,10 0,05 12,00 41,57 4,5330E-04 | 4,5480E-04 0,33%
1,00 0,10 0,10 6,00 20,78 5,6220E-05 | 5,7440E-05 2,12%
2,00 0,10 0,20 3,00 10,39 7,0210E-06 | 7,6290E-06 7,97%
4,00 0,10 0,40 1,50 5,20 8,7750E-07 | 1,1820E-06 25,76%
6,00 0,10 0,60 1,00 3,46 2,6000E-07 | 4,6280E-07 43,82%

E possivel perceber a influéncia da distorcdo por cisalhamento em vigas
menos esbeltas. Ou seja, quanto mais esbelta a viga, menor a diferenga entre as
deformagdes pelas duas teorias. Quando se tem relagdes vaos/altura mais baixas,

as diferengcas passam a ser mais acentuadas. Em casos praticos, como vigas
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paredes, a consideragao da distorgao por cisalhamento se torna crucial. No exemplo

analisado, a viga com esbeltez de 3,46 apresentou diferengas percentuais na casa

dos 43% entre os resultados pela teoria Euler e Timoshenko.

4.2.2 Coluna biengastada com momento nas extremidades.

Para este exemplo, foram considerados os mesmos parametros de viga ja

citados, sendo adotado momentos opostos nas extremidades de 1 kN.m, com apoio

de 2° género a esquerda e apoio de 1° género a direita. A Tabela 3 apresenta os

resultados dos deslocamentos no no 2, localizado a direita na figura.

@

M=

AN

|

M
A
4

L

=\

Figura 17 — Coluna biapoiada com momentos opostos nas extremidades, adaptado,
(Silva, 2022).

Tabela 3 — Comparacao rotagao Euler Bernoulli - Timoshenko

PARAMETROS DA COLUNA ROTACAO NO 2
DIFERENCA
ALTURA | LARGURA| AREA | VAO/ PERCENTUAL
ESBELTEZ EULE E
(m) (m) (m2) |ALTURA SBELTEZ(A) ULER | TIMOSHENKO EULER-
TIMOSHENKO
0,10 0,10 0,01 | 60,00 207,85 1,3740E+00 | 1,3740E+00 0,00%
0,50 0,10 0,05 | 12,00 41,57 4,9580E-03 | 4,9830E-03 0,50%
1,00 0,10 0,10 | 6,00 20,78 6,1820E-04 | 6,3040E-04 1,94%
2,00 0,10 0,20 | 3,00 10,39 7,7250E-05 | 8,3360E-05 7,33%
4,00 0,10 0,40 1,50 5,20 9,6560E-06 | 1,2710E-05 24,03%
6,00 0,10 0,60 1,00 3,46 2,8610E-06 | 4,8980E-06 41,59%
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Neste exemplo, € possivel perceber a influéncia da distorcdo por
cisalhamento, semelhante ao observado no exemplo anterior. Em colunas esbeltas,
os resultados dos deslocamentos pelas teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko se
mostraram basicamente idénticos. Porém, ao se considerar baixas relagdes véao
altura, o efeito da distor¢do por cisalhamento fica nitido, como na viga de esbeltez

3,46, que apresentou diferencas percentuais de 41% entre os resultados.

4.3 Comparativo método dois ciclos iterativos pelo Matlab e Mastan2.

Nesse item, sera comparado a curva de equilibrio utilizando a formulacao
‘exata” com o auxilio do software Matlab com a software de andlise néo linear
Mastan2.

A analise no Matlab se baseia no método dos dois ciclos iterativos para
analise ndo linear, utilizando os elementos “exatos”. Ja a analise do MastanZ2 utiliza o
método preditor-corretor para a analise nao linear, utilizando o elemento finito
oriundo das fungdes de interpolacdo Hermitianas. Esse programa nao considera os
termos de ordem elevada do tensor de deformacdo de Green-Lagrange. Sendo
assim, a matriz de rigidez geométrica nao tem alteragao.

Segundo Rodrigues (2021), como consequéncia da utilizagdo das fung¢des de
forma obtidas diretamente das equacgdes diferenciais que consideram a configuragcao
deformada da estrutura, as fungdes de interpolacdo dependem de uma forga axial
aplicada a estrutura. Sendo assim, nos exemplos abaixo foram adicionadas cargas

axiais nos modelos.

4.3.1 Engastada e Livre

O modelo utilizado é representado na Figura 18. Foram extraidos os dados

referentes ao deslocamento na extremidade livre da barra de acordo com o
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carregamento aplicado. Nas andlises do Mastan2, foram consideradas barras
discretizadas em 1 elemento e em 5 elementos, tendo como objetivo a comparagao
da discretizardo minima (1 elemento) com uma maior discretizagdo. Ja na analise
pelo Matlab com o método dos dois ciclos iterativos, ndo foi considerada a

discretizagao da estrutura. Foi aplicada a carga P de compressao no valor de 10kN.

Figura 18- Viga Engastada e Livre, (Silva, 2022)

Observando a Figura 19, é possivel perceber a proximidade entre os
resultados obtidos pelo software Matlab utilizando a formulacdo exata pelo método
dos dois ciclos iterativos em comparacdo com o Mastan2 com 5 elementos.

A discretizagao do elemento, nesse modelo, no software Mastan2, influenciou
de forma discreta os resultados, sendo praticamente idénticos para cargas baixas,
abaixo de 40 kN, e com pequenas diferengas para cargas maiores, proximas as
cargas criticas. Pode-se notar que a carga critica fica bem abaixo da analitica,

considerando a teoria de Euler-Bernoulli, que seria n?El/4L2 = 68,54 kN.
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Matlah - Dois ciclos
* Mastan? - 1 elementa
— — —Mastan2 - 5 elementos |7

04 05 06 07 08 09 1
v(m)

Figura 19 — Curva de equilibrio coluna engastada e livre pelo Matlab e Mastan2

4.3.2 Biengastada com momentos nas extremidades

O segundo modelo analisado, conforme Figura 20, trata-se de uma coluna
com base engastada e topo livre, com a aplicagcdo de uma carga horizontal P
(compressao) de 10 kN e dois momentos com sentidos opostos nas extremidades
M=0,01PL.
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Figura 20 -Coluna biapoiada com momentos opostos nas extremidades, adaptado,
(Silva, 2022).

Os parametros utilizados para essa analise foram: L= 6 metros; E=108 kN/m?;
Area: 0,0001 m?;, x=5/6; I= 1x10-5 m* a= 0,01. Foram realizadas analises para o
software Mastan2 com 1 e 5 elementos e, no Matlab, pelo método dos dois ciclos
iterativos. Pode-se notar que a carga critica fica bem abaixo da analitica
considerando a teoria de Euler-Bernoulli, que seria n?El/L? = 274,16 kN. Essa
situacdo evidencia a necessidade de se considerar a teoria de Timoshenko em
algumas condigoes.

Observando os resultados da Figura 19, € possivel perceber a discrepancia
dos resultados referentes ao Mastan2 discretizado com 1 elemento e o Matlab e
Mastan2 com 5 elementos. Quando discretizado em 1 elemento, a carga critica pelo
Mastan2 chega ao valor de 350 kN. Ja quando discretizado em 5 elementos passa a
ter sua carga critica préxima de 250 kN. O valor encontrado pelo método dos dois
ciclos iterativos pelo Matlab foi de aproximadamente 247 kN. Quando comparada a
carga critica do Mastan2 discretizado em 1 elemento com o resultado pelo método
dos dois ciclos iterativos no Matlab, a diferenga percentual fica em 40%. Essa
andlise demonstra a similaridade de resultados entre o Mastan2 discretizado em 5
elementos e o Matlab, demonstrando a eficiéncia da analise pelos dois ciclos
iterativos, com discretizacdo minima de 1 elemento, em comparagao a um software

de analise nao linear com discretizagao.
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Biapoiada com momentos nas extremidades
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Figura 21 — Curva de equilibrio coluna biapoiada pelo Matlab e Mastan2

4.3.3 Portico de Roorda
Nesse modelo, é analisado o portico de Roorda, conforme a Figura 22.

Diferentemente do portico de Roorda original, nesse modelo, o apoio da direita
(horizontal) trata-se de um apoio de primeiro género. As caracteristicas continuam as

mesmas dos exemplos anteriores.
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Figura 22— Pértico de Roorda, (Silva, 2022)

Igualmente aos exemplos anteriores, foi utilizado o software Mastan2 com 1 e
5 elementos e o Matlab utilizando o método dos dois ciclos, sendo observado o
deslocamento horizontal na interseccao das barras, onde € aplicada a forgca P=10 kN
e H=0,01PL.

Observando a Figura 23, é possivel perceber a similaridade de resultados
entre o Mastan2 com 1 e 5 elementos e a diferengca em relagdo ao modelo do
Matlab. Nesse caso, o grau de discretizacdo ndao melhorou os resultados do
deslocamento. O resultado obtido pelo Matlab leva a uma carga critica mais préxima

da prevista analiticamente.
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Figura 23- Curva de equilibrio coluna pértico de Roorda pelo Método dos dois Ciclos

Iterativos - Matlab e Mastan2.
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5 CONCLUSAO

Um dos maiores desafios para os recém-formados na area de engenharia que
trabalham com analises estruturais ou estudantes de graduagdo é a falta de
experiéncia ao escolher parametros para uma analise de segunda ordem. A
utilizacdo de programas de analise estrutural, como Mastan2, se torna um dos
principais aliados nesse momento, porém, a escolha errada de fatores, como a
discretizagdo da malha, torna o processo dependente de uma maturidade muitas
vezes ndo atendida pelos iniciantes no assunto, além do gasto computacional
elevado para malhas extremamente refinadas. Dessa forma, € de suma importancia
o desenvolvimento de metodologias que sejam independentes desses fatores.

A teoria de Timoshenko, a qual considera o efeito da distorcdo de
cisalhamento, se mostra mais adequada a realidade quando comparada a teoria de
Euler-Bernoulli quando utilizada em estruturas com baixa esbeltez. Os objetivos
principais desses trabalhos foram analisar a magnitude do efeito de cisalhamento em
dois modelos e analisar o caminho de equilibrio de trés modelos por meio de uma
analise comparativa entre um software renomado de analise nao linear (Mastan2) e
o0 método dos dois ciclos iterativos utilizando o software Matlab.

No primeiro objetivo, foi possivel observar nos dois modelos a influéncia que a
distorgdo por cisalhamento possui, principalmente quando analisadas vigas com
baixa relagao vao/altura, com diferengas na casa dos 40% em ambos os modelos
analisados. Ou seja, em situagdes em que as vigas e pilares ndo sao esbeltos, como
vigas-parede, a ndo consideracao desse efeito pode ser prejudicial para a analise
dessas estruturas, principalmente para baixos valores de relagdo vao/altura.

Na analise seguinte, comparando os modelos do Matlab com o Mastan2,
pode-se observar que a utilizacdo do método dos dois ciclos iterativos para uma
analise nao linear se mostra satisfatoria quando comparada com o Mastan2 com 5
elementos. Ou seja, nesse caso, uma analise pelo método dos dois ciclos iterativos
utilizando o Matlab sem a discretizagao teria resultados muito proximos do Mastan2
utilizando métodos tradicionais de analise, que necessita de uma discretizacdo com
5 elementos. Sendo assim, se mostra bastante interessante para estudantes e
engenheiros recém-formados, tendo em vista que ndo necessita de uma experiencia

com refinamento de malha para resultados satisfatérios.
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Portanto, a analise nado linear utilizando o método dos dois ciclos iterativos
com a consideragdo da distor¢do por cisalhamento se mostra uma alternativa
competitiva com os tradicionais métodos de analise que utilizam de refinamento de
malha, tendo como principais vantagens a dispensa de experiéncia prévia do
analista e o ganho de tempo computacional para essas analises, pois, quanto maior

o refinamento da malha, maior o custo computacional.

5.1 Sugestdes para futuros trabalhos.

Sugere-se, para futuros trabalhos, analises andlogas as realizadas, porém
com outros modelos, como pérticos simétricos e assimétricos, vigas com cargas
distribuidas constantes e variaveis. E sugerido, também, o estudo da influéncia da

teoria de Timoshenko aplicada em bases elasticas ou com secodes variaveis.
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