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RESUMO

NEGREIROS, Jhoab Pessoa de. Métodos de diferencas finitas para a equacao de
difusao fracionaria. 2023. 174 f. Tese (Doutorado em Ciéncias Computacionais e
Modelagem Matematica) — Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2023.

Existe uma extensa gama de formulagoes que envolvem o termo derivada fra-
ciondaria, e esse nimero continua aumentando. Isso se deve ao fato de que a derivada
fraciondria é um conceito matematico complexo e abrangente, que pode ser usado para
descrever uma ampla gama de fendmenos. Considerando o crescente niimero de definigoes,
este trabalho apresenta um estudo por meio dos métodos numéricos com seis deriva-
das fraciondrias: Riemann-Liouville, Caputo, Chen, Katugampola, Caputo-Fabrizio e
Atangana-Baleanu. Essas derivadas sao aplicadas a equacao da difusao fraciondria em
uma dimensao com coeficiente constante, onde a variagao temporal fracionaria é simu-
lada no termo de difusao. A selecao desses operadores foi fundamentada na classificacao
realizada por Teodoro em sua tese de doutorado, a qual, a partir do critério proposto
por Ortigueira e Machado em 2015 — composto por cinco propriedades que nos auxi-
liam a concluir quando um operador especifico é uma derivada fracionaria —, verificou
se esses ou muitos outros operadores podem ser considerados derivadas fracionarias, de
acordo com o referido critério. A abordagem numérica adotada é o método das diferencas
finitas, empregando esquemas baseados nos métodos cldssicos de Euler progressivo e re-
gressivo. A analise numérica de estabilidade e convergéncia é realizada no método tipo
Euler progressivo e regressivo com a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville. O
desbalanceamento gerado pela derivada fracionaria na equacao da difusao fracionaria é
corrigido pela inser¢ao do parametro de correcao dimensional 7 no modelo. A contri-
buigao central deste trabalho foi o desenvolvimento de métodos numéricos e a construgao
dos respectivos codigos para a difusao de ordem fraciondria. Experimentos numéricos
sao apresentados, exibindo resultados com o objetivo de confirmar as conclusoes tedricas,
verificar a taxa de convergéncia, realizar comparagoes entre diferentes abordagens e com-
preender a importancia da validade das propriedades do critério de Ortigueira e Machado
para a modelagem. Algoritmos, juntamente com seus codigos em linguagem Python cor-
respondentes, estao disponiveis.

Palavras-chave: Derivadas fracionarias. Equacao da difusao fracionéria. Equacao da

difusao fraciondria. Critério de Ortigueira e Machado.



ABSTRACT

NEGREIROS, Jhoab Pessoa de. Finite Difference Methods for Fractional
Diffusion Equation. 2023. 174 f. Tese (Doutorado em Ciéncias Computacionais e
Modelagem Matematica) — Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2023.

There is an extensive range of formulations involving the term fractional derivative,
and this number continues to increase. This is due to the fact that fractional derivative is
a complex and comprehensive mathematical concept that can be used to describe a wide
range of phenomena. Considering the growing number of definitions, this work presents
a study using numerical methods with six fractional derivatives: Riemann-Liouville, Ca-
puto, Chen, Katugampola, Caputo-Fabrizio, and Atangana-Baleanu. These derivatives
are applied to the fractional diffusion equation in one dimension with a constant coef-
ficient, where the fractional temporal variation is simulated in the diffusion term. The
selection of these operators was based on the classification carried out by Teodoro in his
doctoral thesis, which, based on the criterion proposed by Ortigueira and Machado in 2015
— composed of five properties that help us conclude when a specific operator is a fractional
derivative — verified whether these or many other operators can be considered fractional
derivatives, according to the aforementioned criterion. The numerical approach adopted
is the finite difference method, employing schemes based on the classical progressive and
regressive Euler methods. The numerical analysis of stability and convergence is carried
out using the forward and backward Euler-type method with the fractional derivative
according to Riemann-Liouville. The imbalance generated by the fractional derivative
in the fractional diffusion equation is corrected by inserting the dimensional correction
parameter 7 into the model. The central contribution of this work was the development of
numerical methods and the construction of respective codes for fractional-order diffusion.
Numerical experiments are presented, displaying results with the aim of confirming theo-
retical conclusions, verifying the convergence rate, making comparisons between different
approaches, and understanding the importance of the validity of the properties of the Or-
tigueira and Machado criterion for modeling. Algorithms, along with their corresponding
Python language codes, are available.

Keywords: Fractional derivatives. Fractional diffusion equation. Finite difference

approximations. Ortigueira and Machado criterion.
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INTRODUCAO

No século XVII, de forma independente, Leibniz e Newton desenvolveram o célculo
diferencial de ordem inteira. Esse ramo da matematica, inspirado pelo estudo de fenomenos
que envolvem o movimento de corpos e sua variacao, desenvolveu-se e alcangou um rigor
suficiente ja no século XIX. Durante este mesmo periodo, o chamado calculo de ordem
nao inteira, ou simplesmente fracionaria, teve origem na correspondéncia trocada em 1695
entre ’'Hopital e Leibniz, na qual o primeiro pergunta: “Qual é o significado da derivada
de ordem 1/27”. Leibniz respondeu: “Um aparente paradoxo, do qual algum dia, con-
sequencias uteis poderao ser feitas”.

O desenvolvimento das bases do célculo fracionario se deu de forma gradual e
contou com a colaboragao de grandes nomes da matemaética: Euler e Lagrange no século
XVIII, Laplace, Fourier, Abel, no século XIX. Outros matematicos e fisicos contribuiram
para o crescimento do cédlculo fracionédrio. Contudo, foram trés conferéncias internacionais
que marcaram a popularizacao e divulgacao do célculo fracionario e suas aplicagoes. Ross
organizou em 1974 a primeira nos Estados Unidos (Universidade de New Haven) e a
segunda em 1984, na Escécia (Universidade de Stratchclyde Glasgow). Apds cinco anos,
em 1989, no Japao (Universidade de Nihon), ocorreu a terceira (TEODORO; OLIVEIRA;
OLIVEIRA, 2017).

Nas ultimas décadas, a continuidade e expansao dos estudos do calculo fracionério
foram alavancadas pela contribuicao de muitos grupos de pesquisa liderados por reno-
mados cientistas, dentre os quais mencionamos: Baleanu, Ortigueira, Mainardi, Tenreiro
Machado, Caputo, dentre outros. No Brasil, podemos mencionar o grupo de fisicos li-
derado por Lenzi, no Parand e também se destacam os estudos realizados pelo professor
Edmundo Capelas e seus coautores (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

Os avancos no céalculo fracionério geraram um crescimento nas aplicagoes em diver-
sas areas da ciéncia, com destaque na abordagem de problemas que envolvem os conceitos
de nao localidade e efeito de memoéria, dos quais uma parte nao pode ser modelada com
simplicidade pelo célculo diferencial de ordem inteira (MAINARDI, 2022). O sucesso nas
aplicagoes tornou o calculo fracionédrio mais relevante, o que acelerou seu desenvolvimento.
O progresso no campo teédrico, acompanhado de um nimero crescente de formulagoes para
a derivada fraciondria, nos levou a perguntar: quais desses operadores podem ser classifi-
cados como derivada fracionéria?

Em 1974, Ross propds um critério, (ROSS, 1975), composto por cinco propriedades

que um operador deve satisfazer para ser chamado de derivada fracionaria, a saber:
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1 A derivada fraciondria de uma funcao analitica! ¢ analitica;

2 A derivacao fracionaria, quando a ordem é um inteiro positivo n, n € N, deve

produzir o mesmo resultado da n-ésima derivagao ordindria, ou seja,

D" f(a) = L)

e quando ¢ um inteiro negativo —n, n € N, deve produzir o mesmo resultado da

repeticao n-ésima da integracao ordindria, ou seja,
z En—1 &1
prpa) = [ [ [ R g
o Jo 0

3 A derivada de ordem zero de uma fungio ¢é a prépria fungao Df(x) = f(x);
4 A derivada fracionaria é um operador linear;
5 A lei dos expoentes?, DD? f(z) = D**P f(x), é satisfeita para a < 0 e 3 < 0;

Em 2015, Ortigueira e Machado reformularam esse critério (ORTIGUEIRA; MA-
CHADO, 2015), tendo em vista a necessidade de uma derivada fraciondria satisfazer a

generalizacao da regra de Leibniz. As cinco propriedades propostas sao:
1 A derivada fracionaria é um operador linear;
2 A derivada de ordem zero de uma fungao é a prépria fungao D f(z) = f(z);

3 A derivacao fracionaria, quando a ordem ¢é um inteiro deve produzir o mesmo resul-

tado da derivagao ordinaria.
4 A lei dos expoentes, DD f(x) = D**P f(z), é satisfeita para o < 0 e 8 < 0;

5 Vale a generalizacao da regra de Leibniz, a saber,

D (o)) = 3 () D110 (o),

k=0

sendo

! Uma funcao analitica é uma funcio que pode ser localmente expandida em série de Taylor

2 A lei dos expoentes também é conhecida na literatura como propriedade de semigrupo.
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Teodoro (TEODORO, 2019), em sua tese de doutorado, classificou os operadores
mais estabelecidos e encontrados na literatura em trés classes distintas, a saber, derivadas
classicas, derivadas locais e derivadas com nicleo nao singular. Em seguida foi verificado
se cada um desses operadores pode ser classificado como uma derivada fracionaria, segundo
o critério de Ortigueira e Machado?.

Os resultados obtidos foram que os operadores da primeira classe cumprem as pro-
priedades do critério de Ortigueira e Machado. Portanto, esses operadores podem ser
chamados de derivadas fracionarias. Na classe das derivadas locais, nenhuma derivada
analisada satisfaz as propriedades referentes a lei dos expoentes e a generalizacao da regra
de Leibniz. Em vista disso, essa classe nao pode ser considerada derivada fracionaria
segundo tal critério. As derivadas da terceira classe, as de niicleo nao singular, também
nao podem ser chamadas de fracionarias segundo o critério de Ortigueira e Machado,
pois nenhuma delas satisfaz a generalizacao da regra de Leibniz. Contudo, neste traba-
lho, manteremos a nomenclatura derivada fracionaria para todos os operadores de ordem
arbitraria que mencionaremos.

Considerando os diversos problemas que sao estudados com as ferramentas do
calculo fracionario, destaca-se o da difusao andmala, que é, em algum sentido, uma ge-
neralizacao da difusao usual aproximada pela equacao classica da difusao, muitas vezes
chamada de equacao do calor. A generalizacao da equacao da difusao fracionaria pelo
uso das derivadas de ordem fracionaria tem sido eficaz para modelar a difusao em siste-
mas anomalos, tais como: a difusdo em transporte de fluidos em meios porosos (SPOHN,
1993), difusdo em plasmas (BERRYMAN, 1977), difusdo em fractais (STEPHENSON,
1995), entre outros.

Variagoes da equacao da difusao com derivadas fracionérias aplicadas relativamente
a variavel temporal e ou espacial tém sido empregadas em diferentes problemas (FARIA;
MOURA; NEGREIROS, 2023). Uma versao da equacao da difusdo fraciondria com a
derivada temporal nao inteira foi utilizada com relativo sucesso no problema do transporte
nao fickiano em meios porosos (ZHOKH; STRIZHAK, 2018), contaminante de fratura
em matriz de rocha porosa (FOMIN; CHUGUNOV; HASHIDA, 2010), dentre outros.
Todavia, nesta pesquisa, vamos considerar a equacao da difusao com derivada fracionaria
temporal aplicada no termo de difusao, conforme proposto em dois artigos de revisao por
Metzler e Klafter (METZLER; KLAFTER, 2000; METZLER; KLAFTER, 2004).

Aqui, a partir da classificagdo dos operadores fraciondrios realizada por (TEO-
DORO, 2019), escolhemos seis. Na classe das derivadas cldssicas, os operadores escolhi-

dos foram o de Riemann-Liouville e Caputo. Nas derivadas locais, escolhemos Chen e

3 Segundo (TEODORO, 2019) a escolha desse critério se justifica por ser mais restritivo que o proposto
por Ross.
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Katugampola, e na classe dos operadores com niicleo nao singular, escolhemos a derivada
fracionaria proposta por Caputo-Fabrizio e Atangana-Baleanu. Esses seis operadores fo-
ram aplicados a equagao da difusdo fracionaria em um problema de valor inicial e de
fronteira. A derivada fracionaria considerada é a relativa a variavel temporal, com ordem
a e R, 0< a< 1, como exigido pela versao da equacao da difusao fracionaria estudada.

Com o desenvolvimento e os avangos nas aplicagoes do calculo fraciondrio, surge um
problema especifico na area: a caréncia de métodos numéricos. Seguindo nessa direcao, a
fim de contribuir para esse déficit, esta pesquisa realizard o estudo da equacao da difusao
fracionaria com diferentes operadores, adotando uma abordagem numérica. Entao, os
estudos realizados neste trabalho sao de alguma forma uma extensao natural de trabalhos
que utilizaram a classica equacao da difusao de ordem inteira e estudaram a partir delas
o problema da difusao usual, com os métodos numéricos.

Comegamos escolhendo a abordagem numérica, que consiste no método das dife-
rencas finitas. A partir dessa escolha e da formulagao da equacao da difusao fracionaria,
torna-se necessario obter as aproximagoes para as derivadas, tanto para as inteiras quanto
para as fracionarias. No caso das derivadas inteiras, sao aplicadas as aproximagoes
classicas: diferencas avancadas e recuadas relativas a variavel temporal com ordem um,
e diferencas centradas relativa a varidvel espacial com ordem dois. Por outro lado, cada
uma das seis derivadas fracionarias é aproximada por diferentes esquemas numéricos. As
derivadas cléssicas de Riemann-Liouville e Caputo sao aproximadas pelo operador de
Griinwald-Letnikov (BALEANU et al., 2012) e pelo método denominado L; (OLDHAM,;
SPANIER, 1974), respectivamente. Os operadores de niicleo nao singular foram aproxi-
mados por esquemas relativamente recentes. (QURESHI; RANGAIG; BALEANU, 2019)
propuseram um esquema para a derivada de Caputo-Fabrizio e (YADAV; PANDEY; SHU-
KLA, 2019) propuseram um esquema para a derivada de Atangana-Baleanu. As derivadas
fracionérias de Chen e de Katugampola, devido a sua natureza local, permitiram que suas
aproximagoes fossem propostas a partir de adaptagoes das diferencas regressivas. A par-
tir dessas aproximagoes numéricas, propusemos esquemas baseados nos métodos de Euler
progressivo e regressivo.

Tendo em vista o objetivo principal deste trabalho, que consiste em uma abordagem
numérica da equacao da difusao fraciondria com diferentes operadores nao inteiros, esse
trabalho esta disposto da seguinte maneira: no Capitulo 1, realizamos uma revisao sobre
os fenomenos difusivos e a equacao de difusao fracionaria, abordando tanto a sua versao
classica de ordem inteira quanto a fracionaria. O Capitulo 2 é dedicado aos conceitos pre-
liminares que surgem ao longo do trabalho. Iniciamos com a definigao das funcoes Gama e
de Mittag-Leffler; em seguida, apresentamos a derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov.
Prosseguimos desenvolvendo os principais conceitos das aproximagoes por diferencas fi-
nitas e finalizamos explorando os conceitos fundamentais de consisténcia, estabilidade e

convergencia. No Capitulo 3, as derivadas cléssicas de Riemann-Liouville e de Caputo sao
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o objeto de estudo. Essas derivadas sao aplicadas a equacao da difusao fracionaria. Para
a derivada de Riemann-Liouville, propomos métodos do tipo Euler progressivos e regres-
sivos, e estudamos sua estabilidade e convergéncia. Para a derivada de Caputo, aplicamos
o método do tipo Euler regressivo. Os esquemas numéricos sao apresentados, assim como
seus respectivos algoritmos, e conduzimos experimentos numéricos. Nos Capitulos 4 e
5, aplicamos as derivadas locais de Chen e de Katugampola, bem como as derivadas de
nucleo nao singular de Caputo-Fabrizio e Atangana-Baleanu no problema da difusao fra-
cionaria. Os estudos nestes capitulos seguiram a construcao dos esquemas numéricos do
tipo Euler regressivo. Em seguida, apresentamos seus algoritmos e finalizamos realizando
experimentos com os métodos.

E por fim, no Capitulo 6 apresentamos resultados numéricos que sao obtidos dos
esquemas propostos nos trés capitulos anteriores. Foram realizadas comparagoes entre
os resultados numéricos da equagao da difusao fracionaria para os diferentes operadores,
analisando os efeitos ocasionados pelo emprego do parametro de correcao dimensional 7 no
balanceamento da equagao e a influéncia da ordem da derivada fracionéaria a, bem como
sua correspondéncia com as propriedades do critério de Ortigueira e Machado. Também
realizamos um experimento para medir o tempo de execugao dos codigos propostos no
trabalho. As ordens de convergéncia obtidas pelos métodos numéricos desenvolvidos es-
tiveram em concordancia com as aproximacoes empregadas. No Apéndice B disponibili-

zaremos os codigos em linguagem Python dos métodos numéricos propostos no trabalho.
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1 EQUACAO DE DIFUSAO CLASSICA E FRACIONARIA

Este capitulo serda dedicado ao estudo de dois aspectos fundamentais na compre-
ensao dos processos de difusao: a difusao classica, que é um fenomeno préprio da natureza,
aproximado por modelos matematicos consolidados; e a difusao anémala, um fenomeno
subdifusivo ou superdifusivo que tem sido estudado com relativo sucesso por meio de

modelos fraciondrios.

1.1 Difusao classica e seus modelos matematicos

A palavra difus@o origina-se do latim diffundare, composta pelo prefixo dif (separar,
em todas as dire¢oes) mais fundere (derramar, espalhar). Portanto, é um termo que
significa espalhar-se, esse é um termo muito abrangente e por isso, alguns significados
diferentes sao esperados a depender do contexto. Contudo, todos possuem um sentido
em comum, o movimento de elementos de um lugar de alta concentracao para um de
menor, isto é, um fendomeno comum na natureza e ocorre, em geral, quando um sistema
encaminha-se para o estado de equilibrio.

A compreensao da difusao tem despertado interesse em funcdao de um grande
nimero de fenomenos relacionados e ligados a biologia, como a difusao de gases nos
pulmoes e a difusao de substancias nas células, a engenharia, como a difusao de calor
em materiais e a difusdao de gases em materiais porosos, a fisica, exemplificada pela di-
fusao de particulas em um fluido e pela difusao de luz, e até as ciéncias econdomicas,
onde observamos a difusao de inovagoes e a difusao de informagoes no mercado finan-
ceiro. O matematico francés Joseph Fourier conhecido pelas iniimeras contribuicoes a
fisica matematica, das quais podemos destacar as séries de Fourier, a analise de Fourier,
os coeficientes de Fourier e a transformada de Fourier, foi também um dos precursores nos
estudos sobre a difusividade e calor em sélidos. Em 1807, um trabalho intitulado Théorie
de la Propagation de la Chaleur dans les Solides* foi submetido & Academia Francesa e
teve sua primeira publicacao em 1822 (FOURIER, 2009). Neste trabalho Fourier descreve
o processo transiente da conducao de calor em termos de uma equacgao diferencial parcial

parabdlica, que de acordo com a notacao por ele utilizada, é dada por

ov K [(0*v 0*v O*v
( ) 1)

ot CD \ 922 + Oy? + 0722

4 Teoria de Propagacdo de Calor em Sélidos
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em que v é a temperatura do objeto sélido em andlise, ¢t o tempo, K a condutividade
térmica intrinseca do material, C' o calor especifico do material, D a densidade do sélido
e x, y e z sao as coordenadas espaciais

As obras publicadas por Fourier tiveram influéncia no desenvolvimento de diferen-
tes trabalhos (NARASIMHAN;, 1999). O quimico Thomas Graham, produz uma série de
trabalhos em difusao de gases e em sais em liquidos que posteriormente sao as bases de
estudos de Fick, que compoem as leis fenomenoldgicas da difusao.

Em 1855, o fisiologista alemao Adolf Eugen Fick publicou seu primeiro artigo sobre
ciéncias fisicas, Uber Diffusion® (PICK, 1855). Neste artigo é apresentada a formulacao
matematica utilizada para descrever a difusao, que hoje é conhecida como a primeira lei

de Fick, a saber,

1% Lei de Fick - A taxa de difusao para espécies quimicas em uma solucao
aumenta com a diferenca na concentracao entre duas regioes adjacen-
tes. Essa diferenca atua como uma for¢a motriz para o movimento es-
pontaneo das particulas do soluto na dire¢ao da regidao de menor con-

centracao.

No processo de difusao, o fluxo de concentragao expressa a quantidade de substancia
que passa por uma secao transversal de area unitaria perpendicular ao movimento em um
certo intervalo de tempo, chamada de densidade de corrente, e esta é igual a taxa de
transferéncia de concentracao multiplicada por um constante de proporcionalidade. A
formulagao matemédtica desta lei em uma dimensao pode ser escrita como

9p

/= ox’ 2)

em que J é o fluxo de concentracao, D é o coeficiente de difusao, que depende das propri-
edades do meio, p é a concentracao da solugao em questao e o sinal negativo indica que o
fluxo se da no sentido contrario da taxa de crescimento da concentracao. A equagao (2)

é escrita no espaco tridimensional como

com p = p(r,t) e r = (x1,72,23). Os estudos realizados por Fick sdo sob condigoes
ideais, isto é, despreza forcas externas que poderiam atuar no sistema, por exemplo, a da
gravidade.

A concentracao de particulas em um determinado sistema, em uma abordagem

simplificada, considera que a substancia difundida nao é nem absorvida nem emitida pelo

5 Sobre a difusao
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meio, dessa forma, surge uma lei de conservacao que implica na equacao de continuidade

dp

L J = 4
VT =0, (4)

em que t é o tempo e J é o fluxo da quantidade fisica p. Combinando a equacao de

continuidade com a equagao (3), obtemos a conhecida equacao da difusao

o _

2~V (DVp) (5)

Para o caso em que o nimero de particulas nao é conservado no sistema, ou seja,
em que particulas sao inseridas ou retiradas do sistema a equacgao de continuidade possui
um termo nao homogéneo, a saber,

dp

— +V.-J =9, (6)

ot
em que ¢ é a densidade da fonte. Se & > 0, sao criadas ou emitidas particulas para o
sistema e este termo fonte representa uma fonte. Se § < 0, sao destruidas ou absorvidas
particulas para o sistema e este termo fonte representa um sumidouro. Neste caso, a

equagao de difusao assume a seguinte forma

% — V. (DVp) +6. (7)

Se se considerar o coeficiente de difusao D como constante e aplicar o divergente

as equagoes (5) e (7), tem-se

dp 2

— =D

T Vep (8a)
dp 2

— =D

T Vip+0, (8b)

sendo (8a) a equagao da difus@o sem fonte e (8b) com um termo fonte sumidouro.

1.2 Difusao anomala e seu modelo matematico

A medida da capacidade de difusao das particulas em um sistema pode ser quanti-
ficada pela média dos quadrados dos deslocamentos em relagao a uma posicao anterior de

referéncia de cada particula. Esse processo usado para estudar a difusao das particulas é
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chamado de deslocamento quadratico médio MSD® ou segundo momento da distribuicao,

ou ainda variancia, que é uma funcao do tempo, a saber,

@) = 3 3 folt) — @O )

onde N é o nimero de particulas, ;(0) é o vetor posi¢ao de referéncia da i-ésima particula
e x;(t) é o vetor posicao da i-ésima particula no tempo’ .
A difusao usual vista na Secao 1.1 é qualquer processo difusivo em que o desloca-
mento quadratico médio evolui de forma linear no tempo, isto é, quando é proporcional a
2
(x(t)?) ot (10)

com v = 1. Quando v # 1, tem-se a difusdo anomala, que pode ser classificada em relacao
a sua natureza, como subdifusiva ou superdifusiva. Para 0 <y < 1 em (10), o processo é
subdifusivo e superdifusivo quando v > 1. A Figura 1 exibe o gréfico de trés regimes de
difusdo em que o desvio médio quadrético (z(t)?) estd em funcao do tempo reduzido® t.

A difusdao anomala estd associada diretamente ao trabalho realizado pelo ma-
tematico e fisico britanico Lewis Fry Richardson. Em 1926, ele escreveu um artigo in-
titulado Atmospheric Diffusion shown on a Distance Neighbour Graph (RICHARDSON,
1926). Esse trabalho sobre difusdo turbulenta é considerado um marco dos fenomenos
turbulentos e na difusao anomala. Os experimentos conduzidos por Richardson visavam
estudar o comportamento do coeficiente de difusao K de diferentes materiais (RICHARD-
SON;, 1926). Ele mostra que a equagao de difusao de Fick,

Ov 0%v

onde v é a concentracao do nimero de particulas por comprimento, nao é adequada para
aproximar a difusao das correntes turbulentas da atmosfera.

Tomando como base (11), Richardson propoe ao invés de considerar a concentracao
v da substancia que estd sendo difundida como funcao da posicao. Ele utiliza o ntimero

de vizinhos por comprimento, ¢, como funcao da distancia [ entre eles, o que resultou na

6 Do inglés Mean square displacement.

“ 2

" A notacdo “:= 7 indica que (o termo que compde) o primeiro membro é definido pela expressao no
segundo — conforme adotado em algumas linguagens de programacao.

8 O termo “tempo reduzido” é comumente usado em contextos como dindmica de fluidos, andlise de
transporte de particulas, entre outros, onde a escala temporal é normalizada.
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Figura 1 - Grafico da difusao usual e anémala.
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Legenda: Deslocamento quadratico médio MSD em funcao do tempo ¢ para difusao usual e
anomala.
Fonte: O autor, 2023.

equacao chamada de Non-Fickian Diffusion

dq 0 Jq
5 =30 <F(l)a> (12)

sendo F'(I) uma fungao crescente de [.

Em seu trabalho, Richardson aproxima o valor de F'(I) com a construcao de graficos
dos respectivos logaritmos da difusividade K e da distancia de separacao [ a partir dos
dados experimentais disponiveis na literatura e também préprios. Ajustando os dados

com o valor da difusividade K = 0, 21*/3, chegou & equacéo

dg 0 4/38q
ot~ ol (l ol (13)

sendo a constante ¢ da ordem de 0,4cm?3s~!. A solucdo encontrada por Richardson para
essa equacao foi ,
q = A(4te)9) 3 ¢ aer (14)

em que A é uma constante independente de ¢t e de a. Em uma parte do trabalho, Richard-
son se dedicou a calcular os momentos da distribuicao. Como ela é par, os momentos de

ordem fmpar sao nulos ¢ o resultado do segundo momento obtido é (x(t)?*) = 12 (4te/9)3,
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que é a variancia. O resultado que Richardson alcangou para a difusao em correntes
turbulentas de ar é proporcional a t3, o que representa uma difusao que ocorre de forma
muito mais rapida quando comparada aquela obtida por Einstein em 1905, que se refere
ao movimento irregular de particulas suspensas em um liquido proporcional ao tempo,
que é o caso normal. Por isso, dizemos que a difusao nesse sistema é anomala do tipo
superdifusivo.

Apés os estudos de Richardson sobre difusao turbulenta, houve um periodo de
trés décadas com poucas publicagoes sobre o assunto. No entanto, desde entao, a difusao
anomala tem sido estudada na teoria de transporte. O fisico Harvey Scher e o matematico
Elliot W. Montroll ficaram conhecidos pelo estudo dos fenomenos subdifusivos, no qual
buscavam desenvolver um modelo adequado para explicar o comportamento anémalo de
transporte em materiais sélidos amorfos? que apresentavam difusao nao usual.

Scher e Montroll trabalhavam para a corporagao Xerox e, por isso, fizeram tra-
balhos experimentais com materiais amorfos que visavam o desenvolvimento de novas
maquinas fotocopiadoras. Os pesquisadores deram uma grande contribuicao para resol-
ver o problema da caréncia de modelos tedricos, quando publicaram o artigo Anomalous
transit-time dispersion in amorphous solids (SCHER; MONTROLL, 1975).

A equacao da difusao fracionaria pode ser obtida por meio da caminhada aleatoria
continua no tempo. Esse tipo de caminhada aleatéria esta associada a uma grande quan-
tidade de sistemas em diversas areas, como o estudo do fluxo através de meios poro-
sos (SCHEIDEGGER, 1958), sistemas relacionados a gases unidimensionais (HARRIS;
SELLS; GUTH, 1953) e a dindmica da difusao em cristais (RICE; FRISCH, 1960), entre
outros.

O modelo de caminhada aleatéria continua no tempo (CTRW1!?) tem como base a
ideia de que o comprimento de um passo dado pela particula, assim como o intervalo de
tempo entre dois passos, nao sao constantes e estao associados a algum tipo de funcao de
probabilidade (PDF!). A caminhada aleatdria é considerada um modelo aparentemente
simples, porém possui inumeras aplicagoes em modelos matematicos, fisicos e biolégicos
(CARVER; O’'TOOLE; RAIFORD, 1930). A partir dessa ideia central, é possivel chegar
a equacao da difusao fracionaria, como é feito por Denner em sua dissertacao de mes-
trado (VIEIRA, 2015). Nela, ele parte da andlise da caminhada aleatéria continua no
tempo e mostra como é possivel derivar equacoes diferenciais de difusao com existéncia

de operadores fraciondrios.

9 Sélidos amorfos, também chamados de materiais vitreos ou ndo cristalinos, sdo materiais que nio
possuem uma estrutura cristalina bem definida. Tais materiais sao compostos por dtomos ou moléculas
que estao dispostos de maneira desordenada, sem uma repeticao regular de padroes.

10 Do inglés Continuous Time Random Walk.

1 Do inglés Probability Distribution Function.



25

O problema de valores iniciais e de contorno com a condicao de Dirichlet!? da
equacao da difusao fracionaria consiste em determinar a distribuicao de temperatura, a

fungao u(z,t), tal que

a“gz’ b _ Dg, (KTQ%) +f(x,t), O<az<L, 0<t<T, (15a)
u(z,0) =¢(x), 0<z<L, (15b)
u(0,t) =1(t), 0<¢t<T, (15¢)
u(L,t)=r(t), 0<t<T. (15d)

A equagao (15a) foi proposta por Metzler e Klafter 2000, na qual D, denota
uma derivada fraciondria temporal nao local de ordem «, com 0 < o < 1 e ¢(z), I(t),
r(t) e f(x,t) sdo funcoes suficientemente regulares dadas. A constante K é conhecida
como difusividade térmica, e esse parametro K depende da condutividade térmica k, da
densidade p e do calor especifico do material s, isto é, K = k/ps que tem dimensao
[K] = 22/t (CANNON, 1984).

A adequacao da equacgao da difusao de ordem inteira para a de ordem arbitraria
gera um desbalanceamento dimensional em (15a). Assim, a partir de (G()MEZ—AGUILAR
et al., 2012) e (G()MEZ—AGUILAR; RAZO-HERNANDEZ; GRANADOS-LIEBERMAN,

2014) aplica-se um novo parametro 7 da seguinte maneira
1 [a” 11
B 16
T {dto‘] Tt (16)

sendo 7 um parametro cuja unidade é tempo, de modo que a equagao fracionéria (15a)
preserve a consisténcia da dimensao. Dessa forma, denominamos 7 como o coeficiente

da difusao fracionéria.

12° A condicdo de contorno de Dirichlet especifica o valor que a solucio u deve tomar em todos os pontos
da fronteira do dominio.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos defini¢coes fundamentais para a compreensao do tra-
balho. Iniciamos com a fun¢ao gama e a fungao de Mittag-Leffler, que surgem em algumas
defini¢oes no calculo fracionario. A seguir, é apresentada a formulagao da derivada fra-
ciondria de Griinwald-Letnikov, seguida dos conceitos e alguns esquemas dos métodos
das diferencas finitas. Finalizamos abordando as nocoes de consisténcia, estabilidade e

convergencia.

2.1 Funcao Gama

A funcao gama, também conhecida como funcao fatorial, desempenha um im-
portante papel em algumas defini¢bes no estudo do céalculo fracionario, por estender a

operacao fatorial para um niimero nao inteiro.

Definicao 1. A funcdao gama € definida pela integral impropria

[(z) := /000 et (17)

com Re(z) > 0.

A exponencial garante a convergéncia da integral na vizinhancga do infinito; ja a
convergéncia em zero ocorre para qualquer que seja o numero complexo z, com Re(z) > 0,
ou seja, no semiplano direito do plano complexo. Na outra porcao do plano complexo a

generalizacao pode ser vista pela definicao da funcao gama com limite

nln?

['(z) :== lim

n—oo z(z+ 1)...(z +n)’ (18)

Um caminho para chegar a definicao da funcao gama apresentada acima a partir

de (17) passa pela substituigdo de e~ pelo limite

t n
lim (1 - —) =e ! (19)
n—00 n

e a realizacdo de n integragdes por partes (PODLUBNY, 2002).

Como exibido na Figura 2 os cdlculos para valores com parte real negativa sao
possiveis, exceto para os polos da fungao gama que sao os nimeros inteiros negativos, isto
é,zeC—-7Z_.

Uma propriedade importante para a fun¢ao gama é I'(z + 1) = 2I'(2), a qual é



27

Figura 2 - Funcao gama.
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Legenda: Grafico da func¢ao gama I'(z) no dominio —5 < x < 5 e fatorial de (z — 1).
Fonte: O autor, 2023.

muito usada na simplifica¢ao de alguns resultados. Uma vez que I'(1) = 1, para z =n € N
temos, ['(n) = (n — 1)L

Uma outra fungao cujo conhecimento é indispensavel no estudo de calculo fra-
cionario é a funcao beta, muito utilizada para calcular derivadas fracionarias de poténcias

de funcoes.
Definicao 2. Sejam p > 0 e ¢ > 0, a funcgao beta de parametros p e q € dado por
1
Blpa) = [ 01— 0 (20)
0

A relacao entre a funcao beta e a funcao gama, a saber,

B(p,q) = ==, (21)

é muito 1til, pois em diversas situagoes nos permite realizar cancelamentos e simplifica¢oes

algébricas.
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2.2 Funcao de Mittag-Leffler

Em 1903, Mittag-Leffler propos a generalizacao para a fungao exponencial (MOS-
CHEN, 2006), e hoje essa func¢ao é conhecida em sua homenagem por fun¢ao de Mittag-

Lefller. Vejamos agora a definicao devida a Mittag-Leffler.

Defini¢ao 3 (Fungao de Mittag-Leffler de um parametro). A funcao de Mittag-Leffler é
dada pela série
(o] Zn
S 2
“—~ I'(an +1)

onde a € o parametro da func¢ao e z é a varidvel de interesse.

A funcdo E,(z) é uma generalizagdo da funcdo exponencial, pois quando conside-

ramos a = 1 temos,
e o )

Em 1905, Wiman (ANDERS, 1905) propos e estudou uma generalizagao da fungao

de Mittag-Lefller, que hoje é conhecida com funcao de Mittag-LefHler com dois parametros.

Definigao 4 (Funcao de Mittag-Leffler de dois parametros). A fung¢do de Mittag-Leffler

de dois parametros ¢ dada pela série

23
;;Fan%—b (23)

onde, a e b sao os parametros da funcdo e z é a varidvel de interesse.

Note que quando b = 1 na Equacao (24) recuperamos a funcao de Mittag-Leffler

de um parametro. De fato,

=FE,(2).
Zf‘an+1 (2)

n=0

Em 1971, Prabhakar (PRABHAKAR et al., 1971) introduziu a func¢ao de Mittag-
Leffler com trés parametros. Antes de apresentar sua definicdo vamos definir o simbolo

de Pochhammer.

Defini¢ao 5 (Simbolo de Pochhammer). O simbolo de Pochhammer é definido por:

(7)71 =

1, para n = 0;
y(y+1)...(y +n—1), para n € N.
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O simbolo de Pochhammer pode ser escrito em termo da funcao gama, isto é,

L(v+n)

Vn=aly+1)...(v+n—-1)= oo

note que neste caso y € C —7%Z_.

Definigao 6 (Fungao de Mittag-Leffler de trés parametros). A funcao de Mittag-Leffler

de trés parametros € dada pela série

o0

p
E“b ZF an+b (24)

n=0
onde (p), € o simbolo de Pochhammer.

A funcao de Mittag-Leffler de trés parametros é uma generalizacao das funcoes
de Mittag-Leffler de um e de dois parametros, visto que, ao fixarmos o valor de um dos

parametros como p = 1 na funcao de Mittag-LefHler de trés parametros, obtemos

(1)
Eop = ZFan—l—b ZFan—l—b ZFan—l—b = Fay(2).

As funcoes de Mittag-Leffler desempenham um papel muito importante no célculo
fracionario, pois permitem a identificacao de transformadas inversas, uma tarefa que pode

ser bastante trabalhosa na solucao de equagoes diferenciais.

2.3 Derivada fracionaria segundo Griinwald-Letnikov

A derivada fracionaria segundo Griinwald-Letnikov é uma das primeiras defini¢coes
normalmente estudadas quando se inicia no calculo fracionédrio. Esta formulagao foi pro-
posta por Anton Karl Griinwald, em 1867 (GRUNWALD, 1867) e Aleksey Vasilievich
Letnikov, em 1868 (LETNIKOV, 1868). O operador de Griinwald-Letnikov é obtido a
partir da generalizacao da derivada de ordem n. Considera-se uma fungao f suficiente-

mente regular de ordem n € N:
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f{t) — f(t— At)

D(l)f<t) B Aliglo At

DPf(t) = lm f@) —2f(t - 2;) + f(t —2At)

DO (1) — Jim f(t) = 3f(t— At) + 32% — 2At) — f(t — 3At)

DO = i, 5 S0 e w0, (25)

onde D@ f(t) = DV [DW f(t)], D® f(t) = DY [D@ f(t)] e assim por diante. Em (25),

surgem os coeficientes binomiais, isto é,
(n)_ n! nn—1)...(n—k—1)
ok

k (n— k) Jl

Definigao 7. A partir da expressao (25) define-se a derivada sequndo Grinwald-
Letnikov, D*f(t) = ¢ Df(t), substituindo diretamente n € N por a > 0 e o somatdrio

por uma Série infinita:

D0 = Jim, iz S (-0* () £t - ko (26)
em que Mat1)
(k;) T T+ DI (a—k+1) (27)

Como o € R —Z_ e k € N, o coeficiente binomial generalizado (27) néao se anula
para valores de k > «, diferentemente do que ocorre no caso em que a € N.

A representacao da formulacao de Grunwald-Letnikov como um limite nao é inte-
ressante, pois impossibilita grande liberdade de manipulacao, por exemplo, na resolucao
de uma equagao diferencial. Contudo, dentre outras razoes esse operador tem significativa
relevancia devido ao fato de ter uma ampla aplicabilidade na abordagem numérica e sua

equivaléncia como outros operadores fracionarios, como sera visto no Capitulo 3.

2.4 Aproximagoes por Diferencgas Finitas

Nesta secao, apresentamos os conceitos fundamentais relativos ao método das di-
ferencas finitas. Esse método consiste em substituir cada um dos operadores de diferen-
ciagao, explicitados na equagao sob estudo, por uma aproximagao de diferencas finitas.

As escolhas sao feitas com base em aproximagoes obtidas a partir da série de Taylor,
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que produzem férmulas que aproximam valores em um ponto com dependéncia de um ou
mais pontos no dominio da equagao considerada.
Em 1731, Brook Taylor (1685 — 1731), na publicacao Methodus Incrementorum

Directa et Inversa, introduziu a série

2 3 n

fla+z) = fla) + f(a)z + f”(a)% n f”’(a)% b @ L (28)

que passou a ser conhecida como série de Taylor.
O teorema da expansao de Taylor é a base tedérica dos métodos de diferencas finitas.
Sua demonstragao pode ser encontrada em (COURANT, 1963).

Teorema 1. (Teorema de Taylor) Seja f uma fun¢do real de uma varidvel, derivdvel até
a ordem n + 1 em um intervalo I, que contém x, com n > 0 inteiro. Entao, para cada
ponto x + h em I, existe um numero real &, entre x e x + h, tal que

2 h"

Fleth) = f@) + P@h+ @)+ @)+ Bae b, (29)

onde
hn+1

. fn+l
O valor absoluto

|En(z+h)| = |f(z 4+ h) = P.(z + h)|
¢ chamado de erro associado a aproximacao

P.(z+h) = f(z)+ f'(x)h+ f”(x)g—j +.+ f(”)(x)% : (30)

denominada polinomio de Taylor de ordem n, associado a f, x e h.
A esséncia principal do método das diferengas finitas é discretizar o dominio onde
a equacao diferencial esta definida e substituir as derivadas por aproximacgoes envolvendo
apenas valores numéricos da funcao (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013). Contudo,
antes de discretizacao é necessario apresentar a definicao de malha. Para isso, considere
o dominio a seguir
D:={(z,t)|] 0<z<L, 0<t<T}

sendo L e T' constantes positivas. Optamos por malhas retangulares homogéneas, com a
orientagao dos eixos coordenados. Sao mais simples e uma delas é exibida na Figura 3.

A malha é construida tomando primeiramente o segmento [0, L], que deve ser

13

dividido em M subintervalos de mesmo'® comprimento Ax; esse é o passo associado

13 Daf a expressdo homogénea.
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a varidvel espacial. Em seguida, o intervalo [0,7] é dividido em N subintervalos de
comprimento At, o passo associado a varidvel temporal. Dessa forma, define-se uma

malha com os nés (z;,t,) dados por
x;:=iAx, 1=0,1,2,..., M, L=MAx,

t,:=nAt, n=0,1,2,... N, T =NAt.
sendo M e N inteiros positivos.

Figura 3 - Malha Computacional.

I t
NANip—o——o—@ -

& & 4 & L *—>
0 Ar  2Az 3Ax  4Azx (M —1)Ax MAx

Legenda: Representacao de uma malha computacional homogénea bidimensional.
Fonte: O autor, 2023.

O processo, denominado discretizacao do dominio, da inicio ao esquema que per-
mite aproximar um problema continuo por um problema discreto, passando-se da busca
da solucao em espacos de dimensao infinita para espacos de dimensao finita. Por exem-
plo, a equacao da difusao do calor de ordem inteira no dominio ja discretizado passa a ser
escrita nos nés gerados, segundo a formulagao

2
8—u(xi,tn) = K%(xi,tn) + f(zitn), O0<az<L, 0<t<T,. (31)
ot Ox?

O préximo passo envolve a discretizacao das derivadas, ou seja, a aproximacgao
dos operadores de derivadas parciais na equacao diferencial por meio de operadores de
diferencas finitas.

Considere a derivada primeira em relacao a variavel ¢ em (31). Ao efetuar o

desenvolvimento da funcdo u(x,t) por meio da série de Taylor em torno dos pontos t + At
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e t — At, obtém-se, respectivamente,

At? At?

u(z,t + At) = u(x, t) + Atuy(x,t) + TUtt(i, t) + ?um(x, ) +.... (32)
AtZ 3

u(z, t — At) = u(x,t) — Atuy(x, t) + TU“(J;’ t) — Futtt(x, H+.... (33)

Como estamos interessados na primeira derivada, truncamos a série no terceiro

termo. Ao reorganizar as equagoes (32) e (33) e dividi-las por At, obtemos, respectiva-

mente,
u(z,t+ At) —u(x,t At
_ u(x,t) —u(z,t — At At
0, U := (z,1) A(t ) = wuy(x,t) — O <E>utt> (35)

Agora no segundo membro da equagao (31), é necessario aproximar a derivada
segunda com relacao a variavel z. Para isso, devemos usar desenvolvimentos em série de

Taylor da funcdo u(z,t) para os pontos z + Ax e x — Az. Dali, obtém-se

u(x + Az, t) = u(z, t) + Azuy(z, t) + Az—fum(:z:, )+ Ag—x'duzm(x, )+ A4—g'04umm(x, t)+...
(36)
u(r — Az, t) = u(z,t) — Azug(x, t) + Az—fum(x, t)— Ag—x'summ(x, t)+ A4—g|64umm(x, t)—...
(37)
Somando as duas séries, reorganizando os termos e dividindo por Az?, temos
2
520 — u(r — Aw,t) 212?225) + u(z + Az, t) () + O <A1_§7umm> (38)

que é uma aproximacao para a derivada segunda em relagao a variavel x, denominada de

diferenca centrada na varidvel z, com um erro local da ordem de Axz?.

2.5 Esquemas de Diferencas Finitas

A partir das aproximagoes encontradas na secao anterior, podemos obter alguns
dos métodos de diferengas finitas mais conhecidos, como veremos a seguir.
Nos pontos (z;,t,) da malha denotamos u(x;,t,) por U e substituindo (34) e (38)

na equagao diferencial (31), que conduz a equacao de diferengas finitas
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At Ax?

Esse esquema numérico é conhecido como Método de Diferencas Progressivas. A

yrtl _pyn n__9ymn n
7 [ IC( i—1 7 + H—l) ‘*’fln (39)

principal vantagem desse método é a facilidade de sua implementacao, devido a sua na-

tureza explicita, isto é,

Ut = oUf + (1= 20)U7 + oUfy, + AtfF, (40)

onde v denota o quociente KAt/Az?.
No entanto, o método das diferengas progressivas é condicionalmente estavel, o
que pode ser considerada uma deficiéncia, pois exige uma forte condicao entre as taxas

de convergéncia a zero dos parametros Ax e At, a saber,

At
(Ao)? < constante fixa. (41)

Haverd convergéncia das aproximacoes construidas somente se a condicao CFL4
(Courant-Fridrichs-Lewy) for satisfeita (MOURA; KUBRUSLY, 2013).

Para 1 <i < M — 1, podemos escrever a equagao (40) na forma matricial, isto é,
U™t = MU™ + C™ + ALf™, (42)

onde U™ = (U, UZ,...,UL_,)", C™ = (0UZ,0,...,0,0U%) ", f* = (fr f3, . fo)"

e

1—-2v v 0 0
v 1-2v w
M = 0 0
v 1-2v v
0 0 v 1—2v

A seguir, apresentamos o algoritmo do Método de Euler Progressivo referente a

equagao (42).

Método de Euler Progressivo

14 F yma condicao de estabilidade numérica que se aplica a esquemas de diferencas finitas usados para
resolver equagoes diferenciais parciais (EDPs) de forma aproximada. Ela estabelece uma restrigao na
escolha do tamanho do passo de tempo e do tamanho do espago de discretizagao na malha utilizada.
Essa restricdo é necessaria para evitar a amplificagdo de erros numeéricos e garantir que o comporta-
mento fisico correto seja reproduzido de forma estavel.



Propésito:

Solugao numérica da equagao da difusao cléssica de ordem inteira.

ou(z,t) K@%(m, t)
o Ox?

+ f(z,t), 0<axz<L, 0<t<T,
sujeita as condicoes de contorno
w(0,t) =1U(t) w(L,t)=r(t), 0<t<T,

e as condicoes iniciais

Método:
Diferencas finitas (esquema explicito)
Entrada:
Extremidade L, instante final T
M: ntmero de nés em x, N: numero de nés em t;

IC: coeficiente de difusao;

Saida:
Aproximagoes U]* para cada ¢ =0,1,...,M e paracadan =0,1,...
Passo 1
Faca
Ax = L/M, (calcula o comprimento do passo Ax);
At =T/M, (calcula o comprimento do passo At);
v = KAt/Az?;
Passo 2

Para:=0,1,..., M faca
U? = ¢(iAx), (valores iniciais);
Passo 3
Paran=20,1,..., N faca
Uy = l(nAt), (condigao na fronteira esquerda);
Uy, = r(nAt), (condi¢ao na fronteira direita);
Passo 4
Paran=20,1,..., N faca
parai=1,2,..., M — 1 faga
F = f(iAxz,nAt), (termo fonte);
Passo 5
Parai=0,1,..., M — 1 faca
para 7 =0,1,..., M — 1 faca

se i == j, entao /\/lf =1-—2uv;
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sei::j—loui::j+1,entéoMg:U;
senao MZ = 0, (matriz tridiagonal);
Passo 6
Faca n = 0;
Enquanto n < N faca
crie, V', vetor de ordem M;
para k=0,1,...,n faga
V=MxUm
Vo = Vo + v x Ug
V-1 =V +v XUy,
Urtl =V + At x I,
n=n-++1;
Passo 7
Paran =0,1,..., N faca
imprima U";
Passo 8

PARE (O procedimento estd completo).

O método das diferencas regressivas é um esquema que possui a mesma ordem
de precisao do método das diferengas progressivas (BURDEN, 2011). No entanto, ele é
incondicionalmente estavel, ou seja, a convergencia global nao depende da relacao mantida
assintoticamente entre Az e At (QUARTERONI; SACCO; SALERI, 2010). Substituindo
(35) e (38) em (31), temos

Up—URt (U =20+ UL,
At Ax?

+ fir. (43)
Como v := KAt/Az? a partir da expressao (43), chegamos a
—oU" + (14 20)U —oUY, = U+ ALfE, (44)
que mostra termos um método implicito. Para 1 <i < M — 1, a forma matricial de (44)
é
NU™ = U™ -~ C™ + Atf™, (45)
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onde a matriz NV é escrita da seguinte forma

1+2v —v 0 0

v 14+2v —v :

N = 0 0
v 14+2v —v
0 0 —v 14+ 2v

O algoritmo do método de Euler regressivo, referente a equagao (45), é descrito a

seguir.

Método de Euler Regressivo

Propésito:

Solucao numérica da equacao da difusao classica de ordem inteira.

ou(z,t) ICé?Qu(x, t)
o 0x?

+ f(z,t), 0<ax<L, 0<t<T,
sujeita as condicoes de contorno
w(0,t) =1(t) wu(L,t)=r(t), 0<t<T,

e as condigoes iniciais
u(z,0) =¢(x), 0<x<L.

Método:
Diferengas finitas (esquema implicito)
Entrada:
Extremidade L, instante final T’;
M: ntimero de nés em x, N: nimero de nés em t;
IC: coeficiente de difusao;
Saida:

Aproximagoes U]" para cada ¢ =0,1,..., M e paracadan =0,1,..., N;

Passo 1
Faca
Ax = L/M, (calcula o comprimento do passo Ax);
At =T /M, (calcula o comprimento do passo At);
v =KAt/Ax?;
Passo 2

Para:=0,1,..., M faca
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U? = ¢(iAx), (valores iniciais);
Passo 3
Paran =0,1,..., N faca
Uy = l(nAt), (condicao na fronteira esquerda);
Uy, = r(nAt), (condi¢do na fronteira direita);
Passo 4
Paran =0,1,... N faca
parai=1,2,..., M — 1 faca
F = f(iAx,nAt), (termo fonte);
Passo 5
Para:=20,1,...,M — 1 faca
para 7 =0,1,..., M — 1 faca
se i == j, entdo N7 = 1+ 2u;
sei==7j—1oui==j+1, entdo N/ = —v;
sendo N7 = 0, (matriz tridiagonal);
Passo 6
Faca n = 0;
Enquanto n < N faca
Uyt =01t —vx Uy
Uyt =Uit — o x Uy
resolva, NU" = U™t + At x F™;
n=n-++1;
Passo 7
Paran =0,1,... N faca
imprima U";
Passo 8

PARE (O procedimento estd completo).

Como nao houve modificacao na forma de aproximar as derivadas, o método das
diferengas regressivas, possui a mesma ordem de precisao do das diferengas progressivas,
isto ¢, O(At + Ax?). Nesse sentido, o método de Crank-Nicolson é mais indicado por
ser de segunda ordem em termos de precisao, tanto no tempo quanto no espaco, isto
6, O(At? + Az?). Ele é um método implicito amplamente utilizado por ser confidvel
e eficiente para resolver equacoes diferenciais parciais, especialmente para problemas de
difusdo parabdlica (LEVEQUE, 2007).

O algoritmo de Crank-Nicolson apresenta um aspecto particular: ele simula a
equacao no ponto médio entre dois nés consecutivos dos niveis temporais. Por isso, ele

pode ser pensado como a média aritmética entre os métodos de diferencas progressivas e
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regressivas, como visto a seguir

7

Ax? Ax?

urtt—-ur K (Uf_ L =20+ UR, N Urtt — 20t 4 U;fggl)
At 2

R (46)

(2

onde fM2 .= (fr 4+ 71 /2. Como v := KAt/Ax?, escrevemos
—%U{Lfll +(1+0) Ut — gUi’jjll _ gngl (1= 0)U" + gU[}H FALTY2 4

Para 1 <i < M — 1, a forma matricial para (47) é

NU"! = MU™ + C™ — C™ + Atfrti/?, (48)
onde:
1—v 0,5v 0 0
0,5v 1—v 0,50 :
M = 0 0
0,5v 1—v 0,5v
0 0 0,5v 1—w
e
1+v —0,5v 0 0
—0,5v 1+4+v —0,5v
N := 0 0
: —0,5v 14+v —0,5v
0 0 —0,5v 14w

Abaixo, fornecemos o algoritmo do Método de Crank-Nicolson para a equagao (47).

Método de Crank-Nicolson

Proposito:

Solucao numérica da equacao da difusao classica de ordem inteira.

ou(x,t) K Ou(x,t)
ot Ox?

+ f(z,t), O0<z<L, 0<t<T,
sujeita as condicoes de contorno
w(0,t) =1(t) wu(L,t)=r(), 0<t<T,

e as condigoes iniciais

u(z,0) = ¢(x), 0<z<L.



Método:
Diferencas finitas (esquema implicito)
Entrada:
Extremidade L, instante final T’
M: ntmero de nés em x, N: numero de nés em t;

IC: coeficiente de difusao;

Saida:
Aproximagoes U* para cada ¢ =0,1,...,M e paracadan =0,1,...
Passo 1
Faca
Ax = L/M, (calcula o comprimento do passo Ax);
At =T/M, (calcula o comprimento do passo At);
v = KAt/Az?;
Passo 2

Para:=0,1,..., M faca
U? = ¢(iAx), (valores iniciais);
Passo 3
Paran=0,1,..., N faca
Uy = l(nAt), (condigao na fronteira esquerda);
Uy, = r(nAt), (condi¢ao na fronteira direita);
Passo 4
Paran=20,1,..., N faca
parai=1,2,..., M — 1 faga
F = f(iAxz,nAt), (termo fonte);
Passo 5
Parai=0,1,..., M — 1 faca
para 7 =0,1,..., M — 1 faca
se i == j, entao Mf =1-u;
sei==j—1oui==j+ 1, entdo M = 0, 5v;
sendo M/ = 0, (matriz tridiagonal);
Passo 6
Para:=0,1,...,M — 1 faca
para 7 =0,1,..., M — 1 faca
se 1 == j, entao Ng =1+wv;
sei==7—1oui==j+1, entao Ng = —0,5v;
sendo N7 = 0, (matriz tridiagonal);
Passo 7
Faca n = 0;

Enquanto n < N faca

40
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crie, V', vetor de ordem M;
para k=0,1,...,n faca
V=MxU"
Vo=Vo+vxUl—vx UM,
Virer = Vi + o x Uy — o x UL
resolva, NU" ™ =V + At(F™ + F™1)/2;
n=n-+1;
Passo 8
Paran=20,1,..., N faca
imprima U";
Passo 9

PARE (O procedimento estéd completo).

A escolha de um dos métodos: diferencas progressivas, regressivas ou de Crank-
Nicolson, depende da natureza do problema, das exigéncias de precisao e estabilidade, e
do equilibrio entre eficiéncia computacional e acuracia numérica. Os cddigos referentes

aos métodos estao disponiveis em linguagem Python no Apéndice A.

2.6 Consisténcia, estabilidade e convergéncia

Nesta secao, vamos explorar os conceitos fundamentais para avaliar a qualidade
e confiabilidade dos algoritmos utilizados na resolucao de problemas matematicos por
meio de métodos computacionais. Ao aplicarmos um método numérico a uma equacao
diferencial, é pertinente questionar o quanto a solucao obtida se aproxima da solucao
analitica. Por isso, torna-se necessario realizar o estudo da consisténcia, estabilidade e

convergencia do método.

2.6.1 Consisténcia

Uma condicao importante para uma aproximacao por diferencas finitas é que ela
seja consistente com a equagao diferencial que estd sendo discretizada. Quando aplica-se as
aproximacoes as derivadas de uma equacao diferencial, uma equacao de diferencas finitas
EDF ¢ formada e consequentemente o erro advindo exclusivamente pela substituicao da
solucao exata na equacao de diferencas é chamado de erro de truncamento local. Todavia,
quando o espacamento da malha, tanto no espaco Az quanto no tempo At, tende a zero,
é desejavel que a equacao de diferencas finitas se aproxime da equacao diferencial parcial.

Essa é a condigao para garantir a consisténcia do método.



42

2.6.2 Estabilidade

Em 1956, Peter Lax e Robert Richtmyer publicaram o trabalho no qual introdu-
ziram o conceito mais geral de estabilidade (LAX; RICHTMYER, 1956). Esse conceito
afirma que se um método numérico nao é estavel, entao quaisquer erros ou perturbagoes
sao amplificados sem limites. Em outras palavras, o conceito de estabilidade esta relaci-
onado ao crescimento ou decrescimento dos erros introduzidos nos calculos.

Ao aplicar um método numeérico a uma equacao diferencial, é de suma importancia
realizar o estudo da sua estabilidade, uma vez que essa estd diretamente ligada a sua
confiabilidade. Os métodos numéricos sao classificados em trés categorias em relacao a

sua estabilidade. Sao elas:

e Condicionalmente estaveis: Sao métodos numéricos nos quais a estabilidade depende
de certas condigoes ou restrigoes nos parametros do problema ou no passo de discre-
tizacao. Esses métodos podem ser estaveis apenas dentro de determinados limites
ou faixas de valores. Caso essas condi¢oes nao sejam atendidas, a estabilidade pode

ser comprometida e erros amplificados podem ocorrer.

e Incondicionalmente estaveis: Sao métodos numéricos nos quais os erros e per-
turbacoes introduzidos nos calculos sao controlados e limitados. Esses métodos
garantem que pequenas perturbagoes nos dados de entrada resultem em erros cor-
respondentes também limitados na solugdo numeérica. A estabilidade é preservada

independentemente do tamanho da malha ou do nimero de iteragoes.

e Incondicionalmente instaveis: Sao métodos numéricos nos quais pequenas perturbacoes
nos dados de entrada resultam em erros amplificados e incontrolaveis na solucao
numérica. Esses métodos nao sao confidveis para a resolugao numérica de proble-
mas, pois erros insignificantes podem se propagar e levar a resultados completamente

erroneos. Métodos instaveis geralmente devem ser evitados na pratica.

H& alguns critérios para o estudo da estabilidade de um método numérico, dos

quais destacamos o critério de Von Neumann e o critério da matriz.

e O critério de Von Neumann, descrito por Charney e Fjortoft em 1950 (CHARNEY;
FJORTOFT; NEUMANN, 1950), é um método amplamente utilizado para analisar
a estabilidade de métodos numéricos que envolvem a solucao de equacoes diferenciais
parciais. Neste método, a solucao da equacao de diferencas finitas é expandida em
série de Fourier. A reducao ou crescimento do fator de amplificacao indica se o

método é ou nao estavel.

e O critério da matriz, descrito por Eddy em 1958 (EDDY, 1958), é um método utili-

zado para analisar a estabilidade de métodos numéricos. Diferentemente do critério
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de Von Neumann, ele considera o efeito de condicoes de contorno nao periédicas na
analise de estabilidade. No entanto, em muitas aplicacoes, calcular a condicao de

estabilidade na pratica nao é uma tarefa facil.

2.6.3 Convergéncia

A convergéncia se baseia nos dois conceitos vistos anteriormente, consisténcia e
estabilidade. A convergéncia de um método numérico é extremamente importante do
ponto de vista pratico, pois deseja-se que a solugao numérica calculada reproduza da
maneira mais préxima possivel a solucao exata do problema.

Destaca-se que, para a solugao numérica se aproximar gradualmente da solucao
exata, € necessario que seja possivel recuperar a equacao diferencial original por meio
da reducao do espacamento dos passos da malha e, consequentemente, reduzir o erro de
truncamento local. Entao, a consisténcia é uma condigao necessaria para a convergencia
(RUDIN et al., 1976). No entanto, a consisténcia nao é a unica condi¢ado para a con-
vergéncia, uma vez que é possivel ter um esquema consistente, mas nao convergente.
Para determinar a convergéncia, é necessario analisar a estabilidade do método.

O Teorema de Equivaléncia é um resultado fundamental na andalise do método das
diferencas finitas para a solugdo numérica de equacoes diferenciais parciais. Ele estabe-
lece que, para um problema de valor inicial bem posto!® e um método de discretizacao

consistente, a estabilidade é uma condicao necessaria e suficiente para a convergéncia

(RICHTMYER; MORTON, 1967).

15 O matemético francés Jacques Hadamard definiu um problema bem-posto, como sendo aquele que
cumpre as trés condicoes, a saber: Existéncia - o problema deverd possuir solucao; Unicidade - a
solucdo devera ser unica; Estabilidade - a solugdo tem uma dependéncia continua (suave) com os dados
de entrada (NEGREIROS, 2010).
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3 DIFUSAO FRACIONARIA COM DERIVADAS CLASSICAS

Este capitulo serd dedicado ao estudo de duas formulagoes para as derivadas fra-
ciondrias: a formulagao de Riemann-Liouville e a de Caputo. Essas duas formulagoes serao
denominadas como derivadas fracionarias classicas, conforme a classificacao estabelecida
por Teodoro (TEODORO, 2019). Serao apresentados os métodos numéricos propostos
para a equagao da difusdo fraciondria (15) utilizando o operador fracionario de Riemann-
Liouville e de Caputo. A abordagem serd feita através do método das diferencas finitas,
com a aplicacao dos esquemas baseados no método de Euler progressivo e regressivo para
o operador de Riemann-Liouville, e regressivo para o operador de Caputo. O estudo da
analise de estabilidade e convergéncia dos esquemas numéricos sera realizado para a de-
rivada de Riemann-Liouville. Além disso, serao apresentados exemplos de aplicacao dos

métodos e seus respectivos algoritmos para ambos os operadores.

3.1 Derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville

Em 1869, Nikoly Sonin publicou o primeiro trabalho que emprega o operador
conhecido como derivada de Riemann-Liouville (SONIN, 1869). Esse operador ¢é definido

em termos da integral fracionaria:

Definicao 8. Para o > 0 definem-se as integrais fraciondrias de Riemann-Liouville a
esquerda (49) e a direita (50) para uma fungdo f integrdavel a Riemann em (a,b), respec-

tiwamente por

W0 = g [ (=9 )i (49)
b
W 0) = s [ =07 s (50)

sendo T'(+) a fun¢ao gama e o a ordem da integral fraciondria.

A formulagao dessa derivada de ordem arbitraria é definida em termos da integral

fracionaria com base no fato de a derivacao ser operacao inversa da integragao e na lei

dos expoentes (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

Definigao 9. As derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville de ordem o > 0 a esquerda

(51) e a direita (52) de uma fungdo f(t), t € (a,b) sao definidas respectivamente como

1 am

r DG f(t) = T(m — o) dim

/ (t— sy f(s)ds (51)
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(-ymd

R DY f(t) = T(m — o) dtm

b
[ s=ometps. (52)
t
sendo m o inteiro positivo que satisfaz m —1 < o < m, chamado teto inteiro de a.

Essa formulagao cumpre as cinco propriedades do critério proposto por Ortigueira
e Machado, isto é: a derivada fracionaria de Riemann-Liouville é um operador linear; a
derivada de ordem zero de uma funcao é a prépria funcao; a derivada fracionaria para o
inteiro gera o mesmo resultado da derivada ordinaria equivalente; a lei dos expoentes é
satisfeita e vale a generalizagao da regra de Leibniz (TEODORO, 2019).

O problema de valores iniciais e de contorno da equagao de difusao fracionaria que
descreve a subdifusao/superdifusao (SO; LIU, 2004) consiste em determinar uma fungao
u(z,t), definida para 0 < x < Le 0 <t < T, tal que

6ué$t, t) _ rDg, (T“K%) + f(x,t), 0<z<L, 0<t<T, (53a)
u(z,0) =¢(x), 0<z<IL, (53b)
w(0,t) =1(t), 0<t<T, (53c)
w(L,t)=r(t), 0<t<T, (53d)

onde 0 < a < 1 é a ordem da derivada fraciondria e ¢(x), I(t), r(t) e f(x,t) sdo fungoes
suficientemente regulares dadas.

A derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov para uma funcao suficientemente
regular u(t) é equivalente a sua derivada fraciondria no sentido de Riemann-Liouville
(BALEANU et al., 2012). Este fato torna possivel obter aproximagoes para a derivada

fracionaria de Riemann-Liouville se empregarmos a de Griinwald-Letnikov, isto é,

D0, = 5 (-1} ultnos) + 080) (54

k=0
A expressao (54) é uma aproximagcao linear (de ordem 1) para qualquer a > 0.

Contudo, para 1 < a < 2, ela pode gerar esquemas numéricos instaveis (MEERSCHA-
ERT; TADJERAN, 2004).

3.2 Método tipo Euler progressivo com Riemann-Liouville

Nesta secao, desenvolveremos o método tipo Euler progressivo (MtEP) aplicado

ao problema (53). Este esquema explicito é particularmente interessante devido a sua
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simplicidade e facil implementacao'®. Aplicamos em (53a) as aproximagoes (34), (38) e

(54). Dessa forma, o problema (53) é escrito da seguinte maneira, com i =1,2,..., M —1
en=12,...,N:
n+1 n n n—k n—k n—k
U; +A; U] K <é)a > (k) (Uz‘—l - 22252 + U ) + (552)
U =¢(z;) (i=0,1,..., M), (55b)
Uy =1(t,) (n=0,1,...,N), (55¢)
Uy =r(t,) (n=0,1,...,N), (55d)

onde w(k) = (—=1)*(9) e fI" = f(x,t,) em (55a). A partir de (55a), escrevemos
UM = U 4y w(k) (U = 2077 + URh) + Aty (56)
k=0
com 7 = ICAA—;2 (Alt)a. Para 1 <i < M — 1, a forma matricial para (56) é

U™ =U™+ ) w(k) (AU + C™%) + Atf™, (57)
k=0

onde fm = (fr, fo,... foo ) U = (Un Uy, U, Cr = (rURLO, ., 0,1U0%)T

e

—2r r 0o ... 0
ro =2r r

A= 0 0
: . —2r r
0 .. 0 r  —2r

As Figuras 4a, 4b e 4c exibem a dependéncia dos valores calculados com relagao
aos nds nos trés primeiros niveis para o MtE P, respectivamente. O esténcil formado pelas
arestas vermelhas mostra os valores que precisam ser conhecidos para o calculo do né da
posicao i no passo n. Esta visualizacao comprova o efeito de meméria quando utilizamos
a derivada fracionéaria (FARIA; MOURA; NEGREIROS, 2021).

16 Cédigo na linguagem Python disponivel no Apéndice B.1



Figura 4 - Esténcil do método tipo Euler progressivo com a derivada de Riemann-Liouville.
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n=2@
n=1@ p \ L ] L
//// \\\\\‘ n=1 ‘/
n=0® .
-1 ' i+1
i i i o0 @
i—1 i+1
(a) (b)

i+1

Legenda: As figuras exibem os esténceis em vermelho na posi¢ao i e nos niveis: (a) n =1, (b)

n =2 e (c) n =3, para o problema (15), com a derivada segundo Riemann-Liouville,

quando aplicado o método tipo Euler progressivo.

Fonte: O autor, 2023.
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3.2.1 Estabilidade do MtEP com Riemann-Liouville

A estabilidade de um esquema numérico estd relacionada ao crescimento ou decai-
mento dos erros decorrentes das aproximagoes nos operadores e das multiplas operagoes
aritméticas associadas com a solucao das equacoes algébricas. Esse estudo pode ser reali-
zado por diferentes abordagens entre as quais podemos citar o método da energia (GAO;
SUN, 2011), o método das matrizes (LIU et al., 2004) e o critério de von Neumann que é
também conhecido como método de Fourier (STRIKWERDA, 2004).

O critério de von Neumann ¢é fundamentado nas séries de Fourier e este possibi-
lita dar condicoes necessarias e suficientes para a estabilidade de esquemas de diferencas
finitas. Esse critério é baseado no principio de superposicao, ou seja, o erro global é o
somatoério de erros mais simples, também conhecidos por harmonicos.

A andlise de estabilidade do problema (55) serd realizada pelo critério de von

Neumann. Seja U = d,, /"% onde j?> = —1 e 0 = 2rm/L. Inserindo essa expressao em
(56), temos
dn+1 ejaiAx _ dn ejaiAa: 4 Z w(k) (dn—k er(i—l)Ax _an—k ejaiA:v +dn—k eja(i-l—l)Ax)
k=0

n

dn+1 = d,+r Z W(k)dn—k (e—jUAac —2 4+ ejaAgc)
k=0

dpt1 = dp+r Z w(k)d,—r (2cos (cAz) — 2)

k=0

A n
dpp1 = dy — 4rsen? (U—;> S w(k)dar. (58)

k=0

Teorema 2. O método explicito tipo Euler progressivo (55) € estdvel se

S (5) <3

Demonstragao. A estabilidade em (58) é determinada pelo comportamento de d,,. Por

Von Neumann podemos escrever
dn+1 = 7(U)dn7 (59)

e assumindo que v := 7(o) nao depende do tempo (STRIKWERDA, 2004). Entao (58)
implica uma expressao fechada para o fator de amplificacao . Aplicando d,,1 = ~vd,, e

dp_x =y *d, em (58), temos

A n
vd,, = d,, — 47 sin’ (%) Zw(/ﬂ)'y’kdn (60)
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ou .
v =1 — 4rsin? (%Aa:) w(k)y*F. (61)

k=0
Se |y| > 1 para algum o, o fator da solugao d,, cresce para infinito de acordo com
(59) e o método ¢ instavel. Considerando o valor extremo v = —1, obtemos de (61) o

seguinte limite de estabilidade em r, isto é,

—1::1—4r$n2(3§f)k;f—1ﬁ(z>(—n—k (62)

Az w— [«
1= 2rsin? [ 222 .
7 sin ( 5 >k0 (k) (63)

(64)

2 () T ()

O valor de r em (64) depende do numero de iteragoes n. No entanto, esta de-
pendéncia é fraca; dessa forma aproxima-se Y ,_o (%) por Y pop (§) = 2* (YUSTE;
ACEDO, 2005). O valor maximo do quadrado da func¢ao seno é limitado por um. Por-

tanto, podemos fornecer um limite conservador e facil de ser aplicado para a estabilidade

do método tipo Euler progressivo

Kf%(T)a< L (65)

]

Vale notar que, se a — 0, podemos pensar que, em algum sentido, a equacao da
difusao fraciondria (53a) se reduz a equagao classica da difusao (31). Por outro lado, ao
fazer a tender a 0 em (65), essa condigao tende para

At 1
<

A Sy (66)

que é a condicao de estabilidade do método de Euler progressivo quando aplicado a
equagao classica da difusao (LEVEQUE, 2007).

3.2.2 Convergéncia do MtEP com Riemann-Liouville

A propriedade mais fundamental que um esquema numérico deve possuir para ser
util é que suas solugoes se aproximem da solucao exata da equacao diferencial parcial
correspondente e que essa aproximacao melhore a medida que os espagcamentos da malha,

Ax e At, tendam a zero. Quando essa condicao ¢é satisfeita, chamamos esse esquema de
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convergente (STRIKWERDA, 2004).

O estudo da convergéncia sera realizado por meio de uma relagao precisa entre as
condicoes de consisténcia, estabilidade e convergéncia para um problema bem-posto. Esse
resultado é decorrente do teorema da equivaléncia de Lax-Richtmyer, que sera enunciado

a seguir.

Teorema 3 (Teorema da Equivaléncia de Lax-Richtmyer). Um esquema de diferencas
finitas consistente para uma equacgao diferencial parcial, cujo problema de valor inicial €

bem-posto, € convergente se e somente se for estdvel.
Demonstracao. Ver (STRIKWERDA, 2004) O

O teorema de equivaléncia de Lax-Richtmyer relaciona um conceito importante
que é dificil de estabelecer (convergéncia) diretamente com outros conceitos que sao rela-
tivamente mais faceis de verificar (consisténcia e estabilidade) e estabelece essa relacao de
forma muito precisa. A aplicacao do teorema concentra-se na parte que afirma que con-
sisténcia e estabilidade implicam convergéncia. Todavia, o resultado do teorema também
é til no sentido inverso. Ele afirma que nao devemos considerar esquemas instaveis, pois
nenhum deles serd convergente. Assim, a classe de esquemas razoaveis é precisamente de-
limitada como aqueles que sao consistentes e estdaveis; nenhum outro esquema é merecedor

de consideracoes.

Definicao 10. Dada uma equacao diferencial parcial, Pu = f e um esquema de diferencas
finitas Paz aew = f, dizemos que o esquema de diferencas finitas € consistente com a

equagao diferencial parcial se, para qualquer funcgdo suficientemente reqular ¥ (x,t),
Py — Pagap = 0 quando Az, Ax — 0,

a convergéncia ocorre de forma pontual para cada par (x,t).

Teorema 4. O método tipo Euler progressivo (55a) aplicado a equagdo da difusio fra-

ciondria com a derivada de Riemann-Liouville (53a) € consistente.

Demonstracdao. Usando a notacao apresentada na Definicao 10, temos: o operador P da

~ . ~ . 7’ . 7’ 2
equacao da difusao fracionaria é % — Ko rr DG, (%), de modo que
Pw = wt — KaRLDg,thx - f

Para o esquema do método tipo Euler progressivo, o operador de diferenca fica

WLH — Y7 1 ?:1k - 2¢?_k + ?+_1k
Pagagth = i — Y% g k _ g
Az, ALY N NE /?0 w(k) N2 fi
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onde ¥ = (iAx,nAt). Agora, desenvolvendo a série de Taylor da fungao ¢ em relagao

at ez em torno de (iAz,nAt), temos

At?
IMHFI =Y + Aty + dett + O(At?) (67)
A 2 A 3 A 4
2! 3! 4]
A 2 A 3 A 4
P = U7 Avy + Ste + Ve + Ve + 0(A27),  (69)

onde as derivadas no segundo membro de (67) a (69) sao avaliadas em (z;,%,). Conside-
raremos também a aproximacgao da derivada fracionaria de Riemann-Liouville da fungao
vemt =t,:

n

w D0, = 55w V¥ () pltans) + 0180 (70)

k=0

Aplicando ajustes e manipulagdes convenientes em (67), (68) e (69), obtemos

A K, < Ax?
PAm,Atd} - (wt + Ttwtt + O(At2)> Z w(k> (wwx + %wa:mmx + O(At4))

~Ate
k=0
+ O(At) — fI.
Fazendo . %
P¢ - PAm,Atw = _§Atwtt + T;ASLB RLD&tz/)x:mz + O(At>
obtemos
Pt — Pagar — 0 quando (Az,At) — 0

e, portanto, o esquema é consistente. ]

Definicao 11. Um esquema de diferencas finitas de um passo que aproxima uwma equagao
diferencial parcial é um esquema convergente se, para qualquer solugao da equacdo diferen-
cial parcial, u(t,x), e solugoes do esquema de diferengas finitas, U, tal que U converge
para ¢(x) a medida que iAx converge para x, entao U converge para u(t,x) a medida

que (1Ax,nAt) converge para (t,x) conforme Ax, At convergem para 0.

Teorema 5. O método tipo Euler progressivo (55a) aplicado a equagdo da difusao com

derivada sequndo Riemann-Liouville (53a) é convergente se

At 7/ T \@ 1
—_— | — < .
Cx (37) <3 ()

Demonstra¢ao. De acordo com o Teorema 4, o método MtEP é consistente e, pelo Teo-

rema 2, vimos que se a condigao (71) for satisfeita, o método é estavel. Portanto, sob as
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condicoes do teorema da equivaléncia de Lax-Richtmyer e aplicando os resultados, con-
cluimos que o método MtE P aplicado a equacao de difusao fracionaria com derivada de

Riemann-Liouville é convergente. O]

3.2.3 Experimentos numéricos do MtEP com Riemann-Liouville

Aqui, vamos apresentar alguns testes com o método do tipo Euler progressivo
aplicado a equacao da difusao fracionaria com a derivada de Riemann-Liouville. Serao

comparadas as solugoes aproximadas com a solucao analitica correspondente.

Experimento 3.1. A funcio u(z,t) = t'®exp(n(z —a)) € a solugdo encontrada para o
problema (53), relativa ao dominio (x,t) € [0,1] %0, 1], estando os dados usados descritos

a Sequir:

o f(x,t)= (1, 595 — WQ—F(FQ%’EL)ISM’_O‘) exp(m(z — a));

e p(x)=0; I(t)=tYexp(—ma); r(t)=texp(r(l—a)).

A Tabela 1 apresenta os resultados encontrados para o erro na norma L?, com
K =1, At =1/40000 e 7 = 1 fizados e variando o nimero de passos na varidvel espacial

Ax, como também a ordem da derivada fraciondria o.

Tabela 1 - Método tipo Euler progressivo com derivada fracionaria de Riemann-Liouville.

M a=0,1 a=0,2 a=0,3 a=0,4 a=20,5
10 | 2,8564 x 1072 | 2,0960 x 1072 | 1,5387 x 1072 | 1,1299 x 1072 | NaN
20 | 7,1664 x 1073 | 5,2543 x 1073 | 3,8541 x 1073 NaN NaN
30 | 3,1813 x 1073 | 2,3294 x 1073 NaN NaN NaN
40 | 1,7848 x 1073 | 1,3044 x 1073 NaN NaN NaN
50 | 1,1382 x 1073 NaN NaN NaN NaN

Legenda: Erro na norma L? com K = 1, At = 1/40000, 7 = 1, M é a quantidade de passos na

varidavel z e o é a ordem da derivada fracionéria.
Fonte: O autor, 2023.

Os resultados numéricos obtidos confirmam o resultado da andlise numérica (65)

que exibe uma dependéncia entre At, Ax, T e o, como apresentado na Tabela 2.

Os resultados exibidos nas Tabelas 1 e 2 motivam a busca por outro esquema na

abordagem do problema (53), visto que, mesmo tomando valores na ordem de 10~ para



53

Tabela 2 - Condicao de estabilidade do método tipo Euler progressivo com derivada fracionéria

de Riemann-Liouville.

L Ny <sh Ny <5 Nr <o Ay <55
10 | 0,0072 0,0208 0,0601 0,1733 8:5000

20 | 0,0289 0,0833 0,2402 8;6931+ 2,0660

30 | 0,0649 0,4665 | 0,1873 0,4353 | 6;5485 0,4061 | 85596 0,3789 | 450006 0,3536
40 | 0,1154 0,3330 85,9609 27126 3,00600

50 | 0,1803 05203 15014 43322 12500

Legenda: Verificacao da condigao de estabilidade (65) do método tipo Euler progressivo dos
correspondentes testes exibidos na Tabela 1
Fonte: O autor, 2023.

At, nao foi obtida convergéncia (NaN'") para valores de o maiores ou iguais a 0,5. Além
disso, a necessidade de escolher valores muito pequenos para At demanda um acréscimo
significativo no tempo de processamento do cédigo e também no uso da memoria requerida,
o que pode inviabilizar seu uso. A abordagem explicita nao serd mais utilizada para os
proximos operadores fracionarios, pois a condicao de estabilidade torna impraticdavel a

obtencao da solugao numérica para valores de v préximos de um.

3.2.4 Algoritmo do MtEP com Riemann-Liouville

Nesta segao, apresentamos o algoritmo do método de Euler progressivo aplicado
a equacao da difusao fracionaria com derivada fracionaria de Riemann-Liouville. Esse
algoritmo foi estruturado com base na equacdo (57), e o codigo em linguagem Python

estd disponivel no Apéndice B.1.

Método tipo Euler Progressivo — Riemann-Liouville

Propésito:

Solugao numérica da equagao da difusao fracionaria com Riemann-Liouville.

0u(z, 1)

0x?

—:RLD&IS(TQIC )+f(:c,t), O<z<L, 0<t<T,

17 NaN (acronimo em inglés para Not a Number) é simbolo usado nas linguagens para representar um
valor numérico irrepresentavel, com os vinculos do sistema operacional e do equipamento.



sujeita as condicoes de contorno
w(0,t) =1U(t) w(L,t)=r(t), 0<t<T,

e as condigoes iniciais

Método:
Diferengas finitas (esquema explicito)
Entrada:
Extremidade L, instante final T’
M: nimero de nés em x, N: numero de nés em t;
IC: coeficiente de difusao;
«: ordem da derivada fracionaria;

7: parametro de corregao dimensional;

Saida:
Aproximagoes U] para cada ¢ =0,1,..., M e paracadan =0,1,...
Passo 1
Faca
Ax = L/M, (calcula o comprimento do passo Ax);
At =T /M, (calcula o comprimento do passo At);
r = 1K(A) "/ (Ax)?;
Passo 2

Para:=0,1,..., M faca
U? = ¢(1Ax), (valores iniciais);
Passo 3
Paran =0,1,..., N faca
Uy = l(nAt), (condi¢do na fronteira esquerda);
Uy, = r(nAt), (condicao na fronteira direita);
Passo 4
Paran =10,1,..., N faca
parat=1,2,... M — 1 faca
F = f(iAxz,nAt), (termo fonte);
Passo 5
Para k=0,1,..., N faca
we = (=1)*(}):
Passo 6
Para:=0,1,...,M — 1 faca
para j =0,1,..., M — 1 faga

se i == j, entdo Al = —2r;

o4



sei::j—loui::j+1,entéoAg:r;
sendo A? = 0, (matriz tridiagonal);
Passo 7
Faca n = 0;
Enquanto n < N faca
crie, V e W, vetores de ordem M;
para k=0,1,...,n faga
V=AxU""
Vo=Vo+rx Uy
Vi = Vo +1r X U]T\L[ks
W =W 4w, xV;
Urtl =U" + W + At x F™;
n=n-+1;
Passo 8
Paran=20,1,..., N faca
imprima U";
Passo 9
PARE (O procedimento estéd completo).

3.3 Meétodo tipo Euler regressivo com Riemann-Liouville

95

Aqui, faremos a abordagem na equacao da difusao fracionaria pelo método tipo

Euler regressivo (MtER). Neste esquema implicito, faremos a anélise de estabilidade,

convergéncia e unicidade, baseando-nos no artigo de (CHEN et al., 2007). Aplicamos

em (53a) as aproximacoes (35), (38) e (54). Dessa forma, o problema (53) é escrito da

seguinte maneira, com i =1,2,.... M —1len=1,2,..., N,
Ur — Ut oK & Ut —2up Tt + Ul .
At :zMQE:wM0< Ad? T
k=0

U =¢(z;) (i=0,1,....,.M
Ul =1(t,) (n=0,1,...,N),
Uy =r(t,) (n=0,1,...,N),

~—

onde w(k) = (=1)*(%) e f = f(x;,t,) em (72a). A partir de (72a), escrevemos

UM = U e > w(k)(URSF — 202 F 4 URLE) + Atf,
k=0

(72a)

(72b)
(72c¢)
(72d)

(73)
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com r = &t (Alt)a‘ Para 1 <i < M — 1, a forma matricial para (73) é

Az?
U” — Un—l + Zw<k) (AU'n,—k: + Cn—k) + Atfn, (74)
k=0
ou n
(I-AU™=U""+> wk) (AU >+ C" )+ C" + ALf™, (75)
k=1

onde os vetores U™, C™, f™ e a matriz A sao iguais aos definidos como na Secao 3.2.
As Figuras 5a, 5b e 5c¢, exibem a dependéncia dos valores calculados com relacao
a0s nos nos trés primeiros niveis para o método tipo Euler regressivo, respectivamente. O
esténcil formado pelas arestas vermelhas mostra os valores que precisam ser conhecidos
para o calculo do né 7 no passo n. Esta visualizacao comprova o efeito de memoria quando

utilizamos a derivada fracionéria.

Figura 5 - Esténcil do método tipo Euler regressivo com a derivada de Riemann-Liouvile.

n=2@
n=1@ . [ ] yd
s \ n=1@
n=0@ e ,
i—1 i i+1 n=0@
i—1 i i+1

Legenda: As figuras exibem os esténceis em vermelho na posigao i e nos niveis: (a) n =1, (b)
n =2 e (c) n =3, para o problema (15), com a derivada segundo Riemann-Liouville.
Fonte: O autor, 2023.
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3.3.1 Estabilidade do MtER com Riemann-Liouville

Agora vamos realizar a analise de estabilidade do método tipo Euler regressivo
(NEGREIROS; FARIA; MOURA, 2022). Primeiramente escrevemos (72a) da seguinte

forma

uf = Y w(R) (s - 2R ) + AL (76)

onde r := ICAA;2 (Ait)a.

Seja U!" a solucao aproximada do problema (72), definimos o erro de aproximacao

pr=ul—U" (i=1,2,...,M—1; n=0,1,...,N)

pn = [p?v pga T 7PTX/[71Y .

Obtemos a seguinte equacao para o erro de arredondamento

P =t Y w(k)(op = 200 7F 4 P, (77)
k=0
Assumindo que a solugao da equacio (77) tem a forma p? = d,, /7%2% onde j2 = —1

e 0 = 2mm/L, e substituindo em (77), temos

n
dnejo'zA:v — dnfl e]mAm 4r 2 w(k)@idn,keﬂ’mx

k=0
d, e =,y &7y (¢7iAT g 1 17 AT) N (), €A
k=0
d, = dn1+71(2cos(cAz)—2) Zw(kz)dn,k
k=0
d, = d,_ 1 — 4rsen? (ﬂ) zn:w(k:)dn_k. (78)
2 )i

Lema 1. Os coeficientes w(k) satisfazem: w(0) =1, w(l) = —a, Y po w(k) =0, w(k) <0
para (k=1,2,...) e => ;_ w(k) < 1.

Demonstragao. Desenvolvendo os bindomios e usando a relagao z! = I'(z + 1), temos

_ ay . Dla+1) _ T(at+1l) _ 1.
w(0) = (_1)0(0) = FONatD) = Fag) — b
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o a\ F(a-i—l) _ aF(O‘) _
W(l) = (—1)1( ) =TT (a—1+) — T . *

Para obter o valor da série usaremos a regra de Stifel, a saber, (‘zj) + (0‘21) = (2‘)

Yisow®) = (5) = (1) + ) = (5) +--

=) T IOT) + (= 167 + 5]+

Escrevendo recursivamente w(k) temos: w(k) = w(k—1)(k—a—1)/k, para (k = 2,3,...).
Agora, como w(l) <0ek >a+ 1, para (k=2,3,...),logo w(k) <0 (k=1,2,...).

Sabe-se que > ;- w(k) = —1, pois > ;- jw(k) =14 >"2, w(k) = 0, mas como w(k) <0
(k=1,2,...), temos Y ,_jw(k) > —1ou—> ,_ w(k) <1 O

Aplicando o Lema 1 em (78), temos

dy = dpy—T (dn — ad,_1 + Zw(k)dnk>
k=2

14+ ar —
dn = —~dn_ - = kdn_ 79
L )

onde 7 := 4r sen? (252).
Proposicao 1. A partir da equacao (79), se tem |d,| < |do|, (n =1,2,...,N).
Demonstragao. A prova dar-se-a por indugao matematica. Quando n = 1 em (79), temos

.
d =0

Note que 0 < a < 1e7r >0, o que nos leva a

14+ ar

di] = —
4] 1+7r

|do| < |do|-

Supomos que |d;| < |do|, | =1,2,...,n—1 e aplicando o Lema 1, temos



1+ar E—
dn - —,\,dn,— o kd,
il = e o
1+ar
< = || + 1+~Z‘w ||
1+ar
< do|
= | 1+7 1+~Z|w ]'“
_1—1—047’ r _
= — — | — k) — d,
1+r+1+7’< ;w() a>]|0\
1+ ar r
< - —(1— d,
< [T+ ea- o)
= |do.

Definimos a funcao p™ (n = 1,2,..., N) na malha computacional
n P, se xz——<x<xz—|—%,izl,Q,...,M—l
,0((13): Az Az

0, se ngSTOuL—T<x§L,

que pode ser expandida em série de Fourier da seguinte forma

> du(m)e”™™ /'t (n=1,2,...,N),

m=—00

onde
1 [t :
d,(m) = —/ P (x) P2 Ml L g
L Jo

Introduzindo a seguinte norma:

M—1 1/2
n n|2
o™, = (AIE m)

Aac

e ; 1/2
_ 2 neoN2
- (/O o)) dx + E / |dx+/_%z]p (z)] dm)

- (/ ) o) o -

e aplicando a identidade de Parseval

/| |d:p_Z|d

m=—0o0

59
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obtemos

"Iz =Y ldu(m)l* (81)

m=—0o0

Teorema 6. O método implicito tipo Euler regressivo (72) € incondicionalmente estdvel.

Demonstrag¢ao. Aplicando a Proposigao 1 e usando (81), temos
"l < ([0, n=1,2,...,N,

o que prova que o método tipo Euler regressivo (72) é incondicionalmente estavel. [

Assim como ocorre com o método de Euler regressivo quando aplicado a equacao
da difusao classica, o MtER é incondicionalmente estavel. Isso significa que sua estabili-
dade nao depende da configuragao da malha, da ordem o nem do parametro de corregao

dimensional 7.

3.3.2 Convergéncia do MtER com Riemann-Liouville

Aqui, primeiramente introduzimos o seguinte lema.

Lema 2. At™* Y7 w(k) = == + O(At).

Nl—«a)
Demonstracao. Pela definicao,

n

reDg ()], = A Y w(k)ult, k) + O(AL). (82)

k=0
Tomando u(t) =1 e t, =1 em (82), temos

n

re DG (D)), = A w(k) + O(AL),

k=0

ou
n

AN w(k) = peDg,(1)],_, + O(AL).

k=0

Pela definigao (51), chegamos a

D) - —L 4 /t<t— yad
RLZ0¢ - T(1—a)dt ), ° °

1 dt
Nl—a)dtl —a«
1

E T (83)
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Para t =1, temos 1/I'(1 — «), o que conclui a prova. ]

Agora, definimos

RP =6, U = A w(k)2Ur— — f7 (84)

k=0

A partir das aproximacoes numéricas das derivadas e do Lema 2, desenvolvemos

At‘“zn:w(k)éiUin_k = At—“iw(k‘) (M+O(M2>)

Ox?
k=0 k=0
—a g 6211,(55“7571) 2 —a -
= At Zw(k)T +O(A) AT " w(k)
k=0 k=0
OPu(x;, ty,) 1
= Dy, ——2" A Az?) | —— A
R P05 + O(At) + O( :L‘)(F<1_a)+0( t))
o Pu(zy,ty)
= RLDOJT + O(At + AQ?Q),
e como Dulrit,)
—rm __ U\T;, p
0, U = == 5 + O(A),
temos consequentemente
R'=0(At+A2*) (n=1,2,...,N; i=1,2,...,... M —1).

Portanto, existe uma constante ¢; tal que
|RI'| < c1(At + Ax?), (85)
onde ¢; := max {c§”’“}, paratodo (n=1,2,...,N;i=1,2,...,..., M —1). Seja

e =u(zty,) —ul, n=1,2... N;i=12_... M-1

o= [eh e, ety ]t R = (R RE R

De (84), paran=1,2,...,Nei=1,2,..., M — 1, temos

n

k=0

Subtraindo a equagao acima de (76), obtemos
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ef = el Y wlk) (e — 20 el ) + ALRY. (6)

Analisamos a convergéncia do problema (72) usando o método de Fourier e se-

guindo passos semelhantes aos da andlise de estabilidade. Definimos as fun¢des na malha:

n Ax Az -
= iy < S i+_, :1,2,...,M—1
e"(x) = G, 56 % 2 Ax v AQ ! (n=0,1,...,N)
0, se 0<z<SFfoul-F<x<,
e
Ry, — A o<+ B2 =12, M—1
R'(z) = i, se T 5 A:v_:l: +A2 { (n=0,1,... N)
0, se 0<z<Sfoul-=F<z<I,
que podem ser expandidas em série de Fourier da seguinte forma:
e"(x) = Z En(m)e@>™me/L (n=1,2,... N)
€ o
R"(z) = Z No(m) ™/l (=12, N),
onde
1 [F ,
Gum) =7 [ e ds
L Jy
e
I :
Nu(m) = —/ R"(z) e72mma/L .
L Jy
Da mesma forma, também temos
M-1 1/2 oo
n 2 n 2
eIz = (sz e} ) = > l&m) (n=0,1,...,N) (87)
=1 m=—0o0

M-1 1/2 00
IR |3 = (AfEZ\R?\Q) = Y Im(m)? (n=0.1,....N). (83)

=1 m=—o00

Com base na analise acima, podemos supor que

n __ joiAx
e =&, e

n jotAx
R =n,¢ .

Substituindo as expressoes acima em (86), obtemos
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gnejoiAm = & oJoiAT +7’Zw(k?)5§fn—k€j”mx +At77nejaiAz

k=0
n

& = &t (2c0s(0AT) = 2) Y w(k)éu i + Aty

k=0

& = &uq —4rsen® <U;£) Zw(k)gn,k + Atn,
k=0

ou

(14 7)& = (1 — w(1)F)n 1—rz k)en_i, + At (89)

Aplicando o Lema 1 em (89) podemos escrever

14 ar Atny,
. . _ . —1,2,...,N). 90
b=t - H—Z B+ O @)
Proposigao 2. Suponha que &, (n =1,2,...,N) é a solu¢io de (90), entdo existe uma

constante positiva cy tal que
60| < nAteg|my|, n=1,2,..., N.
Demonstracao. Primeiro, notando que ¢ = 0, temos
o =&o(m) =0
De |R?| < ¢1(At + Ax?) e de (88), temos
IR™|, < e VMAz(At + Az?) = ey VL(AL + Az?), n=1,2,...,N. (91)

Com base na convergéncia da série Y |n,(m)|?, existe uma constante positiva

cg”), tal que

] = I (m)] < &5 ] = "l (). (92)
Portanto, temos
M| < calml, n=1,2,...,N (93)
onde
¢z = Max (aé”’) : (94)

Vamos completar a prova usando indu¢ao matemética. Para k = 1, de (90), temos

14+ ar Atn,  Atn,

1+’F§°+1+F_1+?'

& =
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Por (92), chegamos a
&1] < Atfm| < c2Atfm].

Suponha que
|§p| S CQPAt|n1|) p= ]-727 s, = 1

e, notando que 0 < a < 1, 7> 0 e (94), de (90), aplicando o Lema 1, temos

14 ar - At
|§n| = 1+~§n1—1+?kz:;w( )fnk—i"ﬁn
1+0z7“
< e+ 1+~Z|w Mesmsl + o bl
< ”‘”Y D4 S Bl — k) | ot
— N — — w n — P
- 1+7 47— T
1+ ar ]
< 1+T(n—1)+ n—l le |+— oAt |
Lo T i| )= a )+ ——| et
= —(Nn — — N — w — =
1+7 1+7r p T R
1+CW’ T
< —1 —(n—1) (1 — — At
< L0 04 - 00— 0+ 2|t
[ 1
= -1 — At
n +1—1—7"]02 |771|

< (n—=1+1)cAt|n|
= conlt|m].

O

Teorema 7. O método implicito tipo Euler regressivo (72) € convergente na norma Ly e

a ordem de convergéncia é O(At + Ax?).

Demonstrag¢ao. Aplicando a Proposigao 2 e (91), e observando (87) e (88), obtemos

le”]l, < conAt||RY|, < creon A LIAE + Az?).

B

Como nAt < T, temos
le™ ||, < c(At + Az?),

onde ¢ = ¢;¢oTVL. Isto completa a demonstracio. O
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3.3.3 Unicidade do método tipo Euler regressivo

A unicidade da solucao de um método numérico é uma propriedade fundamen-
tal, pois é desejavel garantir que, para um determinado conjunto de entradas, a solucao
do problema seja tnica. Nesse contexto, a unicidade da solugao esta relacionada a con-
sisténcia matematica do método e a sua capacidade de convergir para uma solucao unica.

Para 1 <i < M — 1, a forma matricial para (73) é

U™ =U""+ ) wk) (AU + C™%) + Atf™, (95)
k=0
ou n
(I-=AU™=U""+) wk) (AU +C"%) + C™ + Atf™, (96)
k=1
ou ainda
A'U™ =, (97)

onde b:=U""t+ Y w(k) (AU * 4+ C" ) + C™ + Atf" e

1+2r —r 0 0
-r  1+2r —r
A= 0 0
-r 1+2r —r
0 0 -r  142r

Teorema 8. A solu¢do da equagdo (97) € dnica.

Demonstra¢ao. Como r > 0, entdo a matriz do sistema linear (97) é uma matriz estrita-
mente diagonalmente dominante. Portanto, A’ é uma matriz nao singular, o que prova o

teorema. ]

3.3.4 Experimentos numéricos do MtER com Riemann-Liouville

Nesta secao, vamos mostrar alguns testes do problema da difusao fracionaria com

a derivada de Riemann-Liouville quando aplicado o método tipo Euler regressivo.

Experimento 3.2. Os dados utilizados neste problema sao idénticos aos do Experimento
3.1. FEste teste visa verificar se a ordem relativa a varidvel temporal € preservada pela

norma Ls.

Experimento 3.3. Agora, vamos trabalhar uma sequnda aplicacao, onde as Figuras 6a,

6b e Gc exibem solugoes numéricas do problema (53) no dominio (z,t) € [0,1] x [0,2]. Os
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Tabela 3 - Método tipo Euler regressivo com derivada fraciondria de Riemann-Liouville.

N a=0,2 ordem a=20,5 ordem a=70,8 ordem
8 13,2701 x 102 4,0344 x 102 2,5335 x 1072
16 | 1,6365 x 1072 | 0,9987 | 2,0271 x 1072 | 0,9929 | 1,2959 x 1072 | 0,9672
32 | 8,1665 x 1072 | 1,0008 | 1,0148 x 1072 | 0,9956 | 6,5703 x 1073 | 0,9736
64 | 4,0723 x 1072 | 1,0018 | 5,0717 x 1073 | 0,9973 | 3,3127 x 103 | 0,9784
128 | 2,0305 x 1072 | 1,0024 | 2,5333 x 1073 | 0,9983 | 1,6645 x 1073 | 0,9820

Legenda: Erro baseado na norma L? com Az = 1/1000, K =1, 7 = 1; N é a quantidade de
passos na varidvel ¢ e a a ordem da derivada fracionéria.
Fonte: O autor, 2023.

parametros a sequir foram fizados em K = 1, Az = 1/100 e At = 2/400, considerando

0s sequintes dados de entrada:
o f(z,t) = (14 7%t)(1 +t)exp (t) sen (7z);
e 6()=0; Ut =0; r(t)=texp(t).
O efeito de memoria das derivadas fracionarias justifica escolhas reduzidas do
numero de passos na variavel temporal, — o que nao é possivel na abordagem explicita —,
visto que, no problema abordado (53), a derivada fracionaria atua na variavel temporal

e sua aproximacao numérica é dada por (54), que possui um somatério dependente do

numero de passos na variavel temporal.

3.3.5 Algoritmo do MtFER com Riemann-Liouville

Aqui, apresentamos o algoritmo do método de Euler regressivo aplicado a equacao
da difusao fracionéaria com derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville. Esse algo-
ritmo foi construido a partir da equagao (75), o cédigo escrito na linguagem Python esta

disponivel no Apéndice B.2

Método tipo Euler Regressivo — Riemann-Liouville

Propésito:

Solugao numérica da equagao da difusao fracionaria com Riemann-Liouville

ou(z,t)
ot

0?u(x,t)

ox?

:RLD&t(TaIC )—i-f(l’,t), O<zx< L, 0<t<T,



Figura 6 - Solucao numérica da equagao de difusao fracionaria com a derivada de

Riemann-Liouville.

404 404

301

U(x, 2)

10 104

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
eixo x eixo x

U(x,t)

()

Legenda: As Figuras (a) e (b) exibem cortes das solugoes em ¢ = 2. Na primeira figura,
variamos o parametro « enquanto mantemos 7 = 1. Na segunda figura, fixamos
a = 0,5 e variamos o valor de 7. J4 na Figura (c), é apresentado o gréfico de
superficie para a = 0,5 e 7 = 1.

Fonte: O autor, 2023.



sujeita as condicoes de contorno
w(0,t) =1U(t) w(L,t)=r(t), 0<t<T,

e as condigoes iniciais

Método:
Diferencas finitas (esquema implicito)
Entrada:
Extremidade L, instante final T’
M: nimero de nés em x, N: numero de nés em t;
IC: coeficiente de difusao;
«: ordem da derivada fracionaria;

7: parametro de corregao dimensional;

Saida:
Aproximagoes U] para cada ¢ =0,1,..., M e paracadan =0,1,...
Passo 1
Faca
Ax = L/M, (calcula o comprimento do passo Ax);
At =T /M, (calcula o comprimento do passo At);
r = 1K(A) "/ (Ax)?;
Passo 2

Para:=0,1,..., M faca
U? = ¢(1Ax), (valores iniciais);
Passo 3
Paran =0,1,..., N faca
Uy = l(nAt), (condi¢do na fronteira esquerda);
Uy, = r(nAt), (condicao na fronteira direita);
Passo 4
Paran =10,1,..., N faca
parat=1,2,... M — 1 faca
F = f(iAxz,nAt), (termo fonte);
Passo 5
Para k=0,1,..., N faca
we = (=1)*(}):
Passo 6
Para:=0,1,...,M — 1 faca
para j =0,1,..., M — 1 faga

se i == j, entdo Al = —2r;

68
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sei::j—loui::j+1,entéoAg:r;

se nao A7 = 0, (matriz tridiagonal);

Passo 7
Crie I, matriz identidade de ordem M;
Facan =1;

Enquanto n < N faca
crie, V e W, vetores de ordem M,
para k =1,2,...,n faga
V=AxU""
Vo=Vo+rxUr*,
Virer = Vo +r x U
W=W+w, xV;
resolva, (I — A)U" = U1+ W + At x F™;
n=n-+1;
Passo 8
Paran =0,1,..., N faca
imprima U";
Passo 9

PARE (O procedimento estd completo).

3.4 Difusao fracionaria com Caputo

A derivada fracionédria proposta em 1969 pelo matemaético italiano Michele Ca-
puto, em seu livro (CAPUTO, 1969) é também classificada como uma derivada fracionaria
classica. Essa formulagao foi introduzida objetivando fugir do inconveniente em que a deri-
vada de uma fungao constante é diferente de zero, como ocorre com a derivada fracionéria
segundo Riemann-Liouville.

A definicao da derivada fraciondria de Caputo é baseada e semelhante de certa
forma aquela proposta por Riemann-Liouville, contudo, é mais restritiva, uma vez que

exige que a fungao f(t) seja pelo menos n vezes derivavel.

Definigao 12. Seja [a,b] um intervalo finito do eizo real R. Para o € C (Re(a) > 0) as
derivadas fraciondrias de Caputo, a esquerda ¢ D3, f(t) e a direita ¢ Dy, f(t), de ordem a,

sao definidas por

A S Y L O
DL = ey | e (98)

Db g
D0 = s [ s (99)

S — t)ozfn+1 ’
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respectivamente, onde m € um inteiro positivo satisfazendo m —1 < a < m.

Uma consequéncia imediata do fato de que aplicar as derivadas de Caputo a uma
funcao constante resulta em obter zero como resultado, para todo a > 0, é que as equagoes
diferenciais contendo a derivada de Caputo demandam condigoes iniciais usuais. J& para
derivadas de Riemann-Liouville, tal fato nao ocorre, a solugao costuma ser singular no
tempo inicial, exigindo condicoes iniciais nao usuais e de interpretacao nao clara.

A formulagao fracionaria de Caputo, assim como a de Riemann-Liouville, cumpre
as cinco propriedades do critério proposto por Ortigueira e Machado (TEODORO, 2019).

A derivada de Riemann-Liouville e a derivada de Caputo de uma funcao f obede-
cem as seguintes relagdes (PODLUBNY, 1998):

m—1 ¢(k) _ )k«
reDG f(t) = oDg f(t) + Z ! F((Z)_f_tl —aié) ’

k=0

(100)

onde m — 1 < a < m, m é um inteiro positivo, f € C™ ![a,t] e f™ & integravel em [a, t].
Além disso, se f € C™|a,t], entdo aplicando a expansdo da série de Taylor em (100),

chegamos a
reDG [f(t) = o(t)] = cDg,f(t) (101)

onde ¢(t) = S0 %(t — a)k. Essas relagoes (100) e (101) entre os operadores de
derivada de Riemann-Liouville e Caputo permitem focar nas propriedades e resultados de
um deles.

O problema de valores iniciais e de contorno da equacao de difusao fracionaria, que

descreve a difusao anomala com a derivada de Caputo, é

8u(aa;, t) = oDg, (T“K%> + f(z,t), O0<az<L, 0<t<T, (102a)
u(z,0) =¢(x), 0<z<L, (102Db)
uw(0,t) =1(t), 0<t<T, (102¢)
w(L,t)=r(t), 0<t<T, (102d)

onde 0 < a < 1 ¢é a ordem da derivada fraciondria; ¢(z), I(t), r(t) e f(z,t) sdo fungoes
suficientemente regulares dadas.

O método denominado L1 foi originalmente introduzido para aproximar a derivada
de Riemann-Liouville com 0 < o < 1 (OLDHAM; SPANIER, 1974). Todavia, pela relagao

(101), pode-se escrever

f(0)

ra- a)t_a‘

RLDg,tf(t) = CDg,tf(t) +

Sendo t = t,,, obtém-se
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1

[eDg L f(t )]t p= m/n(tn—s)af/(g)ds

onde tg=0e b, =

(R D5 ()],

to

_ Z/k“(tn—s)—af'(s)ds

Il —a) — J
~ L o (1) — f(tr)
- TTTTTESkZOJQ (= 9) N

n—1
= Alta ; br—k—1 (f(tes1 — f(tr)) (103)
F(Q o [(k + 1)1~ — k'] Portanto, deduz-se que
f(O) . 1 n—1
F(l — a)t N ; br—ti—1 (f (ber — S () (104)

O método L1 (104) possui a seguinte estimativa de erro

f(0)

I'l—a)

o 1
+

n—1
NG Z b1 (f (b — f(tr)) — [RLDZitf(t)L:tn < CAP?,
k=0

onde C' é uma constante positiva dependente somente de o e f (LANGLANDS; HENRY,

2005).

3.5 Meétodo tipo Euler regressivo com Caputo

Nesta secao, desenvolveremos o método tipo Euler regressivo aplicado ao problema

(102). Para construir esse método implicito aplicamos as aproximacoes (35) e (38) para

as derivadas inteiras e o esquema L1 (103) na derivada fraciondria em (102). Obtemos

n—1
—rm T\ 27 7k+1 277k n
SUN = K <E) ];bn_k_l (S2UF+ — S2U%) + f7, (105a)
U9 = 6(z:) (i=0,1,...,M), (105b)
Uy =1(t,) (n=0,1,...,N), (105¢)

t
Uy =r(t,) (n=0,1,...,N), (105d)
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onde by = 75— [(k + 1)1 — k'79]. A partir de (105a), escrevemos

r(2—a)
n—1
Uzn = Uin_l +r Z bn——1 [Uzkj_ll - Uik—l - Q(Uik—H - Uzk) + Ui]f:_ll o Uzlii-l] + Atfzn (106)
k=0

com r = lCAA;2 (ﬁ)a. Para 1 <i < M — 1, a forma matricial para (106) é

Ur=u""'+ nz_lbnkl (AU*T — U*) + C*' — C*) + Atf™, (107)
k=0
ou
(I—bAU™ = Y by (AU —U*) 4+ CH — C*)
+ (I =bA) U™ +by (C* — C*) + Atf™, (108)

onde os vetores U™, C™, f™ e a matriz A sao iguais aos definidos na Segao 3.2.
A dependéncia para um ponto calculado pelo método tipo Euler regressivo com a
derivada de Caputo é igual aquela obtida com a derivada de Riemann-Liouville, conforme

ilustrado nas Figuras ba, 5b e 5c.

3.5.1 Experimentos numéricos do MtFE R com Caputo

Nesta secao, realizamos experimentos que apresentam a solucao numérica ao apli-
carmos o método do tipo Euler regressivo no problema de difusao fracionaria com a
derivada de ordem arbitraria proposta por Caputo. No Experimento 3.4, verificamos a
ordem de convergéncia do método utilizado em relacao a derivada temporal. No Experi-
mento 3.5, sao exibidos nos graficos das Figuras 7a e 7b os efeitos para diferentes valores

dos parametros a e 7.

Experimento 3.4. Aqui, vamos investigar a ordem de convergéncia do método tipo Fu-
ler regressivo relacionada a variavel temporal, quando aplicado a equacgao da difusao fra-
ciondria com a derivada fraciondria proposta por Caputo. A func¢ao u(x,t) = t1 exp(m(x—
«)) € a solucao numérica encontrada para o problema (102), relativa ao dominio (x,t) €

[0,1] x [0,1], os dados usados estdo descritos a sequir:

o f(x,t)= (1, 5195 — g2 Fé%f)cy)tl’f’*a) exp(m(z — @));

e o(x)=0; I(t)=t"exp(—ma); r(t)=t"exp(r(l—a)).

A Tabela 3 exibe os resultados encontrados para Ax = 1/1000 e 7 = 1, variando

tanto o numero de passos N na varidavel temporal, como a ordem da derivada fraciondria
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.

Tabela 4 - Ordem de convergéncia do MtER aplicado ao Problema 102 — Caputo.

N a=0,2 ordem a=0,5 ordem a=0,8 ordem
8 | 1,7288 x 1072 4,4971 x 1073 1,3126 x 1072
16 | 1,0948 x 1072 | 0,6591 | 4,8385 x 10™* | 3,2164 | 5,7759 x 1072 | 1,1843
32 | 6,4030 x 1073 | 0,7165 | 4,4200 x 10~ | 1,6734 | 2,4807 x 1073 | 1,2018
64 | 3,5467 x 1073 | 0,7617 | 4,7770 x 1074 | 1,0783 | 1,0439 x 1073 | 1,2175
128 | 1,9000 x 1072 | 0,7964 | 3,3349 x 10~* | 0,9383 | 4,3072 x 107* | 1,2324

Legenda: Os erros na norma L? e os valores correspondentes da ordem de convergéncia sao
exibidos para os valores 0,2, 0,5 e 0,8 da ordem « da derivada fracionédria segundo
Caputo. Os ntimeros de passos IV em relagao a varidvel ¢ estdao na primeira coluna,
enquanto os parametros K = 1, Az = 1/1000 e 7 = 1 permanecem fixos.

Fonte: O autor, 2023.

Os resultados exibidos na Tabela 6 nos motivam a explorar o método para outros
exemplos e com outras variagoes dos parametros de entrada. Visto que, para a = 0,2
a ordem ficou abaixo do valor, enquanto para a = 0,5 as aproximacoes sao excelentes,

contudo sem que as ordens tenham uma coeréncia com o refinamento da malha.

Experimento 3.5. Nesta sequnda aplica¢ao, o método tipo Fuler progressivo € empregado
no problema (102) ao dominio (x,t) € [0,1] x [0,2]. Os parametros a sequir foram fixados
em K =1, Az = 1/100 e At = 2/400, considerando os sequintes dados de entrada:

o f(x,t)=(1+m%)(1+t)exp (t)sen (nz);

o p(x)=0; IU(t)=0; r(t)=texp(t).

3.5.2 Algoritmo do MtER com Caputo

A seguir, apresentamos o algoritmo do método de Euler regressivo aplicado a
equacao da difusao fracionaria com a derivada nao inteira segundo Caputo. Este algo-
ritmo foi desenvolvido com base na equagao (108), e o codigo correspondente em Python

estd disponivel no Apéndice B.3.

Método tipo Euler Regressivo — Caputo

Proposito:



Figura 7 - Solucao numérica da equacao de difusao fracionédria com a derivada de Caputo.

U(x, 2)

eixo x eixo x

U(x,t)

()

Legenda: As Figuras (a) e (b) exibem cortes das solugdes em t = 2. Na primeira figura,
variamos o parametro a enquanto mantemos 7 = 1. Na segunda figura, fixamos
a = 0,5 e variamos o valor de 7. J4 na Figura (c), é apresentado o gréfico de
superficie para a = 0,5 e 7 = 1.

Fonte: O autor, 2023.



Solucao numérica da equacao da difusao fracionaria com Caputo,

ou(z,t)
ot

O?u(z,t)
Ox?

= CD(()X,t (Ta]C
sujeita as condicoes de contorno
w(0,t) =1(t) w(L,t)=r(), 0<t<T,

e as condigoes iniciais

u(z,0) = ¢(x), 0<z<L.

Método:
Diferengas finitas (esquema implicito)
Entrada:
Extremidade L, instante final T7;
M: nimero de nés em x, N: nuimero de nés em t;
IC: coeficiente de difusao;
a: ordem da derivada fracionéria;

7: parametro de correcao dimensional;

Saida:
Aproximagoes U* para cada i =0,1,..., M e paracadan =0,1,...
Passo 1
Faca
Ax = L/M, (calcula o comprimento do passo Ax);
At =T/M, (calcula o comprimento do passo At);
r=1oK(A) Y/ (Ax)?;
Passo 2

Para:=0,1,..., M faca
U? = ¢(iAx), (valores iniciais);
Passo 3
Paran=0,1,..., N faca
Uy = l(nAt), (condigao na fronteira esquerda);
Uy, = r(nAt), (condi¢ao na fronteira direita);
Passo 4
Paran=20,1,..., N faca
parai=1,2,..., M — 1 faga
F = f(iAxz,nAt), (termo fonte);
Passo 5
Para k=0,1,..., N faca
by = ((k+ 1) — k79 /T (2 — a);

)+f($,t), O<z<L, 0<t<T,
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Passo 6
Para:=0,1,...,M — 1 faca
para 7 =0,1,..., M — 1 faca
se 1 == j, entao Ag = —2r;
sei::j—loui::j+1,entéoAz:r;

sendao A = 0, (matriz tridiagonal);

Passo 7
Crie, I, matriz identidade de ordem M
Facan =1;

Enquanto n < N faca
crie, V, W e X, vetores de ordem M,
para k=0,1,...,n— 1 faca
V= A x (UL - Uk,
Vo=Vo+7rx (Ut = Up);
Vo1 = Vo +r x (U = UE);
W=W+4+1b, xV;
X = (I —byA) x U1,
Xo = Xo + bor x (UF —UF™);
Xy = Xprq +bor x (Uy, — UL,
resolva, (I —bgA) U™ =W + X + At x F™;
n=n-+1;
Passo 8
Paran =0,1,..., N faca
imprima U";
Passo 9

PARE (O procedimento estd completo).
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4 DIFUSAO FRACIONARIA COM DERIVADAS LOCAIS

Neste capitulo apresentamos as derivadas fracionarias locais, também conhecidas
como derivadas fractais (CHEN et al., 2010). As derivadas fraciondrias locais podem ser
escritas em termos da derivada ordinaria de ordem um, portanto, podem ser interpretadas
como derivadas fraciondrias especiais (HE, 2014) As derivadas fracionérias locais consti-
tuem formulacoes relativamente recentes e, em geral, foram introduzidas em associacao a

problemas especificos.

4.1 Derivada Fraciondria de Chen

Nesta secao, apresentamos a derivada fracionaria local introduzida pelo pesquisa-
dor Wen Chen (CHEN, 2006). Essa formulagao tem sido utilizada para modelar diversos
fenémenos, dentre os quais podemos citar a turbuléncia (CHEN, 2005) e a difusao anomala
(CHEN, 2006). A derivada nao inteira, conforme definida por Chen, é expressa por meio

de um limite semelhante & derivada ordinéria.

Definigao 13. Sejam t € R e f(t) uma funcao. A derivada de Chen de ordem o > 0 de
f € definida a partir do limite na equagao (109)

oD — iy LD =)

s—t &% — g&

(109)

Aplicando a regra de I'Hopital em (109), podemos escrever a derivada de Chen de

/')

forma alternativa como

CHD;X - W (110)
isto é,
t) — —f "(t
PN 1) E [ S 0 I 1
s—t 1Y — g¢ s—t —as@—! ate—1

onde a [’ denota derivada de ordem inteira em relacao a variavel ¢.

A derivada fracionéria de Chen, conforme referenciado por (109), atende apenas ao
critério de linearidade proposto por Ortigueira e Machado (ORTIGUEIRA; MACHADO,
2015). Os outros quatro critérios - derivada de ordem zero, lei dos expoentes, derivada de
ordem inteira e regra de Leibniz - ndo sao satisfeitos (TEODORO, 2019).

A equacao de difusao fracionaria em conjunto com as condigoes iniciais e de con-
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torno, que aproxima a difusao anomala com a derivada fracionaria local de Chen, é

aﬁiﬂzoﬂx<wnf%%9)+ﬂ%a,0<x<L,0<tgﬂ (111a)
u(z,0) =¢(x), 0<z<L, (111b)
w(0,t) =1(t), 0<t<T, (111c)
w(L.t)=r(t), 0<t<T, (111d)

onde ¢(z), I(t), r(t) e f(z,t) sdo fungdes suficientemente regulares dadase 0 <a <1éa
ordem da derivada fracionaria.
Para aproximar a derivada de Chen a partir da equacao (109), aplicamos os esque-

mas de diferencas finitas, a saber:

1 f(tn-l—l) — f(tn)

CHDt f(t)|t:tn = Oé(?’LAt)a_l At

+ O(At) (112)

1 f(tN) - f(tn—l)
a(nAt)e—t At

oDy f ()=, = +0(At) (113)

onde (112) é um esquema avancado e (113) um esquema recuado.

4.1.1 Método tipo Euler regressivo com a derivada de Chen

Nesta secao, vamos construir o método do tipo Euler regressivo para a equacao
da difusao fracionaria, utilizando a formulagao proposta por Chen. Aplicando as apro-

ximagoes (35) e (38) para as derivadas inteiras, e a aproximacao (113) para a derivada

fraciondria, no problema (111), parai=1,2,...,.M —1len =1,2,..., N, chegamos a
ur—up! Kre o207 — 6207 !
7 1 — xr (2 X 1 77, 114
At a(nAt)e—! ( At ) A (114a)
U = o(z:) (i=0,1,...,M), (114b)
Uy =1t,) (n=0,1,...,N), (114c)
Uy =r(t,) (n=0,1,...,N), (114d)

onde §2U}" representa as diferengas centradas no ponto (z;, t,).
Denotando 92U := §2UAx?, em (114a) e apds realizar cancelamentos e mani-

pulagoes convenientes, temos

U = Ut 4 Py (207 — 0207 ) + At (115)

onde P(n) :=n'"*/aer:= KLL (£)". Paral <i < M — 1, a forma matricial para a
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equagao (115) é

Ur=U""+Pn) [AU"-U" ") +C"—C" | + Atf» (116)

(I —P(n)A) U™ = (I —P(n)A) U™ +P(n) (C™ — C™™") + Atf™ (117)

A matriz A e os vetores U™, C™ e f™ sao definidos como na Segao 3.2.

As Figuras 8a, 8b e 8c exibem a dependéncia dos valores calculados com relagao
aos nos nos trés primeiros niveis para o método tipo Euler regressivo, com a derivada
fracionaria de Chen. O esténcil formado pelas arestas vermelhas mostra os valores que
precisam ser conhecidos para o célculo do n6 da posicao ¢ e no nivel n. Esta visualizagao

comprova que o operador fracionario de Chen ¢é local, como a derivada de ordem inteira
(LEVEQUE, 2007).

Figura 8 - Esténcil do método tipo Euler regressivo com a derivada de Chen.

]

n=1 @
\.

n=0 @
[

n=1 @ ® ® @ ®
n=0 @ ® ] [ ] ®
i—1 i i+1

Legenda: As figuras exibem os esténceis em vermelho na posigao i e nos niveis: (a) n =1, (b)
n =2 e (c) n =3, para o problema (15), com a derivada segundo Chen.
Fonte: O autor, 2023.
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4.1.2 Experimentos numéricos do MtER com Chen

Nesta se¢ao, realizamos experimentos que apresentam a solugao numérica ao apli-
carmos o método de Euler regressivo no problema de difusao fracionaria com a derivada
fracionaria local de Chen. A ordem de convergéncia em relagao a variavel temporal é in-
vestigada no primeiro exemplo. No segundo exemplo, sao exibidos nos graficos os efeitos

na mudanca dos parametros a e T.

Experimento 4.1. Neste exemplo, serd calculada a ordem de convergéncia do método do
tipo Fuler regressivo para a equacao de difusao fraciondria com a formulacdo proposta por
Chen. A fungio u(x,t) = t">T®sen (7x) € a solugdo explicita encontrada para o problema
(111), referente ao dominio (z,t) € [0,1] x [0, 1], e os dados utilizados estao descritos a

sequar:
o f(x,t) = (14 a)t® T (1 + 72> /a)sen (rx);
o p(x)=0; I(t)=0; r(t)=0.

A Tabela 5 exibe os resultados encontrados, para K = 1, Az = 1/1000 e 7 = 1,
variando o numero de passos N na varidavel temporal, como também a ordem da derivada

fraciondria «.

Tabela 5 - Ordem de convergéncia do MtER aplicado ao Problema 111 — Chen.

N a=0,2 ordem a=20,5 ordem a=0,8 ordem
8 |7,1101 x 1072 8,8389 x 1072 1,0381 x 107!
16 | 3,6262 x 1072 | 0,9714 | 4,4195 x 1072 | 1,0000 | 5,1392 x 1072 | 1,0143
32 | 1,8366 x 1072 | 0,9764 | 2,2098 x 1072 | 1,0000 | 2,5560 x 1072 | 1,0110
64 | 9,2595 x 1072 | 0,9803 | 1,1049 x 10~2 | 1,0000 | 1,2744 x 102 | 1,0087
128 | 4,6545 x 1073 | 0,9833 | 5,5248 x 1073 | 1,0000 | 6,3632 x 1073 | 1,0070

Legenda: Os erros na norma L? e os valores correspondentes da ordem de convergéncia sio
exibidos para os valores 0,2, 0,5 e 0,8 da ordem « da derivada fraciondria segundo
Chen. Os nimeros de passos N em relacao a variavel ¢ estao na primeira coluna,
enquanto os parametros K = 1, Az = 1/1000 e 7 = 1 permanecem fixos.

Fonte: O autor, 2023.

Experimento 4.2. Neste sequndo teste aplicamos o método tipo Fuler progressivo ao
problema (111) no dominio (x,t) € [0,1] x [0,2], considerando os sequintes dados de

entrada:
o f(x,t)=(1+m%)(1+t)exp (t)sen (mz);

o p(x)=0; I(t)=0; r(t)=texp(t).



Figura 9 - Solucao numérica da equagao de difusdo fracionaria com a derivada de Chen.
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U(x, 2)

5.0 1

2,54

0.0 1

eixo x

()

Legenda: As Figuras (a) e (b) exibem cortes das soluc¢oes em t = 2. Na primeira figura,

variamos o parametro « enquanto mantemos 7 = 1. Na segunda figura, fixamos

= 0,5 e variamos o valor de 7. J& na Figura (c), é apresentado o grafico de

superficie para a = 0,5 e 7 = 1.
Fonte: O autor, 2023.
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4.1.3 Algoritmo do MtER com Chen

Nesta secao, fornecemos o algoritmo do método de Euler regressivo aplicado a
equacao de difusao fracionaria com derivada fracionaria local de Chen. Esse algoritmo foi
construido a partir da equagao (117), o cédigo escrito na linguagem Python estd disponivel
no Apéndice B.4

Método tipo Euler Regressivo — Chen

Proposito:

Solugao numérica da equagao da difusao fracionaria com Chen

Ou(x,t)
ot

0?u(x,t)

0x?

—CHDg‘,t<T“lC )+f(x,t), O<z<L, 0<t<T,

sujeita as condicoes de contorno
w(0,t) =1U(t) w(L,t)=r(t), 0<t<T,

e as condicoes iniciais
u(z,0) =¢(x), 0<xz<L.
Método:
Diferencas finitas (esquema implicito)
Entrada:
Extremidade L, instante final T
M: ntmero de nés em x, N: numero de nés em t;
IC: coeficiente de difusao;
a: ordem da derivada fracionaria;
7: parametro de corregao dimensional;
Saida:

Aproximagoes U]" para cada ¢ =0,1,..., M e paracadan =0,1,...,N;

Passo 1
Faca
Ax = L/M, (calcula o comprimento do passo Ax);
At =T/M, (calcula o comprimento do passo At);
r = T1K(A) "/ (Ax)?;
Passo 2

Parai=0,1,..., M faca
U? = ¢(iAx), (valores iniciais);

Passo 3



83

Paran =0,1,..., N faca
Uy = l(nAt), (condicao na fronteira esquerda);
U}, = r(nAt), (condigao na fronteira direita);
Passo 4
Paran=20,1,..., N faca
parat=1,2,... M —1 faca
F" = f(iAxz,nAt), (termo fonte);

Passo 5
Paran=20,1,..., N faca
P, =n'"%/q;
Passo 6

Para:=0,1,...,M — 1 faca
para 7 =0,1,..., M — 1 faca
se 1 == j, entao Ag = —2r;
sei::j—loui::j—kl,entéoAz:r;

sendo A? = 0, (matriz tridiagonal);

Passo 7
Crie, I, matriz identidade de ordem M
Facan =1,

Enquanto n < N faca
crie V, vetor de ordem M,
V=U-P,x AU
Vo=Vo+rx P(Us = Ug™);
Virer = Vg +r x P(Uy — U );
resolva, (I — P, x A)U" =V + At x F™,
n=n+1;
Passo 8
Paran=20,1,..., N faca
imprima U™";
Passo 9

PARE (O procedimento estéd completo).

4.2 Derivada fracionaria de Katugampola

Nesta segao, apresentamos a derivada fracionaria definida por Katugampola (KA-
TUGAMPOLA, 2014). Essa formulacdo cumpre as propriedades classicas, incluindo:

linearidade, regra do produto, regra do quociente, regra da poténcia, regra da cadeia,
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nula a derivada da funcao constante, validade dos teorema de Rolle e do valor médio.

Definigao 14. Sejamt € R e f(t) uma funcdo real. A derivada fraciondria de Katugam-
pola de ordem o, sendo 0 < o < 1, da funcdo f € dada por

DO (t) = Tim . (te? ) = /) (118)

e—0 € ’

para todo t > 0.

A Definicao 14 é uma generalizacao da derivada cléssica que usa a abordagem de
limite. Para a = 1, a derivada de Katugampola é equivalente a definicao classica de

derivada de primeira ordem da fungao f.

Teorema 9. Considere o € (0,1] e f uma fungdo diferencidvel em um pontot > 0, entdo
xkDOf(t) =t f'(1). (119)
Demonstragao. Por hipétese, f(-) é diferencidavel. Assim, por Taylor
te " =t +et' T+ O(?).

Aplicando essa relagdo em (118), obtém-se

DO (1) = i LT OD) = /()

e—0 €

Chamando h = et'=® (1 + O(€)), quando ¢ — 0 = h — 0, temos

flt+h) - f(t)
h )

KD (1) = lim 11 (1 + O(c)

ou
kDf(t) =17 f'(t).
O

Katugampola (KATUGAMPOLA, 2014) também definiu a derivada fracionaria

para um valor arbitrério de «, quando « € (n,n + 1], sendo n € N.

Definigao 15. Sejam t € R, n € N e f(t) uma funcao real n vezes diferencidvel. A
derivada fraciondria de Katugampola de ordem «, sendo n < a < n+ 1, da funcao f é

dada por

DO (t) = lim . (e ") — 1 ® (120)

e—0 €

para todo t > 0.
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Seguindo os mesmos passos do Teorema 9 em (120) temos

KDaf(t> _ t17a+nf(n+1) (t), (121)

sendon € N e f n+ 1 vezes diferenciavel.

A formulagao proposta por Katugampola é classificada por Teodoro (2019) em
sua tese de doutorado como um operador local e nesse trabalho demostra-se que tal
operador é linear, a derivada fracionaria para « inteiro produz o mesmo resultado da
derivada ordindria correspondente, e a regra de Leibniz é satisfeita. Todavia, a derivada
de ordem zero de uma fungao nao é a prépria funcao e a lei dos expoentes nao é satisfeita.
Com isso, segundo o critério estabelecido por Ortigueira e Machado a derivada segundo

Katugampola nao pode ser classificada como fracionéria.

4.2.1 Método tipo Euler regressivo com a derivada de Katugampola

Aqui propomos o método tipo Euler regressivo para a equacao da difusao fra-
ciondria com o operador fracionario de Katugampola. As derivadas de ordem inteira no
problema (15) sdo aproximadas pelas diferengas regressivas (35) e centradas (38). Apli-

cando a derivada fraciondria de Katugampola em (15a), temos que o problema (15) é

escrito da seguinte maneira, com ¢ =1,2,.... M —1len=1,2,...,N:
yrtt _pyn ur, =20+ Ux
% (R a Do 11— 7 i+1 n 122
U = e (PR ) (1220)
UY = p(z;) (i=0,1,..., M), (122b)
Us =1Ut,) (n=0,1,...,N), (122c¢)
Uy =r(t,) (n=0,1,...,N). (122d)

As caracteristicas do operador local de Katugampola permitem elaborar um es-
quema numérico para a derivada fracionaria utilizando somente as diferencas regressivas,
visto que na equagao (119), obtivemos a relagao formal entre a derivada fracionaria de

Katugampola com a derivada ordinédria de ordem um, a saber,
xkDEf(t) =t f'(t)

para 0 < a < 1.
Aplicando diferencas regressivas nas diferengas centradas em (122a) e multiplicando

o resultado por t17%, se obtém o esquema numérico a seguir,

ur-up! s2U; — 6207
% ) =K atlfa p) ) n 123
i = e (PR ) e (123)
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onde 02U representa as diferengas centradas.
Denotando 92U"/Axz?* := 62U]" e como t, = nAt, apés realizar cancelamentos e

manipulacoes convenientes, temos

U = UP~t 4T (n) (9207 — 0207 1) + At (124)

onde T(n) :=n'~® Para 1 <i < M — 1, a forma matricial para (124) é

Ur=U""+T(n) [AU"-U" ") +C"—C" '] + Atf" (125)

I-TMA)U" =T -TnA U " +T(n)(C™—C" ")+ Atf™ (126)

A matriz A e os vetores U™, C™ e f™ sao definidos como na Segao 3.2.

4.2.2 Experimento numérico do MtER com Katugampola

Nesta secao, iremos apresentar resultados numéricos do problema da difusao fra-
cionaria utilizando a derivada fracionaria de Katugampola por meio do método do tipo
Euler regressivo. Apresentaremos dois exemplos: o primeiro tem o objetivo de verificar a
precisao e a ordem de convergéncia do esquema numérico. No segundo exemplo, explora-

remos o efeito da ordem da derivada fracionéria e do parametro de correcao dimensional.

Experimento 4.3. A fun¢io u(z,t) =t"® exp(n(z —a)) € a solugdo encontrada para o

problema (53), com os sequintes dados:
o f(x,t) =1,5t9(1 — t'=2x?) exp (7(z — a));
e ¢(x)=0; I(t)=tYexp(—ma); r(t)=texp(r(l—a)).

A Tabela 6 exibe os resultados numéricos encontrados, relativos ao dominio (x,t) €
[0,1] x [0,1], quando firados K = 1, Ax = 1/1000 e 7 = 1. As solugdes numéricas
calculadas foram precisas e as ordens ficaram em conformidade com as aprorimacoes do

esquema empregado.

Experimento 4.4. Em um sequndo exemplo serd exibida a solu¢cao numérica do problema
(122) no dominio (z,t) € [0,1] x [0,2]. Os parametros a sequir foram fizados em K = 1,
Az =1/100 e At = 2/400, considerando os sequintes dados de entrada:

o f(x,t)=(1+ m%*)(1+t)exp (t)sen (7z);

e o(x)=0; I(t)=0; 7r(t)=texpl(t).



Figura 10 - Solugao numérica da equacao de difusao fracionédria com a derivada de

Katugampola.
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Legenda: As Figuras (a) e (b) exibem cortes das solugoes em ¢ = 2. Na primeira figura,
variamos o parametro « enquanto mantemos 7 = 1. Na segunda figura, fixamos
a = 0,5 e variamos o valor de 7. J4 na Figura (c), é apresentado o gréfico de
superficie para a = 0,5 e 7 = 1.

Fonte: O autor, 2023.
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Tabela 6 - Método tipo Euler regressivo com derivada fracionaria de Katugampola.

N a=0,2 ordem a=20,5 ordem a=70,8 ordem
8 | 11,4044 x 1071 6,4947 x 1072 2.8266 x 102
16 | 6,4226 x 1072 | 1,1287 | 3,2169 x 1072 | 1,0136 | 1,4569 x 1072 | 0,9562
32 12,9219 x 1072 | 1,1325 | 1,5796 x 1072 | 1,0199 | 7,4306 x 102 | 0,9638
64 | 1,3411 x 1072 | 1,1295 | 7,7282 x 1073 | 1,0237 | 3,7626 x 1073 | 0,9698
128 | 6,2585 x 1073 | 1,1220 | 3,7810 x 1073 | 1,0256 | 1,8960 x 1073 | 0,9745

Legenda: Erro na norma L? com K =1, Az = 1/1000, 7 = 1, N é a quantidade de passos na
variavel t e o a ordem da derivada fraciondria segundo Katugampola.
Fonte: O autor, 2023.

4.2.3 Algoritmo do MtFE R com Katugampola

Nesta secao, fornecemos o algoritmo do método de Euler regressivo aplicado a
equacao de difusao fracionaria com derivada fracionaria local de Katugampola. Esse
algoritmo foi construido a partir da equagao (126), o c6digo escrito na linguagem Python

estd disponivel no Apéndice B.5

Método tipo Euler Regressivo — Katugampola

Propésito:

Solucao numérica da equacao da difusao fracionaria com Katugampola

ou(z,t)
ot

o [0 0Pulx,t)
= KDO,t (7’ KW

)+f(x,t), O<az<L, 0<t<T,
sujeita as condicoes de contorno
w(0,t) =1(t) wu(L,t)=r(), 0<t<T,

e as condigoes iniciais

u(z,0) = ¢(x), 0<z<L.

Método:
Diferencas finitas (esquema implicito)
Entrada:
Extremidade L, instante final T7;
M: nimero de nés em x, N: nuimero de nés em t;
IC: coeficiente de difusao;

a: ordem da derivada fracionéria;



7: parametro de correcao dimensional;

Saida:
Aproximacgoes U* para cada ¢ =0,1,..., M e para cadan =0,1,...
Passo 1
Faca
Ax = L/M, (calcula o comprimento do passo Ax);
At =T /M, (calcula o comprimento do passo At);
r=1K(A) Y/ (Ax)?
Passo 2

Parai=0,1,..., M faca
U? = ¢(iAx), (valores iniciais);
Passo 3
Paran =0,1,..., N faca
Uy = l(nAt), (condi¢do na fronteira esquerda);
Uy, = r(nAt), (condi¢ao na fronteira direita);
Passo 4
Paran =0,1,..., N faca
parai=1,2,..., M — 1 faca
F" = f(iAx,nAt), (termo fonte);

Passo 5
Paran =0,1,..., N faca
T, = n'™;
Passo 6

Parai=0,1,..., M — 1 faca
para 7 =0,1,..., M — 1 faca
se i == j, entao AZ = —2r;
sei::j—loui::j+1,entéoAg:r;

sendo A = 0, (matriz tridiagonal);

Passo 7
Crie, I, matriz identidade de ordem M
Facan =1;

Enquanto n < N faca
crie V', vetor de ordem M,
V=-T,x AU
Vo = Vo +r x Tu(U2 — UZ7Y);
Vieer = Vi +r x T,(Uy, — UiY);
resolva, (I — T, x A)\U™ =V + At x F™;
n=n-++1;

Passo 8

89



Paran =0,1,..., N faca
imprima U";
Passo 9

PARE (O procedimento estd completo).

90
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5 DIFUSAO FRACIONARIA COM DERIVADAS COM NUCLEO NAO
SINGULAR

Neste capitulo, apresentamos duas derivadas fracionarias com ntcleo nao singu-
lar que emergiram na literatura a partir da derivada proposta por Caputo e Fabrizio
(CAPUTO; FABRIZIO, 2015). Ap6s o trabalho de Caputo-Fabrizio, surgiram outras for-
mulagoes com nicleo nao singular. Atangana e Baleanu 2016 introduziram duas novas
formulacoes para a derivada, baseadas na derivada de Caputo-Fabrizio, com o nicleo de-
finido por uma fungao de Mittag-Leffler. Aqui, de maneira semelhante ao que fizemos nos
capitulos anteriores, estudaremos a equacao da difusao utilizando essas duas formulagoes

de derivadas fraciondrias.

5.1 Difusao fracionaria com Caputo-Fabrizio

No ano de 2015, Michele Caputo e Mauro Fabrizio apresentaram uma nova de-
finigao para derivada fracionaria (CAPUTO; FABRIZIO, 2015). Esse operador considera
o ntcleo da integral fraciondria uma funcao nao singular'® e é mencionado no trabalho
que a formulacao proposta possui propriedades motivadoras adicionais aquelas de versoes
anteriores. Essa derivada de ordem arbitraria é denominada derivada fracionéria segundo
Caputo-Fabrizio.

A formulacao proposta por Caputo-Fabrizio foi de alguma forma a inspiragao para
varias outras formulagoes que emergiram na literatura com nicleo nao singular. Por exem-
plo, Yang, Srivastava e Tenreiro Machado (YANG; SRIVASTAVA; MACHADO, 2015)
apresentaram uma nova formulagao cujo nicleo é uma fungao exponencial; Atangana
e Baleanu (ATANGANA; BALEANU, 2016) propuseram duas novas formulagoes, cujo

nucleo é dado por um funcao de Mittag-Leffler; ha registro de outras.

Definigao 16. Para 0 < a <1, —co < a <t e f € H'(a,b) com b > a, a derivada

fracionaria no tempo, de ordem «, sequndo Caputo-Fabrizio,

rD5f )= 1Y [esp (~al=2) popis (127)

11—« 11—«
ondet >0 e M(«) é uma func¢ao de normalizagio em que M(0) = M(1) = 1.

Assim como a derivada fracionaria segundo Caputo, a derivada de Caputo-Fabrizio

18 Uma funcdo é dita singular quando ela ndo possui inversa e ndo-singular caso contrario.
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de uma constante é zero e o nucleo é nao singular em ¢t = s. Esse operador tem sido
utilizado com éxito em problemas de eletromagnetismo (CAPUTO; FABRIZIO, 2016),
difusao (GOMEZ—AGUILAR et al., 2016), circuito resistor-indutor (ABRO; MEMON;
UQAILI, 2018), entre outros.

Veja que, quando consideramos a ordem da derivada « igual a zero, nao recupera-

mos a funcao original, isto é,

cr DL, (0) = M(0) [ 7(5)exp (0)ds = 1(0) - 1o}

dessa forma, a derivada de Caputo-Fabrizio de ordem zero de uma dada funcgao é a prépria
funcao desde que f(a) = 0.

Assim como as derivadas fracionarias de Chen e de Katugampola, a derivada de
Caputo-Fabrizio nao cumpre os cinco critérios propostos por Ortigueira e Machado, a
saber, a derivada de Caputo-Fabrizio é um operador linear, a derivada de ordem zero de
uma dada funcdo é a prépria fungao desde que f(a) = 0, a derivada de Caputo-Fabrizio
recupera o caso inteiro (ordem zero e um), a lei dos expoentes nao é satisfeita e nao vale

a generalizacao de regra de Leibniz.

5.1.1 Meétodo tipo Euler regressivo com Caputo-Fabrizio

Nesta secao abordaremos o problema da difusao fracionaria com derivada fra-
cionaria de Caputo-Fabrizio. As derivadas de ordem inteira no problema (15) sdo aproxi-
madas pelas diferengas regressivas (35) e centradas (38). Aplicando a derivada fracionaria
de Caputo-Fabrizio em (15a), temos que o problema (15) é escrito da seguinte maneira,
comi:=1,2,... M—1len=1,2,...,N:

W_Ti]f—l = K% cr Dy, (Uin_l — QAU;; + ’11) + f(x,tn), (128a)
U =¢(z;) (i=0,1,..., M), (128b)
Uus =1t,) (n=0,1,...,N), (128c¢)
Uy, =r(t,) (n=0,1,...,N). (128d)

A aproximacao empregada na derivada de ordem arbitraria é a proposta em (QU-
RESHI; RANGAIG; BALEANU, 2019). Este esquema é montado a partir do uso da
classica formula de diferencas finitas de dois pontos para a derivada primeira. Supondo

que f(t) € H'(a,b) parat =t, e 0 < a < 1, temos
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ler D5 f()],_, = Ma) [™ f'(s) exp [_O‘(in—_ofqu

11—« 0

g [t on] [ [0

M(« — o 9 n—5
- At(l(—)a) : a ,; i = S O] exp [_O‘(tl . a)}

Q

tht1

tr

Substituindo os limites de integracao e depois de algumas manipulacoes algébricas obtém-

Se

[CFD St )L:tn = ]\j(:;) (el At _ ) Z (Far — fn_k_l)efﬁ(kﬂ)m

k=0

Pode-se substituir & por £ — 1 para obter a seguinte expressao:

[or DG, f(1 >]t:tn=%(el A1) N faoker = faw) € T (129)

k=1

A equacao (129) é a discretizagao de primeira ordem do operador de derivada fra-
ciondria de Caputo-Fabrizio. Aplicando esse esquema na derivada fraciondria em (128a),

para 0 < a < 1, obtém-se

M(@) At ~ o n—k+1 _ 2rm—k\ ,—12-kAt | rn
5 U = Kt —C (e >k1 (82U — 5207 ¢ +f (130)

tomando a fungao de amortizagao como M («) = 1. Para 1 <1i < M —1, a forma matricial
para (130) é

U"=U"" 4> Ek) [BU T —U™*)+Crr —CmF 4 Atf™ (131)
k=1

ou

(I . g(l)B) Ur = Un—k+1 . Un—k) + Cn—k+1 o Cn—k:}

/‘\ ;TM:

+ EMBY U™ +£(1)(C™ —C™Y) + Atf™, (132)

onde E(k) := exp (—ﬁkAt). Os vetores U™, f™ e C™ sao definidos exatamente como

na Secao 3.2 enquanto a matriz
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—25 s 0o ... 0
s =25 s
B = 0 0 5
s =25 s
0 s —2s

sendo s := fAT:Q [exp (ﬁAt) — 1}.
A dependéncia para um ponto calculado pelo método tipo Euler regressivo com a
derivada de Caputo-Fabrizio é igual aquela obtida com a derivada de Riemann-Liouville,

conforme ilustrado nas Figuras Ha, 5b e Hc.

5.1.2 Experimento numérico do MtER com Caputo-Fabrizio

Nesta secao, vamos mostrar resultados numéricos do problema da difusao fra-
cionaria com a derivada fracionaria de Caputo-Fabrizio pelo o método tipo Euler regres-

sivo.

Experimento 5.1. A funcio u(x,t) = texp(t)exp(nm(z — a)) € a solu¢io encontrada

para o problema (53), com os sequintes dados:
o f(z,t) = (am?exp (25) +exp (t)(—m*(a+ 1)+t + 1)) exp (r(z — a));
o ¢(x) =0; I(t) =texp(t)exp(—ma); r(t) =texp (t)exp(n(l —a)).

A Tabela 7 exibe os resultados numéricos encontrados, relativos ao dominio (z,t) €
[0,1] x [0,1], quando firado K = 1, Az = 1/1000 e 7 = 1. As solu¢oes numéricas
calculadas foram precisas e as ordens ficaram em conformidade com as aprorimacoes do

esquema empreqgado.

Tabela 7 - Método tipo Euler regressivo com derivada fraciondria de Caputo-Fabrizio.

N a=0.2 ordem a=20,5 ordem a=0,8 ordem
10 | 8.8598 x 1073 1.6828 x 1072 2.2789 x 1072
20 | 4.5167 x 1073 | 0.9720 | 8.4740 x 1073 | 0.9897 | 1.0023 x 1072 | 1.1850
40 | 2.2805 x 1073 | 0.9790 | 4.2545 x 1072 | 0.9919 | 4.6806 x 1073 | 1.1418
80 | 1.1459 x 1073 | 0.9836 | 2.1326 x 1073 | 0.9934 | 2.2640 x 1073 | 1.1105
160 | 5.7435 x 107* | 0.9868 | 1.0683 x 1073 | 0.9944 | 1.1187 x 1073 | 1.0871

Legenda: Erro na norma L? com K =1, Az = 1/1000, 7 = 1, N é a quantidade de passos na
variavel t e a a ordem da derivada fracionéaria segundo Caputo-Fabrizio.
Fonte: O autor, 2023.
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Experimento 5.2. Agora, vamos abordar em um sequndo exemplo, onde serd exibido a
solug¢ao numérica do problema (128) no dominio (x,t) € [0,1] x [0,2], considerando os
sequintes dados de entrada e os parametros K =1, Ax = 1/100 e At = 2/400:

o f(x,t) =1+ m%)(1+t)exp (t)sen (7z);
o ¢(x)=0; I(t)=0; r(t)=texp(t).

As Figuras 11a e 11b exibem cortes das solugoes numéricas para diferentes valores
de a e 7, respectivamente, onde utilizamos K = 1, Az = 1/100 e At = 2/400. Por
outro lado, a Figura 11c apresenta o grafico de superficie correspondente a utilizagao de
Az =1/20 e At =2/40.

5.1.3 Algoritmo do MtER com a derivada de Caputo-Fabrizio

Nesta secao, apresentamos o algoritmo do método de Euler regressivo aplicado a
equacao da difusao fracionaria com derivada fracionaria segundo Caputo-Fabrizio. Esse
algoritmo foi construido a partir da equagao (132), o c6digo escrito na linguagem Python

estd disponivel no Apéndice B.6

Método tipo Euler Regressivo — Caputo-Fabrizio

Propésito:
Solugao numérica da equagao da difusao fracionaria com Caputo-Fabrizio:

Ou(z,t)
ot

0?u(w,t)
ox?

:ch(‘it(TalC )—i—f(x,t), O<z<L, 0<t<T,

sujeita as condicoes de contorno
w(0,t) =1(t) wu(L,t)=r(t), 0<t<T,

e as condigoes iniciais
u(z,0) = ¢(x), 0<x<L.

Método:
Diferengas finitas (esquema implicito)
Entrada:
Extremidade L, instante final T’;
M: ntmero de nés em x, N: nimero de nés em ¢t;
K: coeficiente de difusao;

a: ordem da derivada fraciondria;



Figura 11 - Solugao numérica da equagao de difusao fracionaria com a derivada de

Caputo-Fabrizio.
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Legenda: As Figuras (a) e (b) exibem cortes das solugdes em ¢t = 2. Na primeira figura,
variamos o parametro « enquanto mantemos 7 = 1. Na segunda figura, fixamos
a = 0,5 e variamos o valor de 7. J4 na Figura (c), é apresentado o gréfico de
superficie para « = 0,5 e 7 = 1.

Fonte: O autor, 2023.



7: parametro de correcao dimensional;

Saida:
Aproximacgoes U* para cada ¢ =0,1,..., M e para cadan =0,1,...
Passo 1
Faca
Ax = L/M, (calcula o comprimento do passo Ax);
At =T /M, (calcula o comprimento do passo At);
s = ﬁ [exp (ﬁAt) — 1};
Passo 2

Parai=0,1,..., M faca
U? = ¢(iAx), (valores iniciais);
Passo 3
Paran =0,1,..., N faca
Uy = l(nAt), (condi¢do na fronteira esquerda);
Uy, = r(nAt), (condi¢ao na fronteira direita);
Passo 4
Paran =0,1,..., N faca
parai=1,2,..., M — 1 faca
F* = f(iAx,nAt), (termo fonte);
Passo 5
Para k=0,1,..., N faca
E. =exp (—ﬁkAt);
Passo 6
Parai=0,1,..., M — 1 faca
para 7 =0,1,..., M — 1 faca
se 1 == j, entao Bf = —2s;
sei::j—loui::j+1,entéoBf:s;

se ndo B’ = 0, (matriz tridiagonal);

Passo 7
Crie, I, matriz identidade de ordem M
Facan =1;

Enquanto n < N faca

crie, V e W, vetores de ordem M,

para k= 2,3,...,n faca
V = B x (Ur*+1 - yn-k),
Vo= Vo + s x (Up ™+ — Ug);
Virer = Vg1 + s x (U5 = U,
W =W+ E, xV,;

W =W+ (I — E; x B)U"!;

97
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Wo =Wy + s x E(Uy —Uy™);
W1 = Wy + s x By(Uy, — UL);
resolva, (I — Ey x B)U™ = W + At x F™;
n=n-+1;

Passo 8

Paran=20,1,..., N faca

imprima U";

Passo 9

PARE (O procedimento esté completo).

5.2 Derivada Fracionaria de Atangana-Baleanu

No ano de 2016, Abdon Atangana e Dumitru Baleanu utilizaram o fato de que
a fungao de Mittag-Leffler (MOSCHEN, 2006) generaliza a fungao exponencial e intro-
duziram duas derivadas fraciondrias: uma no sentido de Caputo e outra no sentido de
Riemann-Liouville. Esses operadores de nticleo nao local e nao singular sao denominados
como a derivada fracionaria de Atangana-Baleanu do tipo Caputo e do tipo Riemann-
Liouville (ATANGANA; BALEANU, 2016). Essas formulagao tém sido usadas em diver-
sas aplicagoes, tais como: modelos de transferéncia de calor (ATANGANA; BALEANU,
2016), em modelos de fluidos (SHEIKH et al., 2017), dinamicas populacionais (PETER
et al., 2021), dentre outros.

Defini¢ao 17. Sejam f € H'(a,b), b > a e a € [0,1]. A derivada fraciondria segundo
Atangana-Baleanu do tipo Caputo € dada por

ezt = 2 [ 5, (ol prgas (133)

o l-a 1l -«

onde E,(-) € a fun¢ao de Mittag-Leffler de um parametro e M(«) € o andlogo ao fator de

normalizacao da derivada de Caputo-Fabrizio.

Note que, quando consideramos a ordem da derivada « igual a zero, nao recupera-
mos a fungao original, exceto quando a fung¢ao calculada no extremo inferior da integral

é zero, isto é,

ase D0, f(t) = M(0) / Eo(0) ' (s)ds = / f(s)ds = () — f(a).

Definigao 18. Sejam f € H'(a,b), b > a e a € [0,1]. A derivada fraciondria seqgundo
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Atangana-Baleanu do tipo Riemann-Liouville ¢ dada por

M(a) d

asrDS (1) = T2 / B, <—a<t1__2a) £(s)ds, (134)

onde E,(-) e M(«) sao dados como na Definigao 17.

Na formulagao de Atagana-Baleanu do tipo Riemann-Liouville, conseguimos recu-

perar a func¢ao original quando a ordem da derivada « for igual a zero. De fato,

amn D2 (0 = MO [ E0)s)as = 5 [ 1(s)ds = f0)

dt
Uma outra diferenga entre os dois tipos da derivada de Atagana-Baleanu é em
relagao a derivada de uma constante C', uma vez que apcDy,C' = 0, o que nao ocorre
para 4prDy ,C. As duas derivadas de Atangana-Baleanu sao relacionadas através da
relagdo (TEODORO, 2019)

Aw D) =asc DS (O + 12 B (<ol =) @ 139)

l—«

As derivadas de Atangana-Baleanu, assim como as de Caputo-Fabrizio, nao podem
ser consideradas derivadas fracionarias, segundo o critério estabelecido por Ortigueira e
Machado (ORTIGUEIRA; MACHADO, 2015). As derivadas de Atangana-Baleanu sao
operadores lineares; vale a generalizacao da regra de Leibniz. As derivadas de ordem um
coincidem com a derivada ordindaria. A derivada 45 RD&t de ordem zero recupera a funcao
original, e a derivada 4pcDf, de ordem zero s recupera a funcao original se f(a) = 0,

conforme ja mencionado, e nao é vélida a lei dos expoentes (TEODORO, 2019).

5.2.1 M¢étodo tipo Euler regressivo com Atagana-Baleanu

Nesta secao é abordado o problema da difusao fracionéaria com derivada fracionaria
de Atagana-Baleanu do tipo Caputo. As derivadas de ordem inteira no problema (15)
sao aproximadas pelas diferengas regressivas (35) e centradas (38). Aplicando o operador

de Atagana-Baleanu do tipo Caputo em (15a), temos que o problema (15) é escrito da
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seguinte maneira, com ¢ = 1,2,... M —1len=1,2,..., N:
up - Uy Ur, =207 + UF,
T = K7% apc Dy < A2 + (@i, tn), (136a)
U =¢(z;) (i=0,1,..., M), (136b)
Uy =1(t,) (n=0,1,...,N), (136¢)
Uy =r(t,) (n=0,1,...,N). (136d)

A definicao da derivada de Atangan-Baleanu do tipo Caputo é definida para o €

[0, 1], mas o esquema de aproximagao proposto por Yadav, Pandey e Shurla (YADAV;
PANDEY; SHUKLA, 2019) resume o caso quando a/(1 —a) < 1, isto é, a < 1/2. O

esquema é construido por meio do uso da férmula de diferengas finitas de dois pontos para

a derivada primeira. Supondo que f(t) € H'(a,b) para t = t,,, temos

Ao DG f (D)=t =

]1\4%02 /Otn f'(s)Ea [1__0; (tn — s)a] ds

M(a) ni /t+ f’(s)Ea{ o (tn—s)a} ds

1—04k:0 ‘ l-«

M(a) &= [ fers — i —a

—_— e F, | —(th, —5)*|ds + R,
l—a & O/tk At 1—a( 57| ds+

f 1—f - o
1—042 s k{ n_tk)Ea,Q |:1_aa<tn—tk):|

—
_<tn - tk+1)Ea,2 |:1 _ a(tn - tk+1)a:| } + Rn

f(ty) + R, (137)

onde, se representarmos F,, o [%(tn — tk)“} com E}, entao

(n—1)E} —nkEg, se k=0,
Chi=q (n—k+1)E}—2(n—k)E}+(n—k—-1)E},, se 0<k<mn, (138)
Er . se k=mn,

e R, é o erro de truncamento (YADAV; PANDEY; SHUKLA, 2019).

Aplicando o esquema numérico (137) a equacao (136a), para 0 < a < 1/2, temos

U Un 1
At

Uk, —2UF + UF
( SO )

Ax?
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tomando a fungao de amortizagdo como M («) = 1, chegamos a

n n— Kr*At a k k n
Ur = urt + A—aar ch —2UF + UL,) + AtfI. (140)

Para 1 <i < M — 1, a forma matricial para (140) fica:

Um=U""'+) Ct(DU* +C*) + Atfn (141)
k=0
ou .
(I-CD)U™=U""+> Cp (DU*+C*) +CiC™ + Atf™ (142)
k=0

onde os vetores U™, f™ e C™ sao definidos exatamente como na Sec¢ao 3.2 enquanto a

matriz

—2v v 0o ... 0
v =20 v
D=1 0 0 |,
—2v W
0 0 v —2v

sendo v := KAt/ [(1 — a)Az?].
A dependéncia para um ponto calculado na equacao da difusao fracionaria pelo
método tipo Euler regressivo com a formulagao de Atagana-Baleanu do tipo Caputo é

igual aquela obtida com a derivada de Riemann-Liouville, conforme ilustrado nas Figuras
ba, bb e Hc.

5.2.2 Experimento numérico do MtER com Atagana-Baleanu

Nesta secao, vamos mostrar resultados numéricos do problema da difusao fra-
cionaria com a derivada fracionaria de Atagana-Baleanu do tipo Caputo pelo o método

tipo Euler regressivo.

Experimento 5.3. A funcio wu(x,t) = t'sin(rz) € a solugdo encontrada para o pro-

blema (136), com os seguintes dados.

o f(x,t)= (4t3 + 2‘11+2t4Ea,5 [%tﬂ) sin (7z);

o p(x)=0; I(t)=0; r(t)=0.

A Tabela 7 exibe os resultados numéricos encontrados, relativos ao dominio (z,t) €

[0,1] x [0,1], quando fizados K =1, Az =1/1000 e 7 = 1.
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Tabela 8 - Método tipo Euler regressivo com derivada fraciondria de Atagana-Baleanu do tipo

Caputo.
N a=0,1 ordem a=20,3 ordem a=0,5 ordem
10 | 3,2976 x 1072 3,1879 x 1072 3,7544 x 1072

20 | 1,6957 x 1072 | 0,9595 | 1,6155 x 1072 | 0,9806 | 1,8416 x 1072 | 1,0276
40 | 8,5972 x 1073 | 0,9697 | 8,1265 x 1073 | 0,9860 | 9,1016 x 1073 | 1,0222
80 | 4,3285 x 1073 | 0,9765 | 4,0744 x 1073 | 0,9893 | 4,5208 x 1072 | 1,0180
160 | 2,1718 x 1073 | 0,9811 | 2,0398 x 1073 | 0,9915 | 2,2524 x 1073 | 1,0148

Legenda: Erro na norma L? com K =1, Az = 1/1000, 7 = 1, N é a quantidade de passos na
varidvel t e « a ordem da derivada fraciondria segundo Atagana-Baleanu do tipo
Caputo.

Fonte: O autor, 2023.

Os resultados exibidos na Tabela 8 podem ser considerados bons, visto que obti-
vemos boas aproximagcoes e a ordem de convergéncia estd em concordancia com as apro-

ximagoes empregadas.

Experimento 5.4. Agora, vamos abordar em um sequndo exemplo, onde serd exibido a
solug¢do numérica do problema (136) no dominio (z,t) € [0,1] x [0,2], considerando os

sequintes dados de entrada:
o f(z,t) = (14 7%)(1 +t)exp (t)sen (7z);

o p(x)=0; IU(t)=0; 7r(t)=texpl(t).

As Figuras 12a e 12b exibem cortes das solucoes numéricas para diferentes valores
de a e 7, respectivamente, onde utilizamos K = 1, Az = 1/100 e At = 2/400. Por
outro lado, a Figura 12b apresenta o grafico de superficie correspondente a utilizacao de
Az =1/20 e At =2/40.

Os resultados exibidos na Figura 12a ficaram em concordancia com os diferentes
valores de a considerados. Contudo, para a = 0,999, nao houve convergéncia do método,
0 que nos motiva a investigar o esquema que aproxima a derivada de Atangana-Baleanu

do tipo Caputo, bem como o cédigo.

5.2.3 Algoritmo do MtER com a derivada de Atagana-Baleanu

Nesta secao, apresentamos o algoritmo do método de Euler regressivo aplicado
a equagao da difusao fracionaria com derivada fracionaria de Atagana-Baleanu do tipo
Caputo. Esse algoritmo foi construido a partir da equagao (142), o codigo escrito na

linguagem Python esta disponivel no Apéndice B.7
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Figura 12 - Solugao numérica da equacao de difusao fracionédria com a derivada de

Atagana-Baleanu do tipo Caputo.

40

301

U(x, 2)

10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2

eixo x eixo x

U(x,t)

()

Legenda: As Figuras (a) e (b) exibem cortes das solugoes em ¢ = 2. Na primeira figura,
variamos o parametro a enquanto mantemos 7 = 1. Na segunda figura, fixamos
a = 0,5 e variamos o valor de 7. Ja na Figura (c), é apresentado o gréfico de
superficie para a = 0,5 e 7 = 1.

Fonte: O autor, 2023.
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Método tipo Euler Regressivo — Atagana-Baleanu

Proposito:
Solucao numérica da equagao da difusao fracionaria com a derivada fracionéria de

Atagana-Baleanu do tipo Caputo,

Ou(x,t)
ot

0*u(z,t)

ox?

ZABcD&t(TalC )+f($,t), O<zx< L, 0<t<T,

sujeita as condicoes de contorno
w(0,t) =1(t) wu(L,t)=r(t), 0<t<T,

e as condigoes iniciais
u(z,0) = ¢p(x), 0<x<L.

Método:
Diferengas finitas (esquema implicito)
Entrada:
Extremidade L, instante final T’;
M: ntmero de nés em x, N: nimero de nés em t;
IC: coeficiente de difusao;
a: ordem da derivada fracionéria;
7: parametro de corre¢ao dimensional;
Saida:

Aproximagoes U* para cada ¢ =0,1,..., M e para cadan =0,1,..., N;

Passo 1
Faca
Az = L/M, (calcula o comprimento do passo Ax);
At =T/M, (calcula o comprimento do passo At);
v=T1*At/[(1 — a)Az?];
Passo 2

Para:=0,1,..., M faca
U? = ¢(iAx), (valores iniciais);
Passo 3
Paran=20,1,..., N faca
o' = l(nAt), (condi¢ao na fronteira esquerda);
Uy, = r(nAt), (condi¢do na fronteira direita);
Passo 4
Paran =0,1,..., N faca
parai=1,2,..., M — 1 faga



F" = f(iAxz,nAt), (termo fonte);
Passo 5
Paran =0,1,..., N faca
para k=1,2,... ., M — 1 faga
se k == 0, entdo C}! = (n — 1)E} —nEy;

se k ==n, entao C; = E;_;

sendo Cf = (n—k+1)E} | —2(n —k)E} + (n —k — 1) B} 5;

Passo 6
Para:=20,1,...,M — 1 faca
para 7 =0,1,... , M — 1 faca
se 1 == j, entao Df = —2u;
sei::j—loui::j—I—l,enténg:v;

sendo D! = 0, (matriz tridiagonal);

Passo 7
Crie, I, matriz identidade de ordem M,
Facan =1;

Enquanto n < N faca
crie, V e W, vetores de ordem M
para k=0,1,...,n— 1 faca
V =D x U¥
Vo=Vo+vx U
Var—r = Vo1 + o x Uy
W=W4C} xV;
Wy =Wy+v xCrUY,
Wy—1 = Way—1 +0CrURy;
resolva, (I —C" x D)U™ = U + W + At x F™;
n=n-+1;
Passo 8
Paran=20,1,..., N faca
imprima U";
Passo 9
PARE (O procedimento esté completo).

105
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, realizamos experimentos para verificar o efeito de a e 7 na modela-
gem. Analisamos o tempo de execucao dos cédigos e a modelagem com cada operador. Os
codigos dos exemplos foram escritos em linguagem Python 3 e executados no Notebook

Colaboratory!®.

6.1 Efeito da ordem «

Nesta secao, avalia-se a eficiencia dos cédigos a medida que a ordem « se aproxima
de zero e de um. Compararemos esses resultados extremos com as ordens inteiras o = 0 e
a = 1. Note que a derivada fraciondria de ordem zero de uma funcao é a prépria funcao?
e que, quando a ordem ¢ um numero inteiro igual a um, deve produzir o mesmo resultado
que a primeira derivada ordindria?'. A escolha de av = 0 faz com que a equacao da difusao

fracionaria se reduza ao caso classico, a saber,
uy = Kugy + f, (143)

este problema foi aproximado pelo método de Crank-Nicolson. Tomando agora a = 1 se
obtém a seguinte equagao
w = Kttgey + f, (144)

sendo utilizada a solugao analitica no experimento a seguir.

Experimento 6.1. Este experimento visa, sobretudo, comparar as solucoes numéricas
para diferentes valores de o com as derivadas de Riemann-Liouville, Caputo, Chen, Ka-
tugampola, Caputo-Fabrizio e Atangana-Baleanu do tipo Caputo. Considere o problema
da difusao fraciondria, no dominio (z,t) € [0,1] x [0,2], estando os dados de entrada

descritos a sequir:
o f(x,t) = (14 2572/36)(1 + t) exp (t) sen (5mx/6);
e o(x)=0; I(t)=0; r(t)=0,5texp(t);
com os parametros K =1, 7 =1, Az = 1/50 e At = 2/200.

190 Colaboratory ou “Colab” é um produto do Google Research, que permite que qualquer pessoa
escreva e execute codigo Python pelo navegador.

20 Essa afirmacdo é equivalente a o operador satisfazer a propriedade do critério de Ortigueira e Machado.

21 Um caso particular da terceira propriedade do critério de Ortigueira e Machado.



Figura 13 - Solucao numérica da

equacao de difusao fracionaria com as derivadas cldssicas
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20.0
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eixo x eixo x
(c) (d)

Legenda: As figuras (13a), (13b), (13c) e (13d) exibem cortes das solugbes da equagao da

difusao fraciondria com a derivada de Riemann-Liouville (a) e (b) e Caputo (c) e (d)
em t = 2. Os parametros utilizados foram K =1, 7 =1, Az = 1/50 e At = 2/200.

Para @« = 0 e @ = 1, a solucdo corresponde as equagoes (143) e (144),

respectivamente.

Fonte: O autor, 2023.



Figura 14 - Solucao numérica da equagao de difusao fracionaria com as derivadas locais
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Legenda: As figuras (14a), (14b), (14c) e (14d) exibem cortes das solugbes da equagao da

difus@o fracionaria com a derivada de Chen (a) e (b) e Katugampola (c) e (d) em

t = 2. Os parametros utilizados foram K =1, 7 = 1, Az = 1/50 e At = 2/200. Para

a=0ea=1,asolugao corresponde as equacoes (143) e (144), respectivamente.

Fonte: O autor, 2023.
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Figura 15 - Solucao numérica da equagao de difusao fracionaria com as derivadas com ntcleo

nao singular
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Legenda: As figuras (15a), (15b), (15¢) e (15d) exibem cortes das solugoes da equagao da

difus@o fraciondria com a derivada de Caputo-Fabrizio (a) e (b) e Atangana-Baleanu
(c) e (d) em t = 2. Os parametros utilizados foram K =1, 7 =1, Az =1/50 e
At =2/200. Para a = 0 e = 1, a solugao corresponde as equagoes (143) e (144),

respectivamente.
Fonte: O autor, 2023.
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As derivadas classicas de Riemann-Liouville e de Caputo, exibidas na Figura 13,
satisfazem a segunda condigao (DY, f(t) = f(t)) e a terceira condicao (D, ,f(t) = f'(t))
do critério de Ortigueira e Machado. As solugoes numéricas da equagao da difusao, tanto
com a derivada de Riemann-Liouville quanto com a derivada de Caputo em o = 0,001 e
a = 0,999, aproximam-se das respectivas solugoes inteiras em o« = 0 e @ = 1, confirmando
assim os resultados teoricos.

A Figura (14a), referente a derivada de Chen, e (14c), referente a de Katugampola,
mostram que as solugoes numéricas estao em conformidade com os diferentes valores de
a. Contudo, esses operadores locais nao satisfazem a segunda condicao do critério de
Ortigueira e Machado, ou seja, para a derivada de Chen, temos (cyD°f(t) = o0) e
para Katugampola (x D% f(t) = tf'(t)). Isso explica a falta de conformidade das solugoes
numéricas em relagao aos valores fracionarios de o com os valores inteiros em ambos os
operadores, como exibido nas Figuras (14b) e (14d).

Para este experimento, as derivadas de Caputo-Fabrizio e Atangana-Baleanu do
tipo Caputo satisfazem a segunda e a terceira condicao do critério de Ortigueira e Ma-
chado. Portanto, os resultados esperados sao semelhantes aos obtidos com as derivadas de
Riemann-Liouville e de Caputo, como é observado nas Figuras (15a) e (15b), referentes a
de Caputo-Fabrizio. Contudo, devido a limitacao do esquema empregado para a derivada
de Atangana-Baleanu, nao é possivel realizar toda a analise; no entanto, os resultados

exibidos nas Figuras (15¢) e (15d) estao dentro do que se esperava.

6.2 Efeito do parametro 7

Nesta se¢ao sera estudado o efeito causado quando considerados diferentes valores
para o parametro de corre¢ao dimensional 7 que foi inserido para corrigir o desbalancea-

mento da equacao da difusao fracionaria.

Experimento 6.2. Este experimento visa verificar o efeito da variagao do parametro
de corre¢ao dimensional T para os valores (0,5), (1,0) e (2,0) na solugdo numérica,
mantendo fiza a ordem « da derivada fraciondria. O problema considerado € o da difusdo

fraciondria, no dominio (x,t) € [0,1] x [0,2], com os dados de entrada:
o f(x,t) =4(1+ %) (1 —t)exp (—t)sen (Z£);
e ¢(x)=0; [(t)=0; r(t)=4tsen (%)

com os parametros K =1, Az = 1/100 e At = 2/500.

Os resultados do Experimento 6.2 exibidos nas Figuras (16), (17) e (18) indicam
que diferentes valores do parametro de correcao dimensional 7 podem ter em algumas

situacoes forte influéncia na modelagem. Os resultados obtidos com os operadores de



Figura 16 - Solugao numérica da equacao de difusao fracionédria com a derivada de

Riemann-Liouville (a) e Caputo (b).
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Legenda: As figuras exibem cortes das solugoes em ¢ = 2, onde foram utilizados Az = 1/100 e

At = 2/500. As Figuras (a) e (b) mostram a solu¢do quando variamos o parametro

de correcao dimensional 7, mantendo « fixo.
Fonte: O autor, 2023.

Figura 17 - Solugao numérica da equagao de difusdo fracionaria com a derivada de Chen (a) e

Katugampola (b).
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Legenda: As figuras exibem cortes das solugoes em t = 2, onde foram utilizados Az = 1/100 e

At = 2/500. As Figuras (a) e (b) mostram a solugdo quando variamos o parametro

de correcao dimensional 7, mantendo « fixo.
Fonte: O autor, 2023.
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Figura 18 - Solugao numérica da equacao de difusao fracionédria com a derivada de

Caputo-Fabrizio (a) e Atangana-Baleanu (b).
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Legenda: As figuras exibem cortes das solugoes em ¢t = 2, onde foram utilizados Az = 1/100 e
At = 2/500. As Figuras (a) e (b) mostram a solu¢do quando variamos o parametro
de correcao dimensional 7, mantendo « fixo.

Fonte: O autor, 2023.

Riemann-Liouville, Caputo e Caputo-Fabrizio foram quantitativamente bem préximos
com uma forte influéncia do 7 quando a ordem a = 0,9. Os resultados obtidos pelos
operadores locais mostram também que para o = 0,9 o parametro 7 teve grande influéncia
nas modelagem. J4& para a derivada de Atangana-Baleanu os diferentes valores de 7 nao

tiveram significativa influéncia no nivel da ordem de aproximacao mostrada.

6.3 Analise do desempenho de cédigos

Nesta secao, serd apresentado um experimento para medir o tempo de execucao
dos diferentes cédigos propostos neste trabalho. Este teste visa nao apenas quantificar o
tempo necessario para a conclusao de tarefas especificas, mas também fornecer insights

valiosos sobre a eficacia relativa dos algoritmos utilizados.

Experimento 6.3. Este experimento visa, verificar o tempo de execu¢dao dos codigos

propostos neste trabalho, no dominio (x,t) € [0,1] x [0, 1], com os dados:
o f(z,t) = (1,5t% — 72) exp () sen (7z);
o ¢(x) =0; U(t)=0; r(t)=0;

com os parametros K =1, a =0,5 e 7 = 1.



113

Figura 19 - Analise do desempenho dos Algoritmos (B.2) e (B.3).
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Legenda: As figuras (a) e (b) apresentam o tempo de execugao dos cédigos aplicados ao
problema da difusao fracionaria, utilizando as derivadas classicas de
Riemann-Liouville e Caputo, respectivamente.

Fonte: O autor, 2023.

Figura 20 - Andlise do desempenho dos Algoritmos (B.4) e (B.5).
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Legenda: As figuras (a) e (b) apresentam o tempo de execugao dos cédigos aplicados ao
problema da difusao fraciondria, utilizando as derivadas locais de Chen e
Katugampola, respectivamente.

Fonte: O autor, 2023.



114

Figura 21 - Analise do desempenho dos Algoritmos (B.6) e (B.7).
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Legenda: As figuras (a) e (b) apresentam o tempo de execugao dos cédigos aplicados ao
problema da difusao fracionaria, utilizando as derivadas de nicleo nao singular de
Caputo-Fabrizio e de Atangana-Baleanu, respectivamente.

Fonte: O autor, 2023.

As Figuras 19, 20 e 21 exibem o tempo de execucao dos cédigos referidos. Os

algoritmos na linguagem Python 3 foram executados nos seguintes contextos:
e Sistema operacional: Windows 11 Home Single Language;
e Processador (CPU): 11th Gen Intel(R) Core(TM) i5;
e Meméria (RAM): 8,00 GB;
e Ambiente de desenvolvimento: PyCharm Community Edition 2023.

Os resultados exibidos nas Figuras 19, 20 e 21 ficaram dentro do esperado. A
complexidade de tempo dos cédigos com derivadas fracionarias nao locais aproxima um

crescimento quadratico, enquanto a dos operadores locais € linear.

6.4 Influéncia dos operadores na modelagem da difusao fracionaria

Nesta secao, realizamos testes que visam comparar a modelagem obtida pela

solucao numérica do problema da difusao fracionaria com os diferentes operadores.

Experimento 6.4. Neste experimento, utilizamos os mesmos dados do Experimento 6.1,

com o objetivo de comparar os resultados numéricos nos grdficos de superficie.
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Figura 22 - Gréfico de superficie da EDF com a derivada de Riemann-Liouville.

U(x,t)

(b)

Legenda: As Figuras (22a) e (22b) exibem a solugao da EDF com a derivada de
Riemann-Liouville. Os parametros utilizados foram: Az = 1/200, At = 1/200,
K=0,5,a=0,5e7=0,5.

Fonte: O autor, 2023.

Figura 23 - Grafico de superficie da EDF com a derivada de Caputo.
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Legenda: As Figuras (23a) e (23b) exibem a solugao da EDF com a derivada de Caputo. Os
parametros utilizados foram: Az = 1/200, At =1/200, KX =0,5, a =0,5e 7 =0,5.
Fonte: O autor, 2023.



116

Figura 24 - Gréfico de superficie da EDF com a derivada de Chen.
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Legenda: As Figuras (24a) e (24b) exibem a solucao da EDF com a derivada de Chen. Os
parametros utilizados foram: Az = 1/200, At =1/200, K =0,5, «a =0,5e 7 =0,5.
Fonte: O autor, 2023.
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Figura 25 - Gréfico de superficie da EDF com a derivada de Katugampola.
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Legenda: As Figuras (25a) e (25b) exibem a solugao da EDF com a derivada de Katugampola.
Os parametros utilizados foram: Az = 1/200, At =1/200, K =0,5, « =0,5 ¢
T=0,5.
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Figura 26 - Grafico de superficie da EDF com a derivada de Caputo-Fabrizio.
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Legenda: As Figuras (26a) e (26b) exibem a solugao da EDF com a derivada de Caputo. Os
parametros utilizados foram: Az = 1/200, At =1/200, K =0,5, a =0,5e 7 =0,5.

Figura 27 - Gréfico de superficie da EDF com a derivada de Atangana-Baleanu.
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Legenda: As Figuras (27a) e (27b) exibem a solugao da EDF com a derivada de
Atangana-Baleanu do tipo Caputo. Os parametros utilizados foram: Az = 1/200,

At =1/200,K=0,5,a=0,5e7=0,5.
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Neste experimento, com os parametros utilizados, as solu¢oes numéricas do pro-
blema da difusao fracionaria com as derivadas de Riemann-Liouville, Caputo e Caputo-
Fabrizio estiveram bem préximas, corroborando diversos testes realizados ao longo deste
trabalho. Os resultados com os operadores de Katugampola e Atangana-Baleanu manti-
veram conformidade com as trés derivadas fracionarias mencionadas. Contudo, a derivada

de Chen gerou um resultado bem distinto das demais derivadas fracionarias.
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CONCLUSAO

Tendo em vista o niimero crescente de derivadas fracionarias propostas nos ultimos
anos, torna-se necessario compreender sua atuagao na modelagem de problemas aos quais
sao aplicadas. Neste sentido, a proposta do trabalho foi investigar a influéncia de seis
derivadas fraciondrias quando aplicadas a equacao da difusao fracionaria. Além disso,
visando abordar o problema da escassez de métodos numéricos para o calculo fracionario,
seguimos nesta dire¢ao, realizando o estudo via métodos numéricos.

No decorrer deste trabalho, viu-se como construir esquemas numéricos para a
equacao da difusao fracionaria utilizando diferentes derivadas fraciondrias, a saber, deri-
vadas fracionarias de Riemann-Liouville, Caputo, Chen, Katugampola, Caputo-Fabrizio e
Atangana-Baleanu. Esses operadores foram selecionados a partir da classificacao realizada
por (TEODORO, 2019) em sua tese de doutorado, que por sua vez, teve como base, o
critério proposto em 2015 por Ortigueira e Machado (ORTIGUEIRA; MACHADO, 2015).
Esse critério é composto por cinco propriedades.

Ao conduzirmos testes para o esquema explicito, especificamente utilizando o
método tipo Euler progressivo com a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville,
confirmamos os resultados obtidos pela andlise numérica que revelou que o método é con-
dicionalmente estavel, e a condicao para estabilidade esta relacionada a IC, At, Az, e 7.
No entanto, a necessidade de escolher valores muito pequenos para At implica em um au-
mento significativo no tempo de processamento do cédigo e no uso da memoria requerida.
Ao tomarmos K e 7 iguais a um, Az = 1/10, e a = 0, 9, seria necessario um At da ordem
de 1072 para que haja convergéncia no método. Mesmo para esse valor relativamente
pequeno de t, o método se torna inviavel. Isso ocorre porque, para avancar um passo na
variavel t, é necessario revisitar todos os passos ja calculados, devido a influéncia do efeito
de memoria associado a derivada fracionaria.

Visto que a condicao de estabilidade torna o método explicito impraticavel, op-
tamos por abandonar essa abordagem. A partir desta etapa, consideramos apenas os
métodos implicitos, especificamente o método tipo Euler regressivo. Para o operador
de Riemann-Liouville, os testes computacionais confirmam os resultados tedricos obtidos
pela andlise numérica, demonstrando que o método é incondicionalmente estavel e sua
taxa de convergeéncia é compativel com a do método de Euler regressivo classico quando
aplicado a equagao de ordem inteira.

Levando em conta os resultados alcancados pelo método tipo Euler regressivo com
Riemann-Liouville, propomos esquemas semelhantes para as outras derivadas fracionarias.
Os experimentos numéricos realizados para o método tipo Euler regressivo com todas as
outras derivadas fracionarias indicam que esses esquemas sao incondicionalmente estaveis.

Esses métodos produziram boas aproximagoes, e suas taxas de convergéncia estiveram em
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concordancia com a precisao local das aproximagoes das derivadas fracionarias. Os ajustes
que o método incondicionalmente estavel permite no dimensionamento de sua malha sao
de suma importancia para sua viabilidade, visto que o numero elevado de passos na
variavel a qual a derivada fracionaria estd sendo aplicada pode torna-lo inviavel.

Ao analisarmos o efeito da ordem «, os resultados numéricos da equacao da di-
fusao com os diferentes operadores foram compativeis para os a’s investigados. Contudo,
quando acrescentamos na analise as derivadas inteiras de ordem zero e de ordem um, as
derivadas fraciondrias locais, por nao satisfazerem a segunda condicao do critério de Orti-
gueira e Machado, apresentam uma inconsisténcia com os resultados, o que nao ocorre com
os demais operadores, por satisfazerem tal critério. As mudancas nas solugoes numeéricas
para os diferentes valores do parametro de correcao dimensional 7 foram significativas
para alguns valores de a e nao tiveram um impacto significativo para outros. Além disso,
nao considerar 7 na equacao da difusao equivale a fazermos 7 igual a um.

A anélise da complexidade de tempo dos codigos mostrou que os cddigos com as
derivadas locais, Chem e Katugampola, tiveram um aumento linear do tempo de execugao
com o tamanho da entrada, o que corresponde a uma complexidade linear, O(n). Ja
os codigos com as derivadas de Riemann-Liouville, Caputo, Caputo-Fabrizio e Atangana
Baleanu, que sao operadores nao locais, tiveram uma complexidade quadratica, O(n?). Ao
realizar o estudo sobre a influéncia dos operadores na modelagem da difusao fracionaria,
os resultados com a derivada fracionaria de Riemann-Liouville, Caputo e Caputo-Fabrizio
ficaram muito proximos, consolidando diversos outros experimentos ao longo desta tese.
Os resultados obtidos com os operadores de Katugampola e Atangana-Baleanu foram
consistentes com as trés derivadas fracionarias mencionadas. No entanto, a derivada de
Chen gerou um resultado que divergiu dos resultados das demais derivadas fracionarias.

Uma continuacao natural do presente trabalho é realizar a andlise teérica da estabi-
lidade para os cinco métodos, visando buscar aproximacoes para as derivadas fracionarias
que possibilitem melhores desempenhos e, particularmente, a construcao de um método
semelhante ao de Crank-Nicolson. A insercao do parametro de corre¢ao de dimensao 7 na
modelagem gera novas possibilidades, mas também nos impoe lidar com um novo desafio,
qual seja, um problema de otimizacao a ser ainda formulado (e resolvido): como escolher
o melhor valor para 77 Este certamente representa uma importante direcao na pesquisa,
pois um suporte tedrico também devera ser considerado, conforme feito no estudo da
estabilidade.

Uma outra direcao na qual se pretende avancar é a aplicagao da equagao da difusao
fracionaria ao problema da difusao andémala, consistindo na verificacao natural de qual

operador seria mais adequado para essa simulacao.
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APENDICE A - Cédigos em Python — Difusao Usual

Aqui, apresentaremos os cédigos em linguagem Python correspondentes aos métodos
de diferencas progressivas, regressivas e de Crank-Nicolson quando aplicados a equagao

da difusao usual, que foram discutidos na Segao 2.5.

A.1 Diferencgas Progressivas

# DIFUSAO CLASSICA — METODO EULER PROGRESSIVO

import numpy as np
from sympy import gamma, exp, sin

import time

# FUNCOES DEFINIDAS PELO PROGRAMADOR

def Condicaolnicial(limite_x, npassos_x):
delta_x = limite_x / npassos_x
condicao_inicial = np.zeros(npassos_x —1)
for i in range(l, npassos_x):
condicao_inicial [i—1] = sin(np.pi * (ixdelta_x))

return condicao_inicial

def CondicaoFronteira(limite_x , limite_t , npassos_t):
delta_t = limite_t / npassos_t
front_na_esquerda = np.zeros(npassos_t+1)
front_na_direita = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(0, npassos_t+1):
front_na_esquerda[n] = 0
front_na_direita [n] = 0

return front_na_esquerda, front_na_direita

def TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t):

delta_x = limite_x / npassos_x



def

delta_t = limite_t / npassos_t
termo = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
termo[n|[i—1] = 0

return termo

MatrizM (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K):
delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t

v = K % delta_t / delta_x %x 2

matriz = np.zeros ((npassos_x —1, npassos_x —1))

for i in range(0, npassos_x —2):

matriz[i][i] =1 — 2 *x v
matriz [i][i+1] = v
matriz[1+1][i] = v
matriz [npassos_x —2|[npassos_.x —2] =1 — 2 % v

return matriz

def PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x , npassos_x,

limite_t , npassos_t):
solucao = SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t ,
npassos_t)
delta_x = limite_x / npassos_x
desvio = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(1l, npassos_t+1):
L2 =0
for i in range(l, npassos_x):
L2 = L2 4+ (solucao[n][i—1] — U[n][i—1]) #*x 2
desvio[n] = (delta_x % L2) xx 0.5
max = np.amax(desvio)

return max
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def SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t):

delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t
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sanalitica = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
sanalitica [n][i—1] = exp(-—np.pi *x 2 % (nxdelta_t))
« sin(np.pi % (ixdelta_x))

return sanalitica

# ENTRADA DOS DADOS

limite_x = float (input(’Limite-do-eixo-x-"))
npassos_x = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-x-"))
limite_t = float (input( ' Tempo-maximo-no-eixo-t-"))
npassos_t = int (input( ’Numero-de-passos-do-eixo-t-"))

K = float (input(’Difusividade-termica-K- "))

# PROGRAMA PRINCIPAL

inicio = time.time /()

U = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
U[0] = Condicaolnicial (limite_x , npassos_x)

fesquerda , fdireita = CondicaoFronteira(limite_x , limite_t ,

npassos_t)

fonte = TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t)
matriz_M = MatrizM (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K)
delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t
v =K % delta_t / delta_x =% 2

n=20
while n < npassos_t:
produto = np.dot (matriz_M, U[n])
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produto [0] = produto[0] + v % fesquerda[n]
produto[—1] = produto[—1] + v % fdireita [n]
U[n+1] = produto + delta_t * fonte[n]
n=mn-+1

fim = time.time/()
segundos = fim — inicio

minutos = segundos / 60

print ()

print (f’O-codigo- foi-executado-em-{segundos:.1f{}-segundos-ou-{
minutos:.1f}-minutos’)

print ()

# POS-PROCESSAMENTO

iniciopos = time.time ()

desvio_L2 = PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x ,

npassos_x , limite_t , npassos_t)

fimpos = time.time ()
segundospos = fimpos — iniciopos
minutospos = segundospos / 60

print (f’O-pos—processamento - foi -executado-em-{segundospos:.1f}-
segundos-ou-{minutospos:.1f}-minutos’)

print ()

print (f’-O-desvio-na-norma-L2-e:-{desvio_L2:.4e}")
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A.2 Diferencas Regressivas

# DIFUSAO CLASSICA — DIFERENCAS REGRESSIVAS

import numpy as np
from sympy import gamma, exp, sin

import time

# FUNCOES DEFINIDAS PELO PROGRAMADOR

def Condicaolnicial(limite_x, npassos_x):
delta_x = limite_x / npassos_x
condicao_inicial = np.zeros(npassos_x —1)
for i in range(l, npassos_x):
condicao_inicial [i—1] = sin(np.pi * (ixdelta_x))

return condicao_inicial

def CondicaoFronteira(limite_x , limite_t , npassos_t):
delta_t = limite_t / npassos_t
front_na_esquerda = np.zeros(npassos_t+1)
front_na_direita = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(0, npassos_t+1):
front_na_esquerda[n] = 0
front_na_direita[n] = 0

return front_na_esquerda, front_na_direita

def TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
termo = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
termo[n|[i—1] = 0

return termo



def

def

def
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MatrizN (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K):

delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t

v =K x delta_t / delta_x %x 2

matriz = np.zeros ((npassos_x —1, npassos_x —1))

for i in range(0, npassos_x —2):
matriz[i][i] =14+ 2 * v

matriz [i][i+1] = — v
matriz[i+1][i] = — v
matriz [npassos_x —2|[npassos. x —2] =1 4+ 2 % v

return matriz

PosProcessamento (SolucaoAnalitica, U, limite_x , npassos_x,
limite_t , npassos_t):
solucao = SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t ,
npassos_t)
delta_x = limite_x / npassos_x
desvio = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(1l, npassos_t+1):
L2 =0
for i in range(l, npassos_x):
L2 = L2 4+ (solucao[n][i—1] — U[n][i—1]) #*x 2
desvio[n] = (delta_x % L2) %x 0.5
max = np.amax(desvio)

return max

SolucaoAnalitica(limite_.x , npassos_x, limite_t, npassos_t):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
sanalitica = np.zeros((npassos_t+1, npassos_x—1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
sanalitica [n][i—1] = exp(—np.pi ** 2 x (nxdelta_t))
x sin(np.pi x (ixdelta_x))

return sanalitica



# ENTRADA DOS DADOS

limite_x = float (input(’Limite-do-eixo-x-"))
npassos_x = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-x-"))
limite_t = float (input( ' Tempo-maximo-no-eixo-t-"))
npassos_-t = int (input( ’Numero-de-passos-do-eixo-t-"))

K = float (input (' Difusividade -termica-K- "))

# PROGRAMA PRINCIPAL
inicio = time.time/()
U = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))

U[0] = Condicaolnicial (limite_x , npassos_x)

fesquerda , fdireita = CondicaoFronteira(limite_x , limite_t ,

npassos_t)
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fonte = TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t)
matriz_N = MatrizN (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K)
delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t
v =K % delta_t / delta_x =% 2

n =1

while n <= npassos_t:
Un—1][0] = U[n—1][0] — v % fesquerda[n]
Uln—1][-1] = Uln—1][-1] — v % fdireita [n]

U[n] = np.linalg.solve(matriz_N, U[n—1] + delta_t * fonte[n

fim = time.time ()

segundos = fim — inicio
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minutos = segundos / 60

print ()
print (f’O-codigo- foi-executado-em-{segundos:.1f{}-segundos-ou-{
minutos:.1f}-minutos’)

print ()

# POS-PROCESSAMENTO
iniciopos = time.time ()

desvio_L2 = PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x ,

npassos_x , limite_t , npassos_t)

fimpos = time.time ()
segundospos = fimpos — iniciopos
minutospos = segundospos / 60

print (f’O-pos—processamento - foi -executado-em-{segundospos:.1f}-
segundos-ou-{minutospos:.1f}-minutos’)

print ()

print (f’-O-desvio-na-norma-L2-e:-{desvio_L2:.4¢e}")
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A.3 Crank-Nicolson

# DIFUSAO CLASSICA — CRANK-NICOLSON

import numpy as np
from sympy import gamma, exp, sin

import time

# FUNCOES DEFINIDAS PELO PROGRAMADOR

def Condicaolnicial(limite_x, npassos_x):
delta_x = limite_x / npassos_x
condicao_inicial = np.zeros(npassos_x —1)
for i in range(l, npassos_x):
condicao_inicial [i—1] = sin(np.pi * (ixdelta_x))

return condicao_inicial

def CondicaoFronteira(limite_x , limite_t , npassos_t):
delta_t = limite_t / npassos_t
front_na_esquerda = np.zeros(npassos_t+1)
front_na_direita = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(0, npassos_t+1):
front_na_esquerda[n] = 0
front_na_direita[n] = 0

return front_na_esquerda, front_na_direita

def TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
termo = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
termo[n|[i—1] = 0

return termo



def

def

def PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x , npassos_x,

MatrizM (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K):

delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
v =K x delta_t / delta_x *x 2
matriz = np.zeros ((npassos_x —1, npassos_x —1))

for i in range(0, npassos_x —2):

matriz[i][i] =1 — v
matriz [i][i+1] = 0.5 * v
matriz[i+1][i] = 0.5 * v

matriz [npassos_x —2|[npassos x —2] = 1 — v

return matriz

MatrizN (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K):

delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
v =K % delta_t / delta_x *x 2
matriz = np.zeros ((npassos_x —1, npassos_x —1))

for i in range(0, npassos_x—2):

matriz[i][i] =1 + v
matriz [i][i+1] = — 0.5 * v
matriz[i+1][i] = — 0.5 % v

matriz [npassos_x —2|[npassos_.x 2] = 1 + v

return matriz

limite_t , npassos_t):

solucao = SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t ,

npassos_t)
delta_x = limite_x / npassos_x
desvio = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(l, npassos_t+1):
L2 =0
for i in range(l, npassos_x):
L2 = L2 4+ (solucao[n][i—1] — U[n][i—1]) #*x 2
desvio[n] = (delta_x % L2) %x 0.5
max = np.amax(desvio)

return max
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def SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t):

delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t

sanalitica = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))

for n in range(0, npassos_t+1):

for i in range(l, npassos_x):

sanalitica [n][i—1] = exp(—np.pi *x 2 % (nxdelta_t))

x sin(np.pi * (ixdelta_x))

return sanalitica

# ENTRADA DOS DADOS

limite_x = float (input(’Limite-do-eixo-x-"))
npassos_x = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-x-"))
limite_t = float (input(’Tempo-maximo-no-eixo-t-"))
npassos_t = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-t-"))

K = float (input(’'Difusividade -termica-K- "))

# PROGRAMA PRINCIPAL

inicio = time.time/()

U = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x—1))
U[0] = Condicaolnicial (limite_x , npassos_x)

fesquerda , fdireita = CondicaoFronteira(limite_x

npassos_t)

fonte = TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t
matriz_M = MatrizM (limite_x , npassos_x, limite_t
matriz_N = MatrizN (limite_x , npassos_x, limite_t

delta_x = limite_x / npassos_x

)

)

Y

)

limite_t |

npassos_t)

npassos_t , K)
npassos_t , K)



137

delta_t = limite_t / npassos_t
v =K % delta_t / delta_x =% 2

n=2~0
while n < npassos_t:

produto = np.dot(matriz_M, U[n])

produto [0] = produto[0] + v % (fesquerda[n] — fesquerda[n
+1])

produto[—1] = produto[—1] + v % (fdireita[n] — fdireita[n
+1])

U[n+1] = np.linalg.solve (matriz_N, produto + delta_t * (
fonte [n] + fonte[n+1]) / 2)
n=mn-+1

print (U[npassos_t])
W = SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t)

print (W npassos_t])

fim = time.time ()
segundos = fim — inicio
minutos = segundos / 60
print ()

print (f ’O-codigo-foi-executado-em-{segundos:.1f{}-segundos-ou-{
minutos:.1f}-minutos’)

print ()

# POS-PROCESSAMENTO

iniciopos = time.time ()

desvio_L2 = PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x ,

npassos_x , limite_t , npassos_t)

fimpos = time.time ()
segundospos = fimpos — iniciopos

minutospos = segundospos / 60
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print (f’O-pos—processamento - foi -executado-em-{segundospos:.1f}-
segundos-ou-{minutospos:.1 f}-minutos’)

print ()

print (f’-O-desvio-na-norma-L2-e:-{desvio_L2:.4¢e}")
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APENDICE B - Cédigos em Python — Difusao Fracionaria

Apresentamos os codigos em linguagem Python para os métodos numéricos quando
aplicados a equagao da difusao fracionaria. Esses codigos sao resultados desta tese, mais

precisamente os algoritmos dos Experimentos 3.1, 3.2, 3.4, 4.1, 4.3, 5.1 e 5.3.

B.1 Método tipo Euler progressivo — Derivada de Riemann-Liouville

import numpy as np
from sympy import gamma, exp

import time

# FUNCOES DEFINIDAS PELO PROGRAMADOR

def Condicaolnicial(limite_x , npassos_x):
delta_x = limite_x / npassos_x
condicao_inicial = np.zeros(npassos_x —1)
for i in range(l, npassos_x):
condicao_inicial [i—1] = 0

return condicao_inicial

def CondicaoFronteira(limite_x , limite_t , npassos_t):
delta_t = limite_t / npassos_t
front_na_esquerda = np.zeros(npassos_t+1)
front_na_direita = np.zeros(npassos_t+1)

for n in range(0, npassos_t+1):

front_na_esquerda|[n] = (n * delta_t) *x 1.5 % exp(np.pi
« (0 — alpha))
front_na_direita[n] = (n % delta_t) xx 1.5 % exp(np.pi x*

(limite_x — alpha))

return front_na_esquerda, front_na_direita

def TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t):
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delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
termo = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x—1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
termo[n|[i—1] = (1.5 % (n * delta_t) *x 0.5 — (np.pi
k% 2) * (gamma(2.5) x
(n % delta_t) *x (1.5 — alpha)) / gamma(2.5 — alpha
)) % exp(np.pi % (i % delta_x — alpha))

return termo

def CoeficienteOmega(npassos_t, alpha):
coeficiente = np.zeros(npassos_t+1)
for k in range(0, npassos_t+1):
coeficiente [k] = (—1) *x k * (gamma(alpha + 1)/(gamma(k
+ 1)*gamma(alpha — k + 1)))

return coeficiente

def MatrizA (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K, tau,
alpha):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
r = (tau **x alpha) * K % (delta_t*x(1 — alpha)) / delta_x x*x
2
matriz = np.zeros ((npassos_x —1, npassos_x —1))

for i in range(0, npassos_x —2):

matriz[i][i] = —2 * r
matriz[i][i+1] = r
matriz[i+1][i] =1
matriz [npassos_x —2]|[npassos_.x —2] = —2 * 1

return matriz

def PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x , npassos_x,
limite_t , npassos_t, alpha):
solucao = SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t ,

npassos_t , alpha)
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delta_x = limite_x / npassos_x
desvio = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(l, npassos_t+1):
L2 =0
for i in range(l, npassos_x):
L2 = L2 4+ (solucao[n][i—1] — U[n][i—1]) #*x 2
desvio[n] = (delta_x % L2) %x 0.5
max = np.amax(desvio)

return max

def SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t,
alpha) :
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
sanalitica = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
sanalitica [n][i—1] = (n % delta_t) *x 1.5 % exp(np.
pi *x (i * delta_x — alpha))

return sanalitica

# ENTRADA DOS DADOS

limite_.x = int (input(’Limite-do-eixo-x-"))

npassos_x = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-x-"))
limite_t = int (input(’Tempo-maximo-no-eixo-t-"))
npassos_t = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-t-"))

K = float (input(’ Coeficiente-de-difusao-"))

alpha = float (input(’Ordem-da-derivada-fracionaria-"))
tau = float (input(’Parametro-de-correcao-dimensional-’))
# PROGRAMA PRINCIPAL

inicio = time.time ()

U = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
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U[0] = Condicaolnicial (limite_x , npassos_x)

fesquerda , fdireita = CondicaoFronteira(limite_x , limite_t ,

npassos_t)

fonte = TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t)

omega = CoeficienteOmega (npassos_t , alpha)

matriz_A = MatrizA (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K,
tau, alpha)

delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t
r = (tau xx alpha) * K % (delta_t *x (1 — alpha)) / delta_x *x 2

n =20
while n < npassos_t:
auxiliar = np.zeros(npassos_x —1)
for k in range(0, n+1):
produto = np.dot(matriz_ A, U[n—k])
produto [0] = produto[0] + r % fesquerda[n—k]|
produto[—1] = produto[—1] + r % fdireita [n—k]

auxiliar = auxiliar + omega|k]| % produto

U[n+1] = U[n] 4+ auxiliar + delta_t = fonte[n]

n=mn-+1
fim = time.time ()
segundos = fim — inicio
minutos = segundos / 60
print ()

print (f’O-codigo - foi-executado-em-{segundos:.1f}-segundos-ou-{
minutos:.1f}-minutos’)

print ()
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# POS-PROCESSAMENTO
iniciopos = time.time ()

desvio_L.2 = PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x ,

npassos_x , limite_t , npassos_t, alpha)

fimpos = time.time ()
segundospos = fimpos — iniciopos
minutospos = segundospos / 60

print (f'O-pos—processamento - foi-executado-em-{segundospos:.1f}-
segundos-ou-{minutospos:.1 f}-minutos’)

print ()

print (f’-O-desvio-na-norma-L2-e:-{desvio_L2:.4e} ")
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B.2 Método tipo Euler regressivo — Derivada de Riemann-Liouville

import numpy as np

from sympy import gamma, exp

import time

# FUNCOES DEFINIDAS PELO PROGRAMADOR

def Condicaolnicial (limite_x , npassos_x):

def

def

delta_x = limite_x / npassos_x

condicao_inicial = np.zeros(npassos_x —1)

for i in range(l, npassos_x):
condicao_inicial [i—1] = 0

return condicao_inicial

CondicaoFronteira(limite_x , limite_t, npassos_t):
delta_t = limite_t / npassos_t
front_na_esquerda = np.zeros(npassos_t+1)
front_na_direita = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(0, npassos_t+1):
front_na_esquerda[n] = (n * delta_t) *x 1.5 % exp(np.pi
* (0 — alpha))
front_na_direita[n] = (n % delta_t) xx 1.5 % exp(np.pi x
(limite_x — alpha))

return front_na_esquerda, front_na_direita

TermoFonte (limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
termo = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
termo[n|[i—1] = (1.5 % (n * delta_t) xx 0.5 — (np.pi
k% 2) % (gamma(2.5) x*
(n * delta_t) *x (1.5 — alpha)) / gamma(2.5 — alpha
)) % exp(np.pi x (i % delta_x — alpha))



def

def

def PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x , npassos_x,

return termo

CoeficienteOmega (npassos_t , alpha):
coeficiente = np.zeros(npassos_t+1)

for k in range(0, npassos_t+1):
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coeficiente [k] = (—1) ** k % (gamma(alpha + 1)/(gamma(k

+ 1)*gamma(alpha — k + 1)))

return coeficiente

MatrizA (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, tau, alpha

):

delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t

r = (tau *x alpha) * K % (delta_t*x(1 — alpha)) / delta_x
2

matriz = np.zeros ((npassos_x —1, npassos_x —1))

for i in range(0, npassos_x—2):

matriz[i][i] = -2 * r
matriz [i][i+]1] =T
matriz [i+1][i] =t
matriz [npassos_x —2|[npassos_ x —2] = —2 % r

return matriz

limite_t , npassos_t, alpha):

solucao = SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t ,

npassos_t , alpha)
delta_x = limite_x / npassos_x
desvio = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(l, npassos_t+1):

L2 =0

for i in range(l, npassos_x):

L2 = L2 4+ (solucao[n][i—1] — U[n][i—1]) #*x 2
desvio[n] = (delta_x % L2) %x 0.5

max = np.amax(desvio)

return max

% %



def SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t,
alpha):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
sanalitica = np.zeros((npassos_t+1, npassos_x —1))

for n in range(0, npassos_t+1):

for i in range(l, npassos_x):
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sanalitica [n][i—1] = (n * delta_t) *x 1.5 * exp(np.

pi * (i % delta_.x — alpha))

return sanalitica

# ENTRADA DOS DADOS

limite_x = int (input(’Limite-do-eixo-x-"))

npassos_x = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-x-"))
limite_t = int (input(’Tempo-maximo-no-eixo-t-"))
npassos_t = int (input( ’Numero-de-passos-do-eixo-t-"))

K = float (input(’Coeficiente-de-difusao-"))

alpha = float (input(’Ordem-da-derivada-fracionaria-"))
tau = float (input(’Parametro-de-correcao-dimensional-"))

# PROGRAMA PRINCIPAlimite_x
inicio = time.time/()

U = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))

U[0] = Condicaolnicial (limite_x , npassos_x)

fesquerda , fdireita = CondicaoFronteira(limite_x , limite_t ,

npassos_t)

fonte = TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t)

omega = CoeficienteOmega (npassos_t , alpha)
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matriz_A = MatrizA (limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t, tau
, alpha)

matriz_l = np.identity (npassos_x —1)

delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t
r = (tau *x alpha) * K % (delta_txx(1—alpha)) / delta_x *x 2

n =1
while n <= npassos_t:
auxiliar = np.zeros(npassos_x —1)
for k in range(l, n+1):
produto = np.dot(matriz_ A, U[n—k])
produto [0] = produto[0] + r % fesquerda [n—k]
produto[—1] = produto[—1] + r % fdireita [n—k]

auxiliar = auxiliar + omega|k] % produto
auxiliar [0] = auxiliar [0] + r % fesquerda[n]
auxiliar[—1] = auxiliar[—1] + r x fdireita [n]
U[n] = np.linalg.solve(matriz_.I — omega[0] * matriz_.A, Uln
—1] + auxiliar + delta_t x fonte[n])
n=mn+ 1
fim = time.time ()
segundos = fim — inicio
minutos = segundos / 60

print ()
print (f’O-codigo- foi-executado-em-{segundos:.1f{}-segundos-ou-{
minutos:.1f}-minutos’)

print ()

# POS-PROCESSAMENTO

iniciopos = time.time ()
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desvio_L.2 = PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x ,

npassos_x , limite_t , npassos_t, alpha)

fimpos = time.time ()
segundospos = fimpos — iniciopos
minutospos = segundospos / 60

print (f’O-pos—processamento - foi -executado-em-{segundospos:.1f}-
segundos-ou-{minutospos:.1f}-minutos’)

print ()

print (f’-O-desvio-na-norma-L2-e:-{desvio_L2:.4¢}")
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B.3 Método tipo Euler regressivo — Derivada de Caputo

import numpy as np

from sympy import gamma, exp

import time

# FUNCOES DEFINIDAS PELO PROGRAMADOR

def Condicaolnicial (limite_x , npassos_x):

def

def

delta_x = limite_x / npassos_x

condicao_inicial = np.zeros(npassos_x —1)

for i in range(l, npassos_x):
condicao_inicial [i—1] = 0

return condicao_inicial

CondicaoFronteira(limite_x , limite_t, npassos_t):
delta_t = limite_t / npassos_t
front_na_esquerda = np.zeros(npassos_t+1)
front_na_direita = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(0, npassos_t+1):
front_na_esquerda[n] = (n * delta_t) *x 1.5 % exp(np.pi
* (0 — alpha))
front_na_direita[n] = (n % delta_t) xx 1.5 % exp(np.pi x
(limite_x — alpha))

return front_na_esquerda, front_na_direita

TermoFonte (limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
termo = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
termo[n|[i—1] = (1.5 % (n * delta_t) xx 0.5 — (np.pi
k% 2) % (gamma(2.5) x*
(n * delta_t) *x (1.5 — alpha)) / gamma(2.5 — alpha
)) % exp(np.pi x (i % delta_x — alpha))
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return termo

def CoeficienteB (npassos_t, alpha):
coeficiente = np.zeros(npassos_t+1)
for k in range(0, npassos_t+1):
coeficiente [k] = ((k + 1) *x (1 — alpha) — k *x (1 —
alpha)) / gamma(2 — alpha)

return coeficiente

def MatrizA (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K, tau,
alpha) :
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
r = (tau *x alpha) * K % (delta_t*x(1 — alpha)) / delta_x xx
2
matriz = np.zeros ((npassos_x —1, npassos_x —1))

for i in range(0, npassos_x—2):

matriz[i][i] = -2 * r
matriz [i][i+]1] =T
matriz [i+1][i] =t
matriz [npassos_x —2|[npassos_ x —2] = —2 % r

return matriz

def PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x , npassos_x,
limite_t , npassos_t, alpha):
solucao = SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t ,
npassos_t , alpha)
delta_x = limite_x / npassos_x
desvio = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(l, npassos_t+1):
L2 =0
for i in range(l, npassos_x):
L2 = L2 4+ (solucao[n][i—1] — U[n][i—1]) #*x 2
desvio[n] = (delta_x % L2) %x 0.5
max = np.amax(desvio)

return max
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def SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t,
alpha):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
sanalitica = np.zeros((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
sanalitica [n][i—1] = (n * delta_t) *x 1.5 * exp(np.
pi * (i % delta_.x — alpha))
return sanalitica
# ENTRADA DOS DADOS
limite_x = int (input(’Limite-do-eixo-x-"))
npassos_x = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-x-"))
limite_t = int (input(’Tempo-maximo-no-eixo-t-"))
npassos_t = int (input( ’Numero-de-passos-do-eixo-t-"))
K = float (input(’Coeficiente-de-difusao-"))
alpha = float (input(’Ordem-da-derivada-fracionaria-"))
tau = float (input(’Parametro-de-correcao-dimensional-"))

# PROGRAMA PRINCIPAlimite_x
inicio = time.time/()

U = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))

U[0] = Condicaolnicial (limite_x , npassos_x)

fesquerda , fdireita = CondicaoFronteira(limite_x , limite_t ,

npassos_t)

fonte = TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t)

coeficiente B = CoeficienteB (npassos_t, alpha)
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matriz_A = MatrizA (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K,
tau, alpha)

matriz_l = np.identity (npassos_x —1)

delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t
r = (tau *x alpha) * K % (delta_txx(1—alpha)) / delta_x *x 2

n =1
while n <= npassos_t:
auxiliar = np.zeros(npassos_x —1)
for k in range(0, n—1):
produto = np.dot(matriz_ A, U[k+1] — U[k])
produto[0] = produto[0] + r * (fesquerda[k+1] —
fesquerda [k])
produto[—1] = produto[—1] + r % (fdireita [k+1] —
fdireita [k])

auxiliar = auxiliar 4+ coeficiente B [n—k—1] % produto
vetor = np.dot(matriz_.I — coeficiente_.B[0] % matriz_.A, U[n
—1])
vetor [0] = vetor[0] + coeficiente_ B[0] % r % (fesquerda[n] —

fesquerda [n—1])

vetor[—1] = vetor[—1] 4+ coeficiente_ B[0] % r % (fdireita [n]
— fdireita[n—1])
U[n] = np.linalg.solve(matriz_.I — coeficiente_ B [0] x

matriz_A | vetor + auxiliar + delta_t * fonte[n])

n=—mn-4+1

fim = time.time ()
segundos = fim — inicio

minutos = segundos / 60

print ()
print (f’O-codigo - foi-executado-em-{segundos:.1f}-segundos-ou-{

minutos:.1f}-minutos’)
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print ()

# POS-PROCESSAMENTO
iniciopos = time.time ()

desvio_L.2 = PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x ,

npassos_x , limite_t , npassos_t, alpha)

fimpos = time.time ()
segundospos = fimpos — iniciopos
minutospos = segundospos / 60

print (f’O-pos—processamento - foi -executado-em-{segundospos:.1f}-
segundos-ou-{minutospos:.1 f}-minutos’)

print ()

print (f’-O-desvio-na-norma-L2-e:-{desvio_L2:.4e} ")
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B.4 Método tipo Euler regressivo — Derivada de Chen

import numpy as np
from sympy import gamma, sin, exp

import time
# FUNCOES DEFINIDAS PELO PROGRAMADOR

def Condicaolnicial(limite_x, npassos_x):
delta_x = limite_x / npassos_x
condicao_inicial = np.zeros(npassos_x —1)
for i in range(l, npassos_x):
condicao_inicial [i—1] = 0

return condicao_inicial

def CondicaoFronteira(limite_x , limite_t , npassos_t):
delta_t = limite_t / npassos_t
front_na_esquerda = np.zeros(npassos_t+1)
front_na_direita = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(0, npassos_t+1):
front_na_esquerda[n] = 0
front_na_direita [n] = 0

return front_na_esquerda, front_na_direita

def TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, alpha):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
termo = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x—1))
for n in range(l, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
termo[n|[i—1] = (1.5 4+ alpha) % (nxdelta_t)*x(0.5 +
(1 + np.pi**2 / (alpha % (nxdelta_t)s*x*(
) * sin(np.pi % (ixdelta_x))

alpha) =
alpha—1))

return termo
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def CoeficienteP (npassos_t, alpha):
coeficiente = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(0, npassos_t+1):
coeficiente [n] = (nxx(1—alpha)) / alpha

return coeficiente

def MatrizA (limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t, K, tau,
alpha):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
r = (tau *x alpha) * K % (delta_t*x(1 — alpha)) / delta_x xx
2
matriz = np.zeros ((npassos_x —1, npassos_x —1))

for i in range(0, npassos_x —2):

matriz[i][i] = -2 * r
matriz[i][i+1] = r
matriz [i+1][i] =1
matriz [npassos_x —2|[npassos_ x —2] = —2 % r

return matriz

def PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x , npassos_x,
limite_t , npassos_t, alpha):
solucao = SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t ,
npassos_t , alpha)
delta_x = limite_x / npassos_x
desvio = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(l, npassos_t+1):
L2 =0
for i in range(l, npassos_x):
L2 = L2 4+ (solucao[n][i—1] — Uln][i—1]) #*x 2
desvio[n] = (delta_x % L2) %x 0.5
max = np.amax(desvio)

return max

def SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t,



alpha) :

delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t

sanalitica = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):

for i in range(l, npassos_x):
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sanalitica [n][i—1] = (n % delta_t) *x (1.5 + alpha)

x sin(np.pi x (1 % delta_x))

return sanalitica

# ENTRADA DOS DADOS

limite_x = int (input(’Limite-do-eixo-x-"))

npassos_x = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-x-"))
limite_t = int (input(’Tempo-maximo-no-eixo-t-"))
npassos_t = int (input( ’Numero-de-passos-do-eixo-t-"))

K = float (input(’ Coeficiente-de-difusao-"))

alpha = float (input( ’Ordem-da-derivada-fracionaria-’))
tau = float (input(’Parametro-de-correcao-dimensional-"))

# PROGRAMA PRINCIPAL

inicio = time.time/()

U = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x—1))
U[0] = Condicaolnicial (limite_x , npassos_x)

fesquerda , fdireita = CondicaoFronteira(limite_x , limite_t ,

npassos_t)

fonte = TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t,

alpha)

coefP = CoeficienteP (npassos_t , alpha)

matriz_ A = MatrizA (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K,
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tau, alpha)
matriz_l = np.identity (npassos_x —1)
delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t
r = (tau *x alpha) * K % (delta_t*x(l—alpha)) / delta_x =% 2

n=1
while n <= npassos_t:

vprod = np.dot(matriz_.I — coefP [n] % matriz.A, U[n — 1])

vprod [0] = vprod [0] + coefP[n] *x r % (fesquerda[n] —
fesquerda[n — 1])

vprod[—1] = vprod[—1] + coefP [n] * r x (fdireita[n] —
fdireita [n — 1])

U[n] = np.linalg.solve(matriz_I — coefP [n] x matriz_A, vprod
+ delta_t * fonte[n])
n=mn-+1

fim = time.time ()
segundos = fim — inicio

minutos = segundos / 60

print ()
print (f'O-codigo - foi-executado-em-{segundos:.1f}-segundos-ou-{
minutos:.1f}-minutos’)

print ()

# POS-PROCESSAMENTO
iniciopos = time.time ()

desvio_L.2 = PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x ,

npassos_x , limite_t , npassos_t, alpha)
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fimpos = time.time ()
segundospos = fimpos — iniciopos
minutospos = segundospos / 60

print (f'O-pos—processamento - foi-executado-em-{segundospos:.1f}-
segundos-ou-{minutospos:.1f}-minutos’)

print ()
print (f’-O-desvio-na-norma-L2-e:-{desvio_L2:.4e}")



B.5

Método tipo Euler regressivo — Derivada de Katugampola

import numpy as np

from sympy import gamma, sin, exp

import time

# FUNCOES DEFINIDAS PELO PROGRAMADOR

def Condicaolnicial(limite_x, npassos_x):

def

def

delta_x = limite_x / npassos_x

condicao_inicial = np.zeros(npassos_x —1)

for i in range(l, npassos_x):
condicao_inicial [i—1] = 0

return condicao_inicial

CondicaoFronteira(limite_x , limite_t , npassos_t):
delta_t = limite_t / npassos_t

front_na_esquerda = np.zeros(npassos_t+1)
front_na_direita = np.zeros(npassos_t+1)

for n in range(0, npassos_t+1):
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front_na_esquerda|[n] = (n * delta_t) *x 1.5 % exp(np.pi

x (0 — alpha))

front_na_direita[n] = (n % delta_t) xx 1.5 % exp(np.pi x*

(limite_x — alpha))

return front_na_esquerda, front_na_direita

TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t):

delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
termo = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x—1))
for n in range(l, npassos_t+1):

for i in range(l, npassos_x):

termo[n]|[i—1] = 1.5 % (nxdelta_t)x«x0.5 x (1 — (nx
delta_t)*x(1 — alpha) % np.pix*2) % exp(np.pi *

((ixdelta_x) — alpha))
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return termo

def CoeficienteT (npassos_t , alpha):
coeficiente = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(0, npassos_t+1):
coeficiente [n] = nxx(l1—alpha)

return coeficiente

def MatrizA (limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t, K, tau,
alpha):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
r = (tau *x alpha) * K % (delta_t*x(1 — alpha)) / delta_x x*x
2
matriz = np.zeros ((npassos_x —1, npassos_x —1))

for i in range(0, npassos_x —2):

matriz[i][i] = —2 * r
matriz[i][i+1] = r
matriz[i+1][i] =1
matriz [npassos_x —2]|[npassos_.x —2] = —2 * 1

return matriz

def PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x , npassos_x,
limite_t , npassos_t, alpha):
solucao = SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t ,
npassos_t , alpha)
delta_x = limite_x / npassos_x
desvio = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(1l, npassos_t+1):
L2 =0
for i in range(l, npassos_x):
L2 = L2 4+ (solucao[n][i—1] — U[n][i—1]) =*x 2
desvio[n] = (delta_x % L2) xx 0.5
max = np.amax(desvio)

return max
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def SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t,
alpha) :
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
sanalitica = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
sanalitica [n][i—1] = (n % delta_t) *x 1.5 % exp(np.
pi *x (i * delta_x — alpha))

return sanalitica

# ENTRADA DOS DADOS

limite_.x = int (input(’Limite-do-eixo-x-"))

npassos_x = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-x-"))
limite_t = int (input(’Tempo-maximo-no-eixo-t-"))
npassos_t = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-t-"))

K = float (input(’ Coeficiente-de-difusao-"))

alpha = float (input(’Ordem-da-derivada-fracionaria-"))
tau = float (input(’Parametro-de-correcao-dimensional-"))

# PROGRAMA PRINCIPAL

inicio = time.time ()

U = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
U[0] = Condicaolnicial (limite_x , npassos_x)

fesquerda , fdireita = CondicaoFronteira(limite_x , limite_t ,

npassos_t)
fonte = TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t)

coefT = CoeficienteT (npassos_t , alpha)
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matriz_A = MatrizA (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K,
tau, alpha)

matriz_I = np.identity (npassos_x—1)

delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t
r = (tau xx alpha) % K % (delta_txx(1—alpha)) / delta_x *x 2

n=1
while n <= npassos_t:

vprod = np.dot(matriz_.I — coefT [n] % matriz.A, U[n — 1])

vprod [0] = vprod [0] + coefT[n] *x r % (fesquerda[n] —
fesquerda[n — 1])

vprod[—1] = vprod[—1] + coefT [n] * r x (fdireita[n] —
fdireita [n — 1])

U[n] = np.linalg.solve(matriz_I — coefT [n] * matriz_A, vprod
+ delta_t * fonte[n])
n=mn-+1

fim = time.time ()
segundos = fim — inicio

minutos = segundos / 60

print ()

print (f'O-codigo - foi-executado-em-{segundos:.1f}-segundos-ou-{
minutos:.1f}-minutos’)

print ()

# POS—-PROCESSAMENTO

iniciopos = time.time ()

desvio_L.2 = PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x ,

npassos_x , limite_t , npassos_t, alpha)
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fimpos = time.time ()
segundospos = fimpos — iniciopos
minutospos = segundospos / 60

print (f'O-pos—processamento - foi-executado-em-{segundospos:.1f}-
segundos-ou-{minutospos:.1 f}-minutos’)

print ()

print (f’-O-desvio-na-norma-L2-e:-{desvio_L2:.4e} ")
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Método tipo Euler regressivo — Derivada de Caputo-Fabrizio

import numpy as np

from sympy import gamma, sin, exp

import time

# FUNCOES DEFINIDAS PELO PROGRAMADOR

def

def

def

Condicaolnicial (limite_x , npassos_x):
delta_x = limite_x / npassos_x
condicao_inicial = np.zeros(npassos_x —1)
for i in range(l, npassos_x):
condicao_inicial [i—1] = 0

return condicao_inicial

CondicaoFronteira(limite_x , limite_t, npassos_t):
delta_t = limite_t / npassos_t
front_na_esquerda = np.zeros(npassos_t+1)
front_na_direita = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(0, npassos_t+1):
front_na_esquerda[n] = (n % delta_t) % exp(n % delta_t)
x sin (alpha x np.pi * 0)
front_na_direita[n] = (n x delta_t) % exp(n x delta_t) x
sin (alpha * np.pi * 1)

return front_na_esquerda, front_na_direita

TermoFonte (limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
termo_fonte = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
termo_fonte[n][i—1] = (((np.pi**2 % alpha%*x2 4+ 1) x
(nxdelta_t) + np.pix*2 x alpha*x3 + 1)
x exp(nxdelta_t) — np.pi*x2 x alphaxx3 % exp(alpha =x
(nxdelta_t)/(alpha—1))) * sin(alpha % np.pi * (i
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xdelta_x))

return termo_fonte

def CoeficienteE (limite_t , npassos_t, alpha):
delta_t = limite_t / npassos_t
coeficiente = np.zeros(npassos_t+1)
for k in range(0, npassos_t+1):
coeficiente [k] = exp(—(alpha % k x delta_t) / (1 — alpha

))

return coeficiente

def MatrizB (limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t, K, tau,
alpha):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
s = (tau xx alpha) % K % (exp((alpha % delta_t)/(1 — alpha))
—1)/(alpha % delta_x=x*%x2)
matriz = np.zeros ((npassos_x —1, npassos_x —1))

for i in range(0, npassos_x —2):

matriz[i][i] = —2 * s
matriz[i][i+1] = s
matriz[i+1][i] = s
matriz [npassos_x —2]|[npassos_.x —2] = —2 * s

return matriz

def PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x , npassos_x,
limite_t , npassos_t, alpha):
solucao = SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t ,
npassos_t , alpha)
delta_x = limite_x / npassos_x
desvio = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(1l, npassos_t+1):
L2 =0
for i in range(l, npassos_x):
L2 = L2 4+ (solucao[n][i—1] — U[n][i—1]) =*x 2
desvio[n] = (delta_.x x L2) xx 0.5
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max = np.amax(desvio)

return max

def SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t
alpha) :
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
sanalitica = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
sanalitica[n]|[i—1] = (n % delta_t) % exp(n % delta_t
) * sin(alpha % np.pi % (i * delta_x))
return sanalitica

# ENTRADA DOS DADOS

limite.x = int (input(’Limite-do-eixo-x-"))

npassos_x = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-x-"))
limite_t = int (input(’Tempo-maximo-no-eixo-t-"))
npassos_t = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-t-"))

K = float (input (' Coeficiente-de-difusao-"))

alpha = float (input(’Ordem-da-derivada-fracionaria-"))
tau = float (input(’Parametro-de-correcao-dimensional-’))

# PROGRAMA PRINCIPAlimite_x

inicio = time.time /()

U = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
U[0] = Condicaolnicial (limite_x , npassos_x)

fesquerda , fdireita = CondicaoFronteira(limite_x , limite_t ,

npassos_t)

fonte = TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t)
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coeficiente E = CoeficienteE (limite_t , npassos_t, alpha)

matriz_.B = MatrizB (limite_x , npassos_x, limite_t, npassos_t, K,
tau, alpha)

matriz_.I = np.identity (npassos_x —1)

delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t
s = (tau xx alpha) % K % (exp((alpha % delta_t)/(1 — alpha))—1)
/(alpha * delta_x%%2)

n =1
while n <= npassos_t:
auxiliar = np.zeros(npassos_x —1)
for k in range(2, n+1):
produto = np.dot(matriz_.B, U[n-k+1] — U[n-k])
produto[0] = produto[0] + s * (fesquerda[n—k+1] —
fesquerda [n—k]|)
produto[—1] = produto[—1] + s * (fdireita [n—k+1] —
fdireita [n—k])

auxiliar = auxiliar + coeficiente_E [k] % produto

auxiliar = auxiliar + np.dot(matriz_.I — coeficiente_ E [1] x
matriz_.B, Uln — 1])

auxiliar [0] = auxiliar [0] + s % coeficiente_ E [1] * (
fesquerda[n] — fesquerda |[n—1])

auxiliar|[—1] = auxiliar[—1] + s % coeficiente_ E [1] x (
fdireita [n] — fdireita[n—1])

U[n] = np.linalg.solve(matriz_.I — coeficiente_ E [1] x

matriz_ B, auxiliar 4+ delta_t x fonte[n])

n=mn-+1
fim = time.time ()

segundos = fim — inicio

minutos = segundos / 60

print ()
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print (f’O-codigo- foi-executado-em-{segundos:.1f{}-segundos-ou-{
minutos:.1f}-minutos’)

print ()

# POS-PROCESSAMENTO

iniciopos = time.time ()

desvio_L2 = PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x ,

npassos_x , limite_t , npassos_t, alpha)

fimpos = time.time /()
segundospos = fimpos — iniciopos
minutospos = segundospos / 60

print (f’O-pos—processamento - foi -executado-em-{segundospos:.1f}-
segundos-ou-{minutospos:.1f}-minutos’)

print ()

print (f’-O-desvio-na-norma-L2-e:-{desvio_L2:.4e}")
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B.7 Método tipo Euler regressivo — Derivada de Atagana-Baleanu

import numpy as np
from sympy import gamma, exp, sin

import time

# FUNCOES DEFINIDAS PELO PROGRAMADOR

def Condicaolnicial (limite_x , npassos_x):
delta_x = limite_x / npassos_x
condicao_inicial = np.zeros(npassos_x —1)
for i in range(l, npassos_x):
condicao_inicial [i—1] = 0

return condicao_inicial

def CondicaoFronteira(limite_x, limite_t , npassos_t):
delta_t = limite_t / npassos_t
front_na_esquerda = np.zeros(npassos_t+1)
front_na_direita = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(0, npassos_t+1):
front_na_esquerda[n] = 0
front_na_direita[n] = 0

return front_na_esquerda , front_na_direita

def TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, alpha):
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
termo = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x—1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
termo[n|[i—1] = (4 x (n % delta_t) *x 3 + ((24 * (np
.pi o*xx 2) % (n x delta_t) *x 4) / (1—alpha)) =x
MittagLeffler (alpha, 5, — alpha * ((n % delta_t)xx
alpha) / (1—alpha) ) ) * sin(np.pi = (i *
delta_x))

return termo
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MittagLeffler (alpha, beta, parametro):
variavel_auxiliar = 0
for k in range(0, 50):
mta = parametroxxk / gamma(alpha x k + beta)
variavel_auxiliar = variavel_auxiliar 4+ mta

return variavel_auxiliar

MittagLeffler2 (alpha, npassos_t, limite_t):
delta_t = limite_t / npassos_t
k=0
vetorML = np.zeros(npassos_t + 1)
while k <= npassos_t:

variavel_auxiliar = 0

for j in range(0, 50):

mta = ((— alpha / (1 — alpha)) % (npassos_t =x
delta_t — k % delta_t) xx alpha)*xj / gamma(alpha

* j + 2)
variavel_auxiliar = variavel_auxiliar 4+ mta
vetorML [k] = variavel_auxiliar
k =%k +1

return vetorML

CoeficienteC (n, npassos_t, vetor_E):
vetorC = np.zeros (n+1)
vetorC [0] = (n—1) % vetor_E[npassos_.t — n + 1] — n * vetor_E
[npassos_t — n + 0]
for j in range(1l, n):
vetorC[j] = (n — j + 1) % vetor_E[npassos_.t — n + j — 1]
— 2x%(n—j) % vetor_E[npassos_t — n + j] + (nj—1)
vetor_E [npassos_t — n + j + 1]
vetorC[n] = vetor_E[npassos_.t — n + n — 1]

return vetorC

MatrizD (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K, tau,
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alpha) :

delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t

v = (tau xx alpha) % K x delta_t / ((1 — alpha) % delta_x x*x
2)

matriz = np.zeros ((npassos_x —1, npassos_x —1))

for i in range(0, npassos_x —2):

matriz[i][i] = 2 % v
matriz [i][i+1] = v
matriz[1+1][i] = v
matriz [npassos_x —2|[npassos_x —2] = —2 % v

return matriz

def PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x , npassos_x,
limite_t , npassos_t, alpha):
solucao = SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t ,
npassos_t , alpha)
delta_x = limite_x / npassos_x
desvio = np.zeros(npassos_t+1)
for n in range(1l, npassos_t+1):
L2 =0
for i in range(l, npassos_x):
L2 = L2 4+ (solucao[n][i—1] — U[n][i—1]) #*x 2
desvio[n] = (delta_x % L2) %x 0.5
max = np.amax(desvio)

return max

def SolucaoAnalitica(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t,
alpha) :
delta_x = limite_x / npassos_x
delta_t = limite_t / npassos_t
sanalitica = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))
for n in range(0, npassos_t+1):
for i in range(l, npassos_x):
sanalitica [n][i—1] = (n % delta_t) %x 4 % sin(np.pi
« (1 % delta_x))

return sanalitica



# ENTRADA DOS DADOS

limite.x = int (input(’Limite-do-eixo-x-"))

npassos_x = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-x-"))
limite_t = int (input( Tempo-maximo-no-eixo-t-"))
npassos_t = int (input(’Numero-de-passos-do-eixo-t-"))

K = float (input (' Coeficiente-de-difusao-"))

alpha = float (input(’Ordem-da-derivada-fracionaria-’))

tau = float (input(’Parametro-de-correcao-dimensional-’))

# PROGRAMA PRINCIPAlimite_x
inicio = time.time /()
U = np.zeros ((npassos_t+1, npassos_x —1))

U[0] = Condicaolnicial (limite_x , npassos_x)

fesquerda , fdireita = CondicaoFronteira(limite_x , limite_t ,

npassos_t)
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fonte = TermoFonte(limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t,
alpha)

matriz_D = MatrizD (limite_x , npassos_x, limite_t , npassos_t, K,
tau, alpha)

matriz_I = np.identity (npassos_x —1)

delta_x = limite_x / npassos_x

delta_t = limite_t / npassos_t

v = (tau *x alpha) % K x delta_t / ((1 — alpha) x delta_.x *x 2)

vetor E = MittagLeffler2 (alpha, npassos_t

limite_t)
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while n <= npassos_t:
auxiliar = np.zeros(npassos_x —1)
coeficiente _C = CoeficienteC(n, npassos_t, vetor_E)
for k in range(0, n):
produto = np.dot(matriz.D, U[k])
produto [0] = produto[0] + v % fesquerda [k]
produto[—1] = produto[—1] + v % fdireita [k]

auxiliar = auxiliar + coeficiente_C [k] % produto
auxiliar [0] = auxiliar [0] + v % coeficiente_C [n] % fesquerda
[n]
auxiliar[—1] = auxiliar[—1] + v x coeficiente_C [n] x

fdireita [n]

U[n] = np.linalg.solve(matriz_.I — coeficiente_C[n] x
matriz.D, U[n—1] + auxiliar + delta_t % fonte[n])
n=mn-+1
fim = time.time /()
segundos = fim — inicio
minutos = segundos / 60
print ()

print (f 'O-codigo-foi-executado-em-{segundos:.1f{}-segundos-ou-{
minutos:.1f}-minutos’)

print ()

# POS-PROCESSAMENTO

iniciopos = time.time ()

desvio_L2 = PosProcessamento(SolucaoAnalitica, U, limite_x ,

npassos_x , limite_t , npassos_t, alpha)

fimpos = time.time ()
segundospos = fimpos — iniciopos

minutospos = segundospos / 60
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print (f’O-pos—processamento - foi -executado-em-{segundospos:.1f}-
segundos-ou-{minutospos:.1 f}-minutos’)

print ()

print (f’-O-desvio-na-norma-L2-e:-{desvio_L2:.4¢e}")
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