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RESUMO

CRUZ, C. M. Metamodelagem da otimizagao de sistemas de engenharia na presenca de
incerteza. 2024. 122 f. Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) — Instituto
Politécnico, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2024.

Esta tese explora o uso de modelos substitutos para lidar com incertezas na oti-
mizacao de sistemas de engenharia, com o objetivo de aprimorar os processos de tomada
de decisao em problemas complexos e reduzir os custos computacionais associados. A
pesquisa considera fatores nos quais perturbacoes externas e incertezas podem impactar
a determinacao de condigOes ideais de operacao para um sistema. De forma geral, os
problemas de otimizacao robusta buscam minimizar a sensibilidade a tais variagoes, en-
quanto a confiabilidade tem como foco prevenir falhas nos sistemas, garantindo seu uso
seguro. O objetivo principal deste trabalho é empregar a técnica de Regressao por Pro-
cessos Gaussianos, em uma abordagem hibrida, com o objetivo de reduzir o namero de
calculos da funcao objetivo na otimizagao com incerteza, o que, consequentemente, pode
melhorar a eficiéncia do processo sem degradar a qualidade da solucao. Além disso, o
estudo combina um método de projecao estereografica com um esquema de passo adapta-
tivo para analises de confiabilidade inversa. A eficacia do método proposto é demonstrada
por meio de sua aplicacao em problemas de benchmark e em problemas de engenharia es-
trutural amplamente utilizados na literatura. Os resultados demonstram uma reducao de
pelo menos 60% no ntmero de avaliagoes da fungdo objetivo em problemas envolvendo
robustez e confiabilidade, baseados em fronteiras de Pareto, quando comparado com o nao
emprego de metamodelos. Além disso, o método proposto apresenta robustez a variagoes,
mantendo a qualidade das solucoes com um desvio méximo de 1%.

Palavras-chave: metamodelagem; regressao com processos gaussianos; otimizacao

robusta; otimizagao baseada em confiabilidade.



ABSTRACT

CRUZ, C. M. Optimization of engineering systems metamodeling in the presence of un-
certainty. 2024. 122 f. Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) — Instituto
Politécnico, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2024.

This thesis explores the use of surrogate models to address uncertainties in the opti-
mization of engineering systems, aiming to improve decision-making in complex problems
and reduce computational costs. The research considers factors where external distur-
bances and uncertainties can impact the determination of optimal operating conditions.
Generally, robust optimization seeks to minimize sensitivity to these variations, while
reliability analysis focuses on preventing system failures, ensuring safe operation. This
work employs Gaussian Process Regression, in a hybrid approach, to reduce the number
of objective function evaluations in optimization under uncertainty, thereby improving
efficiency without sacrificing solution quality. Furthermore, it integrates a stereographic
projection method with an adaptive step size scheme for inverse reliability analysis. The
effectiveness of the proposed methodology is demonstrated through its application to ben-
chmark problems and structural engineering problems commonly used in the literature.
Results demonstrate a reduction of at least 60% in the number of objective function evalu-
ations for robustness and reliability-based optimization problems, using Pareto frontiers,
compared to approaches without metamodels. Moreover, the proposed method exhibits
robustness to parameter variations, maintaining solution quality within a maximum de-
viation of 1%.

Keywords: metamodeling; gaussian process regression; robust optimization;

reliability-based optmization.
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INTRODUCAO

Durante a elaboracao de um projeto de engenharia, a determinacao de parametros
apropriados nao necessariamente deve se restringir a reducao de custos e ao cumprimento
dos valores minimos exigidos para o funcionamento. Essa abordagem limitada pode negli-
genciar incertezas importantes, como condic¢oes climaticas adversas e imprecisoes inerentes
ao processo de fabricagao, por exemplo (Tsutsui; Ghosh; Fujimoto, 1996).

Sendo assim, identificar o conjunto de valores capaz de otimizar o sistema em vérias
situagoes, ou seja, que proporcione a melhor solucao levando em conta a seguranca, dentro
das restrigoes estabelecidas, pode ser importante para assegurar o funcionamento eficiente
e seguro do sistema. Na Figura 1, pode-se observar uma situagao em que a imprecisao
geométrica no processo de fabricacao tem o potencial de comprometer o ajuste entre
componentes de uma estrutura, o que pode, por conseguinte, afetar negativamente o
desempenho do sistema.

Quando um problema nao considera as potenciais incertezas, as solucoes otimi-
zadas podem residir em &reas de alta sensibilidade da funcao objetivo a perturbacoes
externas (Deb; Gupta, 2005). Nesses casos, é necessario que a solugao seja robusta, ou
seja, que ela seja capaz de manter o desempenho do sistema, mesmo quando sujeita a
pequenas flutuagoes que nao podem ser evitadas.

Contudo, o custo de se avaliar a robustez pode se tornar proibitivo quando o pro-
blema exige grande esfor¢o computacional, como é o caso, por exemplo, de problemas
de analise de elementos finitos (Yang et al., 2022). Esta dificuldade pode ser contor-
nada ou suavizada por meio da utilizagdo de metamodelos (ou modelos substitutos), que
aproximam a func¢ao objetivo ou as restricdoes do problema por fungoes substitutas que,
tipicamente, podem ter sua determinagao e avaliacao menos custosas, ou com um custo
fixo ja esperado, possibilitando alcangar resultados 6timos similares ao problema origi-
nal (Jiang; Zhou; Shao, 2020).

Além de ser robusta, pode ser importante que a solu¢ao também seja confiavel. Isso
significa que as solugoes devem satisfazer uma determinada probabilidade de falha, ou seja,
devem atender a uma probabilidade de violacao das restrigoes definidas, garantindo que
o sistema opere sob condigoes seguras (Lopez; Beck, 2012).

Porém, quando se trata de elementos finitos, as simula¢oes podem exigir milhoes de
avaliacoes a fim de obter uma solugao satisfatoria, que, somada & complexidade causada
pela anéalise de robustez e confiabilidade, pode tornar o processo altamente custoso em
termos de tempo, recursos computacionais e gasto energético, mesmo com o aumento
continuo do poder de processamento computacional.

Devido a este alto custo, diversos tipos de metamodelos tém sido empregados com

o proposito de diminuir o custo computacional durante o processo de otimizacao, sendo
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Figura 1 - Encaixe de uma peca cilindrica em

uma base retangular.
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Legenda: As imprecisoes geométricas podem
ocorrer devido a imprecisao dos equi-
pamentos envolvidos na fabricagao,
por exemplo.

Fonte: O autor, 2024.

comumente utilizados para predigao, analise de sensibilidade, quantificacao da incerteza
e otimizacgao assistida por metamodelos. Entre os tipos de metamodelos, destacam-se as
superficies de resposta, a regressao linear, as fungoes de base radial, a regressao do vetor de
suporte, as redes neurais artificiais, a expansao do caos polinomial, a técnica de arvores
impulsionadas, as florestas aleatérias e a regressdo com processos gaussianos (Kudela;
Matousek, 2022).

Ainda segundo Kudela e Matousek (2022), o uso de metamodelos pode ser dividido
em trés categorias, a saber: i) criagao e validagdo de modelos substitutos especificamente
voltados para predigoes; ii) exploragao da analise de sensibilidade em modelos, quantifi-
cando o impacto de parametros incertos na dinamica dos sistemas por meio de diversas
técnicas; 114) otimizagao assistida por metamodelo, que aborda os cenarios onde a fungao
objetivo, empregada no processo de otimizacao, apresenta um custo de célculo extrema-
mente alto e uma indisponibilidade de informagoes referentes a sua derivada.

Os metamodelos, ao substituirem estes modelos de elevado custo computacional
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por alternativas de menor custo, mostram-se como ferramentas potenciais para aumentar
a eficiéncia energética no ambito da simulacao computacional. Isso, consequentemente,
contribui para o Objetivo de Desenvolvimento Sustentével 7 (ODS 7) da Organizacao das
Nagoes Unidas (Brasil, 2025), que visa garantir o acesso universal & energia confiavel e,
dentre outros objetivos, pretende também dobrar a taxa global de melhoria da eficiéncia
energética até 2030.

Sendo assim, os metamodelos oferecem um caminho promissor para otimizar si-
mulacoes e contribuir para metas de sustentabilidade. No entanto, embora a literatura
ja discuta a adog¢ao de metamodelos para diminuir o custo computacional, sua aplicacao
em cenarios de otimizagao que integrem robustez e confiabilidade, especialmente quando
associada a metaheuristicas populacionais, ainda demanda atencao.

Nesta tese, a regressdo com processos gaussianos (GPR - do inglés Gaussian Pro-
cess Regression) é utilizada na otimizagao auxiliada por metamodelos, escolhida por sua
capacidade de modelar fungoes complexas e estimar incertezas mesmo com poucos da-
dos (Rasmussen; Williams, 2006).

Neste contexto, esta tese tem como objetivos especificos: i) apresentar uma me-
todologia hibrida baseada em metamodelos, especificamente Regressao com Processos
Gaussianos, a fim de diminuir o nimero de avaliagdes da funcao objetivo e assim reduzir
o custo computacional envolvido no processo de otimizagao robusta envolvendo elemen-
tos finitos, realizado com uma metaheuristica populacional, enquanto o comportamento
do modelo é preservado; i) propor o uso de uma estratégia de projegao estereografica
integrada a um algoritmo de passo adaptativo para analise de confiabilidade inversa.

Para demonstrar a viabilidade, inicialmente sao apresentados alguns conceitos es-
senciais para a compreensao da proposta. Em seguida, sao exibidos alguns resultados
obtidos para problemas de benchmark de engenharia, comparando como esses resultados
se desviam das solugoes obtidas por meio dos modelos originais.

Esta tese esta estruturada da seguinte maneira: no Capitulo 1, sao introduzidos os
conceitos fundamentais relacionados a otimizacao, otimizacao robusta e otimizacao base-
ada em confiabilidade; no Capitulo 2 é apresentada como a projecao estereografica pode
ser utilizada para a anélise de confiabilidade inversa; no Capitulo 3 sao apresentadas as
ideias principais envolvendo metamodelagem com Processos Gaussianos, onde sao discu-
tidos topicos como Regressao com Processos Gaussianos e as fungoes de aquisigao que
sao utilizadas para a selecao de pontos de amostragem; no Capitulo 4 é proposta uma
metodologia que utiliza metamodelagem para otimizagao com robustez e confiabilidade,
visando a redugao do custo computacional; no Capitulo 5 sao apresentados os resultados
obtidos com a aplicagao da metodologia proposta em problemas de otimizacao envolvendo
apenas robustez e problemas de otimizacao envolvendo robustez e confiabilidade; final-
mente, no Capitulo Conclusoes, sao apresentadas as conclusdes que foram obtidas a partir

do trabalho realizado e perspectivas para trabalhos futuros.
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Trabalhos relacionados

Em Baquela e Olivera (2019), é abordada a ineficiéncia computacional em pro-
blemas de Otimizagao via Simulagao (OvS) multiobjetivo, propondo-se um algoritmo que
integra metamodelos Kriging ao NSGA-II. Tal abordagem visa reduzir os custos computa-
cionais, sobretudo na aproximacao de Fronteiras de Pareto, as quais demandam intimeras
avaliagoes da fungao objetivo. A adogao de metamodelos possibilita ao algoritmo acelerar
a exploracao do espago de solugoes, resultando em uma relacao custo—qualidade superior
a dos métodos tradicionais. Contudo, o referido estudo nao abrange problemas de Oti-
mizacao de Projeto Baseada em Robustez (RBDO, do inglés Robustness-Based Design
Optimization) e Otimizagao de Projeto Baseada em Robustez e Confiabilidade (RBRDO,
do inglés Reliability and Robustness-Based Design Optimization).

O trabalho de Shi, Chu e Braun (2019) abordou a aplica¢ao dos modelos Kriging
como substitutos no contexto da anéalise de incertezas em folhas de grafeno, utilizando o
Método dos Elementos Finitos (FEM). O trabalho ressaltou o emprego da amostragem
por hipercubo latino (LHS) para a propagacao de incertezas associadas as propriedades
geométricas e materiais. Além disso, a pesquisa comparou diferentes tipos de folhas de
grafeno, destacando a eficacia do modelo na gestao de parametros incertos, assegurando
alta precisao e eficiéncia no processo de analise de vibragoes livres.

O modelo de Krigagem Cega Aprimorada (IBK, do inglés Improved Blind Kriging),
descrito por Mai et al. (2022), aprimora a previsdo e a busca por solugdes viaveis em
problemas de otimizacao de alto custo computacional. Incorporando técnicas de selecao
de variaveis, o modelo é capaz de capturar tendéncias de alta ordem na fungao de regressao.
Além disso, a estratégia de preenchimento, fundamentada na viabilidade, penalizacao e
melhoria esperada restrita, permite ao IBK otimizar de forma eficiente, como demonstrado
em benchmarks e em sua aplicagao bem-sucedida em projetos de design estrutural.

No estudo de Huynh et al. (2024), é proposto o método iCE-GPR, voltado para a
otimizagao de projetos baseada em confiabilidade (RBDO) e otimizagao topologica. Essa
abordagem combina o método de entropia cruzada invertivel (iCE) com modelagem de
processo gaussiano (GPR) para estimar de maneira eficiente a probabilidade de falha
estrutural sob incertezas paramétricas. O método utiliza um processo de aprendizado
ativo para refinar iterativamente o modelo GPR, enquanto o iCE ajusta progressivamente
o ponto mais provavel, viabilizando otimizagoes deterministicas subsequentes.

Em Yu et al. (2024), um novo framework para otimizagao de projeto baseada
em confiabilidade variante no tempo é proposto, com foco em demandas dindmicas. Este
problema aborda a complexidade de fungoes objetivo dinamicas e restri¢coes probabilisticas
variantes no tempo. Para mitigar a alta carga computacional, o estudo propoe um método
de substitui¢ao em dois niveis baseado em Kriging, que reduz os custos computacionais

ao mapear diretamente variaveis de projeto e probabilidades.
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No estudo de Shi et al. (2024), é apresentado o método ALK-SRBRD (do inglés Ac-
tive Learning Kriging-based System Reliability-based Robust Design), desenvolvido para
a otimizagao robusta de projetos baseados em confiabilidade (RBRDO). Esse método
visa resolver os desafios associados ao aprimoramento da confiabilidade em problemas
RBRDO, ao integrar perdas de qualidade e confiabilidade em uma formulagao multiobje-
tivo. A abordagem utiliza a modelagem Kriging combinada ao aprendizado ativo para a
aproximacao eficiente de func¢oes complexas, além de reduzir o custo computacional. Isso
é alcancado por meio da decomposicao do problema em trés componentes: modelagem
da fronteira de falha do sistema, resposta-alvo global e funcao de indice de confiabilidade,
com a aplicacao de critérios de amostragem otimizados.

Um método baseado em aprendizado ativo é proposto por Kim, Yi e Song (2024)
para a otimizacao de projetos estruturais sujeitos a excitagoes estocésticas, como ventos
e terremotos. O foco principal do método é calcular de forma eficiente a probabilidade de
primeira passagem, que é uma medida da confiabilidade da estrutura. Para modelar as
excitagoes estocasticas de alta dimensionalidade (ou seja, aquelas que variam em multiplas
dire¢oes ou fatores ao mesmo tempo), o método utiliza uma combinagao de diferentes
distribuicoes de probabilidade. Para prever a resposta da estrutura a essas excitacoes,
¢ aplicado um processo gaussiano heteroscedéstico, que ¢ uma técnica estatistica para
lidar com dados que tém variabilidade em diferentes niveis. Além disso, um esquema de
aprendizado ativo ¢ utilizado para diminuir o custo computacional do processo, ou seja,
otimizar o ntmero de calculos necessarios para encontrar a solucao.

Para aprimorar a eficiéncia em RBDO, Liu et al. (2024b) propdoem o método
MFLUM (do inglés, Multi-Fidelity Local Update Method), que emprega uma estratégia de
atualizagao local de modelos substitutos baseada em uma funcao de aprendizado de cur-
vatura. Essa abordagem identifica com precisao restrigoes ativas e concentra os esforgos
computacionais nas regioes criticas. O método também utiliza uma estratégia adaptativa
para resolver o ponto mais provavel de falha, alternando entre métodos aproximados e
exatos, equilibrando precisao e eficiéncia computacional.

O estudo de Castro, Paula e Visnadi (2024) aplica RBDO ao projeto de rotores
apoiados por mancais hidrodindmicos. Modelos baseados no método dos elementos finitos
sao utilizados para representar o rotor e os mancais, incorporando incertezas em parame-
tros como modulo de elasticidade, densidade e folga dos mancais. O objetivo é otimizar o
didmetro do eixo e a temperatura do 6leo, garantindo confiabilidade de 99% em relacao a
amplitude de vibragao e estabilidade. Modelos substitutos, como Kriging e expansao de
caos polinomial, sao empregados para lidar com a complexidade do problema.

Wang et al. (2024) apresentam um método de RBRDO para rolamentos de esferas,
focado na resisténcia ao desgaste. O estudo desenvolve um modelo substituto baseado
em Kriging, complementado por analises de confiabilidade usando o método do quarto

momento. Um algoritmo genético é, entao, empregado para realizar a otimizagao robusta,
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reduzindo a sensibilidade ao desgaste frente a incertezas nos parametros de projeto, man-
tendo niveis de confiabilidade desejados.

No artigo de Xue et al. (2024), é proposta uma abordagem para otimizagao de tole-
rancias em componentes aeroespaciais de paredes finas, visando minimizar a variabilidade
na montagem sem comprometer custos e confiabilidade. Um framework de resposta em
dois estagios combina modelos substitutos e amostragem por importancia para acelerar
os calculos. A otimizagao utiliza o algoritmo de enxame de particulas (PSO), garantindo
equilibrio entre custo, variabilidade e confiabilidade.

Du et al. (2024) exploram a otimizagao robusta e baseada em confiabilidade de
maquinas sincronas de ima permanente de alta velocidade. O estudo adota um modelo
substituto local baseado em Kriging para focar nas regioes de interesse da frente de Pareto,
reduzindo significativamente o esforco computacional associado ao RBRDO.

Para micro-aletas em superficies planas, Larranaga et al. (2024) desenvolvem uma
metodologia que maximiza a eficiéncia termo-hidraulica. Utilizando 15.694 simulagoes
numéricas, modelos de aprendizado de méaquina sao treinados para prever desempenho,
sendo posteriormente integrados a algoritmos genéticos para identificar geometrias 6timas
que equilibram transferéncia de calor e queda de pressao.

Um método robusto para a otimizagao da producao em reservatorios ¢ discutido
por Liu et al. (2024a), empregando a arquitetura TransUNet (do inglés, Transformer U-
Net) para desenvolver modelos substitutos capazes de prever respostas de reservatorios
sob distintos cenarios geologicos. Esses modelos sdo integrados ao algoritmo EnOpt (do
inglés, Ensemble Optimization), proporcionando a otimizagao das taxas de inje¢ao de
maneira eficiente e robusta em face de incertezas.

Abebe et al. (2024) abordam a otimizagao de canais de fluxo serpentinos em cé-
lulas de combustivel de membrana de troca de protons, utilizando modelos substitutos
para reduzir os custos de simulagao em COMSOL(plataforma usada para simular pro-
blemas baseados em fisica). Analises de sensibilidade de Sobol(método para analisar a
sensibilidade desses modelos a varios parametros de entrada, auxiliando no processo de
otimizagao) identificam os parametros criticos, que sao otimizados com algoritmos gené-
ticos, aumentando a confiabilidade e a eficiéncia operacional.

Chen et al. (2025) propdem uma estratégia baseada em quantiles aprimorados pelo
método PC-Kriging(Kriging com Caos Polinomial), abordando as limitagoes de precisao
e viabilidade em métodos RBDO existentes. A adi¢ao de pontos estratégicos e o refino

local garantem modelos substitutos mais precisos, otimizando eficiéncia e resultados.
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1 OTIMIZACAO COM INCERTEZAS

Atualmente, a otimizacao é extensivamente empregada na anélise de sistemas de
engenharia, em que empresas, investidores e fabricantes visam reduzir custos, evitar riscos
excessivos e maximizar a eficiéncia. Para sua aplicacao, é imprescindivel identificar um ob-
jetivo, que pode ser lucro, massa de uma estrutura, tempo ou qualquer outra quantidade
mensuravel, bem como as variaveis das quais os objetivos dependem, além das restri-
¢oes impostas a essas variaveis. Este procedimento caracteriza-se pelo que é denominado
modelagem do problema.

Apos a formulacao do modelo referente ao problema, torna-se necessario empre-
gar um algoritmo capaz de encontrar a solugao correspondente. Devido & complexidade
intrinseca ao problema, a utilizacao de um sistema computacional frequentemente se faz
necessaria para executar este processo de resolugao. Cabe ressaltar que nao hé um algo-
ritmo universal capaz de resolver todos os problemas de otimizacao; assim, o algoritmo
deve ser escolhido conforme as caracteristicas especificas do problema em questao (Noce-
dal; Wright, 2006).

Nas secoes seguintes, serao abordados os conceitos fundamentais associados a oti-
mizacao, incluindo a busca linear com tamanho de passo adaptativo, os algoritmos evoluci-
onarios Algoritmo Genético (GA) e Algoritmo de Ordenagao Nao Dominada II (NSGA-II),
bem como duas principais métricas de convergéncia. Finalmente, serao brevemente explo-
rados os conceitos de otimizagao robusta, otimizacao com confiabilidade e a otimizacao

que integra conjuntamente os aspectos de robustez e confiabilidade.

1.1 Conceitos Fundamentais de Otimizagao

Em um problema de otimizacao com um tunico objetivo, a finalidade central é
determinar um vetor de variaveis de decisdo x € R" que conduza a otimizagao (seja ela
minimizagao ou maximizagao) de uma fungao objetivo f : R — R. Esta fun¢do pode
estar sujeita a um conjunto de restrigoes, que podem envolver tanto condicoes de igualdade
quanto de desigualdade, definindo, portanto, um conjunto conhecido como conjunto viavel
de solugoes (Arora, 2012).

Assim, um problema de otimizacao deterministica pode ser formulado como:
Mini)l(nizar f(x)

Sujeito a  ¢;(x) <0, i=1,...,m,

hj(x) =0, j=1,....,p,
a<x<b,
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onde x = (xq,.. ., :L‘n)T, comumente referido como vetor de variaveis de decisao, restrigoes
gi, hj : R" — R que sao fungoes reais, e a desigualdade a < x < b que deve ser entendida
coordenada a coordenada.

Analogamente, se f: R" — R™, para m > 2 e n > 1, um problema de otimizagao

multiobjetivo pode ser descrito como:

Otimizar f (x) = (f1 (), ..., fm (x))"
Sujeito a g; (x) < 0,i=1,...

=

onde fr : R" - R, parak=1,...,m.

Neste contexto, o termo otimizar refere-se ao processo de minimizar um conjunto
de m, funcgoes objetivo, fi, fa,..., fm,, enquanto simultaneamente se busca maximizar
outro conjunto de my funcoes objetivo, fi, 41, frmy+2s- - -5 fmi+ms, com a condigao de que
my + mo = m, sendo m; e my inteiros nao negativos.

O conjunto X de todos os pontos que satisfazem as restri¢oes ¢ denominado con-
gunto vidvel ou espago de busca. A imagem da fungao multiobjetivo, quando considerado
o conjunto viavel, é chamada de espago objetivo, é definida como Y = Im <f]Xf) ={y =
f(x) e R™, ¥x € X} (Branke et al., 2008).

Em problemas envolvendo multiplos objetivos, é importante reconhecer a potencial
natureza conflitante entre diferentes objetivos: muitas vezes, uma solu¢ao que minimiza
satisfatoriamente um dado objetivo pode nao ser a ideal para outro objetivo, o que permite

formular o conceito de dominancia.

Definicao 1. Considere um problema de otimizacao multiobjetivo com fungao objetivo
f R* = R™ onde f(x) = (fi(X),..., fm(x))". Assuma que as fungoes fi,..., fm
devem ser minimizadas e as funcoes fo,41,..., fm devem ser maximizadas, com m =

L x2 € R™ e seus respectivos vetores de objetivo

mq +ms. Dados dois vetores de decisao x
vt = f(x') ey? = f(x?), diz-se que y' domina y?, denotado por y' = y?, se e somente

se as sequintes condigoes forem satisfeitas:

e O vetor de objetivos y' nao € inferior ao vetor de objetivos y? em todos os objetivos,
o que significa que fr.(x') < f.(x?) para qualquer r = 1,...,mq, e f.(x') > f.(x?)

para todos r =my +1,...,m.

e O vetor de objetivos y* € estritamente melhor que y* em pelo menos um dos obje-
tivos; isto €, f.(x') < f.(x*) para algum r € {1,...,m1}, ou f.(x') > f.(x*) para
algum r € {m; +1,...,m}.

Assim, um vetor viavel x* € X é dito ser um otimizador de Pareto se nao existir

um outro vetor viavel x € Xy, tal que fi (x) < fi(x*) para todo k =1, ..., my
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e fr(x) < fr(x*) para algum indice k£ € {1, ..., mi}, e fr(x) > fr(x*) para todo
k=mi+1, ..., mi+mge fr (x) > fir (x*) para algum indice k € {m1+1, ..., my+ma}.
Em outras palavras, x* é um minimizador de Pareto se nao existir outro vetor viavel que o
domine em todos os objetivos, constituindo assim um conjunto de solug¢oes nao dominadas.

Analogamente, um vetor de objetivos y* € Y é dito ser um dtimo de Pareto se

nao existir um outro vetor de objetivos y € Y tal que y; <y’ paratodoi =1, ..., m; e
y; < y; para algum indicei € {1, ..., my} ey, > yf paratodoi =mi+1, ..., mi+mge
y; > y; para algum indice ¢ € {my + 1, ..., m; +ms}. Equivalentemente, y* ¢ um 6timo

de Pareto se o vetor viavel correspondente for um otimizador de Pareto (Talbi, 2009).

O conjunto de todos os otimizadores de Pareto é denominado conjunto de Pareto e
é denotado por P* e, analogamente, o conjunto de todos os 6timos de Pareto é denominado
frente de Pareto ou Fronteira de Pareto e é denotado por PF = {f (x) | x € P*}.

De modo geral, a notacao x! = x2 é empregada para denotar que o vetor x! domina
o vetor x? e pode-se demonstrar que a relacao de dominancia é caracterizada como uma
relacao de ordem parcial estrita.

Esta relagao possui as seguintes propriedades:

1. Anti-reflexiva: Para cada vetor x pertencente ao conjunto de busca Xy, tem-se

que X ¥ X, indicando que nenhum elemento é capaz de dominar a si mesmo.

2. Anti-simétrica: Se ocorre que x!' = x2, entao x2 ¥ x!'. Ou seja, se o elemento x!

domina o elemento x2, isso implica que x? nao domina x!.

1

3. Transitiva: No caso em que x' = x? e simultaneamente x> >~ x>, segue-se que

x! b x3.

Exemplo 1. Considere o problema de otimizagao multiobjetivo com dois objetivos e duas
restrigoes, definido por Binh e Korn (1997), dado por:

min f(x) = (fi(x), f2(x)) = (427 + 423, (21— 5)* + (2 — 5)°)
Sugeito a g1(x) = (x1 — 5)* + 25 < 25,
g2(x) = (21 = 8)* + (22 +3)* > 7.7,
0<mz <5,
0< 2y <3.

Este problema define o conjunto de Pareto P*, composto por dois subconjuntos: o
primeiro contém pares (x1,2) € R? com 1y = 11 e 1 € [0,3]. O sequndo abrange pares
(z1,72) € R? onde zo = 3 e 1 € [3,5]. A Figura 2(a) ilustra o conjunto de Pareto,
enquanto a Fronteira de Pareto PF', contendo imagens dos pontos em P*, aparece na

Figura 2(b). Os pontos com tons variando de vermelho a azul mostram pontos dominados.
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Figura 2 - Ilustracao do conjunto e fronteira de Pareto.

(a) - Espaco de Busca (b) - Espago Objetivo
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Legenda: (a) A curva exibida em preto ilustra o conjunto de Pareto, denotado como P*, enquanto
os pontos em cores diferentes indicam o conjunto de solugdes que sdo dominadas. (b)
De maneira analoga, a curva em preto simboliza a Fronteira de Pareto, designada como
PF, e os pontos em outras cores representam a imagem correspondente das solucoes
dominadas.

Fonte: O autor, 2024.
Observa-se na Figura 2(b) que a fronteira de Pareto corresponde ao conjunto de

imagens de todas as solugoes que, do ponto de vista da qualidade, nao sao inferiores a

nenhuma solucao alternativa. Considerando a perspectiva do tomador de decisao.

Em problemas monobjetivos envolvendo fungoes diferenciaveis, a solu¢ao pode ser
obtida por meio de técnicas baseadas no gradiente descendente, como o backtracking line
search com tamanho de passo adaptativo, o qual sera detalhado na secao 1.2.

Em situagoes que envolvem funcgoes nao diferenciaveis ou multimodais, uma abor-
dagem alternativa é a utilizacao de algoritmos evolutivos, como os algoritmos genéticos e
a otimizacao por enxame de particulas. Para problemas de otimizacao multiobjetivo, a
fronteira de Pareto também pode ser aproximada utilizando esses algoritmos evolutivos,
como o NSGA-II (do inglés, Non-dominated Sorting Genetic Algorithm II) e o MOEA
(do inglés Multi-objective Evolutionary Algorithm).

Inspirados nos principios de selecao natural de Darwin, esses algoritmos evolutivos
oferecem uma alternativa interessante para lidar com a complexidade inerente a tais pro-
blemas. Seu funcionamento se baseia em uma populacao de solu¢oes candidatas que evolui
através da aplicacao de operadores de selecao, cruzamento e mutacao, gerando novas e
melhores solu¢oes. Uma breve descri¢ao de alguns algoritmos evolutivos sera apresentada

na secao 1.3.
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1.2 Método de Passo Adaptativo de Segunda Ordem

Nesta secao, sao apresentados os principais conceitos envolvendo o método Back-
tracking Line Search com tamanho de passo adaptativo, proposto por Andrei (2004) e
apresentado por Libotte et al. (2020) no contexto de otimiza¢ao com confiabilidade. Esse
método, baseado no principio do gradiente descendente, busca determinar uma sequéncia
de pontos que convirja para o ponto 6timo da funcao objetivo. Sua principal vantagem
reside na capacidade de ajustar dinamicamente o tamanho do intervalo do passo durante

a busca, o que pode acelerar a convergéncia para a solugao 6tima.

1.2.1 Backtracking Line Search

Considere uma funcao GG : R® — R diferencidvel até a segunda ordem, que aqui sera
denominada de func¢ao de desempenho, que possui como ponto de minimo u*. Utilizando
o método do gradiente descendente, espera-se poder construir uma sequéncia de pontos
u® que convirja para u*. Neste caso, a sequéncia de pontos pode ser dada por:

k1) — (0

u( — Pk, (3)

onde aj é o tamanho do passo na iteracao k e p, = VG(u('“)) é o gradiente da funcao G
avaliado no ponto u®.
Do ponto de vista ideal, o tamanho do passo oy poderia ser determinado minimi-

zando a funcao de desempenho G ao longo da diregao py, isto &,

ap = argmin G (u(k) — apy) - (4)
a>0

Contudo, segundo Nocedal e Wright (2006), obter o valor exato de aj; pode ser com-

putacionalmente custoso, e utilizam-se métodos inexatos de busca: uma alternativa é

adotar um método de busca linear para encontrar uma sequéncia de valores para «, tal

que, dentre esses valores, escolha-se aquele que proporciona a melhor reducao no valor de

G(u® — apy), a um custo computacional viavel.

Na busca linear, um procedimento comum ¢ o backtracking line search. Este método
consiste em reduzir progressivamente o coeficiente o até que a condicio G(u®) — apy,) <
G(u®) — cap, seja satisfeita. Aqui, ¢ € (0,1) representa um parametro de reducdo.
Especificamente, a diminui¢ao de o é implementada pela operacao o <— ap. O Algoritmo 1
detalha este procedimento.

Neste contexto, Andrei (2004) introduziu um algoritmo baseado no método do gra-

diente descendente para otimizacao sem restri¢oes, o qual permite determinar de maneira
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Algoritmo 1 - Backtracking line search.

Entrada: u®, py, ag, c € (0,1), p € (0,1)

Saida: ay

Q< Qg

enquanto (G(u® — apy) > G(u®) — capy), fazer
| a <+ pa

fim enquanto

return «

No ok N

adaptativa o intervalo para busca linear, sem exigir o calculo da matriz Hessiana de G,

cujo detalhamento é feito na subsegao 1.2.2.

1.2.2 Caélculo do Intervalo de Busca Linear Adaptativo

Partindo da ideia que a funcao de desempenho G é duas vezes diferenciavel, o

Teorema de Taylor para fungoes de varias varidveis permite afirmar que

Gi(a) £ G(u™*Y)

(u®

G ) _ apy)
1
G(u™) — aplp, + 5P V2G(2)py (5)

~
Resto de Lagrange

J

para algum z € [u(k), u®) — ap,]. Dai, tomando z = u® . pode-se construir aproximacoes

quadraticas para G, e G(u®), respectivamente a saber,

1
(o) = G(u(k)) — ap, pr + §a2p;V2G(u(k))pk. (6)
(§]
1
Gu®) =~ Gu*Y) - a(k’l)p&_l)p(k_l) + 5(a(kfl))Qp&_l)V2G(u(k))p(k_1). (7)

Derivando a Equacao (6) em relacao a « e igualando a zero, obtém-se o ponto de

minimo:

.
~k Pr Pk

_ , 8
“ pr V2G(u®)py, (®)

Assim, se G for convexa, é aceitdvel tomar o intervalo [0,&*] como intervalo

da busca linear. Contudo, esta abordagem ainda requer o calculo da matriz Hessiana
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VZG(u(k)), o que pode ser computacionalmente dispendioso. Por outro lado, a partir da
Equagao (7), obtém-se que
2(G(u®) = Gu* V) +a®Vph_pier))

pQOG(u(k))pk =~ (a(k’—l))2 . (9)

Isso permite que a determinagao do intervalo de busca do passo seja feita sem a

necessidade de calcular a matriz Hessiana, tomando

e (at=D)2p Iy (10)
2(G(u®) — G(uk—1) + a(k—l)p&_l)p(k_l))'

Aqui existem duas possibilidades: ou o denominador de @* é positivo e a funcao

k-1

G é convexa em uma vizinhanca do ponto u ou negativo e a funcao G é concava em

k—1

uma vizinhanga do ponto "™, conforme ilustrado nas Figuras 3 e 4.

De fato, afirmar que o denominador é positivo, equivale a dizer que
Gu®) > Gu*Y) —a®Vpi_ -, (11)

ou seja, em uma vizinhanca do ponto u*=Y, a funcdo de desempenho G esta acima da

reta tangente ao ponto u*=1_ conforme ¢ possivel visualizar na Figura 3.

Figura 3 - Ilustracao do método para o caso em que a fungdo de desempenho G é convexa na

vizinhanca de um ponto u*~1.
O
G~ —apf,_)p-1))
G(ukfl)
G(uF) \\\
A
N
(@) X
A
o) = GuF=1) — (—Yp&,l)f’(k—l))
\\\
\\

Fonte: O autor, 2024.

Analogamente, se G(u®)) < G(u*"V) —aVpi pg 1), entdo o grafico da fun-

cdo de desempenho G esté abaixo da reta tangente ao ponto u*~Y, conforme a Figura
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Figura 4 - Ilustragdo do método para o caso em que a func¢ao de desempenho G é cdncava na

vizinhanca de um ponto u*~1.
G
G(u’“_1 — CYP(Tk,l)P(k—U) la) = G(Uk_l) - ap(kamp(k—l))
G(uk—l)
G(u¥)

In(@)

Fonte: O autor, 2024.

4. Contudo, ao deslocar verticalmente para baixo a reta tangente & curva, por um valor
conveniente, o grafico da fungao de desempenho passara a ficar acima da reta tangente.

De fato, considere n;_; um ntmero real tal que
Gu®) > Gu* ) — (@* Y + g )pho -1 (12)

o que é equivalente a

1 _ _
Mk—1) > m[G(u(k Dy — G(u®) + ol l)p&,l)p(k_l)]. (13)
k—1)P(k—

Tomando d > 0 um nimero real suficientemente pequeno, pode-se definir

1 _ _
Ni-1) = ———I[G* V) = Gu®) + " Vpl o] + 6, (14)
P(g—1)P(k-1)

o que garante que o seja positivo. Neste caso, o* passara a ser expresso como

aF = (@™ + m)*pi pi (15)
Q(G(u(k)) — G(u(kfl)) -+ (a(kfl) + nk)p&;,l)p(k—l))

Com isso, o intervalo de busca linear pode ser fixado como [0, @¥)], e o algoritmo

pode ser resumido no Algoritmo 2.
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Algoritmo 2 - Algoritmo de otimizagao de passo adaptativo de segunda ordem.

1. Selecione um ponto inicial u® e R
2. Obtenha o valor de G(u(®)

3. Determine o gradiente py = VG(u(®)
4

Calcule o'® = arg min G(u® — ap,) utilizando backtracking
0<ax<l1

5. Calcule u) = u® — Oy,

6. Determine o gradiente p; = VG(u)

7. enquanto (Nao atingir o critério de parada), fazer
8 Calcule a® de acordo com a Equagao (10)

9 se (a®) for negativo), entao

|

|
1. | | Tome d > 0 um namero real
1. | | Atualize o valor de @*) de acordo com as equacdes (14) e (15)
12 | fim se
13. | Determine a*"Y = argmin G(u* Y — ap,_y)

0<a<alk

14. | Atualize o ponto u®) = u*=V — k=Y, | e o gradiente p, = VG (u®)

15. fim enquanto

1.3 Algoritmos Evolucionarios

Os algoritmos evolucionérios constituem uma categoria de técnicas de otimizagao
baseadas nos principios da evolugao natural. Em tais algoritmos, semelhante ao que
ocorre na natureza, a competicao por recursos propicia a selecao natural, ocasionando no
melhoramento gradual da aptidao da populacdo ao longo do tempo. A ideia principal
envolve a geragao de um conjunto de solucoes candidatas, cuja qualidade é analisada por
meio de uma funcao de aptidao. A partir dessa analise, sao selecionadas as solugoes mais
promissoras para serem utilizadas na formacao da préxima geragao, através dos processos
de recombinagao e mutagao (Eiben; Smith, 2015).

A recombinagao genética envolve a combinagao de genes oriundos de dois ou mais
individuos (pais), originando assim novos individuos, ao passo que a mutacao refere-se
a alteragao de um gene dentro de um individuo, resultando em uma nova solucao. Este
processo iterativo, que consiste nas etapas de selecao, recombinagao e mutagao, prossegue
até que se encontre uma solucao que satisfaga os critérios de qualidade estabelecidos ou
até que algum critério de parada previamente determinado seja atingido.

Os mecanismos de variagao, tais como a recombinagao e a mutagao, geram a diver-
sidade dentro da populagao, enquanto o processo de selecao melhora a qualidade média
das solugoes, proporcionando a evolugao, que pode ser interpretada como um processo
de otimizacao ou adaptacao, no qual a aptidao indica o grau de conformidade com as
exigéncias do ambiente. Varios componentes deste processo sao de natureza estocas-

tica; em particular, a selecao e a recombinagao sao realizadas de maneira aleatéria. Essa
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aleatoriedade possibilita que mesmo os individuos menos aptos tenham a oportunidade
de contribuir para a proxima geracao, promovendo assim a diversidade e evitando uma
convergéncia prematura para 6timos locais (Eiben; Smith, 2015).

Essa abordagem de evolugao e adaptacao é a base dos algoritmos evolutivos que
formam um extenso conjunto de métodos de otimizacao que sao inspirados na evolucao
natural. Entre esses algoritmos, destacam-se os Algoritmos Genéticos e o Algoritmo de

Ordenacao Nao Dominada II, que sao utilizados nesta tese.

1.3.1 Algoritmo Genético

Segundo Goldberg (1989), os Algoritmos Genéticos (GA) combinam a sobrevivén-
cia dos mais aptos com uma troca de informacoes estruturada e aleatéria para formar um
algoritmo de busca. Esses algoritmos foram desenvolvidos por John Holland e sua equipe
na Universidade de Michigan, e sao amplamente utilizados em problemas de otimizagao
devido a sua capacidade de explorar grandes espagos de busca.

Os algoritmos genéticos sao o tipo mais conhecido de algoritmo evolucionario,
sendo que o algoritmo genético classico, ou “simples GA” (SGA), utiliza representagao
binéria, selegao proporcional a aptidao, baixa probabilidade de mutacao e recombinacao
genética para gerar novas solugoes. Apesar de sua simplicidade, o SGA é amplamente
usado para benchmarking de novos algoritmos. Ao longo dos anos, melhorias como elitismo
e modelos nao-geracionais foram adicionadas para acelerar a convergéncia. Além disso,
alternativas como o crossover uniforme e a adaptacao automatica das taxas de mutacao
foram desenvolvidas para melhorar a eficiéncia dos GAs (Eiben; Smith, 2015).

No seu funcionamento, inicialmente gera-se uma populacao de forma aleatoria uti-
lizando uma estratégia de amostragem pré-definida como o hipercubo latino, por exemplo,
onde cada membro da populagao representa uma solucao potencial para o problema. Pos-
teriormente, cada individuo passa por uma avaliagao por meio da fungao objetivo do
problema, o que determina sua aptidao, ou seja, a qualidade da solucao que ele repre-
senta. Esta avaliacao é decisiva para o processo de selegao natural, onde individuos mais
aptos sao mais propensos a sobreviver e a gerar descendentes, refletindo a ideia de “so-
brevivéncia do mais apto”, ou seja, individuos com maior aptidao sao selecionados para a
proxima geragao, enquanto os menos aptos sao descartados.

Logo depois, ocorre a fase de recombinacao, ou cruzamento, que se segue a sele-
¢ao. Nesta etapa, pares de individuos sao selecionados para trocar segmentos de suas
estruturas genéticas, resultando em novos descendentes. Subsequentemente, aplica-se a
mutacao aos descendentes com certa probabilidade, promovendo pequenas mudancas ale-
atorias nos genes, incentivando a diversidade genética e prevenindo que a populagao atinja

prematuramente solugoes que nao sejam ideais. Este processo é descrito no Algoritmo 3.
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Algoritmo 3 - Algoritmo Genético.

ALGORITMO GENETICO
1. Inicialize a populagao Fy com N individuos

2. Avalie a populacao F

3. enquanto (Nao atingir o critério de parada), fazer

4. | Selecione os pais da populagao P, usando torneio binario ou roleta

5 | Aplique operadores de recombinagdo (crossover) para gerar a populacao
filha Q;

| Aplique operadores de mutagao na populagao filha Q)
| Avalie a populacao Q)
| Combine as populagoes P, e (), para formar R,
| Selecione os N melhores individuos de R; para formar a nova populagao
Piia
10. fim enquanto
FIM ALGORITMO

© ®» N >

Apesar de o Algoritmo Genético ter demonstrado uma eficiéncia na resolugao de
problemas de otimizagao com um tnico objetivo, ele enfrenta limitacoes quando aplicado
a problemas que envolvem miltiplos objetivos, nao sendo a escolha mais apropriada. Para
superar essas limitagoes, uma variedade de algoritmos de otimizacao multiobjetivo tem
sido desenvolvida. Entre esses, destaca-se o NSGA-II, apresentado por Deb et al. (2002),

cujo funcionamento seré abordado na subsecao subsequente.

1.3.2  Algoritmo de Ordenagao Nao Dominada II

A primeira versao do NSGA foi proposta por Srinivas e Deb (1994) e posteriormente
aprimorada por Deb et al. (2002), resultando no conhecido NSGA-II, o qual atualmente
possui varias outras variantes (Ma et al., 2023). O NSGA-II é amplamente utilizado em
problemas de otimizacao multiobjetivo devido & sua capacidade de encontrar miltiplas
solugoes pareto-6timas em uma tnica execucao do algoritmo, classificando solugoes com
base em niveis de nao dominancia e utilizando um operador de distancia de aglomeracao
(crowding distance), para manter a diversidade da populagao.

Conforme indicado por Mirjalili e Dong (2020), a melhora introduzida no NSGA
original, conhecida como NSGA-II, demonstrou vantagens em relagao ao seu predecessor,
particularmente em termos de eficiéncia computacional e implementacao do elitismo.

Além do uso do elitismo, a sua superioridade é atribuida a aplicacdo de uma
técnica de ordenacao baseada em nao dominancia. FEsta técnica emprega um modelo
hierarquico para organizar os diferentes niveis de nao dominancia, o que é importante

para diminuir o custo computacional, no sentido de eliminar a necessidade de comparar
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todos os individuos apds a primeira analise de niveis. Além disso, o seu desempenho é
influenciado pelo operador que determina a distancia de aglomeracgao, que nao requer a
definicao de parametros prévios.

No algoritmo proposto por Deb et al. (2002), e apresentado brevemente no Algo-
ritmo 4, existem dois procedimentos principais: divisao dos individuos da populacao em
frentes de dominéncia; e um segundo procedimento que calcula a distancia de aglomeragao
em relacao aos individuos mais préximos.

No procedimento inicial, sao identificados os individuos p que nao sao dominados,
estabelecendo-se para eles um contador de dominancia com valor n, = 0, o que indica que
p nao ¢ dominado por nenhum outro individuo. Para cada individuo ¢ que ¢ dominado
por p, o contador de dominancia n, é diminuido em uma unidade. Caso o contador
de dominancia de algum individuo se torne zero, este individuo é inserido em uma lista
separada, que representa a segunda frente nao dominada. Este processo é repetido para
todos os membros da segunda frente, com o intuito de determinar a terceira frente, e

assim sucessivamente, até que todas as frentes sejam completamente identificadas.

Algoritmo 4 - Algoritmo NSGA-II.

ALGORITMO NSGA-II

1. Inicialize a populagao Py com N individuos

2. Avalie a populagao P,

3. Classifique a populacao Py em frentes de nao-dominéncia

4. Calcule a distancia de aglomeracao (crowding distance) para cada individuo

5. enquanto (N&o atingir o critério de parada), fazer

6. | Selecione os pais da populagao P, usando torneio binario baseado na clas-
sificacao de nao-dominéncia e na distancia de aglomeragao

7. | Aplique operadores de recombinac¢ao e mutagao para gerar a populacao
filha Q;

8. | Avalie a populagao Q;

9. | Combine as populagoes P, e @; para formar R,

10. | Classifique a populagao R, em frentes de ndo-dominancia

1. | Calcule a distancia de aglomeragao para cada individuo em R,

12. | Selecione os N melhores individuos de R, para formar a nova populagao
P,.1, com base na classificacao de nao-dominancia e na distancia de
aglomeragao

13. fim enquanto

FIM ALGORITMO

No segundo procedimento, seguindo a descri¢ao do algoritmo proposto por Deb et
al. (2002), calcula-se a distancia de aglomeragao, do inglés crowding distance, utilizada

para estimar a densidade de solugoes. Para tanto, os valores de cada fun¢ao objetivo sao
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organizados em ordem crescente, atribuindo-se uma distancia de aglomeracao infinita aos
valores extremos, ou seja, aos menores e maiores valores. As solugoes situadas entre o
menor e o maior valor possuem uma distancia de aglomeracao correspondente a diferenca
normalizada absoluta entre os valores das fungoes de duas solugoes adjacentes. Esse
procedimento é executado para todos os objetivos, sendo que o valor total da distancia
de aglomeracao ¢ a soma dos valores individuais de distancia relativos a cada objetivo.

Com a determinacao destas medidas, é possivel determinar a distancia entre todos
os membros da populacao e assim afirmar que uma solugdo com um valor menor dessa
métrica é mais aglomerada do que outras solugoes.

O Algoritmo 4 fornece uma visao sucinta de como o NSGA-II opera. Para um
entendimento mais aprofundado sobre este algoritmo, recomenda-se a leitura de Deb et
al. (2002), Mirjalili e Dong (2020), onde os conceitos e formulagoes sao discutidos mais

detalhadamente.

1.3.3 Indicadores de eficiéncia

Em um contexto de otimizacao com um tnico objetivo, a eficiéncia de um al-
goritmo pode ser avaliada pela proximidade da solugao gerada em relagao a um valor
6timo previamente conhecido. Em contraste, em cenarios de otimizacao multiobjetivo,
nao ha um tnico valor 6timo, mas sim um conjunto de solu¢oes que muitas vezes nao é
conhecido, o que exige a utilizacao de métodos alternativos para avaliar a eficiéncia. Dois
indicadores amplamente empregados sao: a Distancia Geracional (GD), que quantifica a
distancia entre as soluc¢oes geradas pelo algoritmo e um conjunto conhecido de solugoes
Pareto-6timas; o Hipervolume (HV), que é uma métrica que mede o volume no espago
n-dimensional dos objetivos, considerando a regiao das solugoes dominadas em relacao a
um ponto de referéncia.

Seja P = {pM),p®, ... pIFD} um conjunto de valores obtido no espaco objetivo
a partir de um algoritmo multhbJthVO, ou seja, a fronteira de Pareto determinada pelo
algoritmo e seja Z = {21, 22, ..., 2|/} a fronteira de Pareto de referéncia. Entao a distancia

geracional pode ser expressa por:

1
|P| ?

GD(P ‘P‘ ZCP , (16)

onde d; denota a distancia euclidiana de p® até seu ponto de referéncia mais proximo em
Z.

Uma GD pequena sugere que as solugoes produzidas pelo algoritmo multiobjetivo
sao mais proximas do conjunto de solu¢oes Pareto-6timas conhecidas.

Ja o hipervolume, conforme detalhado em Fonseca, Paquete e Lopez-Ibanez (2006),
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em um problema de minimizagao com d objetivos, quantifica o espago simultaneamente
dominado pelo conjunto P e delimitado por um ponto de referéncia r € R%. Este ponto r
deve satisfazer a condicdo r > (maxp, ... maxp@), onde a relacio de desigualdade > é
analisada coordenada a coordenada. A area (hipervolume) resultante é um politopo orto-
gonal, visualizado como a uniao de n hiperretangulos alinhados aos eixos, originado de um
vértice comum, o ponto de referéncia r. Esta ideia é ilustrada para o caso bidimensional

na Figura 5.

Figura 5 - Indicador de hipervolume para

o caso bidimensional.

fa(x)

Fonte: Adaptado de Fonseca, Paquete e
Lopez-Ibanez (2006).

Desta forma, conforme Coello, Lamont e Veldhuizen (2007), o hipervolume pode

ser definido matematicamente por
HV é {U UOli ’ p(Z) € PFCOnhecida} ) (17>

onde |J, vol; denota a uniao dos volumes dominados por cada solugao p@ pertencente a
fronteira de Pareto conhecida PF conhecida-
Um valor elevado de HV indica que o conjunto de solu¢oes domina uma regiao maior

no espaco dos objetivos, o que sugere uma maior diversidade e uma melhor qualidade.

1.4 Otimizacao Robusta

No ambito da otimizacao, a robustez refere-se a solugdes que exibem baixa sen-
sibilidade a perturbacoes externas em problemas sujeitos a incertezas. Tais incertezas
podem advir de diversos fatores, dentre os quais se destacam os erros de medigao, im-

precisoes geométricas, erros de modelagem e erros de arredondamento, entre outros. Em
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consequéncia, uma solugdo 6tima de um problema que desconsidera a robustez (conhe-
cido como problema nominal) pode revelar-se inviavel quando aplicada na execugao de
um projeto de engenharia.

Essa constatacao permite afirmar que pode nao ser conveniente adotar uma deter-
minada solugao 6tima se a funcao objetivo for sensivel a pequenas perturbacoes, ou seja,
quando pequenas alteragoes no ponto 6timo resultam em significativas variagdes no valor
da fungao objetivo. Este conceito é particularmente relevante em éreas onde a seguranca
em relagao a variagoes é imprescindivel, como no ajuste de parametros de sistemas de
controle aeroespacial ou de energia nuclear (Tsutsui; Ghosh; Fujimoto, 1996).

Assim, dada uma funcao f : R” — R, ao se levar em conta a robustez, o objetivo
é encontrar um vetor x € R™ que minimiza f e com a garantia de que o desempenho do
sistema é mantido mesmo com a ocorréncia de pequenas variacoes. Com isso, seguindo

os passos de Deb e Gupta (2005), pode-se elaborar a seguinte defini¢ao:

Definicao 2. Para um problema de minimizacao de uma funcao f: Xy C R" = R, onde
Xy € a regiao vidvel, uma solug¢ao xX* € dita solugao robusta do tipo I se ela € o ponto de

minimo global da func¢ao de média efetiva com respeito a uma d-vizinhancga, onde

ejj”X L 1
P09 2 i oy, T (18)

e |Bs(x)| representa o hipervolume da §-vizinhanga centrada em x com raio §.

Contudo, o processo de calculo da integral que aparece na Equagao (18) pode ser
de dificil execugao ou até inviavel. Portanto, adota-se uma aproximacgao para essa fungao

de média efetiva, representada por

F60 ~ 1 D076 (19)

onde &; € Bs(x) e N é o ntimero de amostras dentro da d-vizinhanga de x.

Exemplo 2. Considere a fun¢ao f: R — R definida por:

f(z) = —exp (—625 (Z - 1>2> ~exp (—25 (% - 0,5>2> +2, (20)

que possui dois pontos de minimo, que ocorrem em x =2 e x =4, onde f(2) = f(4) = 1.

Prossequindo com a busca pelo ponto robusto, através da minimiza¢ao da funcao
de média efetiva, e considerando uma variacao de 10%, ou seja, um indice de robustez
de 10%, no intervalo [0,5], obtém-se uma solug¢io robusta de tipo I em x* = 2, onde
fe(2) =~ 1,0203. Em contrapartida, obtém-se f°¥(4) ~ 1,6392, o que sustenta a afirmagdo
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2
Figura 6 - Graficos f(x) = —exp(—625(% —1)%) —exp <—25 (Z — 0,5) ) + 2 e da respectiva

funcao de média efetiva.

20 —
1,8
|
= \
1,4
1,2
Funcao de
Média Efetiva \/
1,0
0 1 2 3 4 5)
i

Legenda: Nesta ilustracao, o grafico da funcao f é apresentado em conjunto com o da fungao de
média efetiva, ambos posicionados lado a lado.
Fonte: O autor, 2024.

de que f apresenta maior sensibilidade a variacoes no ponto xr = 4 comparativamente ao
ponto x = 2.

A andlise dos grdficos de f e f, conforme ilustrado na Figura 6, reforca esta
conclusao: observa-se que as duas funcoes exibem comportamentos bastante semelhantes
ao longo da maior parte do intervalo [0,5]. No entanto, em proximidade de x = 4, pode-se

notar que a func¢ao de média efetiva atinge valores mais elevados.

Em outras palavras, um problema de otimizagao robusta do tipo I caracteriza-se
pela determinagao de um vetor x* que minimiza ou maximiza f°%(x), condicionado a um

conjunto de restrigoes:
Minimizar f°(x)
X

Sujeito a  ¢;(x) <0,i=1,...,m,

hi(x)=0,7=1,...,p.
agfxggbg, le,...,n.

(21)

Definicao 3. Para um problema de minimizagao de uma fungao f : Xy C R" = R, onde

Xy € a regiao vidvel, uma solug¢ao xX* € dita solugao robusta do tipo II se ela ¢ o minimo

/P (x) — f(x)
()]

de média efetiva f, ou como o pior resultado dentre os N pontos na 6-vizinhanca Bs(x)

global de f sujeito a I <, onde fP pode ser selecionado como a fungao

Robustez
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en € o parametro de controle da perturbacao.

Como afirmado por Deb e Gupta (2005), a caracterizagao de solugbes 6timas ro-
bustas pode ser facilmente ampliada para incluir problemas de otimizacao multiobjetivo.
Em tais problemas nao se tera uma solugao robusta que serd o minimo global, mas sim
um conjunto de Pareto onde todas as solugoes sao menos sensiveis as perturbacoes. Para
tanto, cada objetivo deve ser avaliado seguindo um dos critérios abordados acima, o que

adiciona uma camada de complexidade ao processo de otimizacao. Assim pode-se definir:

Definicao 4. Uma solug¢dao x* € denominada solucao robusta multiobjetivo se ela satisfizer

uma das sequintes condigoes:

1. Solugao Robusta Multiobjetivo do Tipo I: x* é um otimizador de Pareto para

um problema de minimizacao multiobjetivo, com respeito a fungao de média efetiva

£060) = (J700). - £270)) (22)
onde x € Xy.

2. Solugao Robusta Multiobjetivo do Tipo II: x* € solugao para o problema de

minimizacao:

Mz’m’}inizar F(x) = (fix),..., fm(x))

1F7() — F)|
Foon S

(23)

Sugeito a

onde x € Xy, fP(x) denota o vetor objetivo distorcido, n € um parametro de controle

para a perturbagao, e || - || denota a norma euclidiana.

Nesse contexto, o vetor objetivo fP pode ser selecionado como a funcao de média
efetiva £, ou como o pior resultado dentre os N pontos na §-vizinhanca Bs(x),

15to €,

ERER

£209 = { max, fix | (21)
para k=1,...,m.

Embora a robustez seja de grande importancia na determinacao de solugoes que
exibem menor variagdo em sua imagem mesmo quando perturbadas na proximidade dos
pontos do dominio correspondente, essas solugoes podem encontrar-se proximas a fron-
teira do conjunto viavel no dominio da fungao objetivo. Esta proximidade acentua a pro-
babilidade de que ocorra uma violacao das restricoes impostas. Nesse contexto, torna-se
relevante que as soluc¢oes encontradas atendam a uma probabilidade especifica de violacao

das restrigoes, assunto que sera explorado na secao 1.5, que é dedicada a confiabilidade.
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1.5 Otimizacao Baseada em Confiabilidade

No desenvolvimento de um projeto de engenharia, é frequentemente importante
definir parametros de seguranca para garantir que o sistema funcione adequadamente. Um
exemplo claro disso se da no projeto de uma estrutura de trelicas, que pode ter variacoes
nas areas de suas sec¢Oes transversais, e sua performance pode ser afetada por diversos
fatores ambientais e operacionais, como a acao de ventos, precipitacao pluviométrica,
variagoes de temperatura e a carga aplicada.

Dada a influéncia desses fatores, pode ser relevante minimizar a probabilidade de
falha do sistema, aumentando assim sua confiabilidade. A confiabilidade de um sistema é
quantificada pela chance de falha, que é medida pela probabilidade de que os parametros
estabelecidos para o sistema nao cumpram alguma das restricoes definidas durante a
elaboragao do projeto (Haldar; Mahadevan, 2000).

Sendo assim, considere um problema de otimizagao com restri¢oes, dados por

Otimizar f(x)
Sujeito a g(x) > 0,
h(x) =0,

a<x<b,

”

IN

onde f é a funcao objetivo, g e h sao as fungoes de restricao, e a e b sao os limites inferior
e superior, respectivamente, do vetor de variaveis de projeto x.

A probabilidade de falha considerando a restrigao g é definida por

Py = Pl(x) <o) = | o Ty (26)

onde fx(x) é a fungao densidade de probabilidade conjunta de X = (X1, Xs,...,X,),
que é um vetor de n variaveis aleatorias continuas. Conforme destacado por Lopez e Beck
(2012), resolver a integral na Equacdo (26) é, em geral, inviavel, devido & escassez de
observagoes para definir a distribui¢ao de probabilidade conjunta fx(x) e & complexidade
de se lidar com uma integral multidimensional onde a fun¢ao de desempenho g pode nao
ter uma forma explicita.

Para aproximar a integral da Equagao (26), assume-se em geral que X ~ N (ux,0%),
com 1y como média e 0% como varidncia, e que as varidveis aleatérias X sao indepen-
dentes e normais continuas, representando os parametros do sistema, sendo que g(X) = 0
define a funcao de estado limite, a qual separa a zona segura da zona de falha.

A partir destas informacoes, imediatamente pode-se inferir que a probabilidade de
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sucesso ¢ dada por
Po=1—P— / Fe(x)dx. (27)
g(X)>0

Na Figura 7, g(X) < 0 representa o conjunto de falha e g(X) > 0 o de sucesso,

enquanto fx(x) é a fungdo densidade conjunta para a distribui¢do normal.

Figura 7 - Ilustragao da regiao segura e de falha.

fX(l‘l, $2)

Fonte: O autor, 2024.

— Ux
0x
mapear o espago das variaveis aleatorias X no espago normal padrao U, ou seja, aplicando

a Transformagio de Rosenblatt (Rosenblatt, 1952), obtém-se que U ~ A(0,1). Dessa

forma, a probabilidade de falha pode ser reescrita como

A partir da suposi¢ao de que X ~ AN (ux,o?) e definindo U = para

Py=1- Plg(X)>0)
=1—Plg(oxU + px) > 0]
=1-P[G(U) > 0]

1 /G g S (28)

onde ¢(u) é a funcdo densidade de probabilidade da distribui¢ao normal padrao e G(U) =

gloxU + pux).
Mas observe que pelo fato das varidveis aleatorias serem independentes, a funcao
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densidade de probabilidade conjunta sera dada por

Contudo, ao se considerar as hipersuperficies de nivel ¢(u) = ¢, ¢ constante, obtém-
se hiperesferas centradas na origem, cuja aquela de maior raio dentro da regiao segura
determinara o(s) ponto(s) da fungao de estado limite mais proximo(s) da origem.

De acordo com Haldar e Mahadevan (2000), apos a transformagao descrita acima
para o espago normal padrao, a menor distancia § entre a origem e a fronteira G(U) = 0
entre as regioes segura e de falha é denominada indice de confiabilidade ou fator de
seguranga. O ponto sobre a curva G(U) = 0 que esta a menor distancia da origem recebe
o nome de ponto mais provavel de falha (MPP, de Most Probable Point).

Segue dai que para encontrar o ponto com maior probabilidade de falha, é neces-

sario encontrar o ponto que minimiza a fungao 5(u) = ||ul|, ou seja,

. arg min ||u|
sujeito a  G(u) = 0.

Este conceito é demonstrado na Figura 8a e, de acordo com Tu, Choi e Park (1999), é
denominado Reliability Index Approach (RIA).

Apesar da simplificacao tomada com a padronizacao das variaveis, o célculo da in-
tegral dada na Equacao (28) ainda enfrenta dificuldade devido as possiveis caracteristicas
da funcao G, que pode ser dada de forma implicita, por exemplo.

Seguindo Lopez e Beck (2012), uma abordagem que pode ser utilizada para con-
tornar esta dificuldade com a fungao de desempenho G no calculo da integral, é a sua
substituicao por um hiperplano tangente a curva estado limite no ponto mais provavel
de falha, caracterizando o método de confiabilidade de primeira ordem (FORM, de First
Order Reliability Method).

Assim,

Pr=1- / o(u)du
G(U)>0

~1-(9)
= B(-). (31)

onde ® ¢ a distribui¢ao acumulada da normal padrao.

A Figura 9 mostra a probabilidade de falha para diferentes valores de 3 na distribui-
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Figura 8 - Ilustragao da regiao segura e de falha no espaco normal padrao.

Uy

(a) Distribuigao de probabilidade conjunta  (b) Corte transversal da distribuigdo gaussiana,

gaussiana restrita ao conjunto G(U) > 0. ilustrando a regiao referente P[G(U) > 0],
com destaque para o local 3, onde localiza-se
o MPP.

Fonte: O autor, 2024.

¢ao normal padrao. Nota-se que um aumento em S leva a uma redugao na probabilidade
de falha e, por exemplo, 5 = 3 resulta em aproximadamente 0,13% de probabilidade de
falha, ou seja, implicando 99,87% de sucesso.

Outra abordagem para a busca do ponto mais provavel de falha é aquela conhecida
como Abordagem de Medida de Desempenho (PMA, de performance measure approach),
ou analise de confiabilidade inversa e foi apresentada por Tu, Choi e Park (1999). Neste
caso, fixa-se o indice de confiabilidade alvo 3; e busca-se na hiperesfera de raio 3; o ponto

que minimiza a fungao de desempenho G(u), ou seja,

arg min G(u)
sujeito a  ||u|| = G-

E pertinente discutir a distin¢do entre as abordagens RIA e PMA: na abordagem
RIA, o MPP é obtido por meio da minimizagao da norma u sujeito a condigao G(u) = 0,
determinando, assim, o ponto mais proximo da origem no espago normal padrao. Por
outro lado, na abordagem PMA, fixa-se o indice de confiabilidade alvo (3; e minimiza-se a
fungao de desempenho G no espago normal padrao, sujeito a condigao ||u|| = ;. Quando
o ponto de minimo u* da fungao G néo coincide com a curva de estado limite G(u) = 0,
u* é denominado ponto-alvo minimo de desempenho (MPTP, de Minimum Performance
Target Point).

Dessa maneira, conforme Du e Chen (2004), um problema de otimizagao funda-
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Figura 9 - Probabilidade de falha para diferentes valores de f3.
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s
Legenda: Nesta figura é ilustrada a probabilidade de falha para diferentes

valores de 3, onde ® é a funcao de distribui¢ao acumulada da dis-
tribuicao normal padrao.
Fonte: O autor, 2024.

mentado em confiabilidade pode ser formulado como:
Minignizar f(d)

Sujeito a Py = Plg(d, X) < 0] < ®(—5,), (33)
dmin S d S dmax

em que Py representa a probabilidade maxima de falha aceita para a restricao g e 8; o
indice de confiabilidade alvo.

No exemplo abaixo, é abordado um problema no qual as fun¢des de desempenho
sao analisadas ao longo de uma circunferéncia de raio ;. Isto permite verificar que, a
medida que o valor da fun¢ao de desempenho diminui ao longo da circunferéncia, mais

proximo se encontra do ponto mais provavel de falha.

Exemplo 3. Considere trés funcgoes de desempenho gy, g2, g3 : B C R?> — R, onde B =
[—13,0] x [—13,0], definidas por:

0(x) == (@ + 7+ 2nm)" - 43 (73 +7) + 2|,
(%) = — [ @ +72)° - zmgzg] ,
g3(x) = — [ (@ + 12+ 72 — 2r3(m1 + 1))° + 472 (T + 1)? + 72) — 2} :
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com ry = 1,2054, 7y = 1,6936 x 10, r3 = 1,2054 e x = (T1,72) = (4, %) com Xy ~
N(=8,1) e Xo ~ N(—4,1) e 5, = 2,2464, indicando o indice de confiabilidade alvo.
Com este indice de confiabilidade, ocorre uma violagao da restricao g, , conforme
ilustrado na Figura 11b, onde a funcao de desempenho restrita a circunferéncia de raio
By e centro (—8,—4) assume valores negativos, especificamente quando a circunferéncia

se encontra fora da drea sombreada na Figura 10.

Figura 10 - Gréficos das funcoes de estado limite.

0_

—1|2,5 —1IO,0 —|73L§1 —5,0 —é,5 0,0
Legenda: A regiao sombreada denota a area viavel,
enquanto as curvas gi, g2 € g3 representam
as fungoes de estado limite. A circunferén-
cia estd centrada em C = (—8,—4) com
raio By = 2,2464, que representa o indice

de confiabilidade alvo.

Fonte: O autor, 2024.

As restrigoes g1 e g3 sao atendidas, conforme mostrado nas Figuras 11a e 11c
onde as mesmas sao positivas. Para g3, o ponto mais provdvel de falha é x* = (—5,7939;
—4,4236), onde tem-se g3(z*) = 0.

Para identificar o ponto mais provavel de falha usando a abordagem PMA, Libotte
et al. (2020) propuseram um algoritmo de passo adaptativo de segunda ordem (ASOSL,
de Adaptive Second Order Step Length), baseado na busca linear, que ajusta adaptati-
vamente o comprimento do passo em cada iteracao, realizando projecoes sucessivas na
hiperesfera a cada iteracao. Contudo, o gradiente calculado em cada iteragcao pode nao se

aproximar do vetor nulo conforme o ponto minimo da fun¢ao GG na hiperesfera ¢ atingido.
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Figura 11 - Graficos das fungdes de desempenho restritas a circunferéncia u? + u3 = 7, onde
B¢ = 2,2464, no espago normal padrdao. A curva em laranja representa a respectiva
funcao restrita ao hemisfério sul da circunferéncia e a em azul ao hemisfério norte.

Gy Gy G

40 4 400 1 354

35 1 300 1

307 200 1

100 4

—100 1

Fonte: O autor, 2024.

Uma maneira de alcancar este objetivo é realizar célculos num espago equivalente aos
hemisférios da hiperesfera, localizar o correspondente ao MPP e, apds sua localizacao,
retornar a hiperesfera. A projecao estereografica pode ser utilizada para este fim e sera

analisada na Secao 3.

1.6 Otimizacao Baseada em Robustez e Confiabilidade

Conforme discutido na secao 1.5, a probabilidade de falha ¢ definida por Py =
® (—f,;), onde ® representa a fungao de distribui¢ao acumulada da normal padrao, e f;
denota o indice de confiabilidade alvo. Este indice corresponde a distancia entre o ponto
de projeto e o ponto mais provéavel de falha; assim, quanto maior for o valor de 3;, menor
serd a probabilidade de falha. Adicionalmente, na secao 1.4, o conceito de robustez foi
descrito por meio da abordagem da fun¢ao de média efetiva e da diferenga normalizada,
sendo que, para o uso da funcao de média efetiva, incorpora-se um ruido § associado a
cada coordenada do vetor de projeto.

Em um contexto de otimizagao que integra robustez e confiabilidade, o objetivo é
identificar solugoes 6timas que apresentem minima sensibilidade as perturbacoes externas,
enquanto preservam niveis de confiabilidade pré-estabelecidos. Contudo, conforme Libotte
(2020), frequentemente a otimizagao robusta e a maximizacao do indice de confiabilidade
constituem metas conflitantes, possibilitando, assim, a formulacao de um problema de

otimizacao multiobjetivo.

Definicao 5. Seja f(d, X,6) = (fi1(d, X, 9),..., fm(d,X,d)), onde d € R™ ¢ o vetor
de projeto com wvaridveis deterministicas, X € R™ € o vetor de varidveis aleatorias, e

0 € R" ¢ o vetor de ruidos associados as varidveis aleatorias. Entao, o problema de
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otimiza¢ao multiobjetivo baseado em robustez e confiabilidade € definido como:

Otimizar (f(d,X,d), 5)
Sujeito a Py =P [g;(d,X,9) <0 < ®(—p5),i=1,...,p,
h;j(d,X)=0,7=1,...,q,
a" < d<d
B < B < B (34)

onde p e q representam, respectivamente, o niumero de restricoes de desigualdade e de

wgualdade.

Nestas circunstancias, utilizando a fun¢ao de média efetiva para a avaliacao da

robustez, o objetivo ¢ maximizar o indice de confiabilidade 8, minimizar fff, fsf ... feff

e maximizar feff off onde my e m, sao nimeros inteiros positivos, com

eff
mi+1Jmi+2s 0 Smy+mao
m = mj + Mas.
Para tanto, considere uma populacao de v individuos, em uma meta-heuristica
populacional, que estdo organizados em uma matriz D € R?*("*+D_ Nesta matriz, cada

linha representa um vetor de projeto d, ao qual é acrescida a variavel de confiabilidade

f; na ultima coluna. Assim, o individuo da linha i é dado por D; = [d;1,dy2, - - ., din, Bl
com?=1,2,... 0.

Além disso, tem-se um vetor de ruidos § = [01, 02, ...,0,,0], onde J; € R,, com
j = 1,...,n. Este vetor representa o nivel de ruido associado & varidvel de projeto

correspondente, onde a tltima coordenada de & é zero, pois o ruido associado ao indice
de confiabilidade ¢ nulo.

Desta forma, pode-se definir R € RM*("+1) como uma matriz com M pontos
gerados aleatoriamente na vizinhanca de um individuo d da populac¢ao. A tltima coluna
de R é composta apenas por zeros. Estes M pontos sao gerados de forma que D;;(1—6;) <
Rsj < D;j(1+46;),onde j=1,2,....nes=12,...,M, seguindo alguma distribuigao

de probabilidade simétrica. Dai, a fungao de média efetiva em torno de um individuo d

¢ dada por
M
fNA.X,8) = 2> fr(R;, X, 0), (35)
j=1
onde r =1,2,...,m e R; devem ser entendidos como a j-ésima linha da matriz R.

Além do céalculo da fun¢ao de média efetiva no ponto de projeto d, tomando o valor
médio da funcao objetivo em M amostras na vizinhanca de um individuo, é necessario
verificar se estes mesmos M pontos atendem as restricoes de confiabilidade. Para tanto,
ao adotar a analise de confiabilidade inversa em cada uma das restrigoes probabilisticas, é

necessario calcular o valor g7, 7 =1,...,p, que é o menor valor da fungao de desempenho
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g; dentre todos os M provéveis pontos de falha encontrados. Se esta condicao for satisfeita,
ou seja, g7 > 0, o ponto de projeto d é considerado viavel.

Com isso, pode-se definir a nova fungao objetivo F, que considera as restri¢oes
probabilisticas, penalizando a funcao de média efetiva nos pontos onde a restrigao nao é

atendida. Ou seja,

P

Fo(d, X, 8) = F(d, X, 8) + ¥ ) _max(—g;,0), (36)
i=1

onde U é o coeficiente de penalidade. Geralmente, este coeficiente é adotado como um

valor suficientemente grande para os casos em que F,. é minimizado. Quando se trata de

um problema de maximizacao, o coeficiente de penalidade é tomado como —W.
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2 METODO DE PASSO ADAPTATIVO DE SEGUNDA ORDEM COM
PROJECAO ESTEREOGRAFICA PARA ANALISE DE
CONFIABILIDADE INVERSA

A Abordagem PMA, vista no capitulo anterior, busca o ponto mais provéavel de
falha u* que minimiza a fungao de desempenho G na hiperesfera S;; C U de raio f;, onde
U ¢é o espaco normal padrao de dimensao n. No entanto, durante a execucao da busca

linear com passo adaptativo com a metodologia descrita por meio dos Algoritmos 1 e 2,

k—1

a soma u a*1p._ pode ndo pertencer a hiperesfera.
k

Para solucionar esse problema, uma alternativa utilizada por Libotte et al. (2020)
Wit ot ip
|ug™ — @~ 1py 4|

garante-se que o ponto uf pertence a hiperesfera, permitindo que a busca se mantenha

foi projetar este novo ponto em Sy utilizando ug = b Desta forma,

dentro da regiao de interesse a fim de obter ponto de minimo da fun¢ao de desempenho
G em Sy.

A abordagem proposta por Libotte et al. (2020), embora eficaz, ndo explora o fato
de o gradiente da funcao de desempenho tender a zero a medida que se aproxima do ponto
minimo.

Visando aprimorar esta metodologia e eliminar a necessidade de projegoes sucessi-
vas, este trabalho propoe a utilizacao da projecao estereografica para a obtencao do ponto
mais provavel de falha. Esta estratégia baseia-se no homeomorfismo entre os hemisférios
de S™ e o0 espaco R™, o que permite buscar o minimo da funcao GG em S™ diretamente em
R"™. Os detalhes sobre o funcionamento da projecao estereografica e sua aplicagao estao

descritos nas secoes 2.1 e 2.2 subsequentes.

2.1 Projecao Estereografica

Considere o espago R™ como um hiperplano de dimensao n, que esta imerso em um
espaco de dimensao superior, especificamente R"*!. Este hiperplano pode ser representado
pelo conjunto ¢ = {x € R""|z,,; = 1}. Suponha ainda que este hiperplano é tangente
a esfera S™ no polo norte. O conjunto H* = {x € S"|x,+1 > 0} delimita o hemisfério
norte da esfera e, de maneira analoga, o polo sul pode ser representado por H~ = {x €
S"Zny1 < 0} e 0 equador S = {x € S"|x,,,; = 0}. Na Figura 12 é possivel observar
esta representacao para o caso n = 2, quando se toma [ = 1 como raio da esfera.

Na Figura 12, tem-se um ponto, denominado f’, que é projetado para um outro
ponto, P, localizado no hemisfério norte da esfera S?. Essa projecao ocorre através da

intersecao de uma reta, que passa pelo ponto Pe pelo centro da esfera. Ao estabelecer essa
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Figura 12 - Projecao Estereografica.

Fonte: Adaptado de Trzeciak (2008).

correspondéncia, se esta efetivamente criando uma bijecao, ou seja, uma relacao de um
para um, entre o espaco R? e o hemisfério norte da esfera S?. Esse processo é conhecido
como Projecao Estereogrifica.

Segundo Braun (2007), este procedimento pode ser generalizado para o espago R",

onde a projegao estereografica (f = 1), é dada por

7t R* — HT

s 7 (z) = (fu2), fol@)s - ful@), fara (2)) = ﬁ(w o) (37)

onde A(z) = (14 31, 22)z.
A aplicacao 7" é de classe C*, pois suas funcoes coordenadas o sao. Além disso,

sua inversa é dada por

() (wy, was - Wiy Whyy) = ( T L ) (38)
Wn+1 Wn+1 Wp+1 Wn+1
Analogamente, é possivel definir a aplicagao
™ :R" — H~
_ 1
r — 7 (x)= —m(l'l,flig, ey Ty 1), (39)

a qual possui inversa semelhante a acima exposta, que mapeia todo o espagco R™ no

hemisfério sul da esfera S™.
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Ao projetar tanto no hemisfério norte quanto no sul, se esta, na verdade, excluindo
o equador da hiperesfera. Mas, quando P — oo tem-se que o ponto P € S™ converge
para o equador S*!, onde a ultima coordenada ¢ zero. Portanto, os pontos que estdo
localizados no equador da hiperesfera sao identificados como pontos no infinito em R"™ .

Uma vez que S™ é um conjunto compacto, toda fun¢ao continua definida em S”
possui méximo e minimo em S”. Portanto, tomando ¢g : S — R como uma funcao dife-
renciavel até segunda ordem e, portanto, continua, existem pontos de maximo e minimo
de g em S".

Mas a funcao g pode ser estendida para todo o espago R"™ por meio da aplicagao
da projecao estereografica, isto é, g™ (x) = g(nt(z)) e g~ (x) = g(7v (z)), que serdo
diferenciaveis até segunda ordem em R", uma vez que a composta de fungoes diferenciaveis
¢ diferenciavel. Dai, trés possibilidades devem ser consideradas: o ponto de méximo (ou
minimo) de g esta localizado no hemisfério norte, no hemisfério sul ou no equador da
hiperesfera.

Se o ponto de maximo (ou minimo) P* estd no hemisfério norte ou sul, pode-se
usar a busca linear para encontrar o ponto de maximo (ou minimo) P* e R" que minimiza
(ou maximiza) a fungao g* (ou g7).

Por outro lado, se o ponto P* estd localizado no equador S*!, a busca linear
possivelmente fard com que P oo, permitindo obter um ponto tao proximo quanto se
queira do ponto de minimo.

Esta técnica pode ser utilizada para a analise de confiabilidade inversa, onde a
funcao de desempenho g|SU, com Sy C R, é estendida para todo o espaco R""! e, a
partir disso, é possivel encontrar o ponto que a minimiza, que é o ponto mais provavel de
falha. Neste caso, as aplicacoes 7" e 7~ devem projetar o ponto P em uma esfera de raio
B¢, onde B; é o indice de confiabilidade alvo.

Portanto, ao considerar uma hiperesfera com raio [3;, as férmulas relativas as pro-

jecoes ™ e m~ podem ser reformuladas como

T RV — HT

r— () = ﬁtﬁ(m, Tor . T, ) (40)
e
R H

T 7 (2) = %@(m,m a8 (41)

onde Ag, () = (B2 + i, 27)2.
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2.2 Algoritmo do Método de Passo Adaptativo de Segunda Ordem com

Projecao Estereografica

Em seu estudo, Libotte et al. (2020) propuseram a utilizagao do Algoritmo 2 para
determinar o ponto mais provavel de falha utilizando a abordagem PMA, caracterizando o
método de comprimento de passo adaptativo de segunda ordem (ASOSL, de Adaptive Se-
cond Order Step Length). Nesta abordagem, conforme foi discutido na segao 1.5, busca-se
o ponto mais provavel de falha u*, minimizando a funcao de desempenho GG na hiperesfera
Sy C U de raio f;, onde U é o espacgo normal padrao de dimensao n.

k—1

Para isso, o ASOSL leva em consideracdo que a soma a*~1p,_1 pode nao

pertencer a hiperesfera, projetando este novo ponto em Sy por meio de

k—1

ug~ " — o ppy
u]g = ﬁtHui_
S

b Oék_lpk—1||

(42)

a cada iteracao. Com a adogao desta abordagem, é possivel que p,_1 /4 0 quando o ponto
de minimo ¢é alcancado na hiperesfera, dado que os pontos de minimo de G no espago U
nao estao necessariamente situados na hiperesfera.

Para superar essa limitagao, esta sendo proposta a integracao da projecao estere-
ografica com o ASOSL, realizando a composi¢ao da funcao de desempenho G no espaco
normal padrao com as fungoes de projecao descritas nas equagoes (40) e (41), permitindo
a busca em um espac¢o de mesma dimensao da hiperesfera.

Para tanto, considere uma funcao de desempenho G' : R” — R, com as variaveis
padronizadas e uma hiperesfera em R” centrada na origem e de raio ;. Considere também
o hiperplano ¢ = {u € R"|u, = ;} e as fungoes de projecao estereografica 7t (u) =
Btm(ul, Uy ooy Up1, Br) e (u) = —ﬁtm(ul, Us, ..., Un_1, ). Desta forma, pode-
se construir as funcoes Gorn™ : ( — R que, por simplicidade, sera aqui denotada por G e
Gon™ : ( — R, por G~. O funcionamento do ASOSL integrado a projecao estereografica
pode ser visualizado pelo algoritmo 5.

No fluxograma da Figura 13, é possivel observar o funcionamento do ASOSL uti-
lizando a projecao estereografica. Aqui, a principal diferenca em relacao ao ASOSL pro-
posto por Libotte et al. (2020) esta na auséncia da necessidade de projegao sobre a hipe-

k=1 _ ak=1p,_ | e a garantia de que o gradiente se

resfera a cada novo ponto obtido u* = u
aproxima do vetor nulo quando o ponto de minimo ¢ atingido.

Neste mesmo fluxograma é importante compreender que o termo G* indica que
os calculos correspondentes devem ser aplicados tanto para a projecao estereografica do
hemisfério norte quanto para a do sul. Esta necessidade decorre do fato de que o ponto
mais provavel de falha pode estar localizado em qualquer um dos hemisférios. Portanto,
o procedimento é executado duas vezes, sendo uma para cada projecao: a primeira para

o hemisfério norte e a segunda para o hemisfério sul. Ao final, o ponto mais provavel de



Algoritmo 5 - Algoritmo de otimizacao de passo adaptativo de segunda ordem com projecao

estereografica.
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15.
16.
17.
18.
19.

20.

para cada G* € {G",G~} faga

Selecione um ponto inicial @4(® € ¢
Obtenha o valor de G*(a®)

Determine o gradiente py = VG*(a®)
Calcule a'” = arg min G*(@® — ap,) utilizando backtracking

O0<ax<l
Calcule 4 = a© — oy,

Determine o gradiente p; = VG*(aW)
enquanto (Nao atingir o critério de parada), fazer
Calcule a® de acordo com a Equagao (10)

se (a® for negativo), entao
|  Tome 6 > 0 um numero real

fim se

Determine oY = argmin G* (i

0<a<alk)

k—1)

| Atualize o ponto a® = a1 — o*=bp, |
| Atualize o gradiente p, = VG*(a®))

fim enquanto

fim para cada

tivamente.

saida: u* = argmin{G(u* ), G(u*)}

Nk

o x _ _+
Tome os pontos de minimos v’ =¥ (%) e u* =

*

- Oépk—l)

|
|
|
| | Atualize o valor de a® de acordo com as equacoes (14) e (15)
|
|

7 (4*) de GT e G, respec-

Figura 13 - Fluxograma do método do tamanho de passo adaptativo com projegao estereografica.

Entrada:
Caleule G*(4) e py HMO) = argmin G* (2 — tpo)
2@ = N, B¢, 5777 a, p

0<t<1

}'{f‘g) =4 — aOp,

[Calcule G*(a%+Y) e ppyy J—»[ Faca: k = k + 1 ] [

Defina k = 1

Calcule: Sim

u*;t _ ﬂ_i(ﬁ(kﬁd))

A4

—

Calcule o tama-
nho do passo

]—»[Calcule GE(aM) e py J

Calcule 7,_y

J

N3o

Saida:
u* = argmin{G(u} ), G(u") [ﬂ&k“) =0® — Py, H

Fonte: O autor, 2024.

a® = arg min G*(a® — tpy)

A 4

0<t<ty } [

Estenda 7,
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falha é aquele que minimiza a fungao de desempenho G dentre os dois obtidos.

Exemplo 4. Como ilustra¢ao da projecao estereogrifica em conjunto com a transformagao
de Rosemblat, considere a funcao de desempenho g : R> — R dada por:

g(X1, X5) = X +2X5 — 20,

(43)

com X1 ~ N(10,5%) e Xy ~ N(12,5%).
Considere também que o indice de confiabilidade alvo é B; = 2,5. Aplicando a
transformacgao de Rosemblatt, tomando a circunferéncia de raio B; = 2,5 centrada na

origem do espago normal padrao U, e as curvas de nivel de G, obtém-se a Figura 14.

Figura 14 - Projecao estereografica no espaco normal padrao.

3
Uy = 2,5 N U
/
2 - (@)
1 A
\
\
\
|}
1
1
S0 - |
!
1
1
II
—1 1
_2 -
U
—3 T T T T T
-3 —2 —1 0 1 2 3
U

Legenda: As curvas em diversos tons de azul representam as curvas

de nivel da fungdo de desempenho G no espago normal
padrao U.

Fonte: O autor, 2024.

Para localizar o ponto mais provdvel de falha, € necessdrio minimizar a func¢ao de
desempenho G na circunferéncia de raio 5 = 2,5. Como cada ponto nos hemisférios da

circunferéncia S; corresponde a um ponto na reta us = 2,5 no espago normal padrio U,
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a minimizacao de G na circunferéncia S; € equivalente a minimizar as fungoes G o w+
e Gon™, na reta uy = 2,5. Apds encontrar o ponto que minimiza G*, o ponto mais
provdvel de falha sobre SL pode ser obtido por m*(4*) = u*. Especificamente, tem-se
que u* = 1,9159 no espaco equivalente a hiperesfera e u* = (—1,5207,—1,9843), onde
G(u*) = 5,0310 x 10!,
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3 METAMODELAGEM

O processo de busca por solu¢oes robustas, utilizando meta-heuristicas populacio-
nais, requer a avaliacao da fungao objetivo e das restricoes em uma ampla gama de pontos.
Dependendo da complexidade das fungoes envolvidas, isso pode ser computacionalmente
desafiador e, para atenuar este custo, é possivel empregar metamodelos. Estes sao mode-
los matematicos que podem ser usados para aproximar a fungao objetivo ou as restrigoes,
diminuindo assim o nimero de avaliacoes necessarias durante o processo de otimizagao.

Existem vérias técnicas de metamodelagem, mas neste trabalho é utilizada a Re-
gressao com Processos Gaussianos, devido a sua flexibilidade em lidar com fungoes com-
plexas e a possibilidade de se computar as incertezas associadas ao processo de predicao.

Em certos contextos, a técnica de regressao que utiliza processos gaussianos é
conhecida como Kriging. Isso é particularmente comum no campo da geoestatistica, onde
¢ amplamente aplicada para a interpolagao espacial no setor de mineracao. O termo
Kriging deve seu nome ao gedlogo sul-africano Danie Krige, que teve uma influéncia
significativa nesta area (Wackernagel, 2003).

Dentro do contexto do aprendizado de méquina e estatistica, a terminologia prefe-
rida tende a ser GPR, ou Gaussian Process Regression. Uma outra importante distin¢ao
reside nas propriedades das func¢oes que sao usadas para gerar as matrizes de covariancia.
No Kriging, essas fungoes sao conhecidas como variogramas e devem atender a critérios
especificos para serem aplicaveis. Em contraste, na GPR h& uma maior flexibilidade atra-
vés do uso de fungdes kernel . E importante observar, além disso, que o Kriging abrange

varias modalidades, sendo as principais:

1. Kriging ordinario, que parte do pressuposto de uma média de dados desconhecida,

mas considerada constante;

2. Kriging simples, que opera sob a suposicao de que a média dos dados é tanto co-

nhecida quanto constante.

Para uma explica¢ao mais detalhada sobre Kriging, consulte Wackernagel (2003).

Nas proximas segoes serao abordados os fundamentos da regressao com processos
gaussianos e também alguns breves exemplos serao expostos, a fim de exibir como a
metodologia funciona. Uma abordagem aprofundada sobre o tema pode ser consultada

em Rasmussen e Williams (2006).

3.1 Regressao Linear com Processos Gaussianos

Considere um conjunto de pontos D = {(z1,v1), (T2, y2), - - -, (Tn,Yn)}, com (x;, ;) €

R?, conforme exibido na Figura 15, cujas coordenadas dos pontos médios sao m} =
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LS @, my = =3y, a covaridncia o, = L 3" (x; — m})(y; — m3), e variancias

o2 =151 (zi—m)? 02 =150 (y —m3)>

Figura 15 - Nuvem de dispersao de pontos.

Fonte: Adaptado de Wackernagel (2003).

Uma funcao que poderia ser utilizada para aproximar os pontos da Figura 15 é a
fungao linear f(z) = ax + b. Neste caso, deve-se encontrar os valores apropriados de a e
b, que melhor se aproximam dos dados. Estes valores sao os que minimizam a soma dos

quadrados dos residuos, isto é, que minimizam a fungao F(a,b), dada por:
1< )
F(a,b) = - > (i — flxi))
i=1
1 n
= — ; — al; — b 2
- ;(y )
IR 2,2
= — a’x? + 2abx; — 2axy; + b* — 2by; + 7). 44
" ;( i y vi + ;) (44)
A fim de se obter tais valores de a e b, pode-se transladar o sistema de coordenadas
para o ponto (mj, mb) e substituir as expressoes das variancias e covariancia. Desta forma,

a expressao da reta passa a ser f(z) = ax — amy +ms + b e a funcao F(a,b) :
—_———
b/
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n

1
F(a,b") = - Z(cﬂ(xi —m3)? + 2ab (z; — m}) — 2a(x; — m})(y; —m3)

i=1
U= 20 (i — ) + (3 — m3)?)

= a’0} — 200,y + b + 0} (45)

Assim, calculando as derivadas parciais de F'(a,b’) em relagdo a a e b/, igualando

a zero, e retornando ao sistema de coordenadas original, obtém-se o ponto de minimo da

fungao F(a,b), que é dado por:

O
a = 0_22,’7 (46)
b=mj— amj, (47)

onde a é o coeficiente angular da reta e b é o coeficiente linear. Isso caracteriza o que é
conhecido como regressao linear.

Uma outra forma de escrever a expressao para f &

flz) =x"w, (48)
onde w = [a,b]" e x = [z,1]". Neste caso, a fun¢io F(a,b) passa a ser escrita como
F(w) =237 (yi — x{/ w)?, onde x; = [z;,1]". Assim, ao calcular as derivadas parciais

de F' em relacao a a e a b, e igualé-las a zero, obtém-se o vetor w que minimiza F', que é
dado por w = (XX T)"1Xy, onde X ¢ a matriz de entrada (2 x n) e y é o vetor de saida
(nx1).

A regressao linear, sob a perspectiva da inferéncia Bayesiana, é interpretada como
um caso especial de um Processo Gaussiano, o qual é um modelo probabilistico que assume
que qualquer conjunto finito de variaveis aleatorias de uma colegao segue uma distribuicao
Gaussiana conjunta. Isso permite que, ao invés de simplesmente ajustar uma linha reta
aos dados, considerar uma distribuicao sobre todas as possiveis retas que poderiam se
ajustar aos dados (Rasmussen; Williams, 2006).

Considere agora que a saida y possui um ruido gaussiano com média zero e vari-
2

n’

com o modelo f(z) = x'w leva diretamente & verossimilhanca, que ¢ a densidade de

ancia o2, ou seja, y = f(z) + ¢, onde € ~ N(0,02). A suposi¢ao de ruido em conjunto

probabilidade das observacoes, considerando os parametros. Assim
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=N(X"w,oI). (49)

Dentro do formalismo Bayesiano, é necessario levar em conta a distribuicao a priori

dos parametros, que sera aqui fixado por
p(w) =N(0,5,) (50)

onde X, ¢ a matriz de covariancia da distribuicao a priori. A partir disso, a distribuigao

a posteriori dos parametros é expressa como

_ p(y[X, w)p(w)

Mas,
p(yIX, w)p(w) = N(XTw, 02 T)N(0,%,)

_ 1 1 T2 1 [ S
= @roy P (‘Tcg”y‘x ull ) s, P (‘5“’ Ep W

= ! 1 L —p 1 T 2v—1
N (2%0%)”/2(2W)p/2|2p|1/2 exXp (_EHY_X W|| — mw JnEp w | .
(52)

Tomando A = XX + 0251 Q = (2702)"2(27)P/2|5,|/2 e W = A71 Xy, tem-se:

n—p

1 1 1
Y Xew)ow) = g exp (v = X W)y = X w) = s w2, )

Q "\ 202 a2
1 1 T T A= —\T
zéexp _ﬁ@ y—w AW+ (w — W) Aw)
1 1 I _ —
- 0 exp (—ﬁ(yTy —W AW+ (w — W) A(w — W))>

o exp (—L(w —w) A(w — W)) : (53)

2
207
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Assim, a distribuicao posterior pode ser vista como gaussiana com média W e

matriz de covariancia o2A ™1, isto &,
p(wX,y) ~ N(w,02A™ ). (54)

A partir da expressao para f dada em (48), a distribuigao preditiva para um novo

ponto x, é dada por

Pl X, y) = / Pyl w)p(wIX, y)dw

= N(x]w,x]c2A7'x,). (55)

onde W =A"'Xy e A=XX"+02%".

De acordo com Rasmussen e Williams (2006), embora a regressao linear seja um
instrumento valioso, ela apresenta limitagoes naturais, especialmente quando se trata de
modelar relagoes nao lineares entre varidveis. Por exemplo, se a relacao entre as variaveis
for de natureza quadrética ou exponencial, a regressao linear nao conseguira representar
adequadamente os dados. Nesses casos, torna-se imprescindivel a utilizagao de um modelo
mais flexivel, que se adapte mais precisamente & natureza dos dados.

Uma alternativa, ainda de acordo com Rasmussen e Williams (2006), visando su-
perar estas dificuldades, é primeiro projetar os pontos em um espaco de alta dimensao,
usando um conjunto de fungoes base, para em seguida utilizar o modelo linear neste es-
paco. Por exemplo, considere a fungao de base ¢(x) = [1,z,22, 2°,.. ., 2V], utilizada na
regressao polinomial. Neste caso, a funcdo poderia ser expressa como f(z) = ¢(z)'w,
onde w é o vetor de pesos, e a funcao f passa a ser linear em relacao a w, mas nao em
relacao a x.

Utilizando novamente a inferéncia Bayesiana, a distribuicao preditiva para um novo

ponto x, pode ser dada por dada por
flwa, Xoy ~ N(o(2.) "W, ¢(2.) " on A7 (2.)), (56)

onde W =A"1®(X)y e A = ®(X)®(X)' + 02¥, " com ®(X) sendo a matriz de fungoes
de base aplicadas aos n pontos de treinamento.

Contudo, A é uma matriz de ordem N x N, o que pode tornar o calculo de sua
inversa computacionalmente caro, caso o espaco de fungoes base tenha uma dimensao
muito elevada.

Para contornar este possivel problema, observe que
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AY,® = dOTY, 0 + o2 [D
= O(dTY,d + o21)
= ®(K +o21), (57)

onde ® = ®(X)yun ¢ K = (278,8),4,. Dai, multiplicando ambos os lados desta
igualdade por A™! e por (K + ¢2I)~!, obtém-se

Y,0(K +02l)' = A7, (58)

Isto mostra que pode-se substituir A™'® por ¥,®(K +021)~!, na expressao de W,
e assim reduzir o custo para calculo da inversa nos casos em que n < N.
Para determinar a expressao para a variancia em funcao de K, pode-se utilizar a

formula de Woodbury (ver Rasmussen e Williams (2006)), que é dada por
(Z+UwWvhH =zt zluwt4+Vvizlu)y"tvTz, (59)
e assim, obter que
Al = (o2t + 00T

=0,°(3," + 00,10 ")

0,28, = 2,001+ &7, 0) 10y

n

= 0,28, - L,0(K +o2)'o's)). (60)

Dai, a distribui¢ao preditiva para um novo ponto x, pode ser reescrita como
felre, Xoy ~ N(d(2,) "W, 6(2) 'Sy () — @) " Bp@(K + 0p 1) T OE,¢(2.)), (61)

= _ 27\—1
onde w = X, (K +o;1)""y.

Nesta secao, foi apresentada a regressao linear com Processos Gaussianos, onde a
distribuicao ocorria sobre os pesos. No entanto, a distribuicao pode ser feita diretamente

no espaco das funcoes, o que sera discutido na préxima secao.
3.2 Regressao com Processos Gaussianos
Considere uma funcao f : X — ), que mapeia um espaco de entrada X em um

espaco de saida ). Suponha que esta funcao seja desconhecida—so6 se conhece alguns

pares de entrada e saida, mas nao a regra que os relaciona—ou é muito custosa de ser
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avaliada em todos os pontos de X, por isso s6 se dispoe de um conjunto limitado de dados
D ={(z1,11), (x2,92), .-, (Tn,yn)}, onde z; € X e y; € Y. O objetivo é estimar f em um
conjunto de pontos X* = {zf,z5, ... 2’ }, onde 7 € X usando Regressao com Processos
Gaussianos.

Aqui, pode-se considerar duas situagoes: os dados de saida y sdo ruidosos ou nao.
No primeiro caso, a safda y é dada por y = f(z) + ¢, onde € ~ N(0,02), e no segundo
caso, y = f(z) (Rasmussen; Williams, 2006).

Um Processo Gaussiano, denotado como f(z) ~ GP(m(z),k(z,x’)), é integral-
mente determinado por sua média e covaridncia. A média e a covariancia sao respectiva-
mente definidas como m(z) = E[f(z)] e k(z,2") = E[(f(x) — m(z))(f(z") — m(z’))], onde
E é o operador de esperancga, k é a funcao kernel ou funcao de covariancia, e m é a média
da funcao.

A fungao de covariancia estabelece a relagao entre os pontos do conjunto de entrada,

sendo expressa por:

Note que a fungao de covariancia estabelece a relagao entre os valores de f(x) e f(z') com
base na relacdo entre z e 2.

A funcao kernel é um componente crucial para o Processo Gaussiano e existem
varios tipos, cada uma com suas caracteristicas e propriedades. No entanto, todas elas
tém em comum o fato de serem positivas definidas, ou seja, a matriz com as covariancias
gerada por elas é sempre simétrica positiva definida.

O fato da matriz de covarianca K, onde cada elemento K;; é dado por K;; =
k(z;, z;) ser simétrica e positiva definida, garante que ela possa ser decomposta pela matriz
de Cholesky, isto ¢, K = LL", onde L ¢ uma matriz triangular inferior, permitindo assim
amostrar valores de f que seguem uma distribuicao normal multivariada com média zero
e covariancia K.

De fato, seja f* = m + Lz, onde m é o vetor de médias, L é a matriz de Cholesky
de K e z é um vetor de varidveis aleatorias com distribuicdo normal padrao. Assim, a

covarianga entre os pontos de f* é dada por

cov(f*) = E[(f* — m)(f* —m) ]

=K. (62)
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Observacao 1. Na decomposicao de Cholesky, a matriz de covaridncia K €, comumente,
substituida por K+¢cl, onde € € um valor muito pequeno que nao afeta significativamente o
resultado da decomposicao. Essa substituicao € feita para garantir a estabilidade numérica

durante o processo de decomposi¢ao.

Uma das opgdes mais comuns para fungao kernel é a fungao RBF (Radial Basis

Function), que também é chamada de fungao gaussiana, e que é expressa como

1
coulip ) = Kayz) = exp =gl = 1) (63)

onde [ representa o comprimento de escala. A funcao de covaridncia pode capturar va-
riagoes nos dados em maior ou menor grau, dependendo do valor [ que é denominado
hiperparametro. Além disso, quanto mais proximos os pontos x, e x, estao, maior seré o
valor da fungao de covariancia, e quanto mais distantes, menor sera o valor.

Na secao 3.2.3 sera discutida a importancia de determinar o valor 6timo para os

hiperparametros presentes na fungao de covariancia.

3.2.1 Regressao com Dados Nao Ruidosos

Suponha que os dados de saida y nao sao ruidosos, isto é, y = f(z). Neste caso, a
distribuicao conjunta a priori entre os pontos de treinamento x e os pontos nao observados

x, pode ser dada por

flle )

onde K(X,X) £ K ¢ a matriz de covariancia entre os pontos de treinamento, K(X, X, ) =

K., é a matriz de covariancia entre os pontos de treinamento e os pontos nao observados,
K(X,, X,) £ K,. ¢ a matriz de covariancia entre os pontos nao observados e y é o vetor
de saida dos dados observados.

Com a distribui¢ao a priori, é possivel obter infinitas fun¢oes que satisfazem a
matriz de covariancia nos pontos nao observados. Uma alternativa, nao muito sabia em
termos de eficiéncia computacional, é escolher, dentre todas fungoes obtidas, aquelas que
respeitam os dados observados.

Por outro lado, condicionando os dados nao observados aos dados observados (von
Mises, 1964, p. 427, Secao 9.3), é possivel obter as fungdes que melhor se ajustam aos

dados observados. Dali, a distribuicao a posterior: é dada por

(X, y, X,) = NK.K 'y, K., - KK 'K,). (65)
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Explicitamente, a predicao em um ponto x, e sua covariancia podem ser dados,

respectivamente, por

m(z,) = K.K 'y
k(z,) = K., — K.K 'K,

No exemplo abaixo, é apresentado um exemplo que ilustra o processo de predigao utili-

zando a distribuicao priori e a posteriori para dados nao ruidosos.

Exemplo 5. Considere um conjunto com 5 pontos no intervalo [—4,4], a saber, X*

{—4,-3,-1,0,2} e a correspondente matriz de covariincia K gerada pela fun¢ao RBF

coml=1.
1,0000 6,0653 x 10~ 1,1109 x 1072 3,3546 x 10~* 1,5230 x 1078]
6,0653 x 1071 1,0000 1,3534 x 1071 11,1109 x 1072 13,7267 x 1076
K= [1,1109 x 1072 1,3534 x 107! 1,0000 6,0653 x 101 11,1109 x 102
3,3546 x 10™* 1,1109 x 1072 6,0653 x 107" 1,0000 1,3534 x 107!
1,5230 x 107® 13,7267 x 107 1,1109 x 1072 1,3534 x 10~* 1,0000 |

Utilizando a decomposicao de

Cholesky para K, obtém-se a matriz L tal que K =

LLT:
1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 |
6,0653 x 1071 7,9506 x 10~ 0,0000 0,0000 0,0000
L= [11109x 10~2 1,6175 x 10~' 9,8677 x 10~ 0,0000 0,0000
3,3546 x 1074 1,3717 x 1072 6,1241 x 10~! 7,9042 x 10~! 0,0000
11,5230 x 1078 4,6756 x 1075 1,1257 x 102 1,6250 x 10! 9,8665 x 107!

Considerando um wvetor de wvaridveis aleatorias com distribuicao normal padrao
[0,3870; 1,4394; 0,1550; —0,1211; 0,7096|, e utilizando f* = m + Lz, onde m € o
vetor de médias que neste momento serd tomado como zero, obtém-se o wvetor f*
[0,3870; 1,3791; 0,3901; 0,0190; 0,6822].

Para cada vetor de varidveis aleatorias z obtém-se um vetor f* diferente, permi-

7 =

tindo assim diferentes fungoes que satisfazem a matriz de covaridncia. Na Figura 16(a)
sao apresentadas 3 fungoes que satisfazem uma matriz de covaridncia para 100 pontos no
intervalo [—4, 4], tomando a distribui¢ao a priori. Jd na Figura 16(b) sao apresentadas 3
fungoes que satisfazem a matriz de covaridncia considerando a distribuicao a posteriori a
partir dos pontos (—4,—2),(=3,0),(—=1,1),(0,2),(2,—1).
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Figura 16 - (a) Distribuigao a priori. (b) Distribui¢ao a posteriori.

(a) (b)

i
\
- 3 T T T T T T T T T T

—4 —2 0 2 4 —4 —2 0 2 4
i x
Legenda: Diferentes funcoes a partir da distribuicao a priori e posteriori, repectivamente. Em
ambas as figuras a curva em preto representa a média e a area sombreada um intervalo
de confianca de 95%. A funcao de covariancia utilizada foi a RBF com [ = 0,699.
Fonte: O autor, 2024.

3.2.2 Regressao com Dados Ruidosos

Suponha agora que os dados de saida y sdo ruidosos, isto é, y = f(z) + €, onde
e ~ N(0,02). Neste caso, usando a fungao RBF, a fungio de covariancia poderia ser dada

por

1
cov(Yp, Yq) = k(Tp, 74) = JJ% exp (_ﬁpr - Iq||2> + Ug(qu’ (68)

A distribuigao conjunta entre os pontos de treinamento (pontos observados), e os

pontos nao observados é dada por

[g’] NN(O, K+, K]) (69)

T
K* K**
onde I é a matriz identidade. Assim, analogamente ao que se tem na expressao dada

na Equagao (65), o valor predito para os pontos nao observados segue uma distribuigao

gaussiana, dada por
£ ~ V(KK + 07Dy, Ko — KJ(K + 071 'K, (70)

Novamente, de forma explicita, a predicao em um ponto z, e sua covariancia podem
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ser dados, respectivamente, por

m(e) =K'(K+02D)ly e kz.) =K. - K/ (K+0) K. . (71)

3.2.3 Otimizacao dos Hiperparametros

A escolha dos hiperparametros pode influenciar significativamente a capacidade
da funcao de covariancia em representar adequadamente a relacao entre os dados. Por

exemplo, considere o kernel RBF

1
boyey) =t oxp (= galhoy — ). (72

onde o2 é a variancia do ruido e Ufc e [ sao a variancia de f e o comprimento de escala,
respectivamente.

Ao se realizar a regressao com Processos Gaussianos utilizando esta funcgao de
covariancia e fixando os valoresem [ = 1 oul = 0,5, e utilizando como pontos observados os
mesmos presentes na Figura 16(b), pode-se obter diferentes estimativas para f, conforme

pode ser visualizado Figura 17.

Figura 17 - Regressao com processos Gaussianos utilizando a fungao kernel RBF para diferentes

valores de [ e O'J% =1.

l:l)o l:O,5

Fonte: O autor, 2024.

Observe que a fungao de covariancia RBF com [ = 1 resulta em uma curva mais
suave. Em contrapartida, ao utilizar [ = 0,5, a curva torna-se mais oscilatoria, evidenci-
ando a importancia da escolha adequada dos hiperparametros ao se utilizar a regressao

com Processos Gaussianos.
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Na Figura 16(b), os hiperparametros [ e a]% foram estimados a partir dos dados,
onde obteve-se [ = 0,699 e UJ% = 1,4%. Em geral, o kernel possui como hiperparametros a
varidncia o7, o comprimento de escala [ e a variancia do ruido o;.

Apesar da presenca destes parametros, a regressao com Processos Gaussianos é
dita nao paramétrica, pois estes nao sao fixados a priori, mas sao estimados a partir dos
dados: dai advém a denominacao de hiperpardmetros para os parametros livres na fungao
de covariancia.

A fim de estimar estes hiperparametros, considere o conjunto de dados observados
D = {(x1,y1), (X2,Y2), - - -, (Xn, yn) }, onde x; representa o vetor de entrada e y; é a saida
correspondente. Aqui a saida y é considerada como ruidosa, ou seja, y = f(x) + ¢, onde
e~ N(0,02).

O objetivo é encontrar os hiperparametros que maximizam a verossimilhanca desses
dados, ou seja, encontrar os hiperparametros que maximizam a probabilidade de se obter

os dados observados, onde a verossimilhanca é definida como:
p(yIX.6) = [ o1t Xp(E[X, ). (73)

Aqui, 0 = {O‘J%, [,0%} representa o vetor de hiperparametros, f é o vetor de saida
dos dados nao observados e X é a matriz de entrada.
Porém, ao se considerar que y segue uma distribuicao normal multivariada com

média zero e covariancia K + 021, a verossimilhanga pode ser expressa como:

1 1 _
pYX.0) = e (4 (K 2D Y ). (74

Dali, log-verossimilhanca associada é:
L+ 21\—1 1 2 n
Inp(y|X, ) = —5Y (K+o:I)" 'y — 5 In|K+ 0,1 — B) In(27). (75)

Assim, pode-se estimar os hiperparametros maximizando a log-verossimilhanca utilizando
o gradiente descendente, por exemplo.

Uma das vantagens do uso de Processos Gaussianos esta na possibilidade de estimar
a incerteza associada a predicao do modelo. Isso pode ser 1til na busca pelo ponto mais
promissor no espago de busca para a avaliacao da funcao objetivo e a atualizagao do
metamodelo. Na secao 3.3, sao apresentados métodos que utilizam a incerteza associada
a predicao do modelo para escolher o proximo ponto a ser avaliado. Essa abordagem
permite associar Processos Gaussianos a uma meta-heuristica populacional, na qual os
individuos mais promissores da populagao sao selecionados para a avaliagao da funcao

objetivo e a atualizacao do metamodelo.



68

3.3 Funcoes de Aquisicao

No processo de otimizacao, a selecao das amostras para atualizar o metamodelo
durante a execucao de um algoritmo de busca pode, inicialmente, ser feita de maneira
aleatoria. No entanto, uma estratégia frequentemente empregada é o uso de uma funcao
de aquisicao para determinar quais amostras devem ser avaliadas a seguir para a atuali-
zacao do metamodelo. De acordo com Schulz, Speekenbrink e Krause (2018), trés fungoes
de aquisigao sdo comumente utilizadas: Melhoria Esperada (Expected Improvement, EI),
Probabilidade de Melhoria (Probability of Improvement, PI) e Confianga Superior Limi-
tada (Upper Confidence Bound, UCB).

Para entender como essas func¢oes de aquisicao podem ser utilizadas, considere a
fungao f:[0,4] — R, definida por

) = e (o= 27) e (5 L)+ A (79

Suponha que o objetivo seja utilizar a Regressao com Processos Gaussianos para
maximizar a funcao f. Em geral, a lei que define a fungao f é desconhecida, mas para fins
de ilustracao e comparacao com o valor real, serd assumido que a funcao f é conhecida.

A questao entao é: como selecionar os pontos a serem avaliados pela funcao f de
modo a encontrar o ponto 6timo? Nas subsegOes a seguir, serao apresentadas as fungoes
de aquisicao EI, PI e UCB, que podem ser empregadas para escolher os pontos a serem

avaliados pela fungao f.

3.3.1 Funcdo de Melhoria Esperada (EI)

Considere a funcao indicadora de melhoria dada por

1) f@) =Y () seY(x)< f(z7) ()
0 se Y(x) > f(z*),

onde f(z*) é o melhor valor encontrado e Y (x) é o valor predito pelo processo gaussiano

para a amostra z, tal que Y (z) ~ N(pu(x),o(x)).

V() — plx)

, tem-se que a funcgao de
o(x)

Tomando z*(z) = e z(x) =

melhoria esperada pode ser dada por
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. (78)

= o(2) [z*cp(z*) - /_ ) ng(z)dz}
= o(x) [2"P(z") — ¢(2")].

E assim finalmente é possivel escrever,

B1(0) = (")~ o (HELZIE) oo (L) (79

() a(z)

Analogamente, se o problema for de maximizacao, a funcao de melhoria esperada

pode ser dada por

B1(0) = () — o (ML) oo (M)

Retomando a funcao f que foi definida anteriormente na Equagao (76), considere
dois pontos aleatérios no intervalo [0, 4] e os valores de f nesses pontos. Isto é ilustrado
na Figura 18a, onde o grafico de f é representado por uma linha tracejada.

Com base nessa escolha inicial, é possivel construir o metamodelo e obter a fungao
de melhoria esperada. Na Figura 18a, o grafico resultante do metamodelo e da fungao de
melhoria esperada sao representados em preto e verde, respectivamente.

O passo seguinte envolve a selecao do proximo ponto a ser avaliado. Este ponto
¢ escolhido como aquele que maximiza a fun¢ao de melhoria esperada no dominio de f,
fato que é ilustrado an Figura 18a. Este ponto é entao utilizado para avaliar a fungao f
e atualizar o metamodelo. A Figura 18b mostra o metamodelo atualizado com o ponto
obtido em 18a e a funcao de melhoria esperada correspondente, com o novo ponto de
maximizacao destacado.

Este procedimento é repetido até que o ponto de maximo da funcao de melhoria
sofra poucas variagoes, como ilustrado nas Figuras 18c e 18d. Para a obtencao da Figura

18d foram necessarios 7 pontos serem avaliados.
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Figura 18 - Estimativa do grafico de f a partir de pontos amostrados segundo a funcdo de me-

lhoria esperada.

1,44
1,21
1,04

0,84

x10~6

0,05
0,00 -— . . . . . . . — 0,0 1— . ; ; ; ; ; ;
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 0,0 0,5 1,0 1.5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

(c) (d)

Legenda: Nasimagens, a linha pontilhada ilustra o grafico de f, a linha preta mostra a estimativa
de f por processos gaussianos, a area cinza indica o intervalo de confianca de 95%, e
a linha verde exibe a funcao EI, com destaque para o ponto de valor méximo.

Fonte: O autor, 2024.

3.3.2 Funcao de Probabilidade de Melhoria (PI)

Novamente, suponha que se deseje minimizar uma fungao objetivo f : R — R, e
que x* é o melhor valor encontrado até o momento. Semelhante ao que foi feito na secao

3.3.1, pode-se definir a funcao indicadora de melhoria como

Hy = {FE) Y @) se Y @) < 1) 50
0 se Y () > f(a”)

onde Y (x) é o valor predito pelo processo gaussiano para a amostra x, tal que Y (x) ~
N(u(a), o(2).

A distribuigao de probabilidade acumulada da fungao indicadora de melhoria pode
ser dada por @y, (i) = P[I(x) < 1.

Tomando i > 0, e Z = %, tem-se que
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{_Z o i)+ ) + Z] (81)

Figura 19 - Estimativa do grafico de f a partir de pontos amostrados segundo a fungao proba-
bilidade de melhoria.

Oj() Oj;') le lj;’) QjO 2:5 3:0 3:5 /1:0 0:0 015 lj() 1'3 2,0 2j5 3j0 3‘5 "1j0
(c) (d)
Legenda: As imagens apresentam a curva pontilhada que representa f, a curva preta é a esti-
mativa de f por processos gaussianos, a area cinza indica o intervalo de confianca de
95%, e a curva verde é a funcao PI, destacando o ponto de valor maximo.
Fonte: O autor, 2024.

Assim a probabilidade de melhoria pode ser dada, segundo Passos (2020), por

PI(z) = 1— P[I(z) < 0]
—1- P[I(z) < 0] — PlI(z) = 0]
—1—0— D) (0)
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Assim, pode-se definir a funcao de probabilidade de melhoria como:

f(m*i(;)ﬂ(x)) ‘

Analogamente, se o problema for de maximizagao, a funcao de probabilidade de

PI(z) = & ( (83)

melhoria pode ser dada por:

ZeECa))

Novamente retomando a func¢ao f definida na Equagao (76), e seguindo os mesmos

PI(z) = ( (84)

procedimentos da subse¢ao anterior, mas agora utilizando a funcao de probabilidade de
melhoria, obtém-se as Figura 19, onde a imagem 19d é obtida com 7 pontos avaliados

utilizando a funcao de probabilidade de melhoria.

3.3.3 Funcado de Aquisigao Confianga Superior Limitada (UCB)

Uma ideia intuitiva que pode ser utilizada para a selecao das amostras dentro de um
determinado conjunto é explorar a incerteza estimada pelo processo gaussiano. Quando
0 processo é mais incerto, pode-se escolher amostras para avaliacao e, assim, atualizar
o metamodelo. Uma das fungdes de aquisigao mais simples e comumente utilizadas é a
fungao de aquisigdo de Confianga Superior Limitada (UCB), que utiliza o valor predito
pelo metamodelo e a incerteza associada a predigao. A fungao de aquisi¢ao UCB ¢é definida

por:
UCB(z) = p(z) + ko (z), (85)

onde k é um parametro que controla o impacto da incerteza (exploragao e explotagao),
p(x) e o(x) sdo o valor esperado e o desvio padrao, respectivamente, tal que Y (z) ~
N(u(x),o(x)).

Conforme Shahriari et al. (2016), a fungao de aquisigao UCB possibilita um equi-
librio entre exploracao e explotagao. Isso significa que ela permite a selecao de amostras
que otimizam tanto o valor médio previsto pelo metamodelo quanto a incerteza associada
a essa previsao. O equilibrio entre esses dois aspectos é alcangado através do ajuste do
parametro x, que determina a importancia da incerteza na selecao das amostras: valores
maiores de k favorecem uma maior exploracao, enquanto valores menores de x conduzem
a uma maior explotacao.

Nas imagens presentes na Figura 20, a fungao de aquisicao UCB ¢ utilizada para

selecionar os pontos a serem avaliados pela fungao f definida na Equacdo (76), de forma
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Figura 20 - Estimativa do grafico de f a partir de pontos amostrados segundo a funcao UCB.

Legenda: Nas imagens, a curva pontilhada é o grafico de f, a curva preta é a regressao usando
processos gaussianos, a area cinza representa o intervalo de confianca de 95%, e a curva
verde é a fungao UCB com x = 2, destacando o ponto de valor méximo.

Fonte: O autor, 2024.

anéloga ao que foi visto nas duas se¢oes anteriores. A imagem 20d foi obtida com 7 pontos
avaliados utilizando a funcao de aquisicao UCB.

De acordo com Jones, Schonlau e Welch (1998), maximizar a funcao de aquisi¢ao
permite selecionar a préoxima amostra a ser avaliada com maior precisao, o que, por sua
vez, possibilita atualizar o metamodelo nas regioes de maior incerteza, tornando o processo

de otimizacao mais eficiente.
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4 ALGORITMO DE OTIMIZACAO COM METAMODELAGEM
CONSIDERANDO ROBUSTEZ E CONFIABILIDADE

Um dos principais desafios de se analisar a robustez estd na necessidade de se
avaliar a func¢ao objetivo para cada uma das M amostras §; da d-vizinhanga Bs(x), o que
pode ser computacionalmente inviavel, dependendo da complexidade da fung¢ao objetivo
envolvida.

Visando reduzir o custo computacional ocasionado pela analise de robustez, é pro-
posta a utilizacao de metamodelos, especificamente regressao com processos gaussianos,
para o calculo dos valores da funcao de média efetiva e, assim, reduzir o custo computaci-
onal na perspectiva de quantidade de avaliacoes da funcao objetivo durante o processo de
otimizacao, mas alcancando uma solucao tao proxima quanto possivel aquela do problema
correspondente em que metamodelos nao sao empregados.

Nas secoes seguintes sera descrito como a metamodelagem pode ser empregada em
conjunto com uma meta-heuristica populacional para o processo de otimizac¢ao envolvendo

robustez e confiabilidade.

4.1 O Algoritmo de Avaliacao da Robustez Utilizando Metamodelagem

Para a realizacao do processo de otimizagao, seré utilizado um algoritmo evolutivo
que emprega metamodelos para avaliar a robustez em substituicao a funcao objetivo
original. O algoritmo proposto é composto por quatro estégios, que sao descritos a seguir.

O algoritmo evolutivo é iniciado com uma populagao de soluc¢oes candidatas gerada
por meio da estratégia do hipercubo latino (HCL), e cada individuo dessa populagao é
avaliado segundo a fungao objetivo. Com os dados de entrada e saida obtidos (rotulados),
o modelo de regressao baseado em Processos Gaussianos ¢ construido (treinado).

Durante o segundo estégio do algoritmo, a populacao gerada na etapa anterior
serve como a populagao inicial. Além disso, o modelo de regressao baseado em Processos
Gaussianos, previamente treinado, atua como a fungao objetivo na avaliacao da fungao
de média efetiva. Aqui, a fungao de média efetiva é a funcao que se busca otimizar.

No terceiro estagio, um conjunto de teste é tomado aleatoriamente, ou utilizando
uma das fungoes de aquisicao, a partir dos novos individuos criados na etapa de mutacao
e crossover da nova geragao. Se o erro entre o metamodelo e a fungao original nestes
individuos for arbitrariamente maior do que 20%, a funcao objetivo é avaliada em todos
os individuos da populagao atual, e o metamodelo ¢ atualizado; se o erro for menor ou igual
a 20%, os individuos do conjunto de teste sao adicionados ao conjunto de treinamento e o

metamodelo ¢é atualizado. Em seguida, usa-se o modelo de regressao baseado em Processos
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Gaussianos (atualizado), como a func¢ao objetivo para avaliar a robustez dos candidatos a
solugao por meio da abordagem da funcao de média efetiva. Em cada geragao, se um novo
ponto 6timo robusto é encontrado, este é avaliado pela funcao original a fim de determinar
o valor da funcao de média efetiva. Esse processo se repete a cada geragao, até que uma
condicao de parada na utilizacao do modelo de regressao seja satisfeita.

No momento em que um critério de término para o uso do metamodelo ¢ alcangado,
indicando o encerramento da fase de metamodelagem, o processo avanga para o quarto
estégio, aqui denominado como a fase de refinamento. Nesse estagio, o algoritmo deixa
de utilizar o metamodelo e passa a avaliar os individuos da populacao por meio da funcao
objetivo original para o calculo da média efetiva. Isto pode ser visualizado no fluxograma
da Figura 21, onde se tem o fluxo de funcionamento do algoritmo proposto.

A fase de refinamento é adotada para garantir que o metamodelo nao seja utilizado
para determinar a solugao robusta final, pois o metamodelo é uma aproximacao da fungao
objetivo e pode obter solugoes imprecisas se comparadas ao modelo original. Com isso,
pode-se dizer que o metamodelo é utilizado na fase exploratéria do algoritmo, e a funcao
objetivo original é utilizada na fase de refinamento, adotando uma abordagem semelhante

a realizada por Baquela e Olivera (2019).

Figura 21 - Fluxograma do algoritmo de avaliagao da robustez utilizando metamodelagem.

Defina o contador de Gere a populagao ini- Defina como conjunto Treine o metamodelo
iteracao k = 0 cial de treinamento

Avalie a fungao obje-
tivo nos novos indivi-
duos, se necessario.

Avalie a  robustez
usando o metamodelo
em cada individuo da
populagao inicial.

Avalie a robustez
dos mnovos individuos
usando o metamodelo.

Faga a mutacao e o
cruzamento dos indi-
viduos da populagao.

Tome a populagao ini-
cial

Reavalie a funcao de

partir dos novos indi-
viduos.

Tome uma amostra a Avalie  as

amostras
com a fungao objetivo
e com o metamodelo.

Erro entre o meta-
modelo e a fungao
objetivo ¢ maior
do que 20% no
conjunto de amos-
tras?

Y
Defina todos os indi-
viduos da populagao
atual como conjunto
de treinamento

Adicione a populagao
da geracao anterior as
amostras, formando o
novo conjunto de trei-
namento

Faga: k = k+1

Fonte: O autor, 2024.

Execute a Metaheuris-
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Saida: Conjunto Solu-
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média efetiva, usando
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novos individuos que
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6timo da geracao an-
terior
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atingido?

Tome a populagao fi-
nal, como populagao
inicial para o refina-
mento

Nesta abordagem hibrida (metamodelo e modelo original), um dos pardmetros

essenciais para o funcionamento do algoritmo é a escolha do critério de parada para a

utilizagao do metamodelo e o inicio da fase de refinamento.

Neste trabalho, foi adotado como critério principal de parada o uso de uma janela



76

deslizante: se nao houver melhoria no valor da fungao de média efetiva ou no conjunto
de solugoes encontradas dentro de uma determinada tolerancia e nimero de geragoes, o
uso do metamodelo é interrompido e da-se inicio a fase de refinamento. Assim, nesta fase
final, a funcao objetivo original é utilizada para avaliar os individuos da populac¢ao no
calculo da funcao de média efetiva, adotando novamente a janela deslizante como critério
de parada.

Na Figura 22 é apresentada uma comparagao entre diferentes valores para a quan-
tidade de geragoes fixada na janela deslizante na utilizacao do metamodelo e na fase de
refinamento. Em cada combinagao de parametros, o experimento foi executado 100 vezes
e, em seguida, calculada a média e normalizados os resultados a partir do problema de

minimizagao que sera visto na secao 1.

Figura 22 - Impacto de diferentes tamanhos da janela deslizante no niimero de avalia¢bes da

funcao.
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Legenda: Na Figura (a), é apresentado o impacto do tamanho da janela deslizante de cada fase
no valor da fungao objetivo. Ja na Figura (b), é apresentado o impacto do tamanho
da janela deslizante em cada fase no ntumero de avaliagoes da fungdo objetivo.

Fonte: O autor, 2024.

Numa comparacao entre as Figuras 22a e 22b, observa-se que o aumento excessivo
da quantidade de geracoes estaveis na fase de refinamento pode nao proporcionar ganhos
significativos no valor da fungao objetivo em termos de valores 6timos melhores, mas
aumentar o namero de avaliagoes, o que nao é desejavel.

Para obter um ponto 6timo robusto e reduzir o nimero de avaliagoes da funcao
objetivo durante o processo de otimizagao, a escolha do tamanho da janela deslizante em
cada fase pode ser conflitante. Uma janela deslizante pequena na fase de metamodelagem
(exploratoria) e grande na fase de refinamento, pode nao reduzir o nimero de avaliagoes
da funcao objetivo como esperado. Por outro lado, uma janela deslizante pequena na fase

de refinamento e grande na de metamodelagem pode resultar em valores subétimos.
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Figura 23 - Comparagao entre o niimero de avaliagbes da fungao objetivo e o valor 6timo obtido.
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Legenda: Na Figura (a), é apresentado o conjunto de pareto considerando os diferentes valores
das janela deslizante. J& na Figura (b), é apresentada a curva de pareto relacionando
os valores da funcao objetivo com o nimero de avaliacOes necessarios para obté-lo .

Fonte: O autor, 2024.

Assim, pode-se encontrar a curva que descreve o compromisso entre o valor da
funcao objetivo e o niimero de avaliagoes da fungao objetivo de acordo com o tamanho
de cada janela deslizante. Essa curva pode ser visualizada na Figura 23.

O comparativo revela a importancia da selegao do tamanho da janela deslizante
para as duas diferentes fases de execucao do algoritmo. Destaca-se que o dimensionamento
da janela na fase exploratéria pode proporcionar beneficios significativos, reduzindo o
custo computacional e otimizando o valor alcangado. Observando a Figura 22b, também
¢é possivel notar que o aumento do tamanho da janela deslizante na fase exploratoria tem
o potencial de diminuir o nimero de avaliagoes da funcao objetivo. Essa calibracao deve
ser ajustada a complexidade do problema em questao, sendo que uma escolha impropria
pode resultar em um incremento no niimero de avaliagoes necessarias da funcao objetivo,
o que poderia até mesmo exceder os custos computacionais de métodos que nao utilizam

metamodelos.

4.2 O Algoritmo de Avaliacao da Robustez e Confiabilidade Utilizando

Metamodelagem

De forma similar a metodologia apresentada na secao anterior, o algoritmo de oti-
mizagao baseado em robustez e confiabilidade com metamodelagem também é estruturado

em quatro etapas, utilizando uma meta-heuristica populacional. No entanto, neste caso,
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lida-se com um problema multiobjetivo, conforme o descrito na se¢ao 1.6, sendo que a
funcao que representa o indice de confiabilidade, um objetivo que se busca maximizar,
nao ¢ metamodelado. Ou seja, um metamodelo é desenvolvido para cada fungao objetivo,
com excec¢ao do indice de confiabilidade.

Seguindo a mesma metodologia da metamodelagem focada apenas na robustez, o
metamodelo de cada fungao objetivo é atualizado sempre que o erro entre o metamodelo e
a fungao objetivo original exceder 20% em um conjunto de amostras nos novos individuos
que surgem a cada geracao.

Para garantir a eficicia do metamodelo, sempre que ele estimar um valor em que
a solucao nao é dominada em relagao aos individuos da geragao anterior, as funcgoes
originais sao utilizadas para avaliar a robustez dessa solugao. Se a solu¢ao permanecer
nao dominada apos a avaliagao da funcao objetivo, verifica-se a confiabilidade da solucao
e das M amostras utilizadas para o calculo da robustez, juntamente com o valor de £ da
solugao. Na Figura 24, é possivel observar o fluxograma do algoritmo proposto para o

caso de otimizacao baseada em robustez e confiabilidade com metamodelagem.

Figura 24 - Fluxograma do algoritmo de avaliacao da robustez e confiabilidade utilizando meta-

modelagem.
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viduos. e com o metamodelo.
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modelo e a fun¢ao
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Defina todos os indi-
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atual como conjunto
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nal, como populagao
inicial para o refina-
mento

namento

Faga: k = k+1

Fonte: O autor, 2024.

Uma abordagem alternativa que pode ser utilizada para a otimizagao baseada em
confiabilidade é o método SORA (do inglés Sequential Optimization and Reliability As-
sessment), proposto por Du e Chen (2004). Nesse método, a anéalise de confiabilidade é
separada (desacoplada) da otimizacdo deterministica e realizada em ciclos iterativos. No

primeiro ciclo, a otimizacao deterministica é conduzida considerando as variaveis aleato-
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rias em seus valores médios. Apos essa etapa, a confiabilidade é avaliada para cada uma
das restri¢oes, buscando-se o MPP correspondente. Se for verificado que uma restrigao
probabilistica é violada, essa restricao ¢ ajustada por meio de um vetor de deslocamento
aplicado a restrigao original. Esse processo iterativo continua até que todas as restri¢oes
probabilisticas sejam satisfeitas (Kaveh; Zaerreza, 2022).

Essa abordagem pode ser utilizada para problemas que envolvem robustez e confi-
abilidade (RBRDO), integradas & metamodelagem: Cada ciclo do SORA pode ser modifi-
cado, dividindo a otimizacao robusta em duas fases: a fase de metamodelagem e a fase de
refinamento. Ambas as fases focam na obtenc¢ao de solugbes robustas usando a fungao de
média efetiva. Apos essas fases, realiza-se a anélise de confiabilidade para cada uma das
restrigoes, com um indice de confiabilidade pré-definido. Esse processo se repete até que
todas as restricoes sejam satisfeitas. E importante destacar que a analise de confiabilidade
é feita em um conjunto de M amostras ao redor da solucao obtida.

Para mais detalhes sobre o funcionamento do SORA consulte Du e Chen (2004),

Kaveh e Zaerreza (2022).
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5 RESULTADOS

A aplicagao da Regressao com Processos Gaussianos na metamodelagem da oti-
mizagao baseada em robustez e confiabilidade visa diminuir o esfor¢o computacional en-
volvido na analise de incertezas. Neste capitulo, sao apresentados os resultados dessa
aplicagao, demonstrando como essa técnica contribui para a otimizacao com incertezas no
tocante a redugao do custo computacional.

Ao se analisar o custo computacional em problemas de otimizacao, é importante
utilizar uma métrica que seja minimamente influenciada por fatores externos ao problema,
como o hardware, por exemplo. A velocidade do processador, a quantidade de memoria
RAM e a presenca de GPUs influenciam significativamente o tempo de execugao, tornando
essa métrica varidvel e dependente do ambiente de execugao.

Neste contexto, o ntumero de avaliagoes da fungao objetivo se mostra como uma
métrica mais apropriada, permitindo uma comparagao consistente do desempenho. Sendo
assim, esta métrica é adotada ao longo das secoes seguintes deste trabalho, para comparar
o impacto do uso e do nao uso de metamodelos na otimizagao sob incertezas.

Para o calculo da fungao de média efetiva, a quantidade de amostras foi modificada
de acordo com a complexidade do problema. Em cenérios de menor complexidade, foram
utilizadas 20 amostras, enquanto em contextos mais desafiadores, foram empregadas 50
amostras.

Ja no tocante as metaheuristicas populacionais, estas foram empregadas utilizando
a biblioteca Python Pymoo, elaborada por Blank e Deb (2020). Os parametros, incluindo
a probabilidade de mutagao, de crossover, o tamanho da populagao e o nimero de descen-
dentes, foram selecionados com base no niimero de variaveis envolvidas em cada problema,
buscando-se balancear a exploracao e a explotagao do espago de busca.

Para a construcao e atualizagao dos metamodelos baseados em Regressao com
Processos Gaussianos, utilizou-se a fungao kernel RBF da biblioteca Python Scikit-learn,
baseada em Rasmussen e Williams (2006). Os hiperparametros 6 = {o7,1,07} do ker-
nel RBF foram otimizados pelo método L-BFGS-B(do inglés Limited-memory Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno Bound), visando maximizar a fungao de log-verossimilhanga
marginal, buscando os valores 6timos que melhor se ajustam aos dados de treinamento,
conforme discutido na segao 3.2.3.

Para a anéalise estrutural dos problemas de engenharia abordados neste capitulo, foi
implementado um método de elementos finitos focado na determinacao dos deslocamentos
nodais e tensoes resultantes. A base para esta implementacao foi o trabalho detalhado de
Ferreira e Fantuzzi (2020), que fornece uma orientac¢ao para a construgao.

Inicialmente, na Secao 5.1, sao apresentados estes resultados relacionados apenas

a robustez, e uma comparagao com a otimizagao sem o uso de metamodelos é realizada,
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visando observar a eficiéncia da metodologia proposta na reducao do custo computacional.
Na secao 5.2, sao abordados problemas exclusivamente relacionados a confiabili-
dade (excluindo robustez), com o objetivo de verificar se a utilizagdo da projegao estere-
ografica possibilita a obtencao de solugoes comparaveis as registradas na literatura.
Na Secao 5.3 sao apresentados os resultados da aplicagao da metamodelagem da
otimizacao baseada em robustez integrada com a otimizagao baseada em confiabilidade,
onde se avalia se o emprego de metamodelos mantém a redugao do custo computacional

e a eficacia da metodologia proposta.

5.1 Robustez

Nesta secao, as solugoes obtidas com e sem a utilizacao de metamodelos sao com-
paradas. Inicialmente, um problema numérico de baixa dimensao, composto por duas
variaveis de projeto, é resolvido com o intuito de ilustrar o comportamento da metodo-
logia proposta nos resultados alcancados. Tal problema inicial serve como um exemplo
que demonstra a tendéncia de eficacia da abordagem, além de facilitar a compreensao dos
conceitos envolvidos.

Em seguida, dois problemas de engenharia similares sao analisados, visando veri-
ficar a eficiéncia da abordagem proposta quando a dimensao é um pouco mais elevada.
Em todos os casos citados, Algoritmos Genéticos (GA) s@o utilizados para a resolugao

dos problemas, e a robustez é avaliada por meio da funcao de média efetiva.

Problema 1 Considere a funcao f : R? — R, e o respectivo problema de benchmark
dado por
1

Mini)l(nize f(x) =exp <W(T1 + 52)2) — 0,8exp (—6,25((T1 + 2)* + (T2 + 1)?))

—exp (—25((T1 + 2,5)° + (T2 + 2,5)?))
Sujeito a ¢1(x) = (T} + 75 + 27‘@1)2 —4r? (F7+73) +2>0
g2(x) = (T2 +72)° — 4272 > 0
93(%) = (@ + 1+ 72— 2T + 1)) + 42 (T + 1) +72) —2>0
— 14 <zy,29 <0, (86)
onde 11 = 1,2054, rp = 1,6936 x 10, 73 = 1,2054, e x = (71, T) = (%, %2).

Este problema é multimodal, e o minimo global esté localizado em x8& = (—10;—10),
com f(x8) & 0,284025. Além disso, h4 um minimo local em x' = (—8; — 4), com f(x') ~
0,294174(ver Figura 25). Se considerarmos um nivel de robustez de 10%, avaliando-se a
funcdao de média efetiva com 20 amostras nas vizinhancas dos pontos x& e x!, sem usar

metamodelagem, obtém-se ff(29) ~ 0,859956 e f°f(z!) ~ 0,371370. Isso ilustra que o
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ponto x! é menos sensivel a variacdes do que o ponto x8, sendo assim uma solucdo mais
adequada considerando incertezas, quando comparadas entre si. Desta forma, é esperado
que ao se empregar metamodelagem ou nao, a convergéncia ocorra para coordenadas

proximas ao ponto x' = (—8; — 4), e assim se obtenha valores préximos fe(x!).

Tabela 1 - AvaliagGes da fungao objetivo para a convergéncia do algoritmo genético para diferen-

tes niveis de robustez.

Usando Metamodelagem

Nivel de Variagao percentual
Sem o uso de Metamodelagem .
Robustez entre as médias
Intervalo Média  Desvio Padrao (C.V.)
7210, 31530)  13705,98 5312,05 (38,75
1% (7210, 31530) ’ 05 (38,75%) 71.45%
(25200, 74700) 48015,00  10936,29 (22,77%)
7110, 34134)  11905,00 4493,85 (37,74
5% ( ’ ) ’ 85 (37,74%) 67,43%
(16200, 66000) 36558,00 9904,17 (27,09%)
6950, 26823) 11704,33 4386,48 (37,47
10% ( ’ ) ’ A8 (3747%) 64,85%
(18000, 57900) 33300,00 9490,95 (28,50%)

Legenda: Para cada nivel de robustez a tabela apresenta o intervalo (minimo e maximo), média,
desvio padrao e a diferenga percentual entre médias com e sem metamodelagem para
o numero de avaliagoes da fungdo objetivo, obtido em execugoes independentes.
Fonte: O autor, 2024.

Para a execucao da metodologia proposta com este problema, os seguintes
parametros foram utilizados nas 100 execugoes efetuadas: tamanho da populagao fixa
em 30 individuos, quantidade de amostras utilizadas para o calculo da robustez N = 20,
quantidade maxima de geracoes G,,., = 11000, probabilidades de mutacao p,, = 0.4 e
cruzamento p. = 0,8 e numero de descendentes 15.

Como critério de parada, utilizou-se uma tolerancia de 10~% para a diferenca entre
o melhor individuo da populacao atual e o melhor da geragao anterior, durante uma janela
de 40 geracoes. Adicionalmente, foi aplicada uma tolerancia de 10~® para a diferenca entre
o melhor valor da fungao objetivo da populagao atual e o melhor valor da geragao ante-
rior, também por 40 geragoes consecutivas. Estes parametros foram os utilizados para a
execugao sem o uso da metamodelagem (otimizagao robusta convencional com algoritmos
genéticos) e para a fase que antecede o refinamento com a metodologia proposta. Ja na
fase de refinamento foi adotado como padrao a execucao por uma janela de 20 geracoes,
mas com os mesmos demais parametros citados anteriormente.

Seguindo a metodologia proposta e observando os resultados presentes na Tabela 1,
é possivel perceber que houve uma economia de pelo menos 64,85% no nimero de avali-
acoes da funcdo objetivo para os diferentes niveis de robustez. E importante frisar que,
nesta contagem de avaliagoes, estao computadas tanto as avaliagoes da funcao objetivo

para o treinamento e atualizacao do metamodelo quanto para a fase de refinamento.
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Tabela 2 - Valores da fun¢ao objetivo obtidas com o algoritmo genético para diferentes niveis

de robustez em 100 execucoes.

Usando Metamodelagem

Nivel de Variacao percentual
Robust Sem o uso de Metamodelagem . odi
obustez entre as médias
Intervalo Média  Desvio Padrao (C.V.)
2945; 0,294 2045 1 1075 (0,005
1% (0,2945; 0,2946)  0,2945 1,6000 x (0,005%) 0.002161%
(0,2945; 0,2946)  0,2945 1,2000 x 1075 (0,004%)
129; 0,31 133 1,6100 x 10~* (0,051
5% (0,3129; 0,3137)  0,3133 1, X (0,051%) 0,019489%
(0,3128; 0,3141)  0,3132 2,0100 x 10~* (0,064%)
; 4)  0,3672 5,3900 x 10~* (0,14
10% (0,3656; 0,3684) 0, 3900107 (0,14%) 0,086021%

(0,3644; 0,3683

—

) 0,3668 6,5000 x 10~4 (0,17%)

Legenda: Para cada nivel de robustez a tabela apresenta o intervalo (minimo e méximo),
média, desvio padrao e a diferenca percentual entre médias com e sem metamode-
lagem para o valor 6timo da funcao objetivo, obtido em execugGes independentes.

Fonte: O autor, 2024.

Figura 25 - Pontos 6timos obtidos em 100 execugoes para
10% de Robustez.
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Legenda: As curvas de nivel representam a funcao obje-
tivo. A regido delimitada pelas restri¢oes g1, go
e g3 representam a regiao factivel do problema.
Fonte: O autor, 2024.
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Na Tabela 2, é possivel notar que os valores 6timos obtidos para a funcao de média
efetiva utilizando a metodologia proposta diferem no méaximo 0,086021% da abordagem
tradicional. Isso indica que a metodologia proposta pode ser eficaz em encontrar solugoes
robustas para o problema, economizando no ntimero de avaliacoes da funcao objetivo.

Na Figura 25, é possivel observar a regiao factivel do problema, as curvas de nivel
da funcao objetivo e os pontos 6timos robustos encontrados para as 100 execugoes do
algoritmo genético com e sem o uso de metamodelos, revelando que a metamodelagem

nao provocou alteracoes significativas nas coordenadas dos pontos 6timos encontrados.

5.1.1 Estruturas de Trelicas

Os dois problemas que sao apresentados nesta subsecao envolvem a otimizagao das
areas das segoes transversais de estruturas de trelicas, visando reduzir a massa total da
estrutura, respeitando as restrigoes de tensao e deslocamento. A implementacao da analise
de elementos finitos foi construida a partir do trabalho de Ferreira e Fantuzzi (2020).

Ambos os problemas podem ser caracterizados como:

N
Mmkmlze f(A) = Z pA;l;

=1
Sujeito a
(87)
O min < 03 < O-z‘maxai: 1a-"7N
djmax Sd] demaxaj = 17-"7M

AiminSAigAimaXizl,...,N.

onde A; é a area da secao transversal da haste i, [; € o comprimento da haste ¢, p é a

densidade do material da haste, 0; ¢ a tensao na haste ¢, d; ¢ o deslocamento do no6 j.
Os dois problemas apresentam diferencas tanto na quantidade de varidveis quanto

no formato da estrutura: enquanto o primeiro considera uma estrutura 2D composta por

10 hastes, o segundo aborda uma estrutura 3D mais complexa, com 25 hastes.

Problema 2 (Estruturas de treligas de 10 hastes) O primeiro problema envolve
uma estrutura de trelica, composta por 10 hastes e 6 nés, conforme ilustrado na Figura 26,
caracterizando um problema de 10 variaveis de projeto.

Os parametros de entrada incluem o modulo de elasticidade, estabelecido em
6,8948 x 101° Pa, e a densidade do material, fixada em p = 2,7680 x 103 kg/m? para todos
os elementos estruturais. A tensao maxima permitida, tanto em compressao quanto em
tracao, ¢ de 1,7237 x 108 Pa. O deslocamento méximo aceitavel ¢ de 50,8 mm, e as hastes,
tanto horizontais quanto verticais, possuem um comprimento de 9,1440m. A estrutura

enfrenta uma carga aplicada de 4,4482 x 10°N nos nés ns e ns, conforme a Figura 26. As
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Figura 26 - Estrutura de trelica de 10 hastes.

Pl P2
Fonte: Adaptado de Renkavieski e Parpinelli (2021).

areas minima e maxima da secao transversal para cada elemento sao de 6,4516 x 10* mm?

e 2,2581 x 10* mm?, respectivamente.

Tabela 3 - AvaliagGes da fungao objetivo para a convergéncia do algoritmo genético para diferen-

tes niveis de robustez.

Usando Metamodelagem

Nivel de Variagao percentual
Sem o uso de Metamodelagem
Robustez entre as médias
Intervalo Média Desvio Padrao (C.V.)
1% (2,6462 x 10°, 2,4902 x 10%) 6,6270 x 105 4,3609 x 10° (65,80%) 73.19%
0 5 0
(1,2875 x 106, 6,2500 x 10%) 2,4651 x 10° 8,6066 x 10° (34,91%)
59 (2,6157 x 10°, 1,6928 x 10%) 6,0196 x 105 2,6804 x 10° (44,52%) 73.14%
0 ) X ) 0
(1,0775 x 106, 8,1175 x 10%) 12,2412 x 105 11,0362 x 10° (46,23%)
10% (2,5958 x 10°, 1,4064 x 10%) 6,3823 x 10° 2,5336 x 10° (39,69%) 65.95%
0 , 0
(9,3250 x 10°, 4,4875 x 10%) 1,8747 x 10% 7,5103 x 10° (40,06%)

Fonte: O autor, 2024.

Na analise de robustez, sem a utilizacao de metamodelagem, foram utilizados 50
pontos de amostragem para o célculo da funcao de média efetiva, onde foram utilizados
Algoritmos Genéticos (GA), com o tamanho da populagao constante também de 50 in-
dividuos e 50 descendentes. Os parametros definidos foram: G,,., = 11000, p,, = 0.8,
p. = 0,8. Foi estabelecido um critério de parada baseado em uma tolerancia de 107° para
a diferenca entre os melhores individuos e de 1076 para a funcio objetivo ao longo de 200
geragoes.

Na metodologia proposta, que envolve uma fase exploratoria (metamodelagem),
e uma fase de refinamento, foram utilizados também Algoritmos Genéticos com os mes-

mos parametros da abordagem convencional, mas foram realizadas algumas alteragoes:
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Tabela 4 - Valores 6timos obtidos para o uso do algoritmo genético para diferentes niveis de

robustez. O valor 6timo sem considerar robustez é, aproximadamente, 2295,56.

Usando Metamodelagem

Nivel de Variacao percentual
Sem o uso de Metamodelagem )
Robustez entre as médias
Intervalo Média  Desvio Padrao (C.V.)
2303,6055; 2343,7936) 2316,6378 7,8888 (0,32%
1% ( ) (0.32%) 0,066%
(2300,0300; 2345,2965) 2315,1014 8,6251 (0,37%)
(2306,3008; 2378,5386) 2331,1228 13,4803 (0,58%)
5% 0,40%
(2308,0805; 2416,3559) 2340,4788 22,8971 (0,97%)
(2323,2066; 2452,7243)  2358,6904 26,9444 (1,14%)
10% 0,85%
(2321,8706; 2483,8184) 2379,0819 30,6521 (1,28%)

Fonte: O autor, 2024.

estipulou-se um periodo de estabilidade para o valor minimo da funcao objetivo de 100
geragoes para cada fase (exploratoria e de refinamento). Importante ressaltar que, além
dessa modificagao, todos os demais parametros permaneceram idénticos aos do algoritmo
genético convencional. Ambas as metodologias foram submetidas a 100 execucoes inde-

pendentes.

Figura 27 - Distribui¢ao do niimero de avaliagoes e dos valores da fungao objetivo para 1% de

robustez.

________ Valor étimo
nao robusto
- \/

Nivel de Robustez

DY

0 2 4 6 2.295 2.306 2.320 2.340
x10°
Numero de avaliacGes Valor 6timo
da funcao objetivo

Com Metamodelo Sem Metamodelo

Fonte: O autor, 2024.

Na Tabela 3, sao apresentados os resultados em numero de avaliagoes da funcgao
objetivo para diferentes niveis de robustez. A economia de avaliagbes da funcao obje-
tivo foi de pelo menos 65,95% para os diferentes niveis de robustez, o que configura um
indicativo da possivel efetividade da metodologia proposta.

Apesar da reducao do numero de avaliagoes da funcao objetivo, nao houve di-
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Figura 28 - Distribui¢ao do niimero de avaliagoes e dos valores da func¢ao objetivo para 5% de

robustez.
________ Valor étimo
2 nao robusto
=]
0
O
oz
)
o
T>) 0 M
= 5% ———

0 2 4 6 8 2.295 2.340 2.380
x 108
Numero de avaliacoes Valor étimo
da funcdo objetivo

Com Metamodelo Sem Metamodelo

Fonte: O autor, 2024.

ferencas significativas entre as médias dos valores 6timos obtidos com e sem o uso de
metamodelagem, conforme é possivel notar na Tabela 4. A diferenca entre as médias dos
valores obtidos foi de, no maximo, 0,85%, o que indica que a metodologia ¢ capaz de
encontrar solugoes robustas para o problema, economizando no nimero de avaliagoes da
funcao objetivo.

Figura 29 - Distribui¢cao do niimero de avaliagoes e dos valores da func¢ao objetivo para 10% de

robustez.

________ Valor étimo
nao robusto

Nivel de Robustez

1 2 3 4 2.295 2.350  2.400  2.450
%108
Numero de avaliacoes Valor étimo
da funcao objetivo

Com Metamodelo Sem Metamodelo

Fonte: O autor, 2024.
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A analise das Figuras 2729, revela que a distribui¢ao dos valores da fun¢ao objetivo
e do namero de avaliagoes para diferentes niveis de robustez (10%, 5% e 1%), baseada em
100 execucoes, possui uma tendéncia de reducao na dispersao desses valores ao aplicar a

metamodelagem, mantendo-se a qualidade dos resultados.

Figura 30 - Evolucdo do valor da fung@o objetivo em funcdo do nimero de avaliagoes para cem

execugoes e com 1% de robustez.

4.500 I 1,0

g n
& 4.000 - 0,8 2
.QJ g
~ o
3 | E
2 3.500 0,6 <
(] D]
=] =
& L 04 S
= 3.000 - 1z
= z
< 0.2 5

2.500 1

-
uO
(@)

102 10° 104 10° 109 107
Numero de avaliacoes da funcao objetivo

Sem metamodelagem Fase de refinamento Fase de metamodelagem

Legenda: A area sombreada representa o desvio padrao e a linha central o valor médio da
fungdo objetivo para 100 execugoes.
Fonte: O autor, 2024.

Nas Figuras 30-32, sao apresentadas as evolugoes médias do valor 6timo da funcao
objetivo em relagao ao nimero de avaliagoes a cada geragao. Esses dados novamente sao
baseados em 100 execugoes e consideram diferentes niveis de robustez (10%, 5% e 1%).
Os gréaficos foram construidos utilizando um histograma, baseado no nimero médio de
avaliagoes da funcao objetivo por geracao (classes), e no valor médio da fungao objetivo
para cada classe.

E importante notar que o critério de parada pode ser atingido em diferentes gera-
¢oes e quantidades de avaliagoes. Isso resulta em uma variagao na quantidade de amostras
utilizadas para calcular o valor médio do nimero de avaliagoes da funcao objetivo. Essa
variagao ¢ representada pela barra indicadora de mapa de calor nas Figuras 30-32, indi-
cando a densidade de amostras utilizadas para o calculo do valor médio.

Ainda acerca das Figuras 30-32, nota-se uma descontinuidade nos gréaficos na tran-
sicao da fase de metamodelagem para a fase de refinamento. Isso ocorre porque, durante
a metamodelagem, a estimativa do valor da funcao objetivo pode ser imprecisa devido &

natureza aproximada do metamodelo.
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Figura 31 - Evolucao do valor da fungdo objetivo em fun¢ao do nimero de avaliagoes para cem

execugoes e com 5% de robustez.

4.500 I 1,0
o 9]
£ 4.000 - 0.8 £
2 :
S 3.500 r0,6<
On @0}
= e}
& L 0,42
£ 3.000 - "2
t
< § 0>2 A
~ 2,500 e ——— l

B 0,0

T L T L T L T L T
102 10 10 10° 106 107
Numero de avaliacoes da funcao objetivo
Sem metamodelagem Fase de refinamento Fase de metamodelagem

Legenda: A area sombreada representa o desvio padrao e a linha central o valor médio da
fungao objetivo para 100 execugoes.
Fonte: O autor, 2024.

Figura 32 - Evolugao do valor da fungao objetivo em fungao do niimero de avaliagoes para cem

execucoes e com 10% de robustez.

4.500 I 1,0
o n
£ 4.000 F08 £
g :
2 3.500 - 06 <
= e
= L0047
< 3.000 1 s
— 0
< 0,2 3
< -
4
~ 2,500 1 — > l
T LI | T LI | T LI L | T LI | T 070
102 10° 10* 10° 10° 107
Numero de avaliagoes da funcao objetivo
Sem metamodelagem Fase de refinamento Fase de metamodelagem

Legenda: A area sombreada representa o desvio padrao e a linha central o valor médio da
fungado objetivo para 100 execugoes.
Fonte: O autor, 2024.
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Figura 33 - Estimativas da distribui¢ao conjunta entre o ntimero de avalia¢oes da fungao objetivo

e o valor da fungao objetivo para diferentes niveis de robustez.

%1077 %1077
x 106 x 108
2.350 2.390
Sem Metamodelagem Sem Metamodelagem
Com Metamodelagem Com Metamodelagem
___ Valor de maior frequéncia 2.380 __ Valor de maior frequéncia
Sem Metamodelagem Sem Metamodelagem
2.340 ___ Valor de maior frequéncia __ Valor de maior frequéncia
Com Metamodelagem 2.370 Com Metamodelagem
g g
2 2 2.360
= 2.330 2
o o
8 & 2.350
< <
2 2
© ©
= 2.320 T 2.340
S S
© ©
> > 233140
.2312.32 2.330
231132 2325.00.
2.310
2.320
2.310
2.300
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Avaliagdes da fungdo objetivo x 106 Avaliagdes da fungio objetivo %106
(a) 1% de robustez (b) 5% de robustez
x1077
x 100
Sem Metamodelagem
2.460 Com Metamodelagem
___ Valor de maior frequéncia
Sem Metamodelagem
5 A/ _ Valor de maior frequéncia
2.440 Com Metamodelagem
[}
2 2.420
(2
2
(s}
8 2.400
c
=}
©
T 2.380
o
g 2369.17
2.360
2348.62
2.340 |-
2.320
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3.5
Avaliagdes da funcdo objetivo x10°

(¢c) 10% de robustez

Fonte: O autor, 2024.

No entanto, na fase de refinamento, essa imprecisao é corrigida, pois nesta etapa
abandona-se a metamodelagem e passa-se a avaliar a fun¢ao objetivo diretamente, permi-
tindo a obtencao dos valores mais precisos para a funcao de média efetiva. Isso evidencia
a importancia da fase de refinamento e justifica o motivo pelo qual o metamodelo nao é

usado para a obtencao do valor 6timo final. Além disso, o comportamento dos graficos
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nao se altera, mesmo com diferentes niveis de robustez.

Uma analise mais aprofundada do comportamento dos valores da fungao objetivo
em relagao ao nimero de avaliacoes nas Figuras 30-32, revela que a metodologia que
utiliza metamodelagem inicia o processo de otimizagao com um niimero consideravelmente
menor de avaliagoes da funcao objetivo. Essa diferenca inicial ocorre porque, sem o uso da
metamodelagem, sao necessarias 2000 avaliagoes iniciais (uma populagao de 100 individuos
com 20 amostras ao redor de cada um) para calcular a fun¢ao de média efetiva. Em
contraste, a abordagem com metamodelagem requer inicialmente apenas 100 avaliacoes
para a construgao do metamodelo.

As Figuras 33a—33c ilustram como a metamodelagem, como uma abordagem de
reducao de complexidade, permite uma exploracao mais eficiente do espago de solucoes,
evidenciado pela tendéncia de se obter solugoes robustas com um ntmero menor de ava-
liagoes da fungao objetivo, o que sugere uma economia significativa de recursos e tempo,

a depender da complexidade da fun¢ao objetivo.

Problema 3 (Estrutura de trelicas de 25 hastes) Considere uma estrutura com-
posta por 25 elementos de trelica, ilustrada na Figura 34. O objetivo principal novamente
¢ minimizar a massa total da estrutura, de acordo com as inequagoes dadas em (87),
levando em consideracao as restrigoes maximas de tensao e compressao dos elementos,
conforme especificado na Tabela 5. A estrutura deve ser projetada para suportar, de
maneira independente, duas diferentes situagoes de cargas que podem atuar nos nos da

estrutura. Essas situagoes estao descritas na Tabela 6.

Tabela 5 - Limites de tensao e compressao para a trelica de 25 barras.

Variavel Elemento Limite de tensdo de compressao (MPa) Limite de tensao (MPa)

1 Ey 2,4195 x 10? 275,79
2 Ey, — E5 7,9910 x 101 275,79
3 FEg — Ey 1,1933 x 102 275,79
4 E10 — Ell 2,4195 X 102 275,79
5 E12 — E13 2,4195 X 102 275,79
6 E14 — E17 4,6602 X ]_01 275,79
7 Elg — Egl 4,6602 X ]_01 275779
8 E22 — E25 8,1372 X 101 275,79

Fonte: Adil e Cengiz (2019)

Para esta estrutura, o moédulo de Young foi considerado de 6,8948 x 10* MPa e
a densidade do material ¢ de 2768 kg/m?. As 4reas minimas e méaximas das segoes
transversais das hastes foram fixadas em 6,4516mm? e 2,1935 x 103mm?, respectivamente.

A Tabela 5 também apresenta a relagao entre as variaveis de projeto e os elementos da



Figura 34 - Estrutura de trelica com 25 hastes.

Fonte: Adaptado de Adil e Cengiz (2019).

Tabela 6 - Casos de carga para trelica de 25 barras.

No

ni
U
ns3

Ng

Caso 1 (KN)
F,  F F.
Fii— 00 839644 -222411
Fio= 00 -88,9644 -22.2411
0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0

Caso 2 (KN)
F, F, F.
Fy — 44482 444822 -222411
Fap= 00 444822 -222411
Fps— 22241 0,0 0,0
Fy = 22241 0,0 0,0

Fonte: Adil e Cengiz (2019)

Tabela 7 - Avaliacoes da fung@o objetivo para a convergéncia do algoritmo genético para

diferentes niveis de robustez.

92

Usando Metamodelagem

(2,6850 x 10°, 1,4910 x 10°

6,283 x 10°

2,3123 x 10° (33,86%

Nivel de Variagao percentual
Robustes Sem o uso de Metamodelagem entre as médias
Intervalo Média Desvio Padrao (C.V.)
1% (7,2620 x 10%, 5,9452 x 10%) 2,7855 x 10> 1,3151 x 10° (47,21%) 59.94%
(3,1500 x 10°, 1,2960 x 10%) 6,9543 x 10° 2,1636 x 10° (31,11%)
5% (7,6566 x 10*, 5,8368 x 10°) 2,0912 x 10° 9,7938 x 10* (46,83%) 64.10%
(2,5500 x 10°, 1,3395 x 10%) 15,8263 x 10° 2,1076 x 10° (36,17%)
10% (9,0093 x 10%, 6,2696 x 105; 2,9382 x 10° 11,2482 x 10° E42,48%; 56.97%

Fonte: O autor, 2024.
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Tabela 8 - Valores 6timos obtidos para o uso do algoritmo genético para diferentes niveis de

robustez. O valor 6timo sem considerar robustez é, aproximadamente, 247,56.

Usando Metamodelagem

Nivel de Variagao percentual
Sem o uso de Metamodelagem )
Robustez entre as médias
Intervalo Média  Desvio Padrao (C.V.)
(248,8941; 258,2202) 250,9232 1,5518 (0,61%)
1% 0,11%
(248,8963; 259,4327) 251,2019 1,8447 (0,73%)
(255,1895; 264,8243) 258,4860 2,0231 (0,78%)
5% 0,22%
(255,2502; 268,1126) 257,8986 1,8922 (0,73%)
263,7268; 282,6440) 267,4826 3,1492 (1,17%
10% ( ) (L17%) 0,03%
(263,1172; 276,2690) 267,4003 2,8620 (1,07%)

Fonte: O autor, 2024.

estrutura.

No trabalho apresentado por Adil e Cengiz (2019), a solu¢ao com estes parametros,
desconsiderando a robustez, determina uma massa total para a estrutura de aproximada-
mente 2,4728 x 10%*kg (5,4516 x 10%1b).

A metodologia adotada para a anélise de robustez é a mesma que foi aplicada no
problema anterior, com o uso de Algoritmos Genéticos e 100 execugoes independentes. No
entanto, neste caso, foi estabelecida uma populagao fixa de 30 individuos, 30 descendentes
e um total de 11000 geracoes, com uma probabilidade de mutacao e cruzamento de 0,8 e
50 amostras para o célculo da robustez. O critério de parada é baseado na estabilidade
da melhor solucao, com uma tolerancia de 107% tanto para a diferenca entre os melhores
individuos quanto para a funcao objetivo ao longo de periodos pré-definidos. Para o
algoritmo genético sem metamodelagem, foi definido um periodo de estabilidade de 70
geracoes. Por outro lado, para o algoritmo com o acréscimo de metamodelagem, foi
estabelecida 35 geracoes de estabilidade para cada fase, tanto exploratéria quanto de
refinamento.

A Tabela 7 destaca a economia nas avaliagbes da fungao objetivo, que foi de no
minimo 56,97% para os diferentes niveis de robustez. Ja a Tabela 8 mostra os valores
6timos alcancados tanto com quanto sem o uso de metamodelagem. A diferenca méxima
entre as médias dos valores obtidos foi de apenas 0,85%, sugerindo que a metodologia pode
ser eficaz em encontrar solugoes robustas, ao mesmo tempo que economiza no niimero de
avaliacoes da funcao objetivo.

Embora o valor médio da fun¢ao objetivo apresente um ligeiro incremento em
certos resultados, tal diferenca torna-se pouco significativa ao se considerar a economia
no numero médio de avaliagoes da funcao objetivo, fator que justifica a aplicagao da
metamodelagem.

As Figuras 35-36b ilustram as distribui¢oes tanto do ntimero de avaliagoes quanto
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Figura 35 - Distribui¢cao do niimero de avaliagoes e dos valores da func¢ao objetivo para 1% de

________ Valor 6timo
nao robusto

robustez.

L

Nivel de robustez

0,5 1,0 247 250 255 260
%108
Numero de avaliacoes Valor 6timo
da funcao objetivo
Com Metamodelo Sem Metamodelo

Fonte: O autor, 2024.
dos valores da funcio objetivo para varios graus de robustez. E interessante observar que

a diminuicao no nimero de avaliacoes da fungao objetivo nao comprometeu a qualidade
dos resultados alcancados. Na verdade, os resultados foram extremamente semelhantes
aos obtidos sem a aplicagao de metamodelagem.

Figura 36 - Distribuicao do niimero de avaliagoes e dos valores da fungao objetivo para diferentes

niveis de robustez.(continua)

________ Valor 6timo
: nao robusto
)
2 5%
S
o)
o
—
)
=
2
N— 5
2 5%

0,5 1,0 247 250 255 260 265
x 108
Numero de avaliacoes Valor 6timo
da funcao objetivo
Com Metamodelo Sem Metamodelo

(a) Distribuigdo do ntumero de avaliagoes e dos valores da funcao objetivo para 5% de robustez.

Como esperado, & medida que o nivel de robustez aumenta, o valor minimo da




95

Figura 36 - Distribuicao do nimero de avaliacGes e dos valores da fungao objetivo para diferentes

niveis de robustez (continuagao).

Valor 6timo
nao robusto

10% - .

Nivel de robustez

0,5 1,0 1,6 247 255 263 270 280
x10°
Numero de avaliacoes Valor 6timo
da funcao objetivo
Com Metamodelo Sem Metamodelo

(b) Distribui¢ao do nimero de avaliagdes e dos valores da fung¢ao objetivo para 10% de robustez.

Fonte: O autor, 2024.

Figura 37 - Evolucao das avaliacoes e da funcao objetivo para 1% de robustez.

I 1,0
g 320 F0,8 2
3 T g
2 2
S 300 =
o) - 0,6 <
18 D)
= g
£ 280 o
< -0,4 2
S <
g 260 g
= — 0,24
240 '
0,0
10° 104 10° 106
Numero de avaliagoes da fungao objetivo
Sem metamodelagem Fase de metamodelagem Fase de refinamento

Legenda: A area sombreada representa o desvio padrao e a linha central o valor médio da
fungado objetivo para 100 execugoes.
Fonte: O autor, 2024.

funcao objetivo também aumenta. Isso estd em linha com as expectativas, pois um maior
nivel de robustez geralmente implica em uma solu¢ao mais conservadora, o que pode

resultar em um valor de funcao objetivo ligeiramente maior. No entanto, essa abordagem
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Figura 38 - Evolugoes do valor médio da fung@o objetivo em funcao do valor médio do numero

de avaliagoes da funcao objetivo por geracao para 5% e 10% de robustez.
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> 300 0,6 2
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= 280 02
K 2
= 0.2
260 N T s l
0,0
103 104 109 108
Numero de avaliacoes da funcao objetivo
Sem metamodelagem Fase de metamodelagem Fase de refinamento

(a) Evolugao das avaliagoes e da fungao objetivo para 5% de robustez
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5 T ee—— 2
§ 250 1 [ 0,2 A

200 T T T T 0,0
102 103 10% 10° 108
Numero de avaliacoes da funcao objetivo
Sem metamodelagem Fase de metamodelagem Fase de refinamento

(b) Evolugao das avaliagoes e da fungao objetivo para 10% de robustez

Fonte: O autor, 2024.

mais cautelosa pode proporcionar que a solugao seja menos suscetivel a grandes variagoes
no valor da fungao objetivo.

As Figuras 37, 38a e 37b ilustram as mudancas no ntumero de avaliagOes e nos
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Figura 38 - Estimativas da distribui¢ao conjunta entre o ntimero de avalia¢oes da fungao objetivo

e o valor da fungao objetivo para diferentes niveis de robustez.
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Fonte: O autor, 2024.

(¢c) 10% de robustez

valores da fungao objetivo para varios graus de robustez. Nota-se que conforme o niimero

de avaliacoes cresce, o valor da fungao objetivo comeca a se estabilizar, indicando a

convergéncia para uma solucao 6tima robusta.

Além disso, pode-se inferir que a aplicacao da metamodelagem acelera esse processo

de estabilizacao, permitindo assim alcancar a convergéncia com um ntmero menor de
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avaliacoes da funcao objetivo e mantendo a qualidade da solugao.

Ja nas Figuras 38a-38c, sao apresentadas as estimativas das distribui¢oes conjuntas
do ntmero de avaliagoes e dos valores da fungao objetivo para diferentes niveis de robustez.
E possivel visualizar que o uso da metamodelagem supera em eficiéncia a abordagem
tradicional, o que indica maior probabilidade de economia no nimero de avaliagoes da

funcao objetivo, podendo inclusive obter solu¢oes mais refinadas.

5.2 Confiabilidade

Nesta subse¢ao, sao examinados trés problemas com o objetivo de verificar a efi-
cacia da projecao estereografica integrada ao ASOSL na determinacao do MPP, em com-
paracao com os resultados disponiveis na literatura.

Inicialmente, dois problemas numeéricos sao avaliados, nos quais se busca apenas
localizar os respectivos MPP. Em seguida, o primeiro problema de otimizagao estrutu-
ral previamente discutido na secao 5.1 é reanalisado com a modificacao nas restri¢oes
para uma restricao probabilistica, com o objetivo de alcangar uma solugao 6tima que
considere exclusivamente a confiabilidade, desconsiderando a anélise de robustez. Este
exame ¢ realizado através do método SORA, com a utilizacao do algoritmo genético como

metaheuristica populacional.

5.2.1 Analise de confiabilidade

Considere dois problemas utilizados na literatura (Pericaro et al., 2015; Borri;

Speranzini, 1997) para avaliar o ponto mais provéavel de falha:

Tr1 + T2

V2
ho(x) = 23 + 25 — 18, (89)

hi(x) = 0,1(z; — 22)* — +2,5 (88)

As variaveis na Equagao (88) sao assumidas como seguindo uma distribui¢ao nor-
mal padrao, e o indice de confiabilidade alvo fixado é 5, = 2,5. Para a Equagao (89),
assume-se uma distribuicao normal com p; = e = 10 e 07 = g9 = 5 e indice de confiabi-
lidade alvo ; =~ 2,2409.

Apos realizar a transformacao de Rosenblatt, as curvas de nivel de ambas as funcoes
podem ser visualizadas nas Figuras 39a e 39b, respectivamente. O objetivo ¢é localizar
sobre a hiperesfera o ponto mais provavel de falha para cada uma das fungoes, fixando os
valores de f3;.

Na Tabela 9, sao apresentadas as coordenadas encontradas para o ponto mais

provéavel de falha u* no espago normal padrao, o valor de G(u*) e o nimero de iteragoes



Tabela 9 - Comparacao entre solugao exata e os resultados obtidos com o ASOSL com a projecao
estereogréfica.

Funcao de desempenho Solucao Exata

Método proposto iter. n
By Ponto de Projeto (u;) Ponto de projeto (u*) G(u*)
Eq. (88) 2,500 (1,7677; 1,7677) (1,7677;1,7677) 50274 x 1011 11
Eq. (89) 22409 (—1,5839; —1,5839) (—1,5839; —1,5839) 14147 x10™° 6
Fonte: O autor, 2024.
Figura 39 - Sequéncia de pontos no espaco normal padrao convergindo para o MPP.
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Legenda: Nas Figuras 39a e 39b sao exibidas as sequéncias de pontos relativas a convergéncia

para o ponto mais provavel de falha relativa as equagoes (88) e (89), respectivamente
Fonte: O autor, 2024.

para a convergéncia dos problemas dados pelas equagoes (88) e (89). Os parametros
fixados para o ASOSL em ambos os problemas foram: « = 0,1, p = 0,5 e 6, = 107

Como critério de parada, foi adotada a norma do vetor gradiente ||ps|| < 1073

. Nas
Figuras 39a e 39b, sao ilustrados os resultados obtidos, no tocante a sequéncia de pontos

resultantes de cada iteragao até a convergeéncia.

Ao analisar os dados da Tabela 9, verifica-se que a integracao do ASOSL com a

projecao estereografica possibilitou a determinagao do ponto mais provavel de falha em
comparagao com a solugao exata.

Problema 4 (Estrutura de trelicas de 10 hastes, com Confiabilidade) Ao
retomarmos o problema de engenharia estrutural apresentado na subsecao 5.1.1, a inten-
¢ao é ajustar as restricoes de maneira a incorporar garantias de confiabilidade. Assim,
transformamos o problema original em um problema de Otimizacao Baseada em Con-

fiabilidade (RBDO, do inglés Reliability-Based Design Optimization). Essa abordagem
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¢ importante para garantir que a estrutura nao apenas atenda aos requisitos de desem-
penho, mas também que atenda a parametros de seguranca, mesmo sob incertezas nos
fatores operacionais.

Com base no problema definido por Kaveh e Zaerreza (2022) considere o seguinte

problema de otimizacao com confiabilidade:

Encontrar a4 = {pta,, fhay, - fa}
A

M
10
Min}gﬁzar flua) = p;AiLi
Sujeito a  Pf =Plg(pa, P, E) <0] < & (—f) (90)
Onde g (pa, P,E) =0,0508 — |uf (14, P, E)|
6,4516 x 107°m? < py < 2,2581 x 10~ *m?
Bt =30

com os dados sobre as variaveis de projeto e demais parametros descritos na Tabela 10.

Tabela 10 - Dados para a simulagao do problema da trelica de 10 barras presente na Figura 26.

Variavel Descrigao Média ou valor de- Distribuicao Coeficiente
terministico de variagao
A; Area da secdo A calcular Normal 0,05
transversal
E Modulo da elastici- 6,8948 x 10'° Pa Normal 0,05
dade
P Forga aplicada 4,5359 x 10* kg Normal 0,05
p Densidade do ma- 2,7680 x 10% kg/m?3 - -
terial

Fonte: Adaptado de Kaveh e Zaerreza (2022)

A Figura 26 ilustra a configuracao da treliga, onde as forgas sao aplicadas nos nos
ng e ns na direcao y. As areas das secoes transversais dos elementos sao consideradas
variaveis de projeto aleatorias, enquanto as forcas aplicadas e o médulo de elasticidade
sao tratados como parametros aleatoérios. Os valores desses parametros estao detalhados
na Tabela 10, sendo que o objetivo da otimizacao é minimizar a massa total da trelica,
garantindo que a deflexdo maxima no né 5 seja inferior a 5,0800 x 102 m (2 polegadas).
Os demais parametros também podem ser visualizados na mesma tabela.

Para resolver este problema de otimizacao com confiabilidade, foi utilizado o mé-
todo SORA, empregando um Algoritmo Genético padrao através da biblioteca python
Pymoo (Blank; Deb, 2020). Inicialmente, realiza-se a otimizac¢ao deterministica com as

restrigoes e parametros originais. Apos obter a solucao da primeira execugao, verifica-se
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a restricao probabilistica, buscando-se o MPP utilizando o ASOSL com a estratégia da
projecao estereografica. Se a restri¢ao for satisfeita, ou seja, se o ASOSL encontrar um
valor positivo ou nulo para a funcao de desempenho G no ponto de minimo, o algoritmo é
encerrado. Caso contrario, a restricao é ajustada por meio de um vetor de deslocamento
com as coordenadas do ponto de minimo obtido na execucao anterior. Este ciclo se repete
até que a funcao de desempenho seja positiva ou nula no MPP. Para mais detalhes sobre
o método SORA, consulte Du e Chen (2004), Kaveh e Zaerreza (2022).

Na Figura 40, visualizam-se os ciclos do SORA com a anélise de confiabilidade
realizada pelo ASOSL. Observa-se que a projecao estereografica permitiu obter uma massa
estrutural extremamente préxima ao valor de referéncia de outros trabalhos, conforme é

possivel visualizar na Tabela 11.

Figura 40 - Otimizacao realizada utilizando o método SORA com o ASOSL
integrado & estratégia da projegado estereografica para anéalise de

confiabilidade inversa.
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Avaliagoes da Fungao Objetivo

Fonte: O autor, 2024.

Na Tabela 11 é comparada a melhor solugao de 30 execug¢oes do método proposto
com as melhores solugoes de outros estudos. Embora o SORA-DM apresente uma so-
lucao potencialmente superior, ao se avaliar a solugao indicada usando o ASOSL com a
estratégia da projecao estereografica, essa solugao possui um valor negativo na funcao
de desempenho no mais provavel ponto de falha u*, indicando possivel tolerancia para a
restricao probabilistica ou falta de precisao devido a quantidade de casas decimais dispo-
nibilizadas na referéncia. Em contraste, nas demais solucoes, a funcao de desempenho é

estritamente positiva, mas préoxima de zero, no MPP.



102

O valor de G(u*) foi

calculado utilizando o ASOSL para todas as solu¢bes indicadas, sendo o critério de

Tabela 11 - Comparacao dos métodos RBDO na trelica de 10 barras.

parada a norma do gradiente ser menor do que 1076

Variavel de NDL-GA NDL-IDE ESORA-IDE SORA-DM Presente Estudo
Projeto (m?2) (Shayanfar; (Khodam et al., (Khodam et al., (Kaveh;

Abbasnia; 2021) 2021) Zaerreza, 2022)

Khodam, 2014)
Ay 2,2163 x 102 2,2580 x 10~2 2,2580 x 10—2 2,2574 x 10~2 2,2569 x 10~2
Ao 6,4516 x 10~° 6,4516 x 10~° 6,4516 x 10~° 6,7548 x 10~° 6,4516 x 10~°
Az 1,9150 x 102 1,7941 x 102 1,8031 x 102 1,7607 x 102 1,8240 x 102
Ay 1,6950 x 10~2 1,2835 x 102 1,2792 x 10~2 1,2632 x 10~2 1,2836 x 102
As 6,4516 x 10~° 6,4516 x 10~° 6,4516 x 10~° 6,4581 x 10~° 6,4516 x 10~°
Ag 6,4516 x 10~° 6,4516 x 10~° 6,4516 x 10~° 6,4839 x 10~° 6,4516 x 1075
Az 2,1529 x 103 2,2163 x 103 2,1890 x 103 2,1663 x 103 2,2435 x 1073
Asg 1,8293 x 102 1,8844 x 102 1,8832 x 102 1,8952 x 102 1,8474 x 102
Ag 1,6863 x 102 1,8336 x 102 1,8341 x 10~2 1,8290 x 10~2 1,8488 x 10~2
A1 6,4516 x 10~° 6,4516 x 10~° 6,4516 x 10~° 6,4516 x 10~° 6,4516 x 10~°
G(u*) 2,3968 x 10~4 6,7142 x 10~7 9,9357 x 10~6 —2,4394 x 10~* 6,6041 x 10~7
Massa (kg) 2,8174 x 103 2,7678 x 103 2,7678 x 103 2,7546 x 103 2,7683 x 103
Massa média - - - 2,7603 x 103 2,7697 x 103
(ke)
Desv. padrao - - - 4,7219 8,6183 x 10~1

Fonte: O autor, 2024.

5.3 Robustez e Confiabilidade

Esta secao discute os resultados obtidos pela aplicacao de metamodelagem, com-
binando otimizagao baseada em robustez e analise de confiabilidade, utilizando o ASOSL
em conjunto com a projecao estereogréfica. Inicialmente, o Problema 1 é modificado para
incorporar a confiabilidade como um objetivo a ser maximizado. Ou seja, o problema é
ajustado para ser tratado como um problema RBRDO, onde as amostras utilizadas no
calculo da funcao de média efetiva sao avaliadas em termos de confiabilidade em cada
geracao da execucao do algoritmo NSGA-II.

Posteriormente, o problema de engenharia associado a trelica de 10 barras, dis-
cutido anteriormente, é resolvido considerando-se simultaneamente robustez e confiabili-
dade. Para tal finalidade, emprega-se o método SORA, no qual a analise de confiabilidade

é realizada de forma desacoplada.

Problema 5 Considere o problema de otimizagao levando em consideragao robustez

e confiabilidade, descrito por:

argmin  f(d, X, 9)
d
max [
sujeito a  Plgi(d, X,0) < 0] < ®(—5), 1=1,2,3, (91)
— 14 S dludQ S 07

]-Sﬁt§4a
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onde
f(x) = exp <ﬁ(51 + @)2) — 0,8 exp (—6,25((T1 + 2)* + (T2 + 1)?))

g1(x) = (a:l + T x2 + 27"1x1) 47"1 (_2 + xz) +2>0

g2(x) = (T} + xQ) — 4ro7375 > 0

g5(x) = (T + 1) + 73 — 2r5(T1 + 1)) + 43 (T + 1) +73) —2 >0
— 14 <z,20 <0,

com 71 = 1,2054, 1y = 1,6936 x 10", r3 = 1,2054, f : R* - R e x = (T1,T2) = (%, 22).

Nos resultados previamente discutidos, o procedimento de selecao das amostras
para serem incluidas no conjunto de treinamento e atualizacao do metamodelo, em cada
geracao, foi conduzido aleatoriamente dentre os descendentes obtidos com a metaheuris-
tica populacional. Todavia, em substituicao ao método aleatorio, pode-se considerar uma
op¢ao alternativa que envolve a utilizacao de fungoes de aquisicao que foram abordadas
na sec¢ao 3.3, o que constitui a aprendizagem ativa (active learning).

Os resultados apresentados a seguir utilizaram a fungao de aquisigao melhoria
esperada (EI) para selecionar 20% dos novos individuos, gerados pela metaheuristica,
para o conjunto de treinamento e atualizacao, conforme ilustrado no fluxograma 24. A
populagao do algoritmo NSGA-II foi fixada em 100 individuos, com 20 descendentes, e
as taxas de mutacao e crossover foram definidas em 0,1 e 0,8, respectivamente, adotando
como critério de parada a estabilidade no valor médio dos objetivos no espago objetivo por
100 geragoes, com uma tolerancia de 0,005 tanto para a fase de metamodelagem quanto
para a fase de refinamento.

No que se refere a integracao do ASOSL com a estratégia de projecao estereografica
para a analise de confiabilidade adotando a abordagem PMA, a taxa de aprendizagem
foi estabelecida em s = 0.8. Como critério de parada, adotou-se o valor da norma do
gradiente ser inferior a 107% ou a diferenca relativa absoluta entre as imagens das funcoes
de desempenho em pontos consecutivos ser inferior a 107!, o que ocorrer primeiro. As
solugoes obtidas sao exibidas na Figura 41.

Com o aumento do nivel de robustez, observa-se uma crescente dificuldade na
obtenc¢ao de solucoes que mantenham o correspondente indice de confiabilidade, devido
ao fato de que as amostras utilizadas no célculo da funcao de média efetiva se aproximam
cada vez mais das restrigoes impostas pelo problema. Isto se reflete na diminui¢ao da
densidade de pontos na fronteira de Pareto para 10% de robustez, por exemplo. Para a
execucao sem o uso de metamodelagem, os parametros foram os mesmos citados, porém
o critério de parada foi fixado em um periodo de estabilidade de 200 geragoes. Para a
funcao de média efetiva e a anélise de confiabilidade, foram utilizadas 20 amostras em
ambas as abordagens.

Para a obtengao da fronteira de Pareto aproximada, foram conduzidas 30 execugoes
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Figura 41 - Fonteiras e conjuntos de Pareto obtidos com o uso do NSGA-II para diferentes niveis
de robustez (1%, 5% e 10%).

(b)
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Legenda: (a) Regiao factivel do problema, com os respectivos conjuntos de pareto. (b) Frontei-

ras de Pareto com a influéncia da analise de confiabilidade para diferentes niveis de
robustez.
Fonte: O autor, 2024.

para cada nivel de robustez (1%, 5% e 10%). Apos estas execugoes, as solugoes nao domi-
nadas de cada execucao, para cada nivel de robustez, foram agregadas a fim de constituir
uma aproximagao da fronteira de Pareto. Apos a definicao dessas fronteiras, o algoritmo
NSGA-II foi novamente executado 30 vezes, porém realizou-se o calculo do hipervolume
normalizado e da distancia geracional em cada geracao, considerando a comparacao entre
a fronteira de Pareto obtida na iteragao e a fronteira aproximada.

As Figuras 42 e 44 ilustram a progressao dos valores do hipervolume normalizado e
da distancia geracional em relagao ao nimero de vezes que a fungao objetivo foi avaliada
por geragao, considerando um nivel de robustez de 1%. Nas métricas de convergéncia
apresentadas, a utilizacao do metamodelo resultou em valores extremamente proximos
aos alcancados sem o uso de metamodelagem, ao mesmo tempo em que exigiu um nimero
consideravelmente reduzido de avaliagoes da funcao objetivo. Isso é corroborado pela
distribuicao de valores para o nimero total de avaliagoes da fungao objetivo e hipervolume
apresentados na Figura 43.

Conforme pode ser observado nas tabelas 12 e 13, que exibem os valores finais
referentes ao total de avaliacoes da fungao objetivo e ao célculo do hipervolume para
as 30 execugoes do experimento, a aplicacao da técnica de metamodelagem nao resultou
em alteracoes significativas no valor final do hipervolume quando comparada & auséncia
dessa estratégia, mesmo adicionando-se aprendizagem ativa ao processo de treinamento.

No entanto, a utilizacao da metamodelagem proporcionou uma reducao significativa no
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Figura 42 - Evolugdo do ntmero de avaliagoes da funcao objetivo e do valor do hipervolume

normalizado para 1% de robustez.
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Legenda: A regiao sombreada e a curva central correspondem, respectivamente, ao desvio
padrao e a média do hipervolume.
Fonte: O autor, 2024.

numero de avaliagoes da funcao objetivo, alcancando uma diminuicao de pelo menos
48,72%.

Tabela 12 - Numero de avaliagbes da fungao objetivo para com e sem metamodelagem para

diferentes niveis de robustez.

Usando Metamodelagem

Nivel de Variacao percentual
Sem o uso de Metamodelagem
Robustez entre as médias
Intervalo Média Desvio Padrao (C.V.)
19 (5,1481 x 10%, 1,2946 x 10%) 7,6117 x 10* 2,6029 x 10* (34,19%) 61319
0 317%
(1,5960 x 10°, 2,6080 x 10°) 1,9677 x 10° 2,7136 x 10* (13,79%)
5,1783 x 10%, 1,8024 x 10°) 19,9596 x 10* 2,8016 x 10* (28,12%
5% 54,04%
(1,6000 x 10°, 3,3600 x 10%) 2,1671 x 105 4,1350 x 10* (19,08%)
L0% (5,1515 x 10%, 1,8012 x 10°) 1,1775 x 10° 3,4520 x 10* (29,31%) 18.72%
0 127
(1,6840 x 10°, 2,9600 x 10%) 2,2964 x 10° 3,9396 x 10* (17,15%)

Fonte: O autor, 2024.

Embora as Figuras 42, 43 e 44 apresentem dados para o caso especifico de uma

robustez de 1%, é importante notar que o comportamento para niveis de robustez de 5%
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Figura 43 - Distribui¢ao do hipervolume normalizado para 1% de Robustez usando aprendizagem

ativa.
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Figura 44 - Evolucao das avaliacoes e do valor da distancia geracional para 1% de robustez.
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Fonte: O autor, 2024.
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e 10% mostra uma elevada semelhanca, como é demonstrado pelos valores nas tabelas
12 e 13. Essa semelhanca entre os niveis de robustez analisados indica que a inclusao de
figuras adicionais para os casos de 5% e 10% de robustez no corpo principal do texto nao

é necessaria para a compreensao dos resultados discutidos.

Tabela 13 - Hipervolume para diferentes niveis de robustez.

Usando Metamodelagem o
Nivel de Variacao percentual
Sem o uso de Metamodelagem

Robustez ) ) ~ entre as médias
Intervalo Média Desvio Padrao (C.V.)

(0,9953; 0,9979)  0,9969 0,0006 (0,06%)

1% 0,04%
(0,9960; 0,9982)  0,9974 0,0005 (0,05%)
0,9948: 1,0020) 0,9961 0,0013 (0,12%

5% ( ) (0,12%) 0,04%
(0,9944; 0,9974)  0,9957 0,0007 (0,07%)
0,9904: 1,0134) 0,9937 0,0039 (0,39%

10% ( ) (0,39%) 0,01%
(0,9914; 0,9961)  0,9938 0,0011 (0,11%)

Fonte: O autor, 2024.

10
Problema 6 Seja f(A) = pZAiLi, onde A = {A;, As,..., Ay} denota as éareas
i=1
das secgoes transversais das hastes na estrutura de trelicas mostrada na Figura 45 e os

comprimentos das hastes sdo dados pelo conjunto L = {Ly, Lo, ..., Lip}. O parametro p
representa a densidade do material. Sem levar em consideracao robustez e confiabilidade,
o objetivo ¢ a minimizacao da massa da estrutura, mantendo o deslocamento do né ns
inferior ou igual a 5,0800 x 10~2m. Este problema de otimizacao pode ser formulado

como:
Minignizar f(A)

Sujeito a g (A, P, E) = |u} (A, P,E)| —5,0800 x 1072 < 0
6,4516 x 10 °m? < 4; < 2,2581 x 10 ?m?, i=1,2,...,10

Os valores do modulo de elasticidade (F) e das cargas aplicadas P; e P, estdo enumerados
na Tabela 10.

Dada a soluc¢do apresentada na Tabela 14, obtem-se que f(A*) ~ 2215,3900 kg
como valor obtido sem levar em consideracao robustez e confiabilidade.

Ao incorporar elementos de robustez e confiabilidade ao problema por meio de

uma abordagem de Otimizacao Baseada em Projeto Robusto e Confiavel (RBRDO), o
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Figura 45 - A estrutura de trelica composta por 10 hastes.

Pl P2
Fonte: Adaptado de Renkavieski e Parpinelli (2021).

Tabela 14 - Solucao Deterministica para o Problema para o problema da telica de 10 barras.

Al A2 A3 A4 A5
2,0672 x 1072m?  6,4516 x 10°m? 1,3561 x 10 2m? 9,8234 x 103 m? 6,4516 x 10~ m?
AG A7 AS AQ AlO

6,4516 x 10~°m? 2,0901 x 1073m? 1,4401 x 10~2m? 1,4047 x 102m? 6,4516 x 10~5 m?

Fonte: O autor, 2024.

problema pode ser reformulado como:

Deteg\ninar lha = {NANHAQ, e 7,UA10}
Minimizar f(pa, o)
pa

Sob a condi¢ao de que Py = Plg(pa, P,E) < 0] < @ (-3")
Onde g(MA7P7 E) :070508_ |u?2J (MA7P7E>|
6,4516 x 107°m? < p4 < 2,2581 x 107 ?m?

Para abordar o problema de robustez e confiabilidade, foi empregado o método
SORA, em 30 execucoes independentes. Este método foi implementado considerando dife-
rentes indices de confiabilidade, especificamente 5, = 1,0, 2,0 e 3,0, utilizando a estratégia
de projegao estereografica e niveis de robustez de 1%, 5% e 10%. O algoritmo genético foi
utilizado com taxas de mutacgao e crossover estabelecidas em 0,2 e 0,9, respectivamente.

Como critério de parada, adotou-se a estabilidade no valor 6timo da funcao de

média efetiva por 100 geragoes durante a fase de metamodelagem e 100 geragoes na fase
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de refinamento. Os mesmos parametros de mutacao e crossover citados anteriormente
foram utilizados para obter solugoes sem o uso de metamodelagem, mas com 200 geragoes
de estabilidade no valor 6timo da fungao de média efetiva.

A Tabela 15 permite visualizar uma comparacao dos numeros de avaliagoes da
funcao objetivo para diferentes niveis de robustez e confiabilidade. A aplicagdo de meta-
modelagem resultou em uma reducao de pelo menos 60,20% no niamero de avaliacoes da
funcao objetivo, mantendo a diferenca em relacao ao valor médio 6timo inferior a 0,95%,

conforme demonstrado na Tabela 16.

Tabela 15 - Nimero de avaliagoes da fungdo objetivo com o uso da metamodelagem para dife-

rentes niveis de robustez e indices de confiabilidade.

Usando Metamodelagem

Nivel de Sem o uso de Metamodelagem

Robustez G =1 Br=2 B =3
Média Desvio Média Desvio Média Desvio

Padrao (C.V.) Padrao (C.V.) Padrao (C.V.)

- 6333%1,1445 x 106 55144 x 10° (48,18%) 7%8?0/9 1131 x 10°  4,6388 x 10° (50,90%) 6(;,)(;3%114“57 x 108 54456 x 10° (38,73%)

T 03,5741 x 106 7,1895 x 10% (20,11%) 03,9449 x 105 1,6454 x 105 (41,70%) T 4,5485 x 106 1,2448 x 10° (27,36%)

s o 93%8’4743 x 10°  2,8727 x 10° (33,89%) s 0?0/1,0704 x 106 9,6197 x 10° (89,87%) 65;?%2,3862 x 106 2,1839 x 10° (91,52%)

" 25677 x 106 9,3436 x 10° (36,38%) 2,9000 x 106 1,8125 x 10° (65,50%) " 16,8973 x 106 6,2750 x 10° (90,97%)

0% i 9?%777511 x 10°  7,5469 x 10° (97,36%) o 75"/1,0385 x 106 8,8671 x 10° (85,38%) 0 2'?%‘1,2344 x 106 1,0453 x 10° (84,68%)

" 4,0861 x 105 3,8116 x 10 (93,28%) Y 72725 x 105 7,0089 x 105 (96,37%) Y 3,1021 x 105 3,0505 x 105 (98,33%)

Fonte: O autor, 2024.

Analisando as distribui¢oes mostradas nas Figuras 46, 47 e 48, verifica-se que a me-
tamodelagem nao causou mudancas significativas nos valores 6timos médios obtidos. Isso
¢ evidenciado pela semelhanca entre esses valores e os resultados sem uso de metamodela-
gem, indicando que a técnica preserva a integridade dos resultados. Isto corrobora para a
adocao da metamodelagem em contextos que requerem elevada complexidade numérica,
principalmente os que envolvem robustez e confiabilidade.

Ao analisar o valor 6timo obtido em fungao do nimero de avaliagoes por geracao
da fungao objetivo em cada ciclo do SORA, conforme ilustrado nas imagens da Figura
49, observa-se uma redu¢ao no numero de avaliacoes da funcao objetivo em comparagao
a otimizagao sem metamodelagem. FEssa reducao permite alcancar valores proximos a
estabilidade com menos avaliagoes da funcao objetivo, o que pode ser extremamente
relevante em cenarios onde a analise da funcao objetivo requer um esfor¢o computacional
substancial, mas a resposta deve ser fornecida em um periodo de tempo aceitavel, como
previsoes meteorolégicas, que podem demandar um tempo consideravel. No primeiro
ciclo do SORA, conforme visualizado na Figura 49a, é realizada a otimizacao robusta
sem levar em conta as restricoes probabilisticas. Ambas as abordagens atingem, com
e sem metamodelagem, valores 6timos similares. No entanto, a abordagem que utiliza

metamodelagem no primeiro ciclo do SORA alcanga valores 6timos com uma redugao
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Tabela 16 - Valores 6timos obtidos para com o uso da metamodelagem para diferentes niveis de

robustez e indices de confiabilidade.

Usando Metamodelagem

Nivel de Sem o uso de Metamodelagem
Robustez Br=1 By =2 By =3
Média Desvio Média Desvio Média Desvio

Padrao (C.V.) Padrao (C.V.) Padrao (C.V.)
1% OB?;% 2406,9371 5,3585 (0,22%) U'é??’ 2590,0193 6,1040 (0,23%) ngf% 2792,8050 6,6808 (0,23%)
2404,6337 4,1188 (0,17%) 2587,1943 6,1925 (0,23%) 2792,3049 6,4611 (0,23%)
5% ()B?f% 2530,5406 101,8992 (0.63%) 0';;?:/0 2719,8377 102,4031 (3,76%) 0.’12)?;% 2915,2658 67,8463 (2,32%)
2506,6767 15,8905 (2,17%) 2707,8737 71,9784 (2,65%) 2908,0229 68,4050 (2,35%)
0% Of?ivf 2697,9106 110,6919 (4,10%) 1g?f% 2917,6516 152,4063 (5,22%) 0.’11)?;% 3254,5428 222,2268 (6,82%)
2703,4649 136,4796 (5,04%) 2964,1066 176,5686 (5,95%) 3250,0824 204,5817 (6,29%)

Fonte: O autor, 2024.

Figura 46 - Distribuicao do ntimero de avaliagoes e resultado 6timo obtido em 30 execucoes com
1% de robustez e indice de confiabilidade £8; = 1,0.

,,,,,,,, Valor 6timo
deterministico
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wn
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0

(@}

[ad

[eb}

.S

E /\‘

2 1 2.215 2250 2300  2.350  2.400

Ntmero de avaliacoes — x10° Valor 6timo

da funcao objetivo

Fonte: O autor, 2024.

consideravel no niimero de avaliagoes da funcao objetivo.

No segundo ciclo do SORA, representado na Figura 49b, observa-se que o uso da
metamodelagem resultou em um desvio padrao menor na fase de refinamento, quando
comparado com a otimizagao sem o uso de metamodelagem. Isso se refletiu em uma
menor necessidade de ciclos adicionais (Figuras 49c e 49d) para obter solugoes Otimas
robustas que satisfacam as restrigoes probabilisticas, visualizado na menor quantidade de
execucoes que demandaram os terceiros e quarto ciclos.

Os gréaficos dos ciclos do SORA foram apresentados exclusivamente para f; = 1,
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Figura 47 - Distribuicao do nimero de avaliagoes e valor 6timo obtido para 30 execugoes com

5% de Robustez e indice de Confiabilidade §; = 1,0.

77777777 Valor 6timo
deterministico

3 5%
w0
=
2
O
~
[}
o
e
= 5% C%

2 4 2.215 2.400 2.600 2.800

Nimero de avaliacoes — x10° Valor 6timo

da funcao objetivo
Com Metamodelo Sem Metamodelo

Fonte: O autor, 2024.

Figura 48 - Distribuicao do nimero de avaliagoes e valor 6timo obtido para 30 execugbes com

10% de Robustez e indice de Confiabilidade 5; = 1,0.

Valor 6timo

deterministico
N
< 10%
wn
=
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Q
o'
)
e
T
N— ——
Z 10% ————

0,0 0,5 1,0 15 2,0 2215 2400 2.600 2.800 3.000

Nimero de avaliacoes x107 Valor 6timo
da funcao objetivo

Com Metamodelo Sem Metamodelo

Fonte: O autor, 2024.

uma vez que as representacgoes graficas correspondentes a outros valores de 3; se mostra-

ram bastante similares, nao apresentando comportamentos distintos que justifiquem uma

analise mais detalhada.
Para permitir uma compreensao das interagoes entre indices de confiabilidade e
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Figura 49 - Ciclos do SORA com as etapas de metamodelagem e refinamento para alcangar 5% de

robustez e indice de confiabilidade 5; = 1,0. As areas sombreadas representam o respec-

tivo desvio padrao.
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(c) (d)

Fonte: O autor, 2024.

graus de robustez, o processo de otimizacao multiobjetivo foi executado utilizando a
projecao estereografica, em conjunto com a técnica ASOSL e o algoritmo evolutivo NSGA-
II. Ao considerar o método ASOSL com projecao estereogréafica, os parametros foram
definidos da seguinte forma: a taxa de aprendizado foi fixada em s = 0,5, com av = 1x 1074,
O critério para interromper a busca pelo MPP foi estipulado quando a norma do gradiente
atingisse um valor inferior a e = 1075,

No que se refere ao algoritmo evolutivo, o NSGA-II foi configurado com uma taxa
de mutagao de 0,2 e uma taxa de cruzamento de 0,8. Para o critério de parada, foi exigida
uma estabilidade no espaco objetivo por 100 geragoes consecutivas, com uma tolerancia
de 5 x 1074, limitando-se o maximo de geracoes a 3000.

A Figura 50 apresenta uma visao sobre o impacto dos distintos niveis de robustez
e confiabilidade nos valores associados & massa da estrutura da trelica de 10 barras. E
importante destacar que um aumento no indice de confiabilidade estéd diretamente re-
lacionado a uma redugao na probabilidade de ocorréncia de violagao da restricao, mas
impacta na massa da estrutura. Além disso, observa-se que a elevacao do nivel de ro-
bustez dificulta a identificacao de solugoes robustas que sejam compativeis com o indice

de confiabilidade analisado, evidenciando a complexidade do equilibrio entre essas duas



naturezas conflitantes.
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Figura 50 - Fronteiras de Pareto elaboradas com base na otimizagao com robustez e confiabili-

dade para o problema da trelica de 10 barras.
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Fonte: O autor, 2024.

Neste capitulo, foram apresentados os resultados alcangados em problemas de ben-

chmark com o objetivo de analisar a eficacia da metodologia proposta na diminui¢ao do

custo computacional ao realizar analises de robustez e confiabilidade. A implementacao

de metamodelos fundamentados em processos gaussianos permitiu a reducao significativa

do custo computacional associado as avaliagoes da funcao objetivo, sem comprometer a

qualidade ou a precisao das solucoes encontradas.
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CONCLUSOES

A presente tese desenvolveu e validou uma metodologia hibrida que integra me-
tamodelagem e projecao estereografica em problemas de otimizacao robusta e baseada
em confiabilidade. A pesquisa respondeu a desafios associados ao custo computacional
elevado e & necessidade de encontrar solucoes robustas e confiaveis em sistemas de en-
genharia. Os resultados alcangados proporcionam suporte tanto para o avanco cientifico
quanto para as aplicagoes praticas no campo da engenharia.

Inicialmente, destacou-se a importancia dos metamodelos na reducao do custo
computacional. Tais metamodelos sao capazes de aproximar fungoes que apresentam
alta complexidade numérica e sao computacionalmente exigentes, proporcionando uma
abordagem mais eficiente. Com isso, diminuem a quantidade de vezes que é necessario
avaliar a funcao objetivo, sem comprometer a qualidade das solugoes. Os experimentos
realizados indicaram que é possivel alcancar uma diminuicao de até 60% no ntmero de
avaliagoes nos problemas RBRDO, sendo que as variagoes percentuais observadas entre
as solugoes Otimas, com e sem a aplicacao de metamodelos, permaneceram inferiores a
1%.

A adogao dos Processos Gaussianos para a constru¢ao dos metamodelos trouxe
flexibilidade na capacidade de modelar fungoes nao lineares, fornecendo estimativas da
incerteza associada as predigoes, possibilitando o uso de fun¢oes de aquisi¢ao para guiar a
exploracao do espaco de busca. Essa abordagem pode resultar em um equilibrio eficiente
entre exploragao e refinamento, maximizando o aproveitamento de recursos computacio-
nais.

Um dos principais avangos metodologicos deste trabalho é a introdugao da técnica
de projecao estereografica para anélise de confiabilidade inversa. Essa técnica substitui
as projecoes sucessivas na hiperesfera, utilizadas pelo ASOSL, por uma transformacao
bijetiva que mapeia a hiperesfera para um espago euclidiano de dimensoes equivalentes.
Essa abordagem simplifica a busca pelo ponto mais provavel de falha, aproveitando a
caracteristica de que o gradiente é nulo no ponto em que a fun¢ao de desempenho atinge
seu valor minimo. A adoc¢ao da projecao estereogréfica nao alterou os resultados obtidos
em problemas de referéncia, sugerindo que essa abordagem continua a ser eficiente e possui
potencial para aplicagao em problemas de alta dimensionalidade.

O estudo também abordou a formulagao de problemas de otimizagao como pro-
blemas multiobjetivo, equilibrando robustez, confiabilidade e custo computacional. Essa
abordagem revelou-se promissora na identificagao de trade-offs entre objetivos conflitan-
tes, fornecendo solugoes otimizadas e equilibradas para sistemas de engenharia.

A validacao por meio de experimentos numéricos incluiu problemas de benchmark
e casos praticos, como o projeto de estruturas de trelicas, mostrando a aplicabilidade das

metodologias sugeridas. Os testes confirmaram que a abordagem hibrida é eficiente em
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lidar com incertezas aleatorias, fornecendo solugoes seguras mesmo em condigoes desafi-
adoras.

No entanto, foram observadas algumas limitacoes. A efetividade do método de-
pende de parametros criticos, como o nivel de ruido na robustez e o indice de confiabilidade
desejado. Além disso, problemas com alta dimensionalidade ainda podem exigir muitos
recursos computacionais, embora a metamodelagem ajude a reduzir significativamente
esse impacto.

Em termos praticos, a metodologia desenvolvida tem implicacoes consideréaveis
para a engenharia. Sistemas que exigem decisoes robustas sob incertezas, como estrutu-
ras de grande porte ou dispositivos de alta precisao, podem se beneficiar diretamente das
ferramentas propostas. Além disso, o framework contribui para uma maior sustentabili-
dade ao reduzir o numero de simulagoes computacionalmente caras.

A robustez da metodologia foi reforcada pela sua capacidade de preservar o de-
sempenho mesmo em condigoes adversas. Solugoes encontradas foram consistentemente
vidveis, confiaveis e eficientes, atendendo as demandas de seguranca e desempenho em
engenharia.

Por fim, a pesquisa contribui para o avanco cientifico ao propor inovagoes me-
todologicas que podem ser amplamente aplicadas em problemas de engenharia e outros
dominios. A partir das bases estabelecidas, espera-se que os conceitos desenvolvidos ins-
pirem novos estudos e ampliem o impacto das solucoes robustas e confidveis em diferentes
areas.

Em sintese, esta tese alcangou seus objetivos ao oferecer uma solugao pratica para
a otimizacao robusta e baseada em confiabilidade. Os avangos apresentados consolidam
a importancia da metamodelagem e da projecao estereografica como ferramentas adici-
onais em problemas de otimizagao sob incertezas, proporcionando resultados eficientes e

aplicaveis a sistemas complexos.

Perspectivas Futuras

Uma direcao promissora para futuras pesquisas é investigar as incertezas causadas
por informagoes incompletas ou imprecisas. Técnicas, como anéilise intervalar e logica
fuzzy, podem ser combinadas para aumentar a aplicagao pratica da metodologia em con-
textos reais, onde a incerteza possui diversas formas.

Outro aspecto que merece aprofundamento é a anéalise de diferentes critérios de
parada para a transicao entre a fase de exploragao com metamodelos e o refinamento com
a funcao original. Estratégias como a estabilizacao da funcao de aquisicao ou a analise de
sensibilidade podem fortalecer a robustez da metodologia proposta.

Embora os Processos Gaussianos tenham se mostrado eficientes, ha espaco para
explorar outras técnicas de metamodelagem, como redes neurais artificiais e méaquinas

de vetores de suporte. Comparacoes entre essas abordagens podem revelar vantagens,
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dependendo da natureza do problema de otimizacao.

A combinacao de metamodelagem com técnicas de reducao de ordem também
se apresenta como uma possibilidade promissora. O uso combinado de metamodelos e
modelos reduzidos, como os obtidos por métodos de elementos finitos reduzidos, pode
abrir novos horizontes para lidar com problemas de alta dimensionalidade de maneira
ainda mais eficiente.

A integracao entre metamodelagem e projecao estereografica também pode ser
aprofundada, buscando adaptar a metodologia para problemas com distribui¢oes de pro-
babilidade nao gaussianas. Esse avanco aumentaria a flexibilidade da abordagem para
aplicacoes em cenarios reais complexos.

O uso da projecao estereografica demonstrou ser particularmente vantajoso para
a analise de confiabilidade inversa, mas sua aplicacao pode ser ampliada para outros do-
minios onde hiperesferas sao utilizadas, como em problemas de classificagao ou clustering
em espacos de alta dimensionalidade.

A abordagem hibrida também oferece uma base para futuros desenvolvimentos
em otimizacao adaptativa. A combinagao de aprendizado de méquina com os conceitos
apresentados pode impulsionar ainda mais a eficacia das ferramentas de otimizacao em

cenarios dinamicos e de alta complexidade.
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