Universidade do Estado do Rio de Janeiro
Centro de Tecnologia e Ciéncias

Instituto de Matematica e Estatistica

Natan Figueiredo

Problemas Computacionais de Arranjo Musical

Rio de Janeiro

2024



Natan Figueiredo

Problemas Computacionais de Arranjo Musical

Dissertagao apresentada, como requisito par-
cial para obtencao do titulo de Mestre, ao
Programa de Pods-Graduacao em Ciéncias
Computacionais, da Universidade do Estado
do Rio de Janeiro.

Orientadores: Prof. Dr. Luerbio Faria

Prof. Dr. Vinicius Fernandes dos Santos

Rio de Janeiro
2024



CATALOGACAO NA FONTE
UERJ/REDE SIRIUS/BIBLIOTECA CTC/A

F475 Figueiredo, Natan.
Problemas computacionais de arranjo musical/ Natan Figueiredo . -2024.
88 f.il.

Orientadores: Luerbio Faria, Vinicius Fernandes dos Santos
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias Computacionais) - Universidade do Estado
do Rio de Janeiro, Instituto de Matemaética e Estatistica.

1. Complexidade computacional - Teses. 2. Arranjo(Musica) - Teses. . Faria,
Luerbio. Il. Santos, Vinicius Fernandes dos. Ill. Universidade do Estado do Rio de
Janeiro. Instituto de Matematica e Estatistica. V. Titulo.

CDU 004

Patricia Bello Meijinhos CRB7/5217 - Bibliotecaria responsavel pela elaboragdo da ficha catalografica

Autorizo, apenas para fins académicos e cientificos, a reproducao total ou parcial desta
dissertacéo, desde que citada a fonte.

Assinatura Data



Natan Figueiredo

Problemas Computacionais de Arranjo Musical

Dissertagao apresentada, como requisito par-
cial para obtencao do titulo de Mestre, ao
Programa de Pés-Graduagao em Ciéncias
Computacionais, da Universidade do Estado
do Rio de Janeiro.

Aprovada em 26 de Setembro de 2024.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Luerbio Faria (Orientador)
Instituto de Matematica e Estatistica - UERJ

Prof. Dr. Vinicius Fernandes dos Santos (Orientador)
Universidade Federal de Minas Gerais

Prof. Dr. Bruno Masquio
Instituto de Matematica e Estatistica - UERJ

Prof. Dr. Fernando Henrique de Oliveira lazzetta
Universidade de Sao Paulo

Prof. Dr. Uéverton dos santos Sousa
Universidade Federal Fluminense

Rio de Janeiro

2024



AGRADECIMENTOS

Ao Luerbio, por ser mais do que um orientador presente e proativo, sendo também
um grande companheiro, sempre com boas conversas e caronas.
A Heloize, por me ajudar a aprimorar minha escrita, minhas apresentacoes, mas

principalmente por estar ao meu lado.



RESUMO

FIGUEIREDO, Natan. Problemas Computacionais de Arranjo Musical. 2024. 88 f.
Dissertagao (Mestrado em Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matemética e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2024.

Arranjos musicais tém sido tratados recentemente do ponto de vista combinatoério.
Demaine e Moses em 2017 [1], consideraram trés problemas de decisdo associados a arran-
jos musicais. Esses problemas consideram uma partitura com um nimero dado de pautas
correspondentes aos instrumentos participantes. O objetivo é selecionar um certo nimero
de pautas que atendam a algumas propriedades musicais especificas. Nessa dissertagao,
definimos versoes mais gerais dos trés problemas originais de Demaine e Moses, as quais
chamamos ARRANJO-CONSONANTE GERAL, j—NOTAS SIMULTANEAS GERAL ¢ VELOCI-
DADE DE TRANSICAO LIMITADA GERAL. Demonstramos a NP-completude para os novos
problemas a partir de MAX3SAT; € GRAU MAXIMO 4 CONJUNTO INDEPENDENTE, pro-
blemas cujas versoes de otimizacao sao MAXSNP-completos. A relacao entre os 6timos
nessas provas permitiram mostrar que as versoes de otimizacao correspondentes dos 3
problemas sao MAXSNP-dificeis e que portanto, nao admitem Esquema de Aproximagao
Tempo Polinomial a menos que P=NP. Provamos que o problema j-NOTAS SIMULTANEAS
é nao aproximével por uma razao de aproximacao inferior a n!=¢, para nenhum e > 0.
Além disso, demonstramos que, quando no maximo 4 instrumentos tocam simultanea-
mente em cada tempo, o problema se torna FPT (tratdvel por pardmetro fixo) em relagao
ao tamanho k da solucao. Dois novos problemas de decisao foram introduzidos ARRANJO
PARA k INSTRUMENTOS ¢ PREENCHIMENTO DE TEMPOS POR INSTRUMENTOS. Os dois
novos problemas foram provados serem NP-completos, respectivamente, através de re-
ducoes de k-COLORACAO ¢ COBERTURA DE VERTICES. O problema PREENCHIMENTO
DE TEMPOS POR INSTRUMENTOS também foi demonstrado ser FPT no pardmetro 7 — o
nimero maximo de pautas que toca em cada tempo.

Palavras-chave: arranjo musical. complexidade. NP-completo. aproximacao.



ABSTRACT

FIGUEIREDO, Natan. Musical Arrangement Computacional Problems. 2024. 88 f.
Dissertagao (Mestrado em Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matemética e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2024.

Musical arrangements have recently been considered from a combinatorial point
of view. Demaine and Moses in 2017 [1] stated three decision problems associated with
musical arrangements. These problems input a score with a given number of staves cor-
responding to the participating instruments. The goal is to select a certain number of
staves such that they meet some specific musical properties. In this dissertation, we de-
fine more general versions of Demaine and Moses’ three original problems, which we call
GENERAL CONSONANT ARRANGEMENT, GENERAL j-SIMULTANEOUS NOTES and GENE-
RAL LIMITED TRANSITION SPEED. We prove the NP-completeness for the new problems
from MAX3SAT; and MAXIMUM DEGREE 4 INDEPENDENT SET, problems whose optimi-
zation versions are MAXSNP-complete. The relationship between the optima in these
problems allowed us to show that the corresponding optimization versions of the 3 pro-
blems are MAXSNP-hard and therefore do not allow Polynomial Time Approximation
Scheme unless P=NP. We prove that the problem GENERAL j-SIMULTANEOUS NOTES
is not approximable by an approximation ratio lower than n'=¢, for any ¢ > 0, unless
P=NP and when at each time a maximum of 4 instruments play, then GENERAL j-
SIMULTANEOUS NOTES is FPT (Fixed Parameter Tractable) with respect to the size k of
the solution. Two new decision problems are introduced here: the ARRANGEMENT FOR
k INSTRUMENTS and the TIME FILLING BY INSTRUMENTS. The two new problems are
proven to be NP-complete through, respectively, reductions from k-COLORING and from
VERTEX COVER. The problem TIME FILLING BY INSTRUMENTS is proven to be FPT with
respect to 7 — the maximum number of staves playing each time.

Keywords: musical arrangement. complexity. NP-complete. approximation.
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INTRODUCAO

Essa Dissertagao estuda a computagao de alguns problemas sobre a producao de
arranjos musicais.

Os arranjos estudados sao bastante especificos. Nossos problemas tem como en-
trada uma partitura formada por um conjunto de pautas ou instrumentos. Quer-se res-
ponder se existe um arranjo formado por um conjunto dessas pautas que tenha alguma
propriedade.

Noés vamos analisar esses problemas sob a 6tica de complexidade computacional
e determinar quando eles possuem uma solucao algoritmica eficiente e quando possivel-
mente, nao tem.

Vamos observar que para a maioria deles ndo ha uma solugao eficiente aparente. A
demonstragao dessa dificuldade é muito recente [1]. E nao é conhecida ainda na literatura
nenhuma tentativa de solucionar o problema de forma nao 6tima, mas eficiente em termos
de tempo. Em nosso trabalho, vamos explorar algumas possibilidades de contornar essa
dificuldade obtendo solugoes nao 6timas em tempo polinomial, porém com algum grau de
confianga, por meio de algoritmos de aproximacao.

Comecamos a apresentar esses problemas falando do histérico do estudo dos algo-
ritmos aplicados a musica, para depois explicar a estratégia algoritmica da abordagem de
problemas dificeis. Enfim, estaremos em condig¢oes de enunciar os nossos problemas de
arranjos musicais para o leitor e explicar o qué e como vamos fazer para provar nossos

resultados.

Os algoritmos nos arranjos musicais

Do ponto de vista matematico, a musica tem sido estudada em associagao com
instrumentos desde os tempos da escola Pitagérica. A ideia de utilizar instrucoes e pro-
cessos formais para criar musica remonta a Grécia Antiga. Pitagoras acreditava em uma
conexao direta entre as leis da natureza e a harmonia dos sons, como expressa na mu-
sica. De acordo com Boécio e outros [2], os Pitagéricos perceberam a relagdo consonante
entre sons de martelos em forjas de ferreiros e descobriram que as massas dos martelos
tinham uma razao de inteiros simples. A partir dessa observacao, eles teriam concluido
que sons consonantes e proporgoes simples estao relacionados. A partir dessa descoberta,
foram criadas a “espiral das quintas pitagéricas” e a “escala pitagérica” que culminaram
no sistema tonal que é utilizado até os dias de hoje e que usaremos como base para as
defini¢des musicais deste trabalho.

Apesar de todos esses formalismos gregos antigos baseados na observacao da na-
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tureza e conjecturas matemadticas, a musica grega da época nao era notada [3], mas tinha
uma fixacdo que vinha de uma tradigdo oral. Guido d’Arezzo [4], um monge e professor
italiano do século XI, criou um método para finalmente descrever as notas precisamente.
Os nomes das notas: do, ré, mi, fa, sol, 14, si foram baseados no comeco das frases de um
hino de louvor a Sao Joao Batista e sao mostradas com sua notacao na Figura 1. Antes
de Guido d’Arezzo, a musica era transmitida principalmente de forma oral, e a notagao
musical era rudimentar e imprecisa. A notacdao de Guido teve um impacto profundo na
formalizacao da teoria musical, pois proporcionou uma linguagem comum para a escrita

e leitura da musica, permitindo maior precisao na composicao e interpretacgao.

Figura 1 - Pauta e Nomes das notas

o)
:C)
o 1)
.('\DU
ANV § P
e o =

D6 Ré Mi Fa Sol La Si Do

Legenda: Pauta com os nomes das notas nas suas respectivas notagoes.
Fonte: O autor, 2024.

Figura 2 - Figuras Ritmicas Musicais

T f T 1 T K T 1N T ﬁ T 3] ﬂ

I 1 I I T TY T N | 1 N

I . I & I | I o | P L 1 >

j & I | I 1 1 1l |
Semibreve Minima Seminima Colcheia  Semicolcheia Fusa Semifusa

T T T T - T C

—= I ¥ —= T = — 1 o H

F § I [ | I I al | - 1 -

i 3 1 I | L 1 I 1 LX)
Semibreve Minima Seminima Colcheia  Semicolcheia Fusa Semifusa

Legenda: Duas pautas, a primeira (de cima) com uma nota em cada compasso, a segunda
(de baixo) com uma pausa em cada compasso. As notas e pausas estdo em
ordem decrescente, cada uma tem metade da duracdo da anterior (por exemplo,
a Minima dura metade do tempo da Semibreve).

Fonte: O autor, 2024.

Apés a criacdo de uma escala musical e uma notacao precisa, a primeira coisa
mais préxima da definicdo de um algoritmo para a composicao musical é dada com o
nascimento da composigao “canoénica” no final do século XV [3]. A adocao de métodos
combinatoérios por Mersenne refletia sua expertise matematica e era motivada pelo desejo
de demonstrar, de maneira objetiva, o vasto, porém calculavel, nimero de possibilidades
na construcao melédica. O termo “canon” deriva da palavra grega antiga “kanon”, que
significa regra ou lei. Este método consiste em definir uma melodia principal, que é

entao acompanhada por uma série de imitagoes ou variacoes dessa parte, chamadas de
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seguidores. Nesse caso, compositores de grande habilidade geram uma automatizacao de
grande parte do processo composicional. A criatividade do compositor é concentrada em
uma unica melodia ou secao - a parte lider - a partir da qual uma composicao inteira é
obtida pela aplicagdo de diferentes transformagoes, como inversao, ou pela variacao de
parametros, como o numero de seguidores e os atrasos entre eles.

Uma das manifestacoes mais notaveis de novos modelos mateméaticos na teoria mu-
sical foi a adogdo, pelo renomado matemético e teérico musical Marin Mersenne (1588-
1648), de processos matematicos baseados na combinatéria em seu influente livro “Har-
monie Universelle” [5], onde aplica férmulas combinatérias, agora cléssicas, para realizar
operagoes como a tabulagao de todas as 720 (= 6!) permutacoes de um hexacorde (uma
colecao de seis notas) [6]. A adogao de métodos combinatérios por Mersenne refletia seu
desejo de demonstrar, de maneira objetiva, o vasto, porém calculavel, nimero de pos-
sibilidades na construgao melédica. Athanasius Kircher (1602-1680), um dos maiores
polimatas do periodo barroco, introduziu em seu livro “Musurgia Universalis” um dispo-
sitivo de composicao musical automatica chamado Arca Musarithmica. Esse dispositivo
permitia que nao-musicos compusessem musica polifénica por meio de um método sis-
tematico, demonstrando a aplicacao de principios combinatérios na composi¢ao musical
[7].

O préprio Mozart (1756-1791), criou um método chamado de Musikalisches Wrir-
felspiel (Jogo de Dados Musical), que é uma forma de “composigao aleatéria” Para
cada um dos 16 compassos de um minueto vienense, o jogador poderia “gerar” alea-
toriamente uma grande variedade de melodias por conta prépria, selecionando opgoes
aleatorias para cada compasso. Todas as escolhas fornecidas por Mozart foram criadas
de modo que qualquer combinacao resultasse em um minueto agradavel, atendendo aos
requisitos harmonicos e composicionais dos minuetos vienenses daquela época [8].

Lejaren Hiller foi o primeiro a usar um computador, o Illiac, para compor musica.
Com a ajuda de Leonard Isaacson, ele escreveu, em 1956, a primeira composi¢ao musical
algoritmica feita por computador, a “Illiac Suite for String Quartet” [9]. O resultado do
algoritmo foi entao transposto para a notacao musical tradicional, para ser executado por
um quarteto de cordas.

O algoritmo desenvolvido por Hiller e Isaacson baseia-se em uma abordagem de
gerador-modificador-seletor para simular o processo de composi¢ao. Primeiro, o algoritmo
gera algum material musical bruto (o nicleo da composigao), que é entao modificado pela
aplicacao de vérias técnicas e, finalmente, o melhor resultado é selecionado de acordo com
algumas regras predeterminadas [10]. Embora a composicao final seja produzida por um
algoritmo, ela ainda opera dentro de certos limites e critérios definidos pelo compositor.

[annis Xenakis é uma das principais referéncias na area da musica computacional.
Ele aplicou métodos estatisticos e probabilisticos, com o auxilio de computadores, para

compor partituras. Xenakis utilizou algoritmos estocésticos para criar composi¢oes que
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exploram sequéncias de “nuvens de som” — eventos sonoros compostos por milhares de
sons pontuais isolados. Seu livro Formalized Music é considerado uma das obras mais
importantes na bibliografia da musica computacional [3].

Guido d’Arezzo, além de nomear as notas musicais, desenvolveu o conceito do
tetragrama (pauta com 4 linhas), precursor do pentagrama moderno (pauta com 5 li-
nhas) [4], o que possibilitou uma notagdo mais precisa e consistente das melodias. A
padronizacao dos nomes das notas também facilitou o ensino e a propagacao da musica,
estabelecendo as bases para a teoria musical ocidental como a conhecemos hoje. Nessa
dissertagao utilizamos a notacao da pauta ou pauta musical com 5 linhas indicando a al-
tura do som e diferentes desenhos das notas e das pausas que indicam sua duracio, como
podemos ver nas Figuras 1 e 2. As pautas, notas e pausas sao divididas em compassos, que
sao uma unidade métrica demarcada por barras verticais na pauta, formada de tempos
agrupados em porgoes iguais. Com excessao da Segao 3.3 e de figuras de exemplos de
partituras, cada tempo musical dura um compasso inteiro neste trabalho, para mais facil
discernimento. Uma partitura é definida como uma reuniao de pautas, cujos instrumentos
correspondentes tocam simultaneamente. Um arranjo é uma versao de uma musica ja

existente adaptada para um conjunto de instrumentos.

Figura 3 - Exemplo de partitura.

fal
Vidine I FT—f z s o4 | z o
L fﬂ.i i. 1 Il i 1 !
o
oo = 1 1
Violoncelo |=F = T o) = = o)
y
o]
I - A P
F - —— ¥ r ¥ - ¥ ) ¥ > ¥ > (83
| Fan W A [ 1 [ [ (3 [ - af
L A 3 1 1 1 1
o T T T T
Piano
% 5 i = i
" Il Il
*

Legenda: Exemplo de partitura com 4 pautas tocando simultaneamente, uma para o violino, uma
para o violoncelo e duas para o piano.
Fonte: ‘O autor, 2024".

Podemos observar entao, que a musica pode gerar motivacao para pesquisas em
diversas areas diferentes. Recentemente, observamos uma ampla gama de aplicagoes da
inteligéncia artificial na musica [11], como diferentes algoritmos para separar musicas em
um sistema de classificagdo baseados em reconhecimento de emogdes humanas [12]. Grafos
tem sido usados para uma leitura de acordes mais intuitiva [13], o desenvolvimento de

heuristicas voltadas a producao de musica de forma automatica, bem como a criacdo de
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Figura 4 - Exemplo de arranjo.

S 7 Py 4 = (3] I |

L sl = 1 o - I 1 Il |
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SV TR T I I T I . L Il |
D] L i !

Piano
|

- T A T ] I I Il |

e 1 T T Il |

I O I - (8] Il |

T (7] il

Legenda: Exemplo de arranjo da musica da Figura 3, com 2 pautas para piano. O piano toca as
notas do violino e violoncelo da composi¢ao original garantindo que o arranjo seja
reconhecido como uma versao da musica original.

Fonte: ‘O autor, 2024".

metaheuristicas para otimizar a harmonia musical [14].

Tratando um problema combinatoério dificil

Em combinatéria temos alguns problemas que tratam de propriedades que ocorrem
ou que nao ocorrem em certas instancias. Por exemplo, um grafo G = (V, E) é uma dupla,
onde V consiste em um conjunto finito nao-vazio de vértices e E é um conjunto de arestas
formado por pares nao ordenados de distintos elementos de V. Um problema classico

nesse contexto é determinar se um grafo contém ou nao um ciclo Hamiltoniano.

CICLO HAMILTONIANO (CH)
Instancia: Grafo G = (V, E).

Pergunta: Existe um ciclo em G que passa por todos os vértices?

CICLO HAMILTONIANO foi provado ser NP-completo em 1972 [15]. Se a conjectura
P#NP estiver correta significa que CICLO HAMILTONIANO é um problema que nao pode
ser resolvido em tempo polinomial, o que descarta a existéncia de algoritmos eficientes
para CICLO HAMILTONIANO.

Na teoria da complexidade quando um problema é NP-completo e importante,
nos temos algumas estratégias que permitem nao propriamente resolver o problema em
tempo polinomial, mas encontrar em tempo polinomial uma solugdo que aproxime de
alguma forma a solu¢do. No caso de CICLO HAMILTONIANO foi necessério [16] em 1979
considerar um problema de decisao CICLO HAMILTONIANO GERAL com um parametro k

associado que identifica o tamanho de um ciclo do grafo G.

CICLO HAMILTONIANO GERAL
Instancia: Grafo G = (V, E) e inteiro k& > 0.

Pergunta: Existe um ciclo com pelo menos k vértices em G7

CICLO HAMILTONIANO GERAL se estende naturalmente para o problema de otimi-



Figura 5 - Exemplo de instancias SIM e NAO de CICLO HAMILTONIANO

.A
D

s
SIM

NAO

(a)

(b)

Legenda: Dois grafos como exemplos de instancias SIM e NAO de CICLO HAMILTONIANO. O segundo
grafo 7b nao pode ter um ciclo Hamiltoniano pois o vértice F' tem apenas um vizinho, entao
nao pode pertencer a nenhum ciclo.

Fonte: O autor, 2024.

Figura 6 - Exemplo de instancias SIM de CICLO HAMILTONIANO GERAL para k = 5.

.A .B .A .B
D F D

.F & E G

Para k=5: SIM Para k=5: SIM

(a) (b)

Legenda: Dois grafos como exemplos de instdncias de CICLO HAMILTONIANO GERAL. Gragas ao
pardmetro k = 5 as duas instancias sao instancias sim.
Fonte: O autor, 2024.
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Zagao:

CICLO MAXIMO
Instancia: Grafo G = (V, E).

Objetivo: Encontre o ciclo méaximo de G.

Nesse problema de otimizagao consideramos OPTcy(G) o tamanho méximo de

um ciclo subgrafo de G.

Figura 7 - Exemplo de instancias de CICLO MAXIMO.

QA .B ‘A ’B
D F D
.E C E @
Ciclo Maximo: 5 Ciclo Maximo: 5

(a) (b)

Legenda: Dois grafos como exemplos de instancias de cIcLO MAXIMO. O niimero abaixo de cada grafo
indica a quantidade de vértices presentes no maior ciclo do grafo.
Fonte: O autor, 2024.

Observe que os trés problemas estao relacionados.

Do fato que CICLO HAMILTONIANO é NP-completo, uma primeira tentativa para
tentar solucionar o problema seria determinar se existe um algoritmo aproximativo para
CICLO MAXIMO que encontre em tempo polinomial um ciclo C' subgrafo de G' que tenha
um tamanho percentual e.OPTcy(G) fixado 0 < € < 1 do tamanho méximo OPTcy(G)
de um ciclo subgrafo de G. Infelizmente, existe um resultado de que a menos que P=NP
nao existe um tal algoritmo aproximativo para CICLO HAMILTONIANO GERAL.

Uma segunda possibilidade, para lidar com o problema NP-completo seria de en-
contrar A um algoritmo polinomial tratavel por pardmetro fixo (FPT) no valor de k, isto

é, que A roda em tempo polinomial para um valor de k fixo.
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A complexidade computacional dos arranjos musicais

Além dos estudos de Mersenne e Kircher, que remontam ao século XVII, problemas
combinatoérios musicais tém sido discutidos também em tempos mais recentes [17, 18].
Em 2017, Demaine e Moses [1, 19] fizeram a tinica contribui¢do conhecida, até onde vai
nosso conhecimento, em problemas de decisao associados a organizacao de instrumentos
e arranjos musicais. Os autores definiram 3 problemas de arranjos musicais.

Esses 3 problemas consideravam arranjos consonantes, limite nos nimeros de notas
no tempos do arranjo e arranjos sem notas simultaneas em partituras com tempo fixado
de continuidade das notas.

Demaine e Moses provaram que todos esses problemas de decisao eram geralmente
NP-completos. Que foi uma noticia bem ruim considerando que se P#NP nao haveria
esperanca para uma solucao 6tima em tempo polinomial para esses trés problemas.

Porém, no artigo original, nenhuma noticia foi dada a respeito dos problemas
de otimizacao correspondentes visando solugoes boas que nao fossem 6timas obtidas em
tempo polinomial. Nem mesmo estes problemas de otimizacao foram definidos.

Quando os problemas nao podem ser resolvidos em tempo polinomial com base
no tamanho n da entrada, e exigem tempo exponencial ou até fatorial, o valor de n
nao precisa ser muito elevado para tornar inviavel o tempo de execucao do algoritmo.
Por exemplo, se um algoritmo requer n! passos para resolver um problema, considerando
n = 25, mesmo com um computador capaz de realizar 1 bilhao de operagoes por segundo,
ainda levaria milhGes de anos para chegar a solugao. Muitas composicoes do periodo
romantico, predominante no século XIX, incluiam orquestras com até 20 tipos diferentes
de instrumentos, totalizando cerca de uma centena de instrumentos ao todo. Ainda antes
desse periodo, a composicao Spem In Alium de Thomas Tallis (Pode ser escutada no
Youtube), escrita no século XVI, foi criada para um coro com 40 vozes distintas [20].

Nessa dissertacao, semelhantemente ao que foi motivado pelo problema do ciclo
Hamiltoniano, nés analisamos os problemas de decisao de Demaine e Moses, obtendo
versoes de decisao gerais correspondentes que se estendessem naturalmente para as ver-
soes de otimizagao e parametrizadas dos problemas originais. Essas versoes de decisao
gerais, ampliaram os conjuntos de instancias dos problemas originais, as quais também
fornecemos provas de NP-completude. Essas provas sao justificadas porque os problemas
NP-completos que escolhemos transformar, tem propriedades algoritmicas fundamentais
que permitiram descrever os comportamentos de aproximagao ou de nao aproximacao e
de parametrizacao para os problemas objeto considerados.

As relagoes entre os 6timos das instancias dessas transformacoes permitiram provar
que os trés problemas de otimizacao sao MAXSNP-dificeis e que portanto nao admitem um
algoritmo de aproximacao para todo € > 0, a menos que P=NP. Foi também mostrado que

os problemas ARRANJO CONSONANTE GERAL e VELOCIDADE DE TRANSIQAO LIMITADA


https://www.youtube.com/watch?v=iT-ZAAi4UQQ
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GERAL sao W[1] dificeis, o que significa que ndo admitem nenhum algoritmo tratével por
parametro fixo. Um dos problemas — o de limitagdo de notas simultaneas nao admite
nenhum algoritmo aproximativo A com razao de aproximacao R4 < n'~¢, porém, quando
esse problema é restrito a instancias onde cada pauta s6 pode tocar simultaneamente
com no maximo outras 4, uma boa noticia é dada: de existir um algoritmo tratavel por
parametro fixo no tamanho k da solugao.

Nosso trabalho também propde dois novos problemas de decisao que infelizmente
também provamos serem NP-completos: k~-ARRANJO e PREENCHIMENTO POR INSTRU-
MENTOS. A segunda mé noticia é que o problema k-ARRANJO é paraNP-completo, isto é,
é NP-completo mesmo quando o parametro k do tamanho da solucao é fixado em k > 3.
No6s damos uma boa noticia para o problema PREENCHIMENTO POR INSTRUMENTOS exi-
bindo um algoritmo tratavel por parametro fixo no parametro 7 — o nimero maximo de

instrumentos que toca em cada tempo.

O roteiro da dissertagao

No primeiro capitulo deste trabalho, temos as defini¢bes necessarias para o enten-
dimento de teoria musical basica que sera usada nos problemas computacionais trabalha-
dos, defini¢goes de grafos que serao utilizadas para trabalharmos nos problemas estudados
e defini¢oes sobre complexidade de problemas de decisao polinomiais, ndo-deterministico
polinomiais, problemas de otimizagao, algoritmos de aproximacao e problemas parame-
trizados.

No segundo capitulo, faremos uma breve revisao bibliografica com trabalhos sobre
problemas combinatérios na musica. Apresentamos também uma revisao mais aprofun-
dada do capitulo de livro de Demaine e Moses [1] que apresentaram os trés problemas
originais do ARRANJO CONSONANTE, LIMITAGAO NO NUMERO DE NOTAS SIMULTANEAS
e LIMITAQAO NA VELOCIDADE DE TRANSIQAO.

No terceiro capitulo nos formalizamos as versoes generalizadas dos trés problemas

originais de Demaine e Moses [1] e introduzimos as seguintes versdes de maximizagao:

¢ MAXIMO ARRANJO CONSONANTE (MAXARRCON) que tem o objetivo de determinar
um arranjo com o maior nimero de compassos sem nenhum intervalo dissonante e
com no minimo p% das notas em cada tempo de uma partitura de entrada. Provamos
que MAXARRCON é MAXSNP-dificil a partir de uma L-reducao de MAX3SAT; para
MAXARRCON.

¢ MAXIMO NUMERO DE PAUTAS COM NUMERO LIMITADO DE NOTAS SIMULTANEAS
(MAXjSIM) que tem o objetivo de determinar a maior quantidade de pautas que

podemos ter em um arranjo com no minimo p% das notas originais em cada tempo
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e no maximo j notas simultdneas. Provamos que MAXjSIM é nao aproximavel por
um algoritmo polinomial A com R4 < n® para todo £ > 0 e que MAXjSIMA4 a
versao de MAXjSIM cujas instancias satisfazem que cada pauta toca no maximo
com 4 outras pautas, ¢ MAXSNP-dificil com uma L-reducao a partir de MAXIMO
GRAU 4 CONJUNTO INDEPENDENTE. Nés provamos que MAXjSIMA4 é FPT em A

e em k da solucao.

¢ MAXIMA VELOCIDADE DE TRANSIGAO LIMITADA (MAXVTL) que tem o objetivo de
determinar o maior nimero de compassos em um arranjo com no minimo p% das
notas da musica original em cada tempo e com nenhuma transicao entre nota ou
acorde com menos de t tempos. Provamos que MAXVTL é MAXSNP-dificil a partir
de uma L-reducao a partir de MAX3SATs3.

No quarto capitulo introduzimos dois novos problemas de decisdo de arranjo musical,

considerando outros exemplos praticos de arranjos especificos:

e ARRANJO PARA k INSTRUMENTOS que dada uma partitura H com n instrumentos,
pergunta se existe uma particio H = {A;,..., A}, tal que se H; e H; € A; tocam
ao mesmo tempo, entao nesse tempo ou as notas de H; estao contidas nas notas de

H; ou as notas de H; estao contidas nas notas de H;.

¢ PREENCHIMENTO DE TEMPOS POR INSTRUMENTOS - (PRE-INST) que dada uma
partitura H com n instrumentos, pergunta se existe um arranjo H' C H com no
méaximo |H'| = k instrumentos, tal que em cada tempo nao silencioso de H existe

uma nota que é tocada por algum instrumento de H'.

Provamos que os problemas k-ARRANJO e PRE-INST sdo NP-completos. Além disso,
mostramos que k-ARRANJO é paraNP-completo, ou seja, permanece NP-completo mesmo
quando o parametro k£ do tamanho da solucao, ¢ fixado em k > 3. Também exibimos
um algoritmo de complexidade tratavel a parametro fixo para PRE-INST com respeito ao
parametro 7 — o nimero maximo de instrumentos que toca em cada tempo.

Na Tabela 1 apresentamos um sumaério de nossos resultados, cujos espacos em azul
sao resultados de Demaine e Moses [1] e em preto os dessa dissertagdo. Alguns resultados
desse trabalho (Teorema 4.1.1 e Teorema 4.2.1) ji foram publicados [21] nos Anais do
Encontro de Teoria da Computacao’2024.

No capitulo final nés apresentamos nossas conclusoes com todos os resultados ob-

tidos, com a previsao de trabalhos futuros.



Tabela 1 - Sumaério dos resultados da literatura e da dissertagao

instrumento

(Teo. 4.2.2)

Problema P NP-completo Aproximagao Parametrizagio
W/1]-dificil
ARR-CON 4 EATP a no tamanho k
S =0,1 0<p<l1 5
,f[ Pf ; 1, e ] P menos que da solugao
[H|=1[1] P=NP. (Teo 3.1.6)
(Teo 3.1.4)
Nao FPT em A eem k
g 0.1 aproximavel para instancias
e = 0,1,
(p }; L) o com M = (H,0,1,k).
SIM-j-NOTAS gt . Ra <nl—e¢ (Teo 3.2.8)
(b > 3) para | g<p< Lo
j=1 ] J a menos
[1] que P=NP W(1]-dificil em k
(Teo 3.2.7) (Cor 3.2.1)
FPT em A e em k
. 5-aproximativo instanci
y j para instancias
SIM-j-NOTASA4 Se p = 0,1, 0<p< e (Teo 3.2.5) M = (,0,1, k).
> +1) € # EATP a me- T ;’)2787
(p > é) para nos que P=NP. (Teo 3.2.8)
j=1 (Teo 3.2.4)
W{1]-dificil
VL 4 BATP a no tamanho k
plz 0,1 01< p<l1 menos que da solugao
(1] (1] P=NP. (Teo 3.3.4)
(Teo 3.3.2)
Nao
aproximavel paraNP-dificil
k12 £ 2 com no tamanho
k-ARRANJO - > Ry <nl—¢ k,k>3
(Teo 4.1.4) (Teo 4.1.1) - -
a menos da solugao
que P=NP (Cor 4.1.1)
(Teo 4.1.3)
k constante O(logT), FPT no
ou No minimo 2 onde T é o parametro
PRE-INST em cada instrumentos ntmero de tempos Te
) tempo tocando. nao silenciosos no tamanho
no maximo 1 (Teo 4.2.1) da entrada. k da Solucao

(Teo 4.2.3)

Legenda: Tabela com o estado-da-arte da complexidade de tempo de arranjos

musicais. Representamos em azul os resultados da literatura, em

preto os resultados da dissertagao.
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1 DEFINICOES

Nesse capitulo apresentamos as defini¢oes, conceitos utilizados bem como os pro-

blemas de decisao e otimizacao estudados.

1.1 Definicoes Musicais

Nesta segdo, vamos passar por definicdes importantes para a compreensao dos
problemas trabalhados.

A partitura, embora seja fundamental para a notacao e preservacao da musica
no Ocidente, nao é capaz de capturar a totalidade da experiéncia musical. Ela registra
elementos técnicos como altura, ritmo e dindmica, mas nao consegue representar plena-
mente a expressividade, o timbre e as nuances interpretativas que sao essenciais para a
performance musical. Existem outras maneiras de transmissao musical que a notac¢ao
tradicional ocidental ndo abrange completamente. Assim, a partitura é uma ferramenta
que reflete uma abordagem cultural especifica.

Algumas defini¢des costumam ser mais abstratas, mas vamos considerar versoes

simplificadas para focar em alguns aspectos especificos.

Definicao 1.1.1 (Dicionario Aurélio [22]). Uma pauta musical na notag¢io ocidental, é
um sistema de cinco linhas horizontais, paralelas e equidistantes sobre e entre as quais se

escrevem as notas musicais. Uma partitura musical é uma cole¢io de pautas musicais.

Uma partitura é formada por pautas que representam os diferentes instrumentos
que tocam uma musica.

A posicao vertical de uma nota na pauta denota o quao grave ou aguda (baixa
ou alta respectivamente) e a posi¢do horizontal representa a ordem em que as notas sao
tocadas da esquerda para a direita. Na Figura 8 temos um exemplo de partitura com
quatro pautas musicais.

A posicao vertical de uma nota denota o quao grave ou aguda ela é, mas as pautas
nao tem uma posicao fixa universal para cada nota, para isso servem as claves, elas definem
um parametro apontando onde uma nota especifica é posicionada na pauta e a partir dela
as outras notas vao estar a uma distancia especifica. As ainda mais usadas hoje em dia,

sao a Clave de Sol (), que é usada para instrumentos ou vozes mais agudas, a Clave de

Do ( |B) e a Clave de Fa (9:), que é usada para instrumentos ou vozes mais graves.

Defini¢ao 1.1.2 (Dicionério Aurélio [22]). Uma clave musical é um sinal no principio da

pauta, para determinar o nome das notas e o grau de elevagdo delas na escala dos sons.



Figura 8 - Exemplo de uma partitura com quatro pautas
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Legenda: Partitura com um violino, um violoncelo, e um piano, (repare que o piano é
representado por duas pautas, porque pode tocar muitas notas simultaneamente
e com intervalos maiores que apenas 5 linhas da pauta de distancia). No piano,
além das notas, temos também os simbolos das diferentes duragoes de siléncio
(pausas).

Fonte: O autor, 2024.

Figura 9 - Claves Musicais
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dé2 ré2 mi2 fa2 sol2 142 si2  dé3

Legenda: Duas pautas musicais, a primeira com a clave de Sol, indicando que a nota Sol 3 se posiciona
na quarta linha (de cima para baixo) e clave de F4, que indica o F4 2 na segunda linha.
Fonte: O autor, 2024.
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Definig¢ao 1.1.3. /23] O tempo na misica é o pulso basico subjacente d misica mensural,
ou seja, a unidade temporal de uma composicio. E o tempo reqular ou padrio de tempo

que serve como referéncia para a duracdo das notas e pausas.

Definicao 1.1.4 (Diciondrio Aurélio [22]). O compasso € uma unidade métrica formada

de tempos agrupados em porgoes iguais.

O compasso na misica serve para organizar o tempo em unidades regulares, faci-
litando a leitura e execucao da musica. Ele também estrutura o ritmo ao definir quantos
tempos cada compasso contém, conforme indicado pela assinatura de tempo. Isso permite
que musicos toquem juntos de forma sincronizada e que ouvintes acompanhem a miusica

mais facilmente.

Definicao 1.1.5. As figuras ritmicas na maisica sao cada um dos sinais graficos que in-
dicam a duracao de uma nota ou de uma pausa. Na Figura 10, cada um dos simbolos
com o nome abaizo (Semibreve, Minima, Seminima, Colcheia, Semicolcheia, Fusa e Se-
mifusa) € uma figura ritmica que representa uma dura¢io de nota diferente. Da mesma
maneira, também existem figuras ritmicas que representam diferentes duragoes para as

pausas, conforme exemplificado na Figura 11.

Uma figura ritmica nao define a duracao em segundos de uma nota, ela tem uma
duragao de tempo relativa. O que define a quantidade de tempos por minuto, ou BPM (ba-
tidas por minuto), é o andamento da musica, como Adagio(60BPM), ou Allegro(120BPM),

mas nao serao usados andamentos neste trabalho.

Figura 10 - Nomes das figuras ritmicas que representam as notas
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Semibreve Minima Seminima Colcheia  Semicolcheia Fusa Semifusa

Legenda: Figuras ritmicas das pausas e seus respectivos nomes em ordem de duragao
decrescente: Semibreve, Minima, Seminima, Colcheia, Semicolcheia, Fusa e
Semifusa. Cada figura ritmica possui metade da duracdo da figura ritmica
anterior (por exemplo, a Seminima dura metade de uma Minima, que, por sua
vez, dura metade de uma Semibreve).

Fonte: O autor, 2024.

Definicao 1.1.6. Uma féormula de compasso € composta por dois valores, representada
da sequinte maneira: b. O valor a (valor superior) apresenta quantos tempos o com-
passo dura, o valor inferior b (valor inferior) apresenta qual a figura ritmica é usada para
representar o tempo, sendo 1=Semibreve, 2=Minima, 4/=Seminima, §=Colcheia, 16=Se-

micolcheia, 32=Fusa, 64=Semifusa.
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Figura 11 - Nomes das figuras ritmicas que representam as pausas

I I I I | Y] I
I - I ¥ 1 L7 I a7 | - |
I I 3 I i I a | - |
I I I I 7 1 1

~1tieleal

Semibreve Minima Seminima Colcheia  Semicolcheia Fusa Semifusa

Legenda: Figuras ritmicas das pausas e seus respectivos nomes (Homonimos aos nomes das
notas) em ordem de duracio decrescente: Semibreve, Minima, Seminima,
Colcheia, Semicolcheia, Fusa e Semifusa. Cada figura ritmica possui metade da
duragdo da figura ritmica anterior.

Fonte: O autor, 2024.

Figura 12 - Exemplo de duracdo de compassos e figuras ritmicas.
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Legenda: Quatro compassos totalmente preenchidos por notas. Repare que no compasso 1
cabe uma Semibreve, duas Minimas, quatro Seminimas e oito Colcheias.
Fonte: O autor, 2024.

Dessa maneira, o compasso % ¢ formado por trés tempos e cada tempo dura uma
seminima.

Nessa dissertagao, o problema VTL é o Unico que utiliza a defini¢do de compasso,
portanto, com a excecao do problema VTL, cada compasso tera um unico tempo. Por

isso, nao usaremos a palavra compasso, mas sim a palavra tempo com o mesmo sentido.

Definicao 1.1.7. As notas musicais representam convencionadamente as alturas relativas

dos sons produzidos por alguma fonte.
Definicao 1.1.8. Uma escala € uma sequéncia de notas com distancias relativas definidas.

As alturas das notas formam um espectro sequencial, as quais podem ser seleciona-
das a partir de suas frequéncias, que por sua vez se encontram, em um dominio continuo.
As escalas musicais permitem que as notas e as distancias entre elas sejam tratadas em
uma convenc¢ao de maneira discreta, simplificando a reproducao musical e facilitando a
pratica em conjunto.

Na misica ocidental convencionou-se ao longo do tempo o uso de 12 notas: (do,
do* (do sustenido) ou 1é&” (ré bemol), ré, ré* (ré sustenido) ou mi’ (mi bemol), mi, f4, fa*
(fa& sustenido) ou sol’” (sol bemol), sol, sol* (sol sustenido) ou 14” (14 bemol), 14, 1a¢ (14

sustenido) ou si’

, si), cuja sequéncia chamamos escala cromdtica. Representamos essas
notas na pauta da Figura 13. As sete notas naturais, sem bémol ou sustenido, tiveram
seu uso estabelecido no periodo medieval (entre os séculos IX e XII) e as notas alteradas
(bémol, sustenido) tiveram maior uso a partir do periodo barroco (do século XVII até

metade de XVIII) [24]. Convengdo essa que iremos usar ao longo dessa dissertagao.



Figura 13 - Escalas Cromaticas em sequéncia

La#2 D63 Ré3  Mi3 Fa#3 Sol#3 La#3 Do4] Re4 Mid Fa#d Sol#d4 La#4
Si Da#3 Reé#3 Fa3  Sol3 La3  Si3 o#4  Reé#4 Fad  Sol4  La4 Sid

Legenda: Exemplo de pauta com sequéncia de 26 notas, semitom a semitom,
comecando do 14f2 e terminando no si4, totalizando duas escalas
cromaticas mais duas notas. Um quadrado vermelho destaca um
exemplo de escala cromética completa.

Fonte: O autor, 2024.

Figura 14 - Tabela e grafo da escala de notas musicais
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Legenda: Tabela com cifras na coluna esquerda e as respectivas notas que elas
representam na coluna direita. Junto a isso, no lado direito da
figura, temos o grafo da escala musical com 12 vértices
representando as notas, onde os vértices que sao adjacentes estao a
um ou onze semitons de distancia (dependendo da oitava, por
exemplo, si2-d63 é 1 semitom, si3-do3 sdo 11).

Fonte: O autor, 2024.

25
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Defini¢ao 1.1.9. Um semitom, é a menor ! distancia entre duas notas nas escalas tonais

e cromdticas.

Por exemplo, as notas mi3 e fa3 estao a distancia de um semitom, assim como d63
e dot3 (do sustenido 3).

Definicao 1.1.10. Um intervalo é a distancia entre duas notas simultdneas ? e é contada

em semitons.

Por exemplo, o intervalo entre d6 e mi é de 4 semitons, o intervalo entre ré e sol é

As primeiras escalas musicais datam da Grécia Antiga e sdo necessarias para tocar
multiplos instrumentos simultaneamente [25]. Elas sdo construidas para maximizar o
numero de combinacoes de tons que, tocados simultaneamente ou em sequéncia, soam
harmoniosos [26]. A escala que é mais amplamente utilizada até hoje é a escala tonal,
em seus modos maior e menor. Nao iremos nos aprofundar em definigoes da escala tonal
para fins de objetividade, uma vez que ela nao sera usada neste trabalho. Para mais facil
enumeracao das notas e formalizacao matematica, trabalharemos com a escala cromatica,

como a demonstrada na Figura 13.

Defini¢ao 1.1.11 (Dicionario Aurélio [22]). Consonéncia € o conjunto agraddvel de sons

ou afinidade entre os sons.

Em 2003, Bibby [2] observou que a consonancia é tanto um critério psicoldgico e
subjetivo quanto fisico. Em termos fisicos, quanto mais baixos forem os inteiros da razao
da frequéncia do intervalo de um par de notas, mais consonante é o som. Por exemplo,
um intervalo de quinta (duas notas com 7 semitons de distancia entre elas, como d63 e
sol3) é considerado fortemente consonante ja que a razao entre as frequéncias das notas é
de aproximadamente 2 : 3. Um intervalo ainda mais consonante é o da oitava (com duas
notas com 12 semitons de distancia, por exemplo sol3 e sol4), com razao de 1 : 2. Por
ultimo, o intervalo mais consonante possivel é o unissono, com duas notas iguais tocando
simultaneamente com a menor razao de inteiros possivel 1 : 1.

Definimos como ¢ o intervalo entre duas diferentes notas, um intervalo de quinta

7 5

, um intervalo de quarta (5 semitons) é i°, um intervalo de segunda

2

(7 semitons) ¢é i
maior (2 semitons) é i*, e assim por diante. Existem discussoes sobre a consonincia dos
intervalos [27], mas neste trabalho consideramos o conjunto dos intervalos consonantes: O
unissono (0), a ter¢a menor (3), terca maior (4), quarta justa (5), quinta justa (7), sexta

menor (8), sexta maior (9) e oitava (12), {4°,43,4*,45,47,4%,4°} + 12n,n € Z. O conjunto

I Existem musicas que trabalham com microtons, que sdo distdncias menores que um semitom, mas nao
trabalharemos com microtons.

2 Existem intervalos entre notas ndo simultdneas também, mas ndo serdo considerados neste trabalho.
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dos intervalos dissonantes é o complemento, a segunda menor, segunda maior, quarta
aumentada, sétima menor e sétima maior, respectivamente {i', 42,19, 4% '} +12n,n € Z.
A Tabela 2 mostra os intervalos e consonancias entre as notas. Nesse trabalho, atribuimos
um valor inteiro a cada nota da seguinte forma: dé = 0+ 12n,1éb = 1 + 12n,1ré =
2+ 12n,...,si = 11 + 12n, onde n é a oitava considerada. O par de notas {x,y} é
consonante se |r —y| = 0,3,4,5,7,8,9(12), caso contrario (z,y) é dissonante. Para a
conveniéncia do leitor, nés oferecemos uma Tabela 2 com cada nota e os respectivos pares

de notas dissonantes.

Tabela 2 - Tabela com notas musicais e seus intervalos.

dé réh ré mip | mi fa | solp | sol lab 14 sib si
do 1 2 6 10 11
réh 1 1 2 6 10
ré 2 1 1 2 6
mib 2 1 1 2 6
mi 2 1 1 2 6
fa 2 1 1 2 6
solb 6 2 1 1 2
sol 6 2 1 1 2
14b 6 2 1 1 2
14 6 2 1 1 2
sib 10 6 2 1
si 11 10 6 2 1

Legenda: Tabela com os intervalos contados pela quantidade de semitons entre as notas. Cada elemento
da tabela mg, é um nimero que representa mg, = |a —b| mod 12. Essa tabela pode ser
usada da seguinte maneira, em sua primeira linha: a nota dé é consonante com as notas: dé,
mib, mi, f4, sol labs e 14, e a nota dé é dissonante com as notas: réb, ré, solb, sib, e si. Os
nimeros verdes representam os intervalos consonantes e os vermelhos, os dissonantes.

Fonte: O autor, 2021.

Mesmo miusicas simples normalmente contém alguns intervalos dissonantes, como

na Figura 16, que exibe o trecho inicial de uma pecga para coral de J.S. Bach.

Defini¢ao 1.1.12 (Dicionario Aurélio [22]). Um arranjo de uma misica é uma modifica-

¢ao da mausica, quer seja na instrumentacao, ou na distribuicao dos instrumentos.

Para os fins dessa dissertagao, todos os arranjos considerados serdo formados por

um conjunto de pautas, subconjunto de uma partitura original.
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Figura 15 - Relagbes intervalares

e

H1

I I I I

o T 1
St SioSioSi

o

Si SibLaLab

Legenda: 2 Pautas com um compasso i, notas sendo tocadas
simultaneamente nos 4 tempos, formando os intervalos 0, 1, 2 e 3
respectivamente. Os intervalos consonantes da cor verde (0 e 3) e os
intervalos dissonantes da cor vermelha (1 e 2).

Fonte: O autor, 2024.

Figura 16 - Trecho exemplo de dissonancia

Ich Will Hier Bei Dir Stehen
J.8. Bach
’a Ilﬂ Jl= 8(\) I I ]I I I I IIJ. r 1
Soprano :%" I-.E - i II. be a = i a} = l!' E i = il —* l!' i
a llﬂ F A | I ! | |\ 2 \ I !2\\ I el \\\ !‘ [ — 1 |
comeat | e e e e
10
- prbr LI l.|1 LI l | |)/ I ! Ll | .ls I !1.Xm .\.2 12 / 1
oo %"va % e e 77— = > roor Ee o] o
I | E NV /e

WMo === == ==

~ j L 1 —

Legenda: Primeiros 4 compassos de “Ich Will Hier Bei Dir Stehen”, da missa “Paixdo segundo
Sao Mateus, BWV 244” de Johann Sebastian Bach com linhas verdes indicando
intervalos consonantes e linhas vermelhas indicando intervalos dissonantes. A distancia
em semitons de todos os pares de notas dissonantes (com linhas vermelhas), é indicada
por niimeros vermelhos, como os dispostos na Tabela 2.

Fonte: ‘O autor, 2024".
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1.2 Grafos

Ao longo da dissertagao, utilizaremos grafos principalmente em redugoes de difi-

culdade. Por conta disso, apresentamos nesta secao as defini¢bes pertinentes.

Defini¢ao 1.2.1. Um grafo G = (V, E) é um dupla, onde V consiste em um conjunto
finito ndo-vazio de vértices e E é um conjunto de arestas formado por pares nao ordenados

de distintos elementos de V.

Utilizaremos a notacao n = |V| e m = |E| e denotamos e = {u,v} por uv. Um
grafo pode ser visualizado através de uma representagao geométrica, na qual seus vértices
correspondem a pontos distintos do plano em posigoes arbitrarias, enquanto que a cada

aresta vw é associada uma curva arbitraria unindo os pontos correspondentes a v e w [28].

Definicao 1.2.2. Se e = uv € E é uma aresta, entdo e conecta u e v. Os vértices u e
v sao chamados de extremidades de e, entdo u e v sdo ditos serem vértices adjacentes.

Também denotamos V(G) pelo conjunto de vértices de G.

Figura 17 - Exemplo de representacao de um grafo

Legenda: Grafo G = (V, E), V = {v1,v2,v3,v4,05} €
E = {v1v2, v1v3, 0105, 0203, V204, V25, U3Vs, V4Vs |
Fonte: O autor, 2024.

Defini¢ao 1.2.3. Uma k-coloracao de vértices de um grafo G = (V, E) é uma atribuicio
f:V = {1,...,k} de k cores em {1,...,k} para os vértices de G. Uma k-coloragio

propria nao tem 2 vértices adjacentes com a mesma cor.

Defini¢ao 1.2.4. Um hipergrafo é um par H = (V, E) onde V' é um conjunto finito nao
vazio e EJ € uma colegdo de conjuntos nao vazios de V. O tamanho mdxzimo de uma aresta

T=7(H) de H=(V,E) € o maior nimero de vértices contido em uma aresta de H.
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1.3 Complexidade

Nesta secao consideramos as classes de complexidade P e NP. Exploraremos a
distingao entre problemas em P e NP. Essas defini¢oes e discussoes servirao como base para
a compreensao de questoes mais avancadas relacionadas a complexidade computacional e

a resolucao eficiente de problemas computacionais.

Definigao 1.3.1. Um problema de decisao Il = (D, Q) é formado por uma entrada D e
uma pergunta Q, relacionada a D, cuja resposta é SIM ou NAO.

s

Definicao 1.3.2. Para um problema de decisio, um certificado para a resposta “SIM” é

a prova que a resposta para a perqunta do problema € sim.

Por exemplo, o problema do CICLO HAMILTONIANO pergunta se dado um grafo
G = (V, E) existe um ciclo que passa por todos os vértices do grafo. Um certificado para
a resposta SIM do problema, é um subgrafo de G' que é um grafo ciclo e contém todos
os vértices de G. Na Figura 17 temos o exemplo de um grafo G e na Figura 18 temos o
exemplo de um certificado para a resposta SIM de CICLO HAMILTONIANO considerando

a instancia G.

Figura 18 - Exemplo de ciclo Hamiltoniano

U
I4

Legenda: Certificado para a resposta SIM de CICLO
HAMILTONIANO considerando a instancia G da
Figura 17.

Fonte: O autor, 2024.

Definigao 1.3.3. Seja A um algoritmo que resolve um problema de decisdo. O tempo de
execugao de A é uma fungao f: N — N, onde f(n) é o nimero mdximo de passos que A

usa em qualquer entrada de tamanho n.
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Definicao 1.3.4. Seja t : N — N uma funcao. A classe de complexidade de tempo,
TEMPO(t(n)), é definida como TEMPO(t(n)) = {Il | IT é um problema decidido por

um algoritmo em tempo O(t(n)).

Definicao 1.3.5. A Classe Polinomial P € a classe de problemas de decisao decidiveis em

tempo polinomial por um algoritmo. Em outras palavras, P =) TEMPO(n").
k

Definigao 1.3.6. A classe Nao-deterministica tempo Polinomial (NP) é composta por
problemas de decisao para os quais, dado um certificado para a resposta SIM, € possivel

verificar sua validade em tempo polinomial por um algoritmo deterministico.

Definicao 1.3.7 (Szwarcfiter [28]). Dado um par de problemas de decisao I, = (D1, Q1),
I, = (D2, Q2), uma transformagao polinomial de I1; em Ily é uma fungio f: Dy — Do,

tal que as sequintes condigcoes sao satisfeitas:
1. f é computada em tempo polinomial, e

2. Para toda instincia Iy € Dy do problema I1; tem-se: 111 (11, Q1) possui resposta SIM
se e somente se Ia(f(I1),Q2) possui resposta SIM.

Redugao polinomial é outro nome comumente usado para descrever uma trans-
formacao polinomial. Denota-se II; oc Il; para indicar que existe uma transformacao
polinomial de II; em IIs.

Transformagoes polinomiais sdo fundamentais para a compreensao da complexi-
dade de problemas, pois permitem que sejam comparados em termos de NP-dififuldade.
Isso ajuda a mapear a paisagem de complexidade, identificando problemas para os quais
nao existem algoritmos eficientes de resolu¢ao, a menos que P = NP [29], e orientando

os esforgos de pesquisa e otimizagao em problemas computacionais.

Defini¢ao 1.3.8. Um problema de decisao 11 = (D, Q) é NP-dificil se todo problema
de decisao 11" € NP satisfaz que II' o< II. Um problema NP-dificil I é NP-completo se
I[Te NP.

Definicao 1.3.9. Gadget é uma estrutura da linguagem que simula varidveis e cliusulas
de formulas booleanas.
1.4 Aproximacao

Nem sempre ¢ possivel alcancar a melhor solu¢ao possivel para um problema em

tempo polinomial, devido a limitagoes de tempo, recursos ou complexidade. No entanto,
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Figura 19 - NP-Completude

NP NP-dificil

NP-completo

Legenda: Diagrama de Venn representando os conjuntos dos problemas NP
no lado esquerdo, NP-dificil do lado direito, e NP-completo na
intersecao.

Fonte: O autor, 2024.

uma solugao com custo préximo do custo do 6timo obtida em tempo polinomial pode ser
de interesse. Além disso, buscar uma solugao quase-6tima tende a ser significativamente
mais facil e menos dispendioso do que tentar obter uma solucao 6tima. Uma vez que a NP-
completude de um problema é estabelecida, somos motivados a explorar possibilidades que
sejam menos ambiciosas do que resolver o problema de forma exata, eficiente, em todas

as ocasioes [30].

Definicao 1.4.1. Dizemos que Il é um problema de otimizacao se para cada instancia x
de 11 existe um conjunto de solugbes viaveis F'(x), e para cada solu¢io s € F(x) temos o
custo ¢(s), um inteiro positivo. Seja I1 um problema de otimizagao e x € 11 uma instincia
de II. O problema 11 pode ser de dois tipos: de minimizacdo ou de maximizacao. A
solugdo de custo 6timo de uma instancia x de 11 é definida como a solu¢ao x que tem
custo OPTy(x) = mingepc(s) se Il € de minimizagio ou OPTn(x) = magsepz)c(s) se
IT é um problema de maximiza¢io. A solugao s € F(x) com ¢(s) = OPT(x) € a solugao
otima de x. Um algoritmo de aproximagao A para Il satisfaz que dada qualquer instancia
x € II, retorna uma solugio vidvel A(x) € F(x) de custo c¢(A(x)). Dizemos que A é um

algorimo exato para I se para toda instancia x de II, OPTy(x) = c¢(A(z)).

Definicao 1.4.2. Dado II um problema de otimizacdo e € > 0. Dizemos que A € um

algoritmo e-aproximativo para II, ou que A é uma e-aproximacao para Il se para toda
c¢(A(z))—OPTr(x)

<ee.

instancia x € 11,
max {OPTH($)7C(A($))}

Teorema 1.4.1. Se A ¢ um algoritmo e-aprozimativo para Il e x € uma instancia de 11,

|OPTy (z)—c(A(z))]
0P () < E

entao

Demonstragdo. Suponha que A é um algoritmo e-aproximativo para II. Entao pela defi-
e(4)-0PTi(w)

nicao, para toda instancia x € II, } < €. Analisamos 2 casos.

max {OPTH (x),c(A(z))
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1. Se II é de maximizacdo, entao |OPT3§§%;(CS‘(I))| <e.

|OPTn(x)—c(A(@))|  |[OPTu(x)=c(A(@))| ~

2. Se Il é de minimizacao, entao OPTh () c(A(z)) =€

]

Definicao 1.4.3. Dado um problema de otimizacdo 11. Um esquema de aproximacao
tempo polinomial (EATP) para I1 é um algoritmo A. que dada uma instincia x de 11

para cada € > 0 retorna uma c-aprorimacdao para 1.

Definicao 1.4.4. Dados dois problemas de otimizacio A e B. Dizemos que A L-reduz a
B se existirem dois algoritmos em tempo polinomial f e g e constantes positivas o e (3,

tal que para cada instancia I, de A, onde

1. O algoritmo [ produz uma instincia Ip = f(l4) de B, tal que OPTg(Ip) <
OéOPTA([A);

2. Dada qualquer solugdo vidvel sg de Ig com custo cg, o algoritmo g produz uma
solugdo sa de Iy com custo cy, tal que |cx — OPTA(I)| < Bleg — OPTg(1p)|.

Teorema 1.4.2. Se A L-reduz para B e B tem um EATP entao A tem um EATP.
Teorema 1.4.3. Se existe um EATP para um problema MAX-SNP-dificil, entdéo P=NP.

Teorema 1.4.4. Se P#ANP, A é MAX-SNP-dificil e A L-reduz para B, entdo nao existe
FEATP para B.

1.5 Complexidade Parametrizada

A Complexidade Parametrizada objetiva considerar problemas computacionais,
analisando a complexidade nao apenas em funcao do tamanho da entrada, mas tam-
bém em funcao de outros parametros da instancia. Nesta secao destacamos as defini¢oes

fundamentais relacionadas a Complexidade Parametrizada.
Definicao 1.5.1. Alfabeto € um conjunto finito ndo vazio.

Definicao 1.5.2. Um problema de decisao parametrizado II é um conjunto de instancias
contido em ¥* X N para algum alfabeto finito ndo vazio ¥ e (x, k) é uma instancia de II,
onde x € a parte principal e k o parametro e o conjunto de instancias é particionado no

subconjunto de instancias SIM e no subconjunto de instincias NAO para I1.
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Definicao 1.5.3. Sejam A e B problemas parametrizados, dizemos que A reduz para
B por uma redugao parametrizada padrao se houver funcoes computdveis f,g e uma

C

constante ¢, tal que g(k) > k', a instancia (2, k") é construida em tempo f(k) - |z|¢ e

(x,k) € uma instancia SIM de A se e somente se (', k') é uma instancia SIM de B.

Definicao 1.5.4. Um problema parametrizado A € tratavel por parametro fixo se existe
um algoritmo que decida se a entrada (x, k) € uma instancia SIM de A em tempo f(k)n®,
onde n = |x|, a é uma constante (independente den e de k) e f é uma fungdo computdvel

arbitraria.

Definicao 1.5.5. Um circuito booleano de decisdo consiste em portas de entrada, portas
de negacao, portas AND, portas OR e uma tinica porta de saida. O peso de Hamming

ou peso de uma atribuicdo é o numero de valores verdadeiros nas portas de entrada.

Quando utilizarmos portas logicas no trabalho, elas serao representadas como na

Figura 20.

Figura 20 - Portas Logicas

Entrada
. OR
(variavel) ®

Legenda: Desenhos de diferentes portas légicas: A porta de
entrada é a que possui a varidvel X; escrita dentro do
circulo. A porta OR tem A escrito dentro do circulo.
A porta AND tem V escrito e a porta NOT tem —
escrito dentro do circulo.

Fonte: O autor, 2024.

O problema de decisao associando o peso de um circuito é definido da seguinte

maneira:

PESO DA SATISFIABILIDADE DE UM CIRCUITO
Instancia: Um circuito Booleano C' e um inteiro positivo k.
Pergunta: Existe uma atribuicao de verdade de peso k, isto é com exatamente k valores

de verdade para as portas de entrada, que torna a saida verdadeira?

Definicao 1.5.6. A profundidade de um circuito é o comprimento mdximo de um cami-

nho desde uma porta de entrada até a porta de saida.
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Figura 21 - Exemplo de Circuito Booleano

Legenda: Exemplo de circuito booleano associado a férmula
dp=w@VarVy A(xVFGVz). Observe ue a férmula tem uma
atribuigao de verdade satisfativel f: {w,z,y,z} = {V,F} se e
somente se F' da saida V.

Fonte: O autor, 2024.

Na Figura 21 o circuito tem profundidade 4, porque onde o caminho passa pela
porta NOT, passando por quatro portas considerando a porta de saida. Na Figura 22b o

circuito tem profundidade 3, todos os caminhos tem comprimento 3.

Definigao 1.5.7. Uma porta é grande se tiver mais de 2 entradas. O entrelacamento de
um circuito é o numero maximo de portas grandes no caminho de uma porta de entrada

até a porta da saida.

Na Figura 21 temos um exemplo de circuito com entrelacamento 1, pois qualquer
caminho passa por exatamente uma porta grande (a porta OR). Na Figura 22b temos um
exemplo onde o entrelacamento ¢ 2, pois todos os caminhos passam por 2 portas grandes.

Existe uma versao particular do problema PESO DA SATISFIABILIDADE DE UM
CIRCUITO.

PESO DA SATISFIABILIDADE DE UM CIRCUITO COM ENTRELACAMENTO ¢

E PROFUNDIDADE h

Instancia: Um circuito Booleano C' com entrelacamento ¢ e profundidade h e um inteiro
positivo k.

Pergunta: Existe uma atribuicao de verdade de peso k, isto é com exatamente k valores

de verdade para as portas de entrada, que torna a saida verdadeira?
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Definicao 1.5.8. Um problema 11 estd na classe W[t] se houver uma constante h e
uma reducao parametrizada de 11 para o problema PESO DA SATISFIABILIDADE DE UM
CIRCUITO COM ENTRELACAMENTO ¢ E PROFUNDIDADE h.

Defini¢ao 1.5.9. Um problema de decisio parametrizado 11 é W t]-dificil se para cada
problema de decisao parametrizado 11, em WIt], hd uma redugao parametrizada de 11,
para I1. 11 é Wt]-completo se II € Wt] e 11 é W [t]-dificil.

Dado o problema de decisao CONJUNTO DOMINANTE.
CONJUNTO DOMINANTE
Instancia: Grafo G = (V, F) e inteiro positivo k.
Pergunta: G contém um conjunto dominante S C V' de tamanho |S| < k, isto é para
todo u € V ou u € S ou existe v € 9, tal que uv € E?

A Figura 22 descreve um circuito 16gico que mostra que o problema CONJUNTO DOMI-
NANTE estd em W[2].

Figura 22 - Exemplo de Circuito Booleano associado ao problema Conjunto

Dominante

(a) (b)

Legenda: A imagem (a) representa o grafo G = {V, E'}, com V = (v, v2, v3,v4,05) €
E = {(v1,v2), (v1,v3), (v1,v5), (v2,v3), (U3, v4), (Vg,v5)}. A imagem (b)
representa o circuito légico relativo ao problema CONJUNTO DOMINANTE
para a instdncia G. Veja que S C V é um conjunto dominante com |S| < k
para G se e somente se o circuito légico tem saida verdadeira se a entrada
tem uma atribuicdo com peso de Hamming no maximo k cuja porta de
saida tem valor V. Em particular, S é um conjunto dominante com
|S] < k se e somente se v; =V dando saida V.

Fonte: O autor, 2024.
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2 TRABALHOS RELACIONADOS

Neste capitulo, faremos uma revisao bibliografica de trabalhos relacionados ao tema
desta dissertagao, sobretudo ao capitulo fundamental de Demaine e Moses [1], que motiva,
a criacao dos novos problemas de decisao e aproximacgao, bem como dos resultados deles

provenientes.

2.1 Contextualizagdo de estudos matematicos de miisica

Fauvel et al. [31] investigam a relagdo entre musica e matematica ao longo da his-
toria com foco em afinacdo e temperamento. Discutem tépicos como a ciéncia do som
musical, a consonancia e como e quando estas foram desenvolvidas. Exploram as estrutu-
ras matematicas encontradas na misica, apontando padroes em composicoes. Finalmente,
dissertam, exemplificando com composi¢oes, sobre tépicos como microtons e composi¢ao
com fractais.

Ferreira e Machado [3] descrevem algoritmos utilizados para a composigdo musical,
desde os algoritmos criados antes do computador, como a utilizagdo de “cdnone” (que sdo
composigoes com miiltiplas vozes ou instrumentos em que uma melodia é imitada por um
ou mais musicos, come¢ando em diferentes momentos, de modo que a melodia original e
suas imitagoes sejam audiveis simultaneamente criando uma harmonia), repeti¢goes com
variagoes, dentre outras técnicas para auxiliar na criagdo musical, até os algoritmos que
vieram depois do computador, usando métodos estocasticos, deterministicos, cadticos (que
utilizam o principio do caos e fractais) e de inteligéncia artificial (algoritmos genéticos,
redes neurais e etc).

Toussaint [17] estudou técnicas e definiu uma nova medida para a igualdade entre
ritmos. Toussaint discutiu as vantagens da igualdade entre ritmos sobre medidas antigas
por discriminar entre linhas ritmicas. A igualdade entre os ritmos pode ser computada
de forma mais eficiente. Vérios problemas ritmicos em aberto sao discutidos.

Demaine et al. [19] estudaram as relagoes entre o algoritmo Euclidiano cldssico
e muitas outras areas de estudo, particularmente no contexto da musica e da geome-
tria de distancia. Especificamente, os autores mostraram como a estrutura do algoritmo
Euclidiano define uma familia de ritmos que abrange mais de quarenta linhas de tempo

(ostinatos) da musica tradicional mundial.



Figura 23 - Ostinatos

9 3 7 9 7 9 P 7

(a) Shiko (b) Son (¢) Soukous

8 ? g
(d) Rumba (¢) Bossa—Nova (f) Gahu

Legenda: Seis dos ritmos fundamentais africanos e latino-americanos demonstrados
no artigo, todos com a mesma soma de distancias geodésicas em pares; no
entanto, intuitivamente, o ritmo Bossa Nova é mais “uniforme” do que os
demais, ou seja, o intervalo de tempo entre as articulagbes tem a mesma
duracao.

Fonte: ‘Demaine, 2009’.
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2.2 A complexidade de tempo de arranjo musical

Demaine e Moses [1] consideraram o problema de decisdo onde é dada uma par-
titura de entrada formada por uma colecdo de pautas, indaga-se sobre a existéncia de
um arranjo formado por um subconjunto de pautas sujeito a algumas restricoes. Existem
as restricoes universais, que representam restricoes sobre arranjos musicais em geral e
existem as restrigoes especificas, as quais representam limitagoes para o artista que toca
o arranjo e podem ser diferentes para instrumentos diferentes ou artistas diferentes.

Sao consideradas duas restrigdes universais:

1. Cada parte individual, pauta, é incluida ou excluida inteiramente.

2. Em qualquer tempo, pelo menos p% (dado como entrada) das notas da partitura

da musica original precisam ser tocadas pelo arranjo formado.

Demaine e Moses trabalham com trés restrigoes especificas em trés problemas de decisao

diferentes:

o Nenhum par de notas sendo tocadas simultaneamente esta em dissonancia.

e O nimero de notas simultaneas no arranjo nao é maior que j, para uma constante

inteira 7 > 1 fixada.

e (Cada nota da partitura é tocada continuamente por pelo menos r tempos, r > 1
fixado. E em cada tempo do arranjo formado, nenhum par de notas em duas pautas

do arranjo é tocado simultaneamente.

A primeira restricdo universal, onde cada pauta é incluida ou excluida inteira-
mente, pode parecer muito limitante em adicdo com as restrigoes especificas. Mas a
divisdo de melodias em diferentes pautas torna os problemas menos restritivos [1] como é
demonstrado na Figura 31.

Demaine e Moses [1] classificaram alguns casos nos quais os 3 problemas associados
sao polinomiais e NP-completos.

Descrevemos formalmente os problemas de Demaine e Moses a seguir.

2.2.1 Problema do Arranjo Consonante

A dissonancia musical é estrutural e fundamental no estado-da-arte de muitas

composigoes importantes. Dessa forma, a obtencao de uma partitura contendo pautas
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sem dissonancias nao define, a principio, um método eficaz de produc¢do de uma musica
de exceléncia.

Recentemente, Demaine e Moses [1] em 2017 propuseram a construgao de arranjos
sem dissonancias. Os autores mostraram que o problema geral ¢ NP-completo e mostraram
diversos casos em que o problema podia ser resolvido em tempo polinomial.

Além do incremento tedrico ao estado-da-arte da literatura, o estudo da teoria dos
arranjos sem dissonancias, traz uma possivel aplicacao no paradigma de Demaine e Moses
como uma ferramenta para os arranjadores com a obten¢do de uma partitura sem disso-
nancias como ponto de partida para obtencao de uma sequéncia de outras composicoes
que introduzissem gradualmente as dissonancias.

Como um exemplo do mundo real da aplicacao do método apresentamos na Fi-
gura 24 uma partitura contendo um trecho de uma miusica de Pixinguinha e na Figura 25

um arranjo sem dissonancias obtido a partir da partitura original.

Figura 24 - Trecho de arranjo da musica Carinhoso como exemplo de instancia de
ARRANJO CONSONANTE
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Legenda: Trecho de um arranjo da musica “Carinhoso”, de Pixinguina como
instancia M com p = 50%. As linhas vermelhas indicam quais pautas tem
pares de notas dissonantes, significando que nao pode estar em um mesmo
arranjo. Os ntmeros vermelhos indicam a quantidade de semitons de
distancia entre os pares de notas dissonantes, como dispostos na Tabela 2.

Fonte: Site Musica Brasilis, acessado em 2024, disponivel em:

<https://musicabrasilis.org.br/partituras/pixinguinha-carinhoso>

No problema ARRANJO CONSONANTE [1] uma entrada consiste de uma partitura
com n pautas e um nimero p,0 < p < 100. A pergunta é se existe um arranjo formado

por uma colecao de pautas com as seguintes propriedades:

1. Cada parte individual, pauta, é incluida ou excluida na integra no arranjo.


https://musicabrasilis.org.br/partituras/pixinguinha-carinhoso

Figura 25 - Arranjo para a instancia M de ARRANJO CONSONANTE

41

~ 7 ; S
9 } >
Vin. 1 || Has?— t £ P fE + ! 1 T
S — ; | ‘ * .
—————T
A | | I
" A T T T
Vin. 2 gi? = T - = o f i £ t
E] ] - ‘ ‘ =
————T
A T T .
Cb. \EH—TF T f ] f = ] | }
e T I | I T A r 3
~ Ld £ L4 ————
— T ——

Legenda: O arranjo da instdncia M na Figura 24 com p = 50% seleciona as pautas
do violino 1, violino 2 e contrabaixo para o arranjo. Como todos os pares
de notas sdo consonantes e pelo menos 50% das notas de M sdo tocadas
em todos os tempos, o arranjo serve como um certificado para a resposta
SIM da instancia M de ARRANJO CONSONANTE

Fonte: Site Musica Brasilis, acessado em 2024, disponivel em:

<https://musicabrasilis.org.br /partituras/pixinguinha-carinhoso>

2. Em qualquer tempo, pelo menos p% notas da partitura da musica original precisam

ser tocadas.

3. Em qualquer tempo nenhum par de pautas tem notas dissonantes sendo tocadas.

A primeira propriedade estabelece que cada pauta deve ser inteiramente incluida
ou excluida do arranjo, enquanto a terceira exige que nao haja pares de notas dissonantes.
Isso implica que, se duas pautas tocam um par de notas simultaneas e dissonantes, basta
essa condicao para garantir que o arranjo nao possa conter ambas. Na Figura 24, é
apresentada uma partitura como instancia para o problema do ARRANJO CONSONANTE,
com linhas vermelhas indicando os pares de notas dissonantes, o que também mostra
quais pautas nao podem ser incluidas juntas no arranjo. Ja na Figura 25, é mostrado um

arranjo dessa instancia do ARRANJO CONSONANTE.

2.2.2 Problema da Limitagdo no Nimero de j Notas Simultaneas

O termo mizdrdia define uma mistura confusa de coisas variadas. A mixérdia
musical pode entao ser vista como uma mistura desorganizada de diferentes ritmos, notas,
ou intrumentos.

Um principio ingénuo para evitar a mixérdia musical é imaginar uma partitura que

em cada tempo tocam sempre um numero reduzido de notas.


https://musicabrasilis.org.br/partituras/pixinguinha-carinhoso
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Demaine e Moses [1] imaginaram a producgdo de arranjos na qual um conjunto
de pautas era selecionado em uma partitura de modo que em cada tempo somente um
numero limitado de notas era tocado. Em sua definicdo, os autores exigiam que pelo
menos um percentual das notas da partitura original fosse tocada em cada tempo de
modo a garantir a verosimilhanca com a partitura original. Os autores demonstraram
que, apesar do resultado desfavoravel, o problema geral ¢ NP-completo, embora tenham
mostrado alguns casos em que o problema pode ser resolvido em tempo polinomial.

Para a conveniéncia do leitor nés mostramos na Figura 26 uma aplicacao do método
com um trecho de uma partitura de uma musica de Pixinguinha e na Figura 27 um arranjo

obtido a partir da partitura original.

Figura 26 - Trecho de arranjo da musica Carinhoso como exemplo de instancia de
LIMITAGAO NO NUMERO DE NOTAS SIMULTANEAS
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Legenda: Trecho de um arranjo da musica “Carinhoso”, de Pixinguina como
instancia M com p = 30% e j = 3.
Fonte: Site Musica Brasilis, acessado em 2024, disponivel em:

<https://musicabrasilis.org.br/partituras/pixinguinha-carinhoso>

Na instancia M da Figura 26, temos p = 30% e j = 3. No primeiro tempo, como
p = 30%, pelo menos uma das duas pautas tocando deve estar presente no arranjo. No
ultimo tempo, onde sdo tocadas 8 notas simultaneas, o valor de j = 3 implica que apenas
algumas combinacoes de pautas podem ser escolhidas para o arranjo. A Figura 27 mostra
um dos possiveis arranjos obtido a partir da partitura original da Figura 26.

No problema LIMITAGAO NO NUMERO DE j NOTAS SIMULTANEAS [1] uma entrada
consiste de uma partitura com n pautas, um nimero p,0 < p < 100 e um inteiro 53 > 1.
A pergunta é se existe um arranjo formado por uma colecao de pautas com as seguintes

propriedades:

1. Cada parte individual, pauta, ¢ incluida ou excluida na integra no arranjo.


https://musicabrasilis.org.br/partituras/pixinguinha-carinhoso
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Figura 27 - Arranjo para a instancia M de LIMITAGAO NO NUMERO DE NOTAS
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Legenda: O arranjo da instancia M na Figura 26 com p = 30% e j = 3 seleciona as
pautas do violino 1 e violoncelo para o arranjo. Como em nenhum
momento sdo tocadas mais do que j notas simultaneas e pelo menos 30%
das notas de M sao tocadas em todos os tempos, o arranjo serve como um
certificado para a resposta SIM da instancia M de LIMITAGAO NO
NUMERO DE NOTAS SIMULTANEAS

Fonte: Site Musica Brasilis, acessado em 2024, disponivel em:

<https://musicabrasilis.org.br/partituras/pixinguinha-carinhoso>

2. Em qualquer tempo, pelo menos p% notas da partitura da musica original precisam

ser tocadas.

3. Em cada tempo o nimero de notas simultaneamente no arranjo nao é maior que j.

2.2.3 Problema da Velocidade de Transicao Limitada

Arranjadores frequentemente levam em consideragao a praticidade de seus arranjos.
A inclusao indiscriminada de muitas notas pode tornar o arranjo extremamente dificil ou
até mesmo impossivel de ser executado no instrumento escolhido.

O problema da limitacao na velocidade de transicao em arranjos musicais surge
quando se busca controlar nao apenas a inclusao de pautas, mas também a introducao
das notas. Esse problema é pensado para um cenario onde a musica original inclui varias
pautas, representando diferentes instrumentos, e o arranjo ¢é feito para apenas um ins-
trumento (ainda que com multiplas pautas). Isso pode gerar dificuldades, pois a adi¢ao
de diversas pautas para um tunico instrumento pode tornar a execuc¢ao inviavel, devido a
velocidade necessaria para o instrumento tocar todas as notas do arranjo.

Demaine e Moses [1] propoem uma solucao para evitar esse problema, que consiste
em estabelecer, além de um percentual minimo das notas da partitura original a serem

tocadas, um valor minimo t para a duragao de uma nota ou acorde tocado isoladamente.


https://musicabrasilis.org.br/partituras/pixinguinha-carinhoso
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Esse valor t impede que muitas notas sejam tocadas em rapida sucessdo no arranjo por
um unico instrumento, evitando assim que a execuc¢ao se torne impraticavel.

Para ilustrar o método, mostramos na Figura 28 um trecho de uma partitura de
uma composicao de Heitor Villa-Lobos. Na Figura 30, apresentamos um arranjo obtido

a partir dessa partitura original.
No problema VELOCIDADE DE TRANSIGAO LIMITADA [1] uma entrada consiste de

um inteiro positivo j > 1 e uma partitura com n pautas, na qual cada nota ¢ tocada
continuamente em pelo menos j tempos e um percentual p,0 < p% < 1. A pergunta é se

existe um arranjo formado por uma colecao de pautas com as seguintes propriedades:

1. Cada parte individual, pauta, é incluida ou excluida na integra no arranjo.

2. Em qualquer tempo, pelo menos p% notas da partitura da musica original precisam

ser tocadas.

3. Nenhuma nota comeca a ser tocada durante a duracao t de outra nota.

Figura 28 - Trecho de arranjo da musica “~“Trenzinho do Caipira”, como exemplo de

instdncia de LIMITAGAO NA VELOCIDADE DE TRANSIGAO

Piano

GO
fa
3111

Piano 2

Legenda: Trecho de um arranjo da musica “Trenzinho do Caipira”, como instancia
M comp=30%et=1.
Fonte: Site Musescore, acessado em 2024, disponivel em:
<https://musescore.com /user /53385732 /scores/11406769>

Na Figura 28, porque p = 30%, pelo menos uma das duas pautas precisa ser
escolhida. Considerando ¢t = %, ha um conflito no primeiro e terceiro compassos onde
notas sao tocadas em um intervalo de tempo menor que t. O conflito do terceiro compasso
¢ demonstrado de forma visual para melhor entendimento do leitor na Figura 29. A
Figura 30 mostra um arranjo que serve como um certificado para a resposta SIM da

instancia M de VELOCIDADE DE TRANSICAO LIMITADA.


https://musescore.com/user/53385732/scores/11406769

Figura 29 - Demonstracgao de conflito entre pautas do problema LIMITAGAO NA
VELOCIDADE DE TRANSIQAO comt = %
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Legenda: Conflito entre terceiro e quarto tempos do terceiro compasso da instancia
M da Figura 28. Os pontos vermelhos n1 até ng sdo as notas da pauta de
cima e ny até n; sdo as notas da pauta de baixo. Os pontos azuis
representam a fracdo da duragdo dos dois tempos e as linhas vermelhas

representam intervalos de tempo entre notas que sdo menores que %

Fonte: O autor, 2024.

Figura 30 - Arranjo para a instdncia M de LIMITAGAO NA VELOCIDADE DE
TRANSICAO
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Legenda: O arranjo da instancia M na Figura 28 com p = 30% e t = % seleciona

apenas a pauta piano (e ndo piano 2) para o arranjo. Como em nenhum

momento duas notas sdo tocadas em um intervalo de tempo menor que %
tempo e pelo menos 30% das notas de M sdo tocadas em todos os tempos,
o arranjo serve como um certificado para a resposta SIM da instancia M
de LIMITAGAO NA VELOCIDADE DE TRANSIGAO

Fonte: Site Musescore, acessado em 2024, disponivel em:

<https://musescore.com/user /53385732 /scores/11406769>
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Figura 31 - Divisdo de melodias em pautas
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Legenda: Na entrada (3la) de ARRANJO CONSONANTE, um arranjo valido precisa descartar 50%
das notas originais. Na entrada (31b), a pauta H; de (31a) é dividida em H; e Hs,
possibilitando um arranjo consonante onde s6 é descartado um compasso da miisica
original.

Fonte: O autor, 2024.
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Demaine e Moses [1] estabeleceram a complexidade de tempo dos trés problemas
de decisao classificando diversos casos de cada um dos problemas em NP-completo ou
polinomial de acordo com os valores de j e p.

No artigo original, Demaine e Moses produziram a seguinte tabela:

Tabela 3 - Tabela com restrigdes sobre a complexidade de organizar miusica.

Variantes do problema Complexidade
Para todo p = 100 p

Para todo p =0 P
ARRANJO CONSONANTE (0 < p% < 1) NPC
VELOCIDADE DE TRANSIGAO LIMITADA (0 < p% < 1) NPC
NUMERO LIMITADO DE j NOTAS SIMULTANEAS (0 < p% < —Z5) NPC
NUMERO LIMITADO DE j NOTAS SIMULTANEAS (p% > j]ﬁ) P
NUMERO LIMITADO DE 1 NOTA (p% > 3) P

Legenda: Tabela sumarizando problemas propostos por Demaine e Moses [1]. P denota
que o problema pode ser resolvido em tempo polinomial. NPC significa que o
problema é NP-completo.

Fonte: Demaine e Moses [1], 2017.

As provas de NP-completude para ARRANJO CONSONANTE € VELOCIDADE DE
TRANSICAO LIMITADA sao obtidas a partir de uma reducao de 3SAT e para NUMERO
LIMITADO DE j NOTAS SIMULTANEAS é obtida a partir de uma reducao de UM-EM-TRES

3SAT(X3SAT). Esses dois problemas de decisao tem a seguinte defini¢ao:

Problema 2.2.1. 3-SATISFABILIDADE (3SAT)

Instancia: Formula (U,C), onde U = {uy, us, ..., u,} € um conjunto de varidveis logicas
e C = {c,¢2,...,¢m} € uma colecao de clausulas disjuntivas sob U, tal que |¢;| = 3,
C; € C.

Pergunta: Existe uma atribuicio de verdade &: U — {V,F} para U que satisfaz cada

clausula ¢ de C, ou seja, que para cada cldusula ¢ € C com ¢ = (x; V x; V xy) existe um

e i, j,k} tal que {(xy) =V 7

Problema 2.2.2. EXATAMENTE 1 EM 3 SAT (X3SAT)

Instancia: Formula (U,C), onde U = {uy, us, ..., u,} € um conjunto de varidveis ldgicas
e C = {c1,¢2,...,¢m} € uma colecao de clausulas disjuntivas sob U, tal que |¢;| = 3,
c € C.

Pergunta: Eziste uma atribuicao de verdade &: U — {V, F'} para U onde cada cliusula

c de C tem exatamente um literal verdadeiro?
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3 PROBLEMAS TRABALHADOS

Os problemas de decisao sobre arranjo musical ARRANJO CONSONANTE, LIMITA-
CAO NO NUMERO DE NOTAS SIMULTANEAS e LIMITACAO NA VELOCIDADE DE TRAN-
SIGAO, foram introduzidos por Demaine e Moses [1]. Neste capitulo descrevemos ge-
neralizagoes dos 3 problemas originais, que vao nos permitir introduzir problemas de
otimizacao desenvolvidos durante o trabalho de dissertacao de mestrado, MAX ARRANJO
CONSONANTE, MAXJSIM ¢ MAX VELOCIDADE DE TRANSICAO LIMITADA, bem como o0s
resultados obtidos para os mesmos.

Também sao propostos dois novos problemas: o problema ARRANJO PARA k INS-
TRUMENTOS e 0 problema PREENCHIMENTO DE TEMPOS POR INSTRUMENTOS. Ambos
sao demonstrados como NP-completos por meio de redugoes polinomiais para problemas

ja conhecidos como NP-completos.

3.1 Problema do Maximo Arranjo Consonante

A generalizacdo ARRANJO CONSONANTE GERAL (ue propomos nesta se¢ao permite
estender, de forma natural, o problema de decisao ARRANJO CONSONANTE para uma
versao de otimizacao com o resultado de nao existéncia de um esquema de aproximagao
tempo polinomial, assumindo que P#NP.

O problema de decisio ARRANJO CONSONANTE pergunta se dada uma musica de
entrada, podemos apenas com a remocao de pautas, criar um arranjo sem dissonancias
e com pelo menos p% das notas da musica original. Foi introduzido originalmente por
Demaine e Moses [1] e descrito no capitulo anterior. A Figura 16 apresenta o exemplo de
uma colecao de pautas e onde estao suas dissonancias e consonancias.

Mesmo as musicas mais simples (como na Figura 16) costumam ter algum intervalo
dissonante, e a criacao de um arranjo totalmente livre de intervalos dissonantes geralmente
nao ¢é o objetivo de um arranjador. No entanto, a viabilidade de tal arranjo pode ser uma
informagao valiosa. Em uma versao generalizada do problema, é possivel admitir uma
quantidade limitada de tempos dissonantes no arranjo, o que torna a solugao mais viavel
e desejavel. Além disso, o problema generalizado permite a criacdo de uma versao de
otimizacao que avalia o quao consonante um arranjo para a misica dada como entrada

pode ser.

A seguir, nés propomos uma versao generalizada de ARRANJO CONSONANTE, a
qual permite utilizando seus parametros, a criacao de uma versao de maximizacao natural

do mesmo problema.
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ARRANJO CONSONANTE GERAL (ARR-CON)

Instancia: M = (H,p, k) onde H = {Hy, Hs,..., H,} é uma colegdo de pautas, 0 <
p% < 1 um percentual e um inteiro k& > 0.

Pergunta: Existe um subcolegao H' C H com |H'| > s, tal que as pautas de H' nao tem
pares de notas dissonantes e em pelo menos k tempos, pelo menos p% das notas de H séo

tocadas?

Nos observamos que uma instdncia I = (H,p, s, k) de ARRANJO CONSONANTE
GERAL particular quando k é o nimero de tempos total de H com s = 0 é equivalente a
uma instancia (H,p) do problema ARRANJO CONSONANTE de Demaine e Moses.

Demaine e Moses [1] demonstraram que o problema ARRANJO CONSONANTE é NP-
completo. O problema ARRANJO CONSONANTE GERAL ¢é uma generalizagao do problema
original e, portanto, também é NP-completo. Ainda assim, faremos uma reducao do
problema generalizado, que serd utilizada na subse¢ao 3.1.1 para abordar a versao de

otimizagao.
Teorema 3.1.1. ARRANJO CONSONANTE GERAL (ARR-CON) é NP-completo.

Demonstrag¢io. Dada uma instancia (H,p, s, k) de ARR-CON. ARR-CON estd em NP, pois
um certificado H' C H pode ser verificado em tempo polinomial checando se |H'| > s e
se pelo menos p% das notas de H sao tocadas em pelo menos em k tempos.

Vamos usar o problema NP-completo MAX3SAT3 [30] para provar que MAX3SATj
X ARR-CON.

MAX3SAT COM NO MAXIMO TRES OCORRENCIAS POR VARIAVEL (MAX3SATj)
Entrada: Férmula (U,C), onde U = {uy,...,u,} é um conjunto de varidveis légicas e
C ={c1,...,cn} é uma colegdo de cldusulas, tal que cada varidvel de U ocorre 2 ou 3
vezes nas cldusulas de C' e para toda ¢ € C, |¢| = 3 ou |¢| = 2 e um inteiro positivo k > 0.
Pergunta: Existe uma atribuicao de verdade para U que satisfaz pelo menos k clausulas
de C?

Dada uma instancia [ = ((U, ), k:) de MAX3SAT3 nds construimos uma instancia
(H,p, s, k) de ARR-CON com p = 30% usando a técnica “projeto de componente” de
Karp [15].

Para os literais uq, w1, ug, Uy . . . , Up, U, N6s produzimos, respectivamente, as pautas

Hy, ..., Hy,, tal que para cada i € {1,...,n}:
1. no tempo i de Ho;—; seja tocada a nota E (Mi).
2. no tempo i de Hy; seja tocada a nota Eb (Mi bemol).

Para cada j € {1,...,m} com a cldusula ¢; = (x VyV 2) € {c1,...¢p} = C as
pautas H,, H, e H,, respectivamente, correspondentes aos literais x, y, z, possuem a nota

E no compasso n + j.



Figura 32 - Construgdo do Definidor de Verdade T; em (a) e do Testador de

Satisfacao S; em (b).
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Legenda: Exemplo de construcao de varidvel gadget T; (a), onde sdo tocadas

simultaneamente as notas E e Eb, criando um intervalo dissonante,
impedindo que ambos os literais sejam verdadeiros ao mesmo
tempo. E exemplo de cldusula gadget .S; obtido a partir de

¢; = (u1,uz,u3) (b), onde uy, Uz e us tocam a nota E
simultaneamente, permitindo que de zero até trés literais sejam

verdadeiros.

Fonte: O autor, 2024.
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Noés lembramos que as notas E (Mi) e Eb (Mi bemol) sdo dissonantes. Assim, em
um certificado positivo H' para a instancia (H, p, s, k), as pautas Hy;_1 e Hy; ndo podem
ser tocadas simultaneamente e pelo menos uma delas precisa ser tocada porque p = 30%.
Isto é, exatamente um deles ocorre: ou Hy;_1 € H' ou Hy; € ‘H'. No6s adiantamos para o
leitor que a resposta SIM de (H, p, s, k) implica a definigdo de uma atribuicao de verdade
satisfativel, onde u; = V se e somente se Hy; 1 pertence ao arranjo.

A construcao é concluida pela instancia (’H,p, s, k’) = ({Hl, ooy Hop},3/10,m,n + k)

Figura 33 - Exemplo de partitura H da instdncia de ARRANJO CONSONANTE, construida a

partir de uma instancia I de MAX3SAT3.
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Legenda: Exemplo de partitura H = {Hy, Ho, H3, Hy, Hs, Hg} da instancia
(H,3/10,3,34+2) = (H,p,n,n + k) de ARRANJO CONSONANTE GERAL, construida
a partir da instancia I = ((U, C’),Z) = ((U, C’),k), com U = {uy,ug,us} e
C = {(u1, uz,us), (u1,az,us)} de MAX3SAT5. Os primeiros n = 3 tempos de
Hy;—1 e Hojyi € {1,2,3} tocam notas dissonantes, entdo ndo podem ambos
pertencer a um certificado H’ para a resposta SIM. Mais ainda, como |H'| > 3,
temos que exatamente um de Ha; 1, Ho;, i € {1,2,3} estdo em H'. Para cada
j €{1,2} com a cldusula ¢; = (x Vy Vw) € {c1,c2} = C as pautas H,, H, ¢ H,,
respectivamente, correspondentes aos literais x, y, z, possuem a nota E no
compasso n+ j = 3 + j.

Fonte: ‘O autor, 2024".

Observe que, na partitura H = {Hy,. .., Hs,} temos um nimero total de tempos
é igual a n 4+ m e 2n pautas.

Suponha que (I = (U,0), k) é uma instancia SIM de MAX3sAT5. Entao existe uma
atribuicao de verdade f: U — {V, F'}, tal que k ou mais clausulas de C' tem pelo menos um
literal verdadeiro. N6s damos uma receita para mostrar que ({H 1.y Hop},3/10,m, n+ k)
¢ também uma instancia SIM de ARRANJO CONSONANTE GERAL escolhendo exatamente
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Figura 34 - Exemplo de certificado H' para a resposta SIM da instancia (H,3/10,3,3 + 2)
de ARRANJO CONSONANTE GERAL
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Legenda: Certificado H’ para a resposta SIM da instancia (H,3/10,3,3 + 2) do exemplo da
Figura 33 de ARRANJO CONSONANTE GERAL obtida a partir da atribuicao de
verdade satisfativel Wy = W3 = ugz = V para a instancia
I=((U,C) = ({ur,uz,us}, {(ur, uo, uz), (u1,uz,u3)}),2) de MAX3SAT3. Veja
que tocam-se 50% das notas de H nos tempos 1,2 e 3 e tocam-se 2/3 das notas
nos tempos 4 e 5. E 1/2 > 3/10 e 2/3 > 3/10.

Fonte: ‘O autor, 2024’.

uma das pautas Ho;_1, Ho;, i € {1,...,n} para um certificado ‘H’ para a resposta SIM. Nés
selecionamos a pauta Hy; 1 para H' se e somente se f(u;) = V. Veja primeiro que |H'| = n,
portanto |H'| > n. Nos primeiros n tempos sao tocadas 50% das notas. Como existem k
das m clausulas satisfeitas, em k tempos dos tempos n+ 1 até n+m, pelo menos 1/2 > 3/10
das notas de um tempo de H correspondente a uma clausula satisfeita de tamanho 2 e pelo
menos 1/3 > 3/10 das notas de um tempo de H correspondente a uma cldusula satisfeita de
tamanho 3 sao tocadas. Nenhuma nota é tocada nos tempos correspondentes as clausulas
nao satisfeitas. Assim, existe um subcolegao H' C H, tal que as pautas de ‘H' podem
ser tocadas sem nenhum intervalo dissonante, tal que pelo menos 3/10 das notas em pelo
menos n + k tempos de H sejam tocadas. Assim, ({Hl, ooy Hop},3/10,m,n + k:) é uma
instancia SIM de ARR-CON.

Suponha que ({Hl, ooy Hop b, 3/10,m, n+k) ¢ uma instancia SIM de ARR-CON. Seja
a subcolecao H' C H, um certificado para a resposta SIM de ARR-CON, onde as pautas
de H’ podem ser tocadas sem nenhum intervalo dissonante com pelo menos 3/10 das notas
de pelo menos n + k tempos de H sejam tocadas com |H'| > n.

Sabemos que para todo i € {1,...,n} nunca aparecem ao mesmo tempo Hy; ;| e
Hy; em H', pois no tempo ¢ de Hy; 1 e Hy; temos as notas E (Mi) e Eb (Mi bemol), que
sao dissonantes. Como |H'| > n, temos que para cada i € {1,...,n} aparece Hy;_1 ou
Hy; em H'. Nesse caso, sabemos mais, |H'| = n. Dessa forma, damos a seguinte receita
para produzir uma atribuigao de verdade f: U — {V, F'} para U que satisfaz pelo menos
k cldusulas de C: fazemos f(u;) = V se e somente se Hy;_; aparece em H'. Vamos provar
que f satisfaz pelo menos k clausulas de C'. Como o niimero de tempos em que pelo menos

% das notas em cada tempo de H sao tocadas em pelo menos n + k tempos, temos que
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os n primeiros tempos, onde sao tocadas 50% das notas e mais k tempos adicionais que
correspondem as clausulas com pelo menos um literal verdadeiro. E assim, que f satisfaz

pelo menos £ clausulas de C'.

Dessa forma, I = (U,C) ¢ uma instancia SIM de MAX3SAT3 se e somente se
({Hl, ooy Hop},3/10,m,m + k:) ¢ uma instancia SIM de ARR-CON. Assim, MAX3SAT5X
ARR-CON e dessa forma, ARR-CON é NP-completo. O

Introduzimos agora MAXARR-CON uma versao de otimizagao de ARR-CON. MAXARR-
CON tem como objetivo encontrar o maior nimero de tempos da musica original (par-
titura) que pode ser tocado sem notas dissonantes, com pelo menos s pautas e p% das

notas originais em cada tempo.

3.1.1 Uma versao de maximizac¢ao para arranjo consonante

MAX ARRANJO CONSONANTE |[MAXARR-CON]

Instancia: Colegao de pautas H = {H;, Hs, ..., H,} uma percentagem 0 < p% < 1 e
um inteiro positivo s.

Objetivo: Encontrar o maior k para o qual existe um subconjunto H' C ‘H com |H'| > s,
tal que H' nao tem par de notas dissonantes e p% das notas em pelo menos k tempos de

H sao tocadas.

Vamos provar que MAXARR-CON nao possui um esquema de aproximagao em tempo
polinomial (EATP) a menos que P=NP. Para isso, usamos a versao de otimizagdo MAXSAT
de SAT a qual ao invés de verificar se I = (U,C), com n = |U| varidveis e m = |C|
clausulas, é satisfativel queremos encontrar uma atribuicao de verdade que satisfaca um
nimero maximo OPTyaxsaT (/) de clausulas. Veja que I é satisfativel se e somente se
OPTyaxsar(l) = m.

No caso da versao de otimizacao de MAX3SAT3, vamos usar o mesmo nome para
ambos os problemas de maximizacao e decisao, deixando para o contexto sua identificacao.
Lembramos que a versao de decisao de MAX3SAT5 tem uma instancia correspondente a
((U, ), k), enquanto que a de maximizacao de MAX3SATz a instancia ¢ da forma (U, C).
E o objetivo é encontrar o k maximo tal que exista uma atribuicao de verdade que satisfaca
pelo menos k clausulas de C'. O contexto dira se estamos falando do problema de decisao

ou de otimizacao.

No livro de Eli Upfal e Michael Mitzenmacher [32] encontramos o seguinte teorema:

Teorema 3.1.2 (Eli Upfal e Michael Mitzenmacher [32]). Dado I = (U,C) uma instincia

de MAXSAT com |C| = m clausulas, onde ¢; é o nimero de literais na i-ésima cliusula
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para i = 1,...,m. Seja £ = min>' {;. Entdo existe uma atribuicio de verdade para U

(2¢-1)
2L

que satisfaz pelo menos m das clausulas de C', isto é

OPTapsar(I) > fl (1—274) > m(1 -2 = Ep

Se £ ¢ o tamanho da menor cldusula do problema e, em MAX3SAT5 o menor tamanho

é 2, sabemos que

Corolario 3.1.1. Se I = (U,C) € uma instancia de MAX3SATz com |U| =n e |C| = m,

entao

Optyaxssar, (1) = m.
Lema 3.1.1. Se I = (U,C) é uma instancia de MAX3SAT3 com |U| =n e |C| = m, entdo

2
3

n<<m< %n

Demonstragcao. Vamos usar o Principio da Casa dos Pombos duas vezes. Sabemos que as
clausulas de C' tem tamanho 2 ou 3 e as varidveis de U ocorrem 2 ou 3 vezes. Assim, o
menor numero de clausulas é atingido quando temos que cada variavel ocorre duas vezes
e cada clausula tem tamanho 3, nesse caso 2n = 3m. Reciprocamente, o maior niimero
de clausulas ¢ atingido quando temos que cada variavel ocorre trés vezes e cada clausula

tem tamanho 2, nesse caso 3n = 2m. Dessa forma, %n <m< %n ]

Noés usamos o problema de maximiza¢ao MAX3SAT3 para provar que MAX ARRANJO
CONSONANTE é MAXSNP-dificil.

Teorema 3.1.3 (Papadimitriou [30]). MAX3SATy é MAXSNP-completo.
Teorema 3.1.4. MAXARR-CON ¢ MAXSNP-dificil.

Demonstrag¢do. Para provar que MAXARR-CON ¢ MAXSNP-dificil, provamos que MAX3SAT5
L-reduz para MAXARR-CON.

Seja I = ((U, ), k‘) uma instancia de MAX3sATs. Utilizando a mesma construgao
do Teorema 3.1.1, temos que I = ((U, C’),k) ¢ uma instancia SIM de MAX3SAT3 se e
somente se M = ({Hl, ooy Hop},310,m,n + k:) ¢ uma instancia SIM de ARR-CON. Em

outras palavras, significa que quando k clausulas sdo satisfeitas em I, H' possui n + k

3
10

em cada um desses n+k tempos. Assim, OPTyaxarr—con(M) = ”+OPTMAX38AT§<I)-

tempos sem nenhum par de notas dissonantes, onde sao tocadas pelo menos > das notas
Para a conveniéncia do leitor nos oferecemos na Figura 7?7 um exemplo da transformacao,
onde OPTyaxarr—con(M) =n+ OPTMAX3SAT§(I) =44+5=9

Vamos provar agora a primeira parte da L-reducao, isto ¢é, que existe a > 0,
tal que OPTyaxarr—con(M) < aOPTMAX3SAT§(I)' A seguir, vamos usar o Teo-
rema 3.1.1 e o Lema 3.1.1 para provar a sequéncia de desigualdades necessarias. Consi-
dere que OPTyraxarr—con(M) =n + OPTMAX?)SATg([) < 3m+ OPTMAXSSAT§<I) <
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3(40PTMAX3SAT3<])) + OPTyax3sar, (1) = 30PTypx3sa1,(1). O que mostra que
a = 3 resolve.

Vamos provar a segunda parte da L-reducao, isto é, que dada uma solucao sy,
de custo |sy| para M, existe um algoritmo tempo polinomial g que obtém uma solugao
g(sy) = sy de custo |s| para I, tal que existe 5 > 0 onde |OPTMAX38AT§(I) — sl <
BlOPTyax arr-con(M) — |su].

Dada sj; uma solugao viavel de custo |sy| para M. Porque sy é vidvel, nao
existem tempos com notas dissonantes. Se para algum i € {1,...,n} nem Hy;, 1, nem
Hy; pertencem a s);, entdo nés modificamos s,;, ampliando s, inserindo Hy;_1 em sy,
aumentando o nimero de tempos de sy, sem notas dissonantes. Lembre que na instancia
de MAXARR-CON nao existem notas dissonantes nos tempos de n + 1 até n + m. Assim,
podemos definir uma solucao viavel s; para I, fazendo u; = V se e somente se Hy;_
pertence a sy;.

Dessa forma, se k é o nimero de clausulas satisfeitas por s;, entao |sy/| = n+k. En-
tao temos que [OPTypx3sat, (1) —|s1l] = [OPT\iax3saT, (1) —k| = [n+OPTyax3saT, (1) —
(n+ k)| = |OPTyaxarr—con(M) — |sa|]. O que mostra que 8 = 1 resolve. Portanto,
MAXARR-CON é MAX-SNP-dificil. ]

Considerando o Teorema 1.4.3, a menos que P=NP, nao existe um esquema de

aproximacao em tempo polinomial para MAX ARRANJO CONSONANTE.

Corolario 3.1.2. Se P#NP, entdo nao existe um esquema de aproximagdo em tempo

polinomial de MAX ARRANJO CONSONANTE.

3.1.2 Complexidade parametrizada de ARR-CON

Nesta subsec¢ao, iremos demonstrar que a menos que P=NP, ARR-CON nao ¢é tra-
tavel por parametro fixo (FPT). Faremos isso através de uma redu¢do CONJUNTO INDE-

PENDENTE o< ARR-CON.

CONJUNTO INDEPENDENTE (CI)
Instancia: Grafo G = (V, F) e inteiro positivo k.
Pergunta: O grafo G contém um conjunto independente S C V com |S| > k, ou seja,

um conjunto S C V| tal que para cada uv € Eouu & S ouwv ¢ S?
Teorema 3.1.5 (Downey e Fellows [33]). CONJUNTO INDEPENDENTE é W/1/-completo.
Teorema 3.1.6. ARR-CON é W/1/-dificil no parametro k da solugao.

Demonstrag¢io. Para provar que ARR-CON é W[1] dificil, fornecemos uma redugao para-

metrizada de CI parametrizado pelo tamanho do conjunto independente parametrizado.
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Dado uma instancia (G = (V,E),k) com |[V| = n e |E| = m de CONJUNTO
INDEPENDENTE nés construimos uma instancia (H,p, k) = (H,0,k) tal que G tem um

conjunto independente S com |S| > k se e somente se (#H,0, k) é uma instdncia SIM de

ARR-CON.

Para cada vértice vy, vq,...,v, € V nds produzimos, respectivamente as pautas
Hy,H,, ..., H, € H e para cada aresta e; = v;v;, H; toca a nota E (mi) e H, toca a nota
F (f4) simultaneamente no tempo ¢, t € {1,...,m}. Como as notas mi e f4 sdo dissonantes,

isso cria um conflito. Assim, para cada aresta v;v, € E, como em cada tempo H; e H,
tocam notas dissonantes, apenas uma das pautas, H; ou H, pode pertencer a solugao
viavel H. A construcao é concluida com instancia (H,p, k’) = ({Hl, .., H, 1,0, k;)

Suponha que (G = (V, E), k) é uma instancia SIM de CONJUNTO INDEPENDENTE.
Entéo existe um conjunto independente S em G de tamanho |S| > k. Né6s damos uma
receita para mostrar que ({Hl, .., Hy 1,0, k;) é também uma instancia SIM de ARR-CON
escolhendo a pauta H; para adicionar para a subcolecao H' se e somente se v; € S. Para a
conveniéncia do leitor, oferecemos na Figura 43 o certificado associado de uma instancia de
ARR-CON construida a partir de uma instancia de CONJUNTO INDEPENDENTE. Observe
que no z-ésimo tempo, a aresta e, = v;v,, pelo menos uma das pautas H; ou H,, nao pode
estar em H’, porque tocam um par de notas dissonantes. Assim como v; e v, extremidades
da aresta v;v, nao podem estar ambos em S. Assim, existe uma subcolecao H' C H onde
nenhum par de notas simultdneas é dissonante e |H'| > k.

Suponha que ({Hl, ..., H,},0, k) ¢ uma instancia SIM de ARR-CON. Entéao existe
uma subcole¢ao H' C H, tal que nenhum par de notas simultineas é dissonante e |H'| > k.
Sabemos que para cada aresta v;vy, as pautas H; e Hy, ndo podem tocar juntos simulta-
neamente pois tocam notas dissonantes e portanto nao podem estar ambos em H'. Dessa
forma, fornecemos a seguinte receita para produzir um conjunto independente S C V' com
tamanho |S| > k. Fazemos v; € S se e somente se H; aparece em H'. Vamos provar que
|S| > k e que nenhum par de vértices em S sdo adjacentes. Assim, uma aresta v;v, € E
implica em ou H; ¢ ‘H' ou H, ¢ H'. Portanto, se v;u; € E e v; € S, entdo vy ¢ S. Assim,
S ¢é independente. Como |H'| > k, entdo |S| > k.

Ou seja, (G = (V, E), k) é uma instancia SIM de CONJUNTO INDEPENDENTE se
e somente se ({Hl, ..., H,},0, k:) ¢ uma instancia SIM de ARR-CON. Assim, CONJUNTO
INDEPENDENTE reduz parametricamente para ARR-CON. Entao de acordo com a Defini-
¢ao 1.5.9, ARR-CON ¢é W[1]-dificil.

m



Figura 35 - Instancia de CONJUNTO INDEPENDENTE e ARR-CON.
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Legenda: Exemplo para a transformac¢io CONJUNTO INDEPENDENTE X ARR-CON, onde a

Fonte: O autor, 2024.

Figura 36 - CONJUNTO INDEPENDENTE XARR-CON.
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instdncia M = (H,0,k) de ARR-CON (43b) é obtida a partir da instdncia (G) de
CONJUNTO INDEPENDENTE(43a).
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Legenda: Arranjo H’' de ARR-CON criado a partir de conjunto independente S de G de CONJUNTO

INDEPENDENTE
Fonte: O autor, 2024.
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3.2 Problema de decisao das pautas com nimero limitado de notas

O problema de decisdo LIMITAGAO NO NUMERO DE NOTAS SIMULTANEAS foi in-
troduzido por Demaine e Moses [1].

Nessa se¢io, nés propomos o problema NUMERO LIMITADO DE j NOTAS SIMULTA-
NEAS GERAL (neste trabalho vamos abreviar para SIM-j-NOTAS que generaliza o problema,
de decisao LIMITAGAO NO NUMERO DE NOTAS SIMULTANEAS). Faremos neste capitulo,
uma reducao do problema SIM-j-NOTAS que sera utilizada na Secao 3.2.1 para a versao de
otimizacao do mesmo. Nos consideramos uma versao natural de maximiza¢ao MAXSIM-j-
NOTAS de SIM-j-NOTAS e provamos que MAXSIM-7-NOTAS nao admite nenhum esquema
de aproximagao em tempo polinomial (EATP) a menos que P=NP.

O problema de decisao NUMERO LIMITADO DE j NOTAS SIMULTANEAS GERAL tem

a seguinte formulagao.

NUMERO LIMITADO DE j NOTAS SIMULTANEAS GERAL (SIM-j-NOTAS)

Instancia: M = (H,p,j,k) onde H = {Hy, Hy, ..., H,} é uma cole¢ao de pautas, 0 <
p% < 1 um percentual e um par de inteiros 7,k > 0.

Pergunta: Existe uma subcolegdo H' C H com |H'| > k, tal que no méximo j notas sdo

tocadas em cada tempo e pelo menos p% das notas de ‘H sao tocadas?

Noés observamos que uma instancia (M, p, j, k) do problema NUMERO LIMITADO DE
j NOTAS SIMULTANEAS GERAL com k = 0 é equivalente a uma instancia do problema de
decisdo LIMITAGAO NO NUMERO DE NOTAS SIMULTANEAS. Portanto, nosso problema é
uma generalizacao do problema original.

No problema LIMITAGAO NO NUMERO DE NOTAS SIMULTANEAS apresentado por
Demaine, a complexidade do problema era sensivel ao valor de p (o problema é polinomial
se p =20, ousep=1). Mas com a adi¢cdo de k > 1 o problema continua NP-completo

mesmo com p = ( e iremos provar isso na transformacao do Teorema 3.2.1 a seguir.
Teorema 3.2.1. SIM-j-NOTAS é NP-completo.

Demonstragdo. SIM-j-NOTAS estd em NP, pois um certificado pode ser verificado em
tempo polinomial checando se |H'| > k e se em cada tempo: no maximo j notas sao
tocadas e pelo menos p% das notas de H sao tocadas.

Vamos usar o problema NP-completo CONJUNTO INDEPENDENTE [16] para provar
que SIM-j-NOTAS é NP-completo, através de uma redugao polinomial CONJUNTO INDE-
PENDENTE o< SIM-7-NOTAS.

Dado uma instancia (G = (V,E),k) com |V| = n e |E] = m de CONJUNTO
INDEPENDENTE nés construimos uma instancia (H,p, j, k) = (H,0,1,k) tal que G tem
um conjunto independente S com |S| > k se e somente se (#H,0, 1, k) é uma instancia SIM

de SIM-j-NOTAS.
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Para cada vértice vy, vq,...,v, € V nds produzimos, respectivamente as pautas
Hy,H,, ..., H, € H e para cada aresta e; = v;uy, H; e H; tocam a nota E (mi) simulta-
neamente no tempo ¢, t € {1,...,m}.

Recordamos que j = 1, o que significa que s6 pode haver no maximo uma nota
tocando em cada tempo. Assim, para cada aresta v;v, € E, como em cada tempo H; e
H, tocam notas simultaneas, apenas uma das pautas, H; ou H, pode pertencer a solugao
viavel H. A construgao é concluida com instancia (H,p,j, k’) = ({Hl, .., H, 10,1, k)

Figura 37 - Instdncia de CONJUNTO INDEPENDENTE transformada em instancia de
SIM-7-NOTAS.

U={H1, H2, H3, H4, H5}

Vo C={(H1, H2), (H1, H3), (H1, H5), (H2, H3), (H3, H4), (H4, H5)}
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Legenda: A Figura (a) representa o grafo G = (V, E), com V = {v1,v2,v3,v4,v5} €
E = {vyvq, v1v3, 0105, U203, U304, V405 } parte da instancia (G,2) de CONJUNTO
INDEPENDENTE. A Figura (b) representa a instancia (#,0,1,2) de SIMj-NOTAS
construida a partir da instincia (G, 2). Nas duas instancias sdo mostrados em
vermelho os certificados {vy,v4} e {H1, Hy} para a resposta SIM de CONJUNTO
INDEPENDENTE e SIMj-NOTAS respectivamente.

Fonte: O autor, 2024.

Suponha que (G = (V, E), k) é uma instancia SIM de CONJUNTO INDEPENDENTE.
Entao existe um conjunto independente S em G de tamanho |S| > k. Nés damos uma
receita para mostrar que ({Hl, . HyE 0,1 k:) ¢ também uma instancia SIM de SiMmj-
NOTAS escolhendo a pauta H; para adicionar para a subcolecao H' se e somente se v; € S.
Para a conveniéncia do leitor, oferecemos na Figura 37 o certificado associado de uma
instancia de SIMj-NOTAS construida a partir de uma instancia de CONJUNTO INDEPEN-
DENTE. Observe que no z-ésimo tempo, a aresta e, = v;vy, pelo menos uma das pautas
H; ou Hy, ndo pode estar em H', porque j = 1. Assim como v; e v, extremidades da
aresta v;v, nao podem estar ambos em S. Assim, existe uma subcolecao H' C H tal que
pelo menos p% e no maximo j = 1 das notas de H sdo tocadas em cada tempo e |H'| > k.

Suponha que ({Hl, .., H, 30,1, k:) é uma instancia SIM de SIM-j-NOTAS. Entao
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existe uma subcolecao H' C H, tal que no maximo uma das notas de H sao tocadas em
cada tempo e |H'| > k. Sabemos que para cada aresta v;vy, as pautas H; e Hy ndo podem
tocar juntos simultaneamente pois j = 1 e portanto ndo podem estar ambos em H’'. Dessa
forma, fornecemos a seguinte receita para produzir um conjunto independente S C V' com
tamanho |S| > k. Fazemos v; € S se e somente se H; aparece em H'. Vamos provar que
|S| > k e que nenhum par de vértices em S sdo adjacentes. Assim, como em uma aresta
v;vg € E com j = 1 implica em ou H; ¢ H' ou Hy ¢ H'. Portanto, se v;v, € E e v; € S,
entdo vy ¢ S. Assim, S é independente. Como |H'| > k, entao |S| > k.

Ou seja, (G = (V,E),k) é¢ uma instancia SIM de CONJUNTO INDEPENDENTE
se e somente se ({Hl, ..., Hy},0, 1,k;) ¢ uma instdncia SIM de SIM-j-NOTAS. Assim,
CONJUNTO INDEPENDENTE o SIM-j-NOTAS e dessa forma, SIM-j-NOTAS é NP-completo.

O]

Recorremos ao Teorema 3.3.3 de Downey e Fellows, que nos permite derivar o

seguinte corolario:
Corolario 3.2.1. SIM-j-NOTAS é W/[1/-dificil no parametro k da solugao.

A seguir, propomos uma versao de otimizacao para o problema de decisdo SIM-7j-

NOTAS que nés chamamos de MAXSIM-j-NOTAS.

MAXIMO NUMERO LIMITADO DE NOTAS SIMULTANEAS (MAXSIM-j-NOTAS)

Instancia: M = (H,p,j) onde H = {Hy, Hy,...,H,} é uma colecao de pautas, 0 <
p% < 1 um percentual e um um inteiro j > 0.

Objetivo: Determine k£ maximo tal que existe um subconjunto H' C H com |H'| > k, tal
que as pautas de H' podem ser tocadas simultaneamente com pelo menos p% das notas

tocadas em cada tempo de H e no maximo j das notas de H’ tocadas em cada tempo.

Agora nés consideramos a versao de otimizagdo de CONJUNTO INDEPENDENTE que
manteremos com o mesmo nome do problema de decisdo. A entrada dada do problema
de otimizagdo é o mesmo grafo G = (V, E) da versdo de decisdo de CONJUNTO INDE-
PENDENTE. O objetivo é encontrar o k maximo tal que existe um conjunto independente
S C V de G com tamanho |S| > k. O contexto dird se estamos falando do problema de

decisao ou de otimizacao.

Teorema 3.2.2. Se (H,0,1,k) é a instincia de SIM-j-NOTAS obtida pela reducio poli-
nomial do Teorema 3.2.1 a partir da instancia (G = (V, E), k) de CONJUNTO INDEPEN-
DENTE, entdo

OPlyaxsIM- j—NOTAS(H7p7j ) = Optyiaxsiv- Jj-NOTAS (H,0,1) = Optci(G).

Demonstra¢io. Dado I = (G = (V, E), k) uma instancia de CONJUNTO INDEPENDENTE.
A partir do Teorema 3.2.1 temos que (G = (V, E), k) é uma instancia SIM de CONJUNTO
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INDEPENDENTE se e somente se M = ({Hl, .., H,}, 0,1, k:) é uma instancia SIM de SIM-
J-NOTAS. Significando que existe um conjunto independente S com tamanho |S| = k, se
e somente se existe uma colecdo ‘H' com k pautas, onde sdao tocadas no maximo 1 nota

por tempo (j = 1). Dessa forma, O PTyaxsiM-J-NoTAas(M) = OPTcy(1). ]

3.2.1 MAXSIM-j-NOTASA4

Papadimitriou [30] considerou a versio GRAU 4-CONJUNTO INDEPENDENTE (CIA4)

de conjunto independente onde a entrada é restrita a grafos com grau no maximo 4.

Teorema 3.2.3 (Papadimitriou [30]). GRAU 4-CONJUNTO INDEPENDENTE ¢ MAX-SNP-

completo.

Nés consideramos agora MAXSIM-7-NOTASA4 uma versao diferente de MAXSIM-j-
NOTAS, onde as instancias tém a propriedade de que cada pauta toca no maximo com 4
outras pautas simultaneamente. Nés observamos que quando a entrada é restrita a grafos
com grau maximo 4 a transformacao polinomial CONJUNTO INDEPENDENTEXMAXSIM-j-
NOTAS possui a imagem exatamente nas instancias de MAXSIM-j-NOTASA4.

Nosso objetivo nessa se¢do é analisar a complexidade de MAXSIM-j-NOTASA4.

Teorema 3.2.4. MAXSIM-j-NOTASA4 é MAXSNP-dificil, mesmo quando no mdximo

duas pautas tocam em cada tempo.

Demonstracio. Dada M = ({Hl, ., Hy 10, 1) a instancia de MAXSIM-j-NOTASA4 ob-
tida a partir da instancia G = (V, E') de CONJUNTO INDEPENDENTE com a transformagao
de NP-completude do Teorema 3.2.1.

Pelo Teorema 3.2, OPT\axSIM-j-NOTASA4(M) = OPTciaq(I). Entdo, o = 1
resolve para que OPTy\axsIM-;-NOTASA4(M) < aOPTeraq(I).

Vamos provar a segunda parte da L-reducao, isto é, que dada uma solugao sy, = H'
de custo |sys| para M = ({Hl, .., H,},0,1, k:), existe um algoritmo tempo polinomial
g que obtém uma solucdo g(sy) = s; de custo |s7| para (G = (V, E), k), tal que existe
B >0, onde |OPToiaq(I) — |s1]] < BlJOPTyaxsIM-j-NoTASA(M) — [s]]-

Seja syy = H' C H = {Hy,...,H,} uma solugao viavel de custo |sy/| para M.
Porque sj; é viavel, em nenhum momento, as pautas de H’ tocam mais do que 1 nota.
Se para algum i € {1,...,n}, H; ¢ H' e a adigdo de H; para a subcolegdo H’ nao faz
com que em nenhum tempo mais do que j notas sejam tocadas simultaneamente, entao
modificamos ampliando sj, inserindo H; em s;;, aumentando entdo o nimero de pautas
de sp;. Assim, podemos definir uma solugao viavel S = sy para (G = (V, E), k), fazendo
v; € 57 se e somente se H; pertence a Sy;.

Dessa forma, se k é o nimero de vértices em sy, entao |sy| = k. Entao temos que
|OPTciaq(1) = |sil| = [OPTciaa(l) — k| = |OPTvaxsiv-j-NoTASAL(M) — [sur]]. O que
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mostra que § = 1 resolve para que |OPTciaq(I)—|s7|| < B|OPTMAXSIM-j-NOTASA4(M)—
|sar]]. Dessa forma, MAXSIM-j-NOTASA4 é MAXSNP-dificil. O

Mostramos a seguir que a menos que P = NP nao existe algoritmo de aproximacao
em tempo polinomial A para uma instancia M = ({Hl, .., H, 10,1, k) de MAXSIM-j-
NOTAS dentro de n'~¢, para todo € > 0. Para grafos com grau maximo 4, exibimos um
algoritmo A de aproximacao de tempo polinomial dentro de R4 = % para MAXSIM-j-
NOTASA4. Mostramos também que MAXSIM-j-NOTASA4 é FPT com repeito ao tamanho
da solucao.

Seja A um algoritmo para um problema de otimizagao II. Seja Dy o conjunto de
todas as instancias de I, z € Dy uma instancia de I e Opty(x) o valor de uma solucao
Otima para a instancia x. Seja y uma solucdo viavel obtida a partir do algoritmo A para
a instancia x. Seja c(y) o valor da solugao vidvel y obtida do algoritmo A a partir de x.
O fator de aprozimagio do algoritmo A é Ry(z,y) = max,ep, {22 W 1 Opserve

c(y)  Optn(z)
que Ra(xz,y) > 1; e Ra(z,y) = 1 se e somente se o algoritmo A obtiver uma solugao

y, tal que Optr(x) = c(y). Além disso, se II é um problema de maximizagao, entao
Ru(z,y) = Optn(z)/c(y). O fator de aprozimagdio absoluta [16] de A é Ry = inf{r > 1:
Ra(x,y) < r,para todas as instancias € Dy }. Para os proximos resultados considere n
o tamanho da entrada para uma instancia de um problema. O Teorema de Zuckerman [34]
estabelece um limite inferior de n'~¢ para o fator de aproximacao absoluta de CONJUNTO

INDEPENDENTE assumindo que P#NP.

Teorema 3.2.5. Ezxiste um algoritmo aproximativo A para MAXSIM-j-NOTASA4 com

fator de aprorimacio R4 = 5.

Demonstracio. Dada M = ({Hl, .., Hy 1,0, 1) a instancia de MAXSIM-j-NOTASA4 ob-
tida a partir da instancia G = (V, E) de CONJUNTO INDEPENDENTE com a transformagao
de NP-completude do Teorema 3.2.1. O algoritmo obtém uma partitura H’ considerando
a cada turno, tomar uma pauta aleatéria H de H para H’', removendo da partitura cor-

rente H a pauta H e todas as pautas que compartilhem notas com H. Até H se tornar

vazia. A solucao H’' satisfaz que ”;f", > 5. Como OPTyuxsiv-jnorasaa(M) < |H|, temos
OPTMAXSIM-j-NOTAsA4(M) |H|
<
7] S SO O

que, Ry =

Teorema 3.2.6 (Zuckerman 2006 [34]). Se P # NP e A é um algoritmo de aprozimagao
em tempo polinomial para CONJUNTO INDEPENDENTE, entdo R4 > n'~¢ para todo € > 0.

Teorema 3.2.7. Se P # NP e A € um algoritmo de aproximagdo em tempo polinomial
para MAXSIM-j-NOTAS, entdo Ry > n'=¢ para todo € > 0.

Demonstra¢io. Suponha que P#NP. Dado um grafo G = (V, E) uma instancia de CON-
JUNTO INDEPENDENTE. Seja M a instancia para MAXSIM-j-NOTAS obtida em tempo po-

linomial no Teorema 3.2.1. Dado £ > 0 suponha, por absurdo, que exista um algoritmo de
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aproximacao em tempo polinomial A para MAXSIM-j-NOTAS com R4 < n'~¢. Considere
M = ({Hl, .., Hy 10, 1), a instancia de MAXSIM-j-NOTAS obtida a partir da instan-
cia G = (V, E) de CONJUNTO INDEPENDENTE com a transformagdo de NP-completude
definida no Teorema 3.2.1. Seja y a solugdo viavel para MAXSIM-j-NOTAS em M =
({Hl, ., Hy 3O, 1) obtida pelo algoritmo A. Assim, Orhuaxsivjnomas (M) _ RA(M,y) <

c(y)
Ry < n'~¢. Do Teorema 3.2.1, OptMAXSIM—j—NOTAS<M) = OptCONJUNTO INDEPENDENTE(G) e existe

um conjunto independente R C V em G, tal que |R| = c(y).

OptconguNTO INDEPENDENTE(G) — Optl\'IAXSII\'i-j-NOTAS(
R c(y)
rema 3.2.6, P=NP uma contradicdo com nossa hipdétese. Portanto, nao existe algoritmo

Assim, < n'=¢ Assim, pelo Teo-

de aproximacao em tempo polinomial para MAXSIM-j-NOTAS com fator de aproximagao

absoluto menor ou igual a n'=¢. O]

3.2.2 Um resultado de complexidade parametrizada

Seja H uma partitura. Para H € H, definimos Ny (H) como a cole¢ao de pautas
de H que tocam em algum tempo com H e Ny[H] = Ny(H)U{H}. Seja A(H) =
maxyey |[Ny(H)|. A seguir exibimos um algoritmo FPT para SIM-j-NOTAS no pardmetro
A(H) e k.

Lema 3.2.1. Dada M = (H,0,1,k) uma instincia de SIM-j-NOTAS e H € H entado, se
existe solugdo para M, entao existe solugio y com H € y ou Ny(H) Ny # (.

Teorema 3.2.8. SIM-j-NOTAS é FPT com respeito ao nimero mdzimo A de pautas que
tocam em cada tempo e ao tamanho k da solucao, quando j =1 e p = 0. Mais especifi-

camente existe um algoritmo para SIM-j-NOTAS que roda em tempo O((A + 1)F.n?).

Demonstrag¢io. Seja M = (H,0,1, k) uma instancia de SIM-j-NOTAS. O algoritmo con-
sidera uma arvore (A + 1)-dria de execucao. Cada né v da arvore contém uma solugao
parcial S, que contém por sua vez algumas pautas de H e um conjunto corrente H,, de
pautas que ainda podem fazer parte da solucdo. O né raiz r contem S, = 0 e H, = H.
Um né v é um noé folha se e somente se |S,| = k (e concluimos que temos uma instancia
SIM) ou H, = ) (e a solugdo corrente nao pode ser aumentada).

Seja v um no6 nao folha e seja H € H,. Como, pelo Lema 3.2.1, se existe solugao,
entao existe uma solu¢do com H ou com um de seus vizinhos, os filhos de v representarao
solugoes parciais onde cada um destes elementos, H ou um de seus vizinhos, é adicionado.
Ou seja, v possui um filho w com S, = S,U{H} ¢ H, = H, \ Ny, [H] e, para cada
H' € Ny, (H), v possui um filho  com S, = S, U{H'} e H, = H, \ Ny, [H'].

Pela construgao, em cada nivel adicional da arvore a cardinalidade de S é incre-
mentada em 1 unidade. Assim, caso exista n6 v com |S,| = k, temos uma instancia

SIM. Como a profundidade de um né v corresponde a |S,|, temos que a altura maxima
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da arvore é k e portanto temos O((A + 1)*) nds na arvore. Assumindo que Ny (H) foi
pré-computado para cada H, podemos executar as operagoes de cada nd da arvore em

2

tempo n®. Para a conveniéncia do leitor, nds oferecemos na Figura 38 um exemplo de

execugao do algoritmo. O

Figura 38 - Algoritmo FPT em A e em k para o problema SIM-j-NOTAS.
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Legenda: Exemplo de construgdo de arvore de execugdo do algoritmo FPT para a instancia M = (H,0, 1, k)
de SIM-j-NOTAS da Figura 37a, para algum k > 2. Neste caso, temos A = 3 e, caso k = 2, obtemos
resposta SIM e, se k > 2, resposta NAO.

Fonte: O autor, 2024.

3.3 Problema das pautas com limitacao de velocidade de transicao

No problema ARR-CON apresentado neste capitulo, queremos evitar que o arranjo
tenha intervalos dissonantes, no segundo problema, SIM-j-NOTAS, garantimos que a quan-
tidade de notas tocadas simultaneamente possa ser executada pela quantidade de instru-
mentos. Nesta secao queremos garantir que os instrumentos do arranjo, nos quais as notas
tocam com uma durag¢ao minima, nao comecem a tocar durante a duragao de outra nota
do arranjo. Apesar de ser bem diferente, é um problema com uma reducao e complexidade
semelhante & do problema ARR-CON.

O problema de decisdao VELOCIDADE DE TRANSIGAO LIMITADA foi introduzido por
Demaine e Moses [1]. VELOCIDADE DE TRANSIGAO LIMITADA consiste em uma instancia
(H,t,p) com um conjunto de pautas H = {Hy,..., H,}, tal que em cada pauta H; cada
nota tem uma duracao de pelo menos ¢ tempos e um percentual 0 < p% < 1. A pergunta
é se existe uma subcolegao de pautas H' C H, tal que p% das notas de H sdo tocadas e
nenhuma nota de H’' comeca a ser tocada durante a duracao de outra nota de H'.

Assim como os outros problemas trabalhados até agora, formalizamos uma gene-

ralizacao do problema a seguir. O problema original ja foi demonstrado NP-completo por
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Demaine e Moses [1]. Ainda assim, faremos a redu¢ao do problema generalizado que sera

utilizada na subsec¢ao 3.3 para abordar a versao de otimizacao.

VELOCIDADE DE TRANSICAO LIMITADA GERAL (VTL)

Instancia: M = (H,t,p,s, k) onde H = {Hy, Hs, ..., H,} é uma colegdo de pautas, t é
um inteiro, tal que cada nota toca com duracao de pelo menos ¢ tempos, 0 < p% < 1 um
percentual e um par de inteiros s, k > 0.

Pergunta: Existe um subconjunto H' C ‘H com |H'| > s, tal que nenhuma nota de H'
comeca a tocar durante a duracao ¢ de outra nota de H’ e em pelo menos & tempos, p%

das notas de H sao tocadas?

Nos observamos que uma instancia M = (H, p,t, s, k) de VELOCIDADE DE TRAN-
SICAO LIMITADA GERAL particular quando k& é o nimero de tempos total de H com
s = 0 é equivalente a uma instancia (#,p,t) do problema LIMITACAO NA VELOCIDADE
DE TRANSICAO de Demaine e Moses [1].

Teorema 3.3.1. VTL é NP-completo.

Demonstracio. VTL estd em NP, pois um certificado H’ pode ser verificado em tempo
polinomial checando se |H'| > s, se em pelo menos k tempos sao tocadas pelo menos p%
das notas e se em cada tempo.

Vamos usar o problema NP-completo MAX3SAT3 [35] para provar que VTL é NP-
completo, através de uma reducao polinomial MAX3SAT3 < VTL.

Dada uma instancia I = ((U, ), k) de MAX3SAT3 noés construimos uma instancia
M = (H,p,t,s,k) de vTL com p = 30% e t = 2 usando a técnica “projeto de componente”
de Karp [15].

Diferente do problema ARRANJO CONSONANTE GERAL, no problema VTL pre-
cisamos nos preocupar mais com tempos e compassos. Nessa transformacao, estamos
considerando t = 2, o que significa que nao podemos continuar usando os compassos i
nos primeiros n compassos, precisamos de mais espago no compasso para podermos tocar
a segunda nota um tempo depois da primeira e também para podermos tocar a primeira
nota depois da segunda nota do compasso anterior. Entao nos n primeiros compassos usa-
remos a formula de compasso E)i, nos m compassos seguintes podemos continuar usando a
formula .

Para cada um dos literais wuy, uy, ug, Us . . ., Uy, U, né6s produzimos, respectivamente

as pautas Hy, ..., Hy,, tal que para cada i € {1,...,n}:

1. no primeiro tempo do compasso i de Ho;_1 seja tocada a nota E (Mi).

2. no segundo tempo do compasso i de Hy; seja tocada a nota E (Mi).
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Figura 39 - Construcao de definidor de verdade T; (a) e testador de satrisfacao S; (b).
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Legenda: Exemplo de construgao de varidvel gadget T; (a), onde a literal associada u; toca a nota E
(Mi) no primeiro tempo do compasso e a literal u; toca a nota E (Mi) no segundo tempo do
compasso, criando um conflito com a restricado de que nenhuma nota pode tocar na duracio ¢
de outra e impedindo que ambos os literais sejam verdadeiros ao mesmo tempo. E exemplo de
clausula gadget S; (b), onde as pautas Hy, Hy e H5 correspondentes as varidveis uy, Uz e ug
tocam a nota Mi simultaneamente em H, permitindo que de zero a trés pautas possam ser
tocadas simultaneamente em #H'.

Fonte: O autor, 2024.

Para cada j € {1,...,m} com a clausula ¢; = (x Vy Vw) € {c1,...¢p,} = C as
pautas H,, H, e H,, respectivamente, correspondentes aos literais x, y, z, possuem a nota
E no primeiro tempo do compasso n + j.

No6s lembramos que ¢t > 2 e a pauta Hy;_; toca sempre no primeiro tempo do
compasso, enquanto Hs; toca no segundo tempo, o que significa que ha uma transicao
menor que t. Assim, as pautas Ho;_; € Hy;, em um certificado positivo H’, nao podem ser
tocadas simultaneamente e para qualquer p > 0 pelo menos uma delas precisa ser tocada
porque p = 30%. Nés adiantamos para o leitor que a resposta sim de (H, p, s, k) implica
a definicdo de uma atribuicao de verdade satisfativel onde u; = V' se e somente se Ho;_1
pertence ao arranjo.

A construcao é concluida pela instancia ('H,p7 t,s, k:’) = ({Hl, ooy Hop},3/10,2, n,m + k)

Observe que, na partitura H = {H, ..., Ha,}, temos um ntimero total de compas-
sos igual a n + m.

Suponha que I = ((U7 ), k) ¢ uma instancia SIM de MAX3SAT;. Entao existe
uma atribuicao de verdade f: U — {V, F'}, tal que k ou mais clausulas de C' tém pelo
menos um literal verdadeiro. Mostraremos que que M = ({Hl, ooy Hop},3/10,2,n,n + k:)
¢ também uma instancia SIM escolhendo a pauta Hs; ; para adicionar para a subcolegao
H' se e somente se f(u;) = V. Veja primeiro que |H'| = n, portanto |H'| > n. Observe que

nos primeiros n compassos sao tocadas 50% das notas de cada compasso, enquanto nos



Figura 40 - Exemplo de partitura H para uma Instancia

M = (H,p,t,s,k) = (H,3/10,2,n,n+ k) de VTL, construida a
partir de I = ((U,C), k) de MAX3SAT;z com |U| =n e [C| = m.
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Legenda: Exemplo de partitura H = {Hy, Ho, Hs, Hy, H5, Hg} de ARRANJO

CONSONANTE, construida a partir de I = (U, C), com

U = {uy1,uz,us} e C = {(u1,ug,us), (u1,uz,us)}, de MAX3sAT5. No
compasso i € {1,...,n}, a pauta Hy;_1 toca uma nota no primeiro
tempo e Hy; toca uma nota no segundo tempo. Se H’ é um
certificado para a resposta SIM de VTL para a instancia M e t = 2,
entdao Hy;_1 e Hy; nao podem ambos pertencer a H’. Como

|H'| > n, e existem 2n pautas, entdo para cada i, exatamente um de
Hs;—1 e Hy; pertence a H'. Para cada j € {1,...,m} com a
clausula ¢; = (zVyVw) € {c1,...cn} = C, as pautas H,, H, e H,,
respectivamente, correspondentes aos literais x, y, z, possuem a nota

FE no compasso n + J.

Fonte: ‘O autor, 2024".
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Figura 41 - Exemplo de certificados para a resposta SIM de VTL e de
MAXJ3SAT3 para a resposta SIM.
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Legenda: Exemplo de certificado H' para a resposta SIM de VTL para a
instancia M = (H,3/10,2,n,n + k) associado & atribuigdo de
verdade satisfativel W, = Uy = uz =V para a instancia I = (U, C)
de MAX3SAT;3.

Fonte: ‘O autor, 2024’

ultimos m compassos pelo menos 3/10 das notas sdo tocadas em pelo menos k& compassos.
Nenhuma nota é tocada nos tempos das clausulas nao satisfeitas. Assim, existe um
subcolecao H' C H com H' > n, onde pelo menos 30% das notas de H sdo tocadas em
pelo menos n + k compassos de H' e nenhuma nota de H' comeca a ser tocada durante
a duracao de outra nota de H'. E assim, M = ({Hl, ooy Hop},3/10,2,n,m + k‘) é uma
instancia SIM de VTL.

Suponha que M = ({Hl, ooy Hop}y3/10,2,n,m + k) ¢ uma instancia SIM de VTL.
Seja a subcolecao H' C H com |H'| > n, onde pelo menos 30% das notas de H sao tocadas

em n + k tempos tal que nenhuma nota de ‘H' comega durante a duragdo de outra nota

de H'. Sabemos que para todo i € {1,...,n} nunca aparecem ao mesmo tempo Ha; 1 €
Hy; em H', e como |H'| > n, temos que para cada i € {1,...,n} aparece exatamente um
entre Hy; 1 ou Hs; em H'. Nesse caso, sabemos mais, |H'| = n. Dessa forma, damos a

seguinte receita para produzir uma atribuicao de verdade satisfativel f: U — {V, F'} para
U, fazemos f(u;) =V se e somente se Hy; 1 aparece em H'. Vamos provar que f satisfaz
pelo menos £ clausulas de C'. Como pelo menos 1% das notas em cada tempo de H sao
tocadas em pelo menos n + k compassos, temos que os n primeiros compassos, onde sao
tocadas 50% das notas e mais k& compassos adicionais que correspondem as cldusulas com
pelo menos um literal verdadeiro. E assim, que f satisfaz pelo menos £ clausulas de C'.
Dessa forma, I = (U,C) ¢é uma instancia SIM de MAX3SAT3 se e somente se
M = ({Hl, ooy Hop}y3/10,2,n,m + k) ¢ uma instancia SIM de VTL. Assim, MAX3SATzx
VTL e dessa forma, VvTL é NP-completo. O
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3.3.1 Uma versao de maximizagao para VTL

N6s provaremos que o problema de otimizacao associado — MAXIMA VELOCIDADE
DE TRANSIGAO LIMITADA (MAXVTL) nao possui um esquema de aproximagao polinomial
(a menos que P=NP).

MAXIMA VELOCIDADE DE TRANSIGAO LIMITADA (MAXVTL)

Instancia: Colecao de pautas H = {Hy, Hs, ..., H,} e inteiro positivo ¢, onde cada nota
de H tem duracao de pelo menos t tempos, percentual 0 < p% < 1 e um inteiro s.
Pergunta: Determine k£ maximo para o qual existe um subconjunto H' C ‘H com |H'| > s,

tal que pelo menos p% das notas de H sao tocadas em pelo menos k tempos de H'?

Teorema 3.3.2. MAX VELOCIDADE DE TRANSIGAO LIMITADA (MAXVTL) é MAXSNP-
dificil.

Demonstrag¢io. Para provar que MAXVTL é MAXSNP-dificil, provamos que MAX3SAT3
L-reduz para MAXVTL.

Dado I = ((U, ), k)) uma instancia de MAX3sAT3. A partir do Teorema 3.1.1
temos que I = ((U, C),k)) ¢ uma instancia SIM de MAX3SATs se e somente se M =
({Hl, ooy Hop},3/10,2)n, n—i—k) é uma instancia SIM de VTL. Em outras palavras, significa
que quando k clausulas sao satisfeitas em I, H' possui n + k compassos onde cada nota
e acorde dura pelo menos ¢t tempos e sao tocadas pelo menos 13—0 das notas em cada um
desses n + k compassos. Assim, OPTyiaxvrTL(M) =n+ OPTMAXSSATg(”‘

Vamos provar agora a primeira parte da L-reducao, isto é, que existe o > 0,
tal que OPTyaxvTL(M) < O‘OPTMAXBSAT§<]>- A seguir, vamos usar o Teorema
3.3.1 e o Lema 3.1.1 para provar a sequéncia de desigualdades necessarias. Assim, te-
mos que OPTyaxvrL(M) = n + OPTMAXSSA"%([) < 3m + OPTMAX3SAT§([) <

3(40PTMAX3SAT3(I)) + OPTyax3sar,(I) = 30PTyzx3sa1,(1). O que mostra que
a = 3 resolve.

Vamos provar a segunda parte da L-reducgao, isto é, que dada uma solucao sy,
de custo |sys| para M, existe um algoritmo tempo polinomial g que obtém uma solugao
g(sar) = sy de custo |sf| para I, tal que existe § > 0 onde |OPTMAX35AT§(I) —|s/]| <
BlIOPTvaxvTL(M) — [sml]-

Dada sj; uma solugao vidvel de custo |sp/| para M. Porque sy é vidvel, nao
existem notas que comecem durante a duragao de outras notas de sy;. Se para algum
i € {l,...,n} nem a pauta Hy; 1 nem a pauta Hs; pertencem a s,;, entdo nés modificamos
sy, ampliando sy, inserindo Hy; 1 em s,;, aumentando o niimero de compassos de sy,
onde nenhuma nota comega durante a duracao de outra nota. Definimos em tempo
polinomial, uma solugao vidvel s; para I, para cada i € {1,...,n}, fazendo u; =V se e

somente se Hy;_1 pertence a sy;.
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Dessa forma, se k é o nimero de clausulas satisfeitas por s7, entao |sy| = n + k.
Entdao [OPTyax3sar, (1) — |sill = |OPTyax3sa1, (1) — k| = [n + OPTypx3sa1, (1) -
(n+ k)| = |OPTvaxvTL(M) — |su||- O que mostra que § = 1 resolve. O

3.3.2 Complexidade parametrizada de VTL

Nesta subsegao, iremos demonstrar que VTL ¢ W[1]-dificil no tamanho k da solucao

mostrando que CONJUNTO INDEPENDENTE reduz para VTL.

CONJUNTO INDEPENDENTE (CI)
Instancia: Grafo G = (V, E) e inteiro positivo k.
Pergunta: O grafo G contém um conjunto independente S C V com |S| > k, ou seja,

um conjunto S C V, tal que para cada uv € Fouu ¢ S ouv ¢ S?

Teorema 3.3.3 (Downey e Fellows [33]). CONJUNTO INDEPENDENTE ¢ W/I]-completo

no tamanho k da solucao.
Teorema 3.3.4. VTL é W/1/-dificil no tamanho k da solugdo.

Demonstragio. Para provar que VTL é W[1]-dificil no tamanho k da solugéo, fornecemos
uma reducao parametrizada de CI parametrizado pelo tamanho do conjunto independente

parametrizado.

Figura 42 - Instancia de CONJUNTO INDEPENDENTE e VTL.
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Legenda: Exemplo para a transformacao parametrizada de CONJUNTO INDEPENDENTE
para VTL, onde a instancia M = (H,p,t,k) = (H,0,2,2) de VTL (43b) é obtida a
partir da instancia (G = (V, E), k) = (G = (V, E),2) de CONJUNTO
INDEPENDENTE((a)).

Fonte: O autor, 2024.
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Dada uma instancia (G = (V,E),k) com |[V| = n e |E| = m de CONJUNTO
INDEPENDENTE nés construimos uma instancia (H,p,t,s, k) = (#H,0,2,0,k) tal que G
tem um conjunto independente S com |S| > k se e somente se (H,0,2,0,k) é uma
instancia SIM de VTL.

No problema VTL uma nota pode comecar simultaneamente, mas nao pode comecar
a tocar durante a duracgao t de outra nota. Portanto, consideramos que os compassos nessa
construcao tem uma duracao de 3 tempos e t = 2.

Para cada vértice vy, vq,...,v, € V nds produzimos, respectivamente as pautas
Hy,H,, ..., H, € H e para cada aresta e; = v;vy, H; toca a nota E (mi) no primeiro tempo
do compasso o e H, toca a nota E (mi) no segundo tempo do compasso o, 0 € {1,...,m}.
Como as notas nao sao simultaneas e sao tocadas a uma distancia em tempos menor que
t, isso cria um conflito. Assim, para cada aresta v;v, € F, como em cada compasso H;
e H, tocam notas nao simultaneas e tocadas a uma distancia em tempos menor que t,
apenas uma das pautas, H; ou H, pode pertencer a solucao viavel H. A construcao é
concluida com instancia (H,p,t, s, k;') = ({Hl, ., H, 30,20, k;)

Figura 43 - Instancias de CONJUNTO INDEPENDENTE e de VTL.
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Legenda: Arranjo H' de VTL com duas pautas {H;, Hy} associado ao conjunto independente
S = {v1,v4} de G de CONJUNTO INDEPENDENTE
Fonte: O autor, 2024.

Suponha que (G = (V, E), k) é uma instancia SIM de CONJUNTO INDEPENDENTE.
Entao existe um conjunto independente S em G de tamanho |S| > k. Nés damos uma
receita para mostrar que ({Hl, .., H,},0,2,0, k) ¢ também uma instancia SIM de VTL
escolhendo a pauta H; para adicionar para a subcolecdo H' se e somente se v; € S. Para a
conveniéncia do leitor, oferecemos na Figura 43 o certificado associado de uma instancia
de VTL construida a partir de uma instancia de CONJUNTO INDEPENDENTE. Observe que
no xr-ésimo compasso, a aresta e, = v;v,, pelo menos uma das pautas H; ou Hy, nao pode
estar em H’, porque tocam notas nao simultaneas e tocadas a uma distdncia em tempos
menor que t. Assim como v; e vy extremidades da aresta v;v, nao podem estar ambos em
S. Assim, existe uma subcolecdo H' C H onde nenhuma nota toca durante a duracao t
de outra e |H'| > k.
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Suponha que ({Hl, .., H,},0,2,0, k:) ¢ uma instancia SIM de vTL. Entao existe
uma subcolecao H' C H, tal que nenhuma nota toca durante a duracao t de outra e
|H'| > k. Sabemos que para cada aresta v;vy, as pautas H; e H, ndo podem estar no
mesmo arranjo pois tem notas tocadas a uma distancia em tempos menor que ¢ e portanto
nao podem estar ambos em H’. Dessa forma, fornecemos a seguinte receita para produzir
um conjunto independente S C V' com tamanho |S| > k. Fazemos v; € S se e somente
se H; aparece em H'. Vamos provar que |S| > k e que nenhum par de vértices em S sdo
adjacentes. Assim, uma aresta v;u, € E implica em ou H; ¢ H' ou H, ¢ H'. Portanto, se
vivg € Eev; €S, entdo v, ¢ S. Assim, S é independente. Como |H'| > k, entao |S| > k.

Ou seja, (G = (V, E), k) é uma instancia SIM de CONJUNTO INDEPENDENTE se
e somente se ({Hl, ..., H,},0, 2,0,k> ¢ uma instancia SIM de vTL. Assim, CONJUNTO
INDEPENDENTE reduz para VTL. Entéo de acordo com a Definigao 1.5.9, vTL é W[1]-dificil

no tamanho £ da solucao. O]
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4 DOIS NOVOS PROBLEMAS

Os estudos sobre os trés problemas originais de Demaine e Moses nos levaram natu-
ralmente a formulagao, nessa dissertacao, de dois novos problemas musicais. Nas proximas
duas secoes apresentamos esses problemas, os quais contribuem para o estado-da-arte de
arranjo musical no sentido de serem problemas que nao se encontram abordados na litera-
tura. O primeiro é o problema do ARRANJO PARA k INSTRUMENTOS (ou k-ARRANJO) € 0
segundo ¢ o problema de PREENCHIMENTO DE TEMPOS POR INSTRUMENTOS (PRE-INST).

4.1 Problema de ARRANJO PARA k INSTRUMENTOS (k-ARRANJO)

Imaginamos um arranjador que deseja fazer uma versao popular de uma musica
classica. Normalmente, partituras de orquestras possuem um grande nimero de instru-
mentos. Uma possivel estratégia para o arranjador é agrupar diferentes instrumentos, que
toquem um mesmo conjunto de notas, em um unico instrumento de um conjunto com k
instrumentos disponiveis sem deixar de tocar nenhuma nota.

O problema do k-ARRANJO envolve a tarefa de combinar diferentes pautas musicais
para serem tocadas por um nimero limitado de instrumentos, preservando todas as notas
da musica original. Dado uma partitura H com n pautas e um inteiro k, o objetivo
é particionar essas pautas em k cole¢oes, de forma que as pautas atribuidas a mesma
colecao nao toquem notas diferentes simultaneamente. Em outras palavras, se duas pautas
ocupam o mesmo tempo em uma coleg¢ao, suas notas precisam ser idénticas, ou uma deve
estar completamente contida na outra. Cada cole¢ao representa uma pauta no arranjo,
permitindo que um instrumento no arranjo toque as notas de varios instrumentos da
miusica original.

Esse problema ¢ relevante na criacao de arranjos musicais quando hé uma limitacao
no numero de instrumentos disponiveis. O método descrito assegura que todas as notas
da musica original sejam tocadas, oferecendo uma solugao ainda mais eficaz preservar a
esséncia da obra do que a restricao do percentual p% das notas tocadas dos trés problemas
originais. De fato, um arranjo feito com as restri¢des do k-ARRANJO pretende manter uma
sonoridade compativel a original, sendo o objetivo principal reduzir, apropriadamente, o
numero de instrumentos com o minimo de alteragao na misica.

Para ver uma aplicacdo no mundo real de k-arranjo, mostramos na Figura 44 um
trecho da 5a. sinfonia de Beethoven. O trecho mostrado conta com uma partitura formada
por um conjunto de instrumentos H que possui |H| = 12 instrumentos. Uma partigdo
de instrumentos H' obtida a partir de H com |H'| = 4 é mostrada na Figura 45 com a

propriedade que a pauta de cada instrumento estd contida em uma das 4 pautas de H'.
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Figura 44 - Trecho da sinfonia nimero 5 de Beethoven.
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Legenda: Partitura H de um trecho da ba. sinfonia de Beethoven com

|#| = 12 instrumentos.

Fonte: Site Cantorion, acessado em 2024, disponivel em:<https:

//pt.cantorion.org/music/94/Sinfonia-n. %C2%BA-5-%

28Symphony-No.-5%29-1.- Allegro-con-brio- %28typeset %29> .


https://pt.cantorion.org/music/94/Sinfonia-n.%C2%BA-5-%28Symphony-No.-5%29-1.-Allegro-con-brio-%28typeset%29
https://pt.cantorion.org/music/94/Sinfonia-n.%C2%BA-5-%28Symphony-No.-5%29-1.-Allegro-con-brio-%28typeset%29
https://pt.cantorion.org/music/94/Sinfonia-n.%C2%BA-5-%28Symphony-No.-5%29-1.-Allegro-con-brio-%28typeset%29
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E em cada pauta, quando dois instrumentos tocam no mesmo tempo um deles contém o

conjunto de notas do outro.

Figura 45 - Arranjo obtido do trecho da sinfonia nimero 5 de Beethoven.
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Legenda: Arranjo H’, que obtido a partir de H com |H’'| = 4 satisfazendo que a
pauta de cada um dos |H| = 12 instrumentos de H estd contida em alguma
pauta. E em uma mesma pauta, quando dois instrumentos tocam no
mesmo tempo, nesse tempo um deles contém o conjunto de notas do outro.

Fonte: O autor, 2024.

Formalizamos este problema a seguir.

ARRANJO PARA k INSTRUMENTOS (k-ARRANJO)

Entrada: Colecao de pautas H = {H;, Hy, ..., H,} e inteiro k > 1.

Pergunta: Existe uma particdo {Ai,..., Ax} de H em k colegoes de pautas, tal que
duas pautas H;, H; pertencem ao mesmo conjunto A, satisfazem que se H; e H; tocam no

mesmo tempo ou nesse tempo H; contém as notas de H; ou H; contém as notas de H,?

Teorema 4.1.1. k-ARRANJO é NP-completo para qualquer k > 2.

Demonstra¢io. k-ARRANJO estd em NP, pois um certificado {A;,..., Ay} pode ser ve-
rificado para a resposta SIM em tempo polinomial checando que sempre que H; e H;
pertencem ao mesmo instrumento A, e tocam ao mesmo tempo, entao eles estao tocando
as mesmas notas. Vamos usar o problema NP-completo k-COLORACAO [15], k > 3 para
provar que k-COLORAGAO X k-ARRANJO.

Problema 4.1.1. k-COLORACAO

Instancia: Grafo G = (V| E).

Pergunta: G ¢é k-colorivel? Ou seja, existe uma funcio f:V — {1,2,... k}, tal que se
w € E, entao f(u) # f(v)?

Dada uma instancia G = (V, E) de k-COLORAGAO com n = |V]| e m = |E]|.
Uma instancia H = {Hi,...,H,} de k-ARRANJO é construida a partir de G, tal que
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G é k-colorivel se e somente se H é uma instancia SIM de k-ARRANJO. Nossa parti-
tura serd formada por n pautas, cada uma com m tempos. A transformacao polinomial

T': k—COLORAGAO — k—ARRANJO tempo O(nm) é assim definida:
T(G = (V,E), k);
1. r+1;
2. '« F,

3. Parai <+ 1,... n faca
Para cada aresta e; de E’ faga

Se v; ocorre em e; = vV, entao

a) H; no tempo r tem a nota F (Mi);

Figura 46 - Instancias de k-COLORAGAO e k-ARRANJO.
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Legenda: Exemplo para a transformacio k-COLORAGAO o< ARRANJO PARA k
INSTRUMENTOS (k-ARRANJO), onde a instancia H de 3-arranjo (46b) é obtida a
partir da instancia (G = (V, E), 3) de k-COLORAGAO (46a).

Fonte: O autor, 2024.

Para a conveniéncia do leitor nés oferecemos na Figura 46 um exemplo da trans-
formagdo. Na Figura 47 um arranjo com os 3 partes ({Hl,H4},{H2}, {Hg,,Hg,}) esté
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Figura 47 - k~COLORACAO « (k-ARRANJO)
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Legenda: 3-arranjo (Ay, A2, A3) = ({H1, Ha}, {H2, H5},{Hs}) em (47b) associado a
3—coloracdo da instancia (G = (V, E), 3) (47a).
Fonte: O autor, 2024.

associado a 3-coloracao de G na qual aos vértices vy, v4 foi atribuida a cor 1, ao vértice v
foi atribuida a cor 2 e aos vértices vs, vs foi atribuida a cor 3.

Uma propriedade particular e crucial da construcao ¢ que: H; e H; tocam em um
mesmo tempo se e somente se H; e H; tocam notas diferentes se e somente se v;v; € F.

Suponha que G é uma instancia SIM de k-COLORACAO. Entao G é k-colorivel,
ou seja, existe uma fungao f: V — {1,2,...,k}, tal que se uwv € E, entao f(u) # f(v).
Mostramos que H é uma instancia SIM de k-ARRANJO. Para isso escolhemos a pauta
H; para adicionar a parte Ay se e somente se o vértice v; tiver sido colorido com a cor ¢,
¢ e€{1,2,...,k}. Suponha duas pautas H; e H; pertencem ao mesmo A,. Vamos provar
que quando H; e H; tocam ao mesmo tempo (Eles nao tocam), eles tocam o mesmo
conjunto de notas. Como H; e H; pertencem a parte A, a cor ¢ foi atribuida para v; e v;
e assim v;v; ¢ E. Logo, H; e H; ndo tocam ao mesmo tempo. E portanto, por vacuidade,

quando H; e H; tocam ao mesmo tempo eles tocam o mesmo conjunto de notas.

Suponha que H é uma instancia SIM de k-ARRANJO. Seja {Aj,..., Ax} um k-
arranjo para H. Vamos definir uma k-coloragao f: V — {1,...,k} para G atribuindo a
cor f(v;) =0 € {l,...,k} ao vértice v; € V se e somente se H; € A,. Vamos provar que

vértices adjacentes receberam cores diferentes. Suponha que w;v; € E. Portanto, existe
um tempo em que H; toca ao mesmo tempo que H; e tocam notas diferentes: E (Mi) e F
(F4). Logo, existem r,s € {1,...k} com r < s, tal que H; € A, e H; € A,. E portanto,
v; recebeu a cor r e v; recebeu a cor s com r # s. E assim, a atribuicao dada ¢ uma
k-coloracao para (G. Assim, H é uma instancia SIM de k-ARRANJO se e somente se G é
k-colorivel. Portanto, k-ARRANJO é NP-completo. [

Corolario 4.1.1. k-ARRANJO € paraNP-dificil com respeito ao parametro tamanho k da

solucao.

Exploraremos novamente e conexao entre k-ARRANJO e k-COLORAQAO, para ob-

tencao de um resultado de inaproximabilidade. Utilizaremos o resultado a seguir, que
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considera o problema COLORACAO, que é a versao de minimizacao do nimero de cores do

problema de coloragao em grafos.

Teorema 4.1.2 (Zuckerman 2006 [34]). Se P # NP e A é um algoritmo de aprozimacao
em tempo polinomial para COLORAGAO, entdo Ry > n'~¢ para todo € > 0.

Seja ARRANJO o problema de minimizacao associado ao k-ARRANJO, isto é, dada
uma partitura H, desejamos determinar o menor k£ para o qual H é uma instancia SIM

para k-ARRANJO. Note que, se H possui n pautas, entao k < n.

Teorema 4.1.3. Se P # NP e A € um algoritmo de aproximagdo em tempo polinomial

para ARRANJO, entio R4 > n'~¢ para todo € > 0.

Demonstragio. A demonstragao desse teorema se utiliza do resultado de Zuckerman [34],

enunciado no Teorema 4.1.2 e do fato que OPTCOLORAQAO(G) = OPTaRrraNjo(M). O
Teorema 4.1.4. k-ARRANJO € polinomial se k < 2.

Demonstrag¢ao. Vamos provar agora que 2-ARRANJO pode ser resolvido em tempo poli-
nomial. Para isso, basta fazer a reducao polinomial 2-ARRANJO x 2-COLORAGAO, pois
2-COLORACAO é um problema polinomial.

Dada uma instancia H = {H, ..., H,} de 2-ARRANJO, uma instancia G = (V, E)
de 2-COLORAGCAO ¢é construida a partir de H, tal que ‘H é uma instancia SIM se e somente

se a instancia G é 2-colorivel. A construcao é feita da seguinte forma:

e Para cada pauta H;, para ¢ de 1 a n temos um vértice v;.

« Para cada conflito entre as pautas H; e H;, cuja existéncia pode ser checada em

tempo O(T'), temos uma aresta v;v; € E.

Suponha que H = {H, ..., H,} é uma instdncia SIM de 2-ARRANJO. Seja (Aj, As)
uma partigao para H, tal que se H;, H; € Ay, ¢ € {1,2}, entdo em cada tempo as notas
de H; contém as notas de H; ou as notas de H; contém as notas de H;. Mostramos que
existe f: V — {1,2} uma 2-coloragao para G colorindo o vértice v; com a cor f(v;) = ¢
se e somente se a pauta H; pertencer a parte Ay, ¢ € {1,2}. Suponha dois vértices v; e
v; com a mesma cor f(v;) = f(v;) = ¢. Vamos provar que v;v; ¢ E. Como v; e v; tém
a mesma cor atribuida ¢, H; e H; pertencem a parte A, e assim H; e H; em cada tempo
nao tocam notas diferentes simultaneamente. Assim, v;v; ¢ E. Logo, f: V — {1,2} é
uma 2-coloracao para G. E portanto, G é 2-colorivel.

Suponha que G = (V, E) seja 2-colorivel. Seja f: V — {1,2} uma 2-coloragdo.
Vamos definir um 2-arranjo (A;, As) para ‘H onde H; € Ayl € {1,2} se e somente se
o vértice v; tem a cor f(v;) = ¢ atribuida. Vamos provar que pautas com conflitos nao

pertencem a mesma parte Ay, ¢ € {1,2}. Suponha, por absurdo, que H;, H; € Ay e que



79

existe um tempo em que H; e H; tocam notas diferentes. Assim, pela definicao de G,
v;v; € E. Portanto, do fato que f é uma 2-coloracao, v; recebeu uma cor diferente de v,
uma contradi¢do porque H; nao poderia estar na mesma parte de H;. Assim, (A, Ay) é

um 2-arranjo. O

4.2 Problema do PREENCHIMENTO DE TEMPOS POR INSTRUMENTOS

Neste problema, considera-se um arranjador que deseja reduzir o nimero de ins-
trumentos, garantindo que, em cada tempo em que alguma pauta da musica original é
tocada, pelo menos uma das pautas do arranjo final também seja executada, evitando
assim a criagdo de novos siléncios que nao estavam presentes na musica original.

A relevancia do problema PREENCHIMENTO DE TEMPOS POR INSTRUMENTOS
surge quando um arranjador precisa determinar o niimero minimo de instrumentos neces-
sarios para garantir que em cada tempo da musica original que algum instrumento toca
existe um instrumento representante do arranjo que toca também. Como em todos os
tempos da musica original, alguma pauta do arranjo também deve ser tocada, isso asse-
gura que a melodia principal, ou pelo menos uma variacao adequada, sera reproduzida em
cada tempo. Dessa forma, ha a garantia de que os instrumentos disponiveis sao suficientes
para manter a melodia principal ou permitir que adaptacoes mantenham sua presenca ao
longo da execucao.

Para uma aplicacdo desse método no mundo real, usamos de novo o trecho da ba.
sinfonia de Beethoven da Figura 44, mostrando na Figura 48 que existe uma colegao de
pautas H' com |H'| = 1 instrumento com a propriedade de que algum instrumento de H’

toca em cada tempo nao silencioso de H.

Figura 48 - Arranjo obtido do trecho da sinfonia niimero 5 de Beethoven.

Allegro con brio.
1 270 3 ‘) 5N 6 7 8 9 10
9 o N I Y I T 1 1 K1 — — I e O e S | |
.4 B 1 &f M 11 1 I | I:r |- 1 | 1 T | l‘ 1 - | 1 | 1 I | | I 1 | 18
'!l = 2} (7] *
© 1 e nf —

Legenda: Arranjo H’, obtido a partir de H da Figura 44 com |H’'| = 1 satisfazendo que
algum instrumento de H’ toca em cada tempo néo silencioso de H.
Fonte: O autor, 2024.

Definimos, agora, o problema de decisdao associado:

PREENCHIMENTO DE TEMPOS POR INSTRUMENTOS - (PRE—INST)
Entrada: Colecao de pautas H = {H;, Ha, ..., H,} e inteiro positivo k > 0.
Pergunta: Existe uma colegao H' C H com |H'| < k, tal que para cada tempo que

alguma pauta de H toca, existe H € H' que toca nesse tempo?
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Teorema 4.2.1. PREENCHIMENTO DE TEMPOS POR INSTRUMENTOS ¢ NP-completo.

Demonstra¢io. PRE-INST estd em NP, pois um certificado H’' pode ser verificado em
tempo polinomial checando se |H'| < k e em cada tempo se existe H € ‘H' que toca nesse
tempo. Vamos usar o problema NP-completo COBERTURA DE VERTICES [15] para provar
que COBERTURA POR VERTICES o< PRE-INST.

Problema 4.2.1. COBERTURA POR VERTICES
Instancia: Grafo G = (V, E) e inteiro positivo k.
Pergunta: Existe uma cobertura por vértices S de tamanho k ou menos para G, ou seja,

um subconjunto S CV com |S| < k tal que, para cada aresta wv € E, ouu € S ouv € S?

Dado um grafo G = (V,E) com n = |V| e m = |E| e um inteiro positivo k
uma instdncia de COBERTURA POR VERTICES. Constréi-se uma instancia M = (H =
{Hi,...,H,}, k) de PRE-INST a partir de (G, k), tal que existe uma cobertura de vértices
S de G se e somente se (H, k) é uma instancia SIM de PRE-INST.

Nossa partitura serd formada por n pautas, cada uma com m tempos. Nossa
transformacao polinomial T: COBERTURA POR VERTICES — PRE-INST é semelhante a da
transformagao polinomial O(mn) usada para provar que k-ARRANJO é NP-completo e é

definida pelo seguinte algoritmo:
T((G = (V,E),k)):
1. r« 1,
2. B+ F,

3. Parai <+ 1,... n faca
Para cada aresta e; de E’ faga

Se v; ocorre em e; = V;V,, entao

(a) H; no tempo r tem a nota E (Mi);
(b) Hs no tempo r tem a nota F (Mi);
(¢) r+r+1,

)

(d) B+ E'\ {e;};
4. Retorne {H,, ..., H,};

Para a conveniéncia do leitor nds apresentamos na Figura 49 um exemplo da trans-
formacao.
Suponha COBERTURA DE VERTICES tem resposta SIM para (G, k). Entéo existe

uma cobertura de vértices em G de tamanho k ou menor, ou seja, um subconjunto V' C V|
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tal que |V’| < k, onde para cada aresta uv € F, pelo menos um dos vértices u ou v pertence
a V’. Nés damos uma receita para mostrar que M = ({Hl, o Hy Y k) é também uma
instancia SIM, escolhendo a pauta H; para adicionar para a subcolecao H’ se e somente
se v; € V'. Como existem m compassos associados a cada aresta de F, temos que em

cada tempo é tocado pelo menos uma nota por algum H € H'.

Figura 49 - COBERTURA POR VERTICES X PRE-INST

U=(H1, H2, H3, H4, H5}
C={(H1, H2), (H1, H3), (H1, H5), (H2, H3), (H3, H4), (H4, H5)}
J=2

p=50?
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Legenda: Insténcia de PRE-INST em (49b) obtida em tempo polinomial a
partir da instancia (G = (V, E),3) de COBERTURA POR VERTICES
em (49a). A cobertura por vértices S = {v1,v3,v4} associada ao
conjunto de pautas {Hy, Hs, Hy} de tamanho 3 que toca em cada
tempo da partitura H.

Fonte: O autor, 2024.

Suponha que M = ({Hl, o ,Hn},k) ¢ uma instdncia SIM de PRE-INST. Entao
existe H' C H com |H'| < k, tal que para cada tempo existe H € H' que toca nesse tempo.
Nos observamos que em cada tempo da musica exatamente 2 pautas tem notas. Assim, em
cada tempo uma das duas pautas tem que estar presente em H’. Produz-se uma cobertura
por vértices V' colocando v; em V' se e somente se H; toca no tempo j € {1,...,m}.
Dessa forma para cada aresta e € F uma das suas extremidades pertencem a V’/. E assim
temos que V' é uma cobertura por vértices e |V'| < k. Dessa forma, COBERTURA POR
VERTICES tem resposta sim para (G, k) se e somente se PRE-INST tem resposta sim para

(H, k). Assim, PRE-INST é NP-completo. O

Uma reducao analoga pode ser feita a partir do problema de COBERTURA POR
CONJUNTOS, onde cada conjunto corresponde a uma pauta e, para o i-ésimo elemento do
conjunto universo, os conjuntos que o contém tocam uma nota no ¢-ésimo tempo. Tal
reducao, permite, por exemplo, concluir que, a menos que P=NP, PRE-INST nao pode

ser aproximado por uma razao de aproximacao melhor que logaritmica em 7', onde T é
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o nimero de tempos nao silenciosos da entrada [36]. Utilizando uma redugao aniloga na
diregao oposta, é possivel obter um algoritmo com razao de aproximagao O(logT'), com-
pondo a redugdo com o cldssico algoritmo guloso para COBERTURA POR CONJUNTOS [37].

Obtemos, entao, o seguinte resultado.

Teorema 4.2.2. Ezxiste O(logT)-aproximagao polinomial para PRE-INST, onde T ¢é o
numero de tempos nao silenciosos de uma entrada de PRE-INST e existe ¢ > 0 tal que ndo

existe algoritmo com razao de aproximagdo melhor que clogT, a menos que P=NP.

4.2.1 Um resultado parametrizado para PREENCHIMENTO POR INSTRUMENTOS

Utilizando hipergrafos, é possivel determinar a complexidade parametrizada do
problema PREENCHIMENTO DE TEMPOS POR INSTRUMENTOS 7 LIMITADO, que é uma

versao do problema restrita pelos parametros k e 7.

PREENCHIMENTO DE TEMPOS POR INSTRUMENTOS 7 LIMITADO (PRE-INST,)
Entrada: Colegao de pautas H = {Hy, Ho, ..., H,}, tal que H(M) tem tamanho maximo
de aresta 7 e inteiro positivo k > 0.

Pergunta: Existe uma colecao H' C H com |H'| < k, tal que para cada tempo que

alguma pauta de H toca, existe H € H' que toca nesse tempo?
Corolario 4.2.1. PRE-INSTy ¢ NP-completo.
Demonstracao. Vem diretamente da contrugao do Teorema 4.2.1 O

Lema 4.2.1. Seja M = (H,k) uma instincia de PRE-INST, e seja H(M) = (V,E) o
hipergrafo de restricio de M. Suponha que M ¢é um instincia SIM e seja H' C H com
|H'| < k, tal que para cada tempo que alguma pauta de H toca, existe H € H' que toca
nesse tempo. Entdo, para todo e, € E, e, N H' # (.

Teorema 4.2.3. PRE-INST, é FPT com respeito ao tamanho k da solucao. Mais especi-

ficamente, PRE-INST, pode ser resulvido em tempo O(7%.n?).

Demonstragio. Seja M = (H,k) uma instancia de PRE-INST,. O algoritmo considera
uma arvore 7-aria. Cada né v da arvore contém uma soluc¢ao parcial S, que contém por
sua vez algumas pautas de H. O né raiz contém S, = (). Um né v serd um né folha se e
somente se para toda aresta e, € E vale S, Ne; # () (e nossa instancia é SIM) ou |S,| = k
(e S, ja é grande demais e ndo pode ser estendido).

Seja v um né nao folha, seja ¢ um tempo da partitura H onde nenhuma pauta de
S, toca, ou seja e; NS, = (. Pelo Lema 4.2.1, sabemos que qualquer solucao contém pelo

menos um elemento de e¢;. Entao, cada filho de v correspondera a extensao da solucao
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parcial .S, com um elemento de ¢;, ou seja, para cada H € e;, teremos um filho w de v
com S, = S, U{H}.

Pela construgao, em cada nivel adicional da arvore o valor de S, é incrementado
em 1 unidade e, pela definicao das folhas, a arvore tem altura maxima k. Logo, temos
no maximo O(7*%) nds e, caso a instancia seja SIM, uma das folhas terd o certificado

correspondente. O
E mostrada na Figura 50 um exemplo de execucéo do algoritmo.

Figura 50 - Algoritmo FPT no tamanho da solugdo k para o problema PRE-INSTs.
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Legenda: Exemplo de construcao de arvore de execugao do algoritmo FPT no tamanho da solucao para a
instancia M = (H, k) de PRE-INST, obtida a partir do grafo G = (V, E) da Figura 49.
Fonte: O autor, 2024.
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CONCLUSAO

Até 2017, a literatura de producao de arranjos foi formada por heuristicas sem
garantias de qualidade ou tempo de execugao. Tais heuristicas podiam ser empiricamente
comparadas e selecionadas entre si pelos musicos. O trabalho de Demaine e Moses [1] foi
um marco que mostrou que os algoritmos arranjadores formulados por eles eram compu-
tacionalmente ineficientes.

Nesta dissertagao, apresentamos versoes mais gerais dos 3 problemas originais de
Demaine e Moses [1], os quais denominamos ARRANJO-CONSONANTE GERAL, j-NOTAS
SIMULTANEAS GERAL (MAXSIM-j-NOTAS) ¢ VELOCIDADE DE TRANSIGAO LIMITADA GE-
RAL. No6s concebemos essas novas versoes pensando que podiamos reduzi-las a partir de
problemas NP-dificeis mais “ricos” em propriedades que os usados por Demaine e Moses
no artigo original. As versoes de otimizacao desses problemas tem propriedades importan-
tes de MAXSNP-dureza, aproximabilidade, ndo aproximabilidade e parametrizagao. Isso
nos permitiu mapear o comportamento dos problemas de otimizacao de arranjo musical.

Nos provamos a NP-completude das versoes gerais relacionando os valores de 6timo
dos problemas envolvidos. Usando essas relagoes, provamos que as versoes de otimi-
zagdo ARRANJO-CONSONANTE GERAL € VELOCIDADE DE TRANSICAO LIMITADA Sao
MAXSNP-dificil, implicando que nao tém esquema de aproximacao polinomial, a menos
que P=NP. Provamos também que os problemas ARRANJO CONSONANTE GERAL e VE-
LOCIDADE DE TRANSIGAO LIMITADA GERAL sao W[1]-dificeis no tamanho k da solugéo.

Provamos que nao existe algoritmo de aproximagao em tempo polinomial para
MAXSIM-j-NOTAS com fator de aproximacdo absoluto menor ou igual a n'~¢ para todo
e > (0. Nos consideramos uma versao particular de otimizagdo de MAXSIM-7j-NOTAS com
p=0e 7 =1. Provamos que MAXSIM-j-NOTASA4 — uma versao particular do problema
MAXSIM-j-NOTAS, onde cada pauta toca simultaneamente com no maximo 4 outras pautas
— é um problema MAXSNP-dificil. Por outro lado, em relacao a complexidade parame-
trizada, o problema MAXSIM-j-NOTAS foi mostrado ser FPT com respeito ao ntimero
maximo A — o nimero maximo de pautas que toca com uma pauta — e ao tamanho k da
solucao.

Apresentamos dois novos problemas de decisdo k~-ARRANJO e PREENCHIMENTO
POR INSTRUMENTOS. Acreditamos que esses novos problemas possuem algum sentido e
aplicagao musical.

O problema k-ARRANJO que visa criar um arranjo com um nimero reduzido de
pautas, sem que nenhuma nota seja omitida. Isso é alcangado ao combinar pautas que
obedecem a certas restrigoes. O problema é NP-completo para qualquer £ > 3. Provamos
que a versao de minimizacao de k-ARRANJO nao é aproximével com R4 < n'~¢, a menos

que P = NP. O problema é paraNP-dificil em relagdo ao tamanho k da solugao, para
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qualquer k£ > 3.

O problema PREENCHIMENTO POR INSTRUMENTOS tem o objetivo de criar um
arranjo com poucos instrumentos, sem gerar novos siléncios na misica. Mostramos que
o problema de decisao é NP-completo. Mostramos que a menos que P=NP, ndo ha uma
aproximacao polinomial menor que O(log T') para PREENCHIMENTO POR INSTRUMENTOS,
onde T representa o nimero de tempos nao silenciosos na entrada. Mostramos que o
problema ¢ FPT em relacdo ao parametro 7 — o nimero méaximo de instrumentos que
toca em conjunto com outro instrumento e ao tamanho k£ da solucao.

Dentre os trabalhos futuros que pretendemos fazer estd a determinacao da com-
plexidade de algoritmos exatos para todos os problemas tratados.

Inspirados nos trabalhos de Demaine e Moses, essa dissertagao avangou ainda mais
o estudo sobre a complexidade de tempo dos problemas de arranjos musicais. Além de
estender e mapear os resultados de dificuldade para os problemas de otimizagao associados,
imaginamos novos problemas e desenvolvemos os primeiros algoritmos polinomiais com

garantia para enfrentar a complexidade.
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