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RESUMO

CARDOSO, F. L. Um estudo dos efeitos das compactagdes dimensionais nas teorias de campos.
2020. 100 f. Tese (Doutorado em Fisica) - Instituto Armando Dias Tavares, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

A motivacao deste trabalho € refinar o entendimento sobre as teorias de campos defini-
das em espacos euclidianos compactados através de condi¢cdes de contorno impostas a algumas
de suas dimensdes. Esta constru¢cao pode ser interpretada como uma generaliza¢do da teoria
de campos a temperatura finita, proposta principalmente por Matsubara, de modo a incluir li-
mitacdes espaciais. Assim, a partir de regras de Feynman modificadas, fun¢des de Green no
espaco de Fourier assumem uma representacao mista de séries e integrais. Nesta tese, foi feito
um estudo da convergéncia destas séries e sua relagdo com funcdes bem conhecidas como a
zeta de Riemann (e suas generalizacOes) e as fungdes de Bessel modificadas de segunda espé-
cie. Também € feita uma andlise da criticidade desta teoria (a um loop) e como uma teoria com
dimensodes compactas difere de sua contrapartida ndo-compacta com relacdo ao grau superficial
de convergéncia, analisado via teorema de Weinberg. Por fim, € apresentada uma prescri¢dao
para a contribuicdo de um diagrama de Feynman genérico com dimensdes compactadas para
teorias bosonicas e fermionicas. .

Palavras-chave: Topologia Toroidal. Dimensdes Compactadas. Expoentes Criticos.
Teoria de campos.



ABSTRACT

CARDOSO, F. L. A study of the effects of dimensional compactions on field theories. 2020.
100f. Tese (Doutorado em Fisica) - Instituto Armando Dias Tavares, Universidade do Estado
do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

The motivation of this work is to refine the understanding about the field theories defined
in compactified Euclidean spaces through boundary conditions imposed to some of its dimen-
sions. This construction can be interpreted as a generalization of the finite temperature field
theory, proposed mainly by Matsubara, to include spatial limitations. Therefore, from modified
Feynman rules, Green functions in Fourier space assume a mixed representation of series and
integrals. In this thesis, a study was made of the convergence of these series and their relation-
ship to well known functions such as Riemann’s zeta (and its generalizations) and the modified
Bessel functions of the second kind. A criticality analysis of this theory (at one loop) is also
made and how a theory with compact dimensions differs from its non-compact counterpart with
respect to the superficial degree of convergence, analyzed via Weinberg’s theorem.At last, a
prescription is presented for the contribution of a generic Feynman diagram with compactified
dimensions for bosonic and fermionic theories. .

Keywords: Toroidal Topology. Compactified Dimensions. Critical Exponents.
Field Theory.
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INTRODUCAO

No decorrer dos estudos das teorias de campos em espagos compactados, algumas ques-
toes restaram para ser analisadas com mais cuidado. Uma questao relevante a ser levantada é,
se no calculo de um diagrama de Feynman para um ndmero de loops superior a um, ainda se-
ria possivel representar os somatorios sobre a parte compactada dos propagadores de Feynman
em termos de fungdes bem conhecidas. Outra questdo a ser observada consiste em saber se
a insercdo das dimensdes compactadas nos propagadores poderia ser feita antes ou depois da
introducdo de parametros auxiliares (como os parametros de Feynman e Schwinger) no célculo
das integrais ou se teria que ser feita imediatamente na defini¢do do diagrama. Também deve-se
discutir se a insercdo das dimensdes compactadas afetariam a convergéncia da amplitude ou
ainda os expoentes criticos da teoria.

O objetivo geral destre trabalho € justamente investigar e responder a essas perguntas.
Para isto, devemos iniciar a andlise entendendo a ideia por trds deste formalismo (KHANNA;
MALBOUISSON; SANTANA, 2014; CARDOSO et al., 2016; KHANNA et al., 2011; MAL-
BOUISSON; MALBOUISSON; SANTANA, 2002; KHANNA, 2009; LINHARES et al., 2012;
ABREU et al., 2013) e entendendo como esta ampliacdo da teoria de campos a temperatura
finita, proposta por Matsubara (MATSUBARA, 1955; EZAWA; TOMOZAWA; UMEZAWA,
1957), ira afetar as conservagdes de momento em cada vétice dos diagramas, de como modifi-
car os propagadores e como isto ird afetar as regras de Feynman. Partiremos, entdo, da teoria de
campos a temperatura finita para generalizar os propagadores e generalizar as conservacgoes de
momento em cada vértice, além de separar estas conservagdes de momento em deltas do tipo
Dirac (para componentes de momento sem restricdo) e em deltas de Kronecker (para as compo-
nentes do momento com dimensdes compactadas). Feita esta generalizacdo nos propagadores e
nas fungdes delta, o proximo passo € justamente tentar representar a parte compactada da teoria
em termos de uma funcdo conhecida na literatura, pois isso facilita tanto os calculos analiticos,
quanto eventualmente cdlculos numéricos, ou a constru¢do de graficos. A fun¢do conhecida
no caso € a fun¢do zeta de Riemann, na realidade uma generalizacdo da funcio zeta, e serd
explorada a relac@o entre esta generalizacdo e as funcdes de Bessel modificadas de segunda
espécie (OLVER, 2010; BOWMAN, 1958; WATSON, 2011) através de continuacao analitica.
Tais propriedades serdo muito uteis para avaliar a convergéncia das séries.

Um bom ponto de partida para fazer a andlise dos efeitos da inser¢do das dimensdes
compactadas em uma teoria de campos € avaliar os expoentes criticos da teoria. Seguindo a
prescricao de (PESKIN; SCHROEDER, 1995), se torna evidente a importancia da fungdo
de Callan-Symanzik, através da qual pode-se analisar, juntamente com o cdlculo da dimensdo
anOmala, os expoentes criticos da teoria. Portanto, € importante analisar se uma teoria (neste tra-
balhalho ser4 investigada a teoria ¢*) com dimensdes compactadas difere da mesma teoria sem

as dimensdes compactadas em seus expoentes criticos. O inicio deste estudo serd justamente
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calcular a fungdo 3 e a dimensdo andmala de uma teoria ¢* com d dimensdes compactadas, e ve-
rificar se existe uma mudanca da criticalidade da teoria ou em seus pontos fixos. As ferramentas
que serdo descritas no capitulo 1 ser@o essenciais para proseguir nestes calculos, que envolverao
os propagadores de Feynman da teoria ¢* com a existéncia de dimensdes compactadas, e para a
andlise de algumas condi¢des assintoticas.

Por outro lado, temos o interesse em saber o ponto exato onde devemos inserir as dimen-
soes compactadas em uma teoria. A principio, a resposta € imediata: logo no inicio da definicao
do propagador de Feynman da teoria. Entretanto, € justo perguntar se este € o unico ponto onde
esta modificacdo pode ser feita, uma vez que os calculos perturbativos de teorias de campos sao
amplamente encontrados em qualquer livro texto de teoria quantica de campos e se estes cél-
culos podem ser reaproveitados apenas fazendo algumas pequenas mudangas, o que seria bem
util. Entdo, devemos escolher o ponto que serd anlisado, se existe esta possibilidade, e escolher
a representacdo paramétrica dos diagramas de Feynman (ITZYKSON; ZUBER, 2006). O in-
tuito é estabelecer uma regra de compactacio de qualquer diagrama de Feynman da teoria ¢* e
generalizar este cdlculos nas representacdes paramétricas de outros tipos de teorias (férmions,
por exemplo) com um estudo baseado no trabalho de (LINHARES; MALBOUISSON; RO-
DITI, 2008). Como objetivo secunddrio, avaliar a convergéncia das amplitudes dos diagramas
e, se em diagramas de ordens superiores, a funcdo zeta generalizada continua se manifestando
na parte compactada do diagrama.

A partir de agora serd apresentando um pequeno resumo do que serd abordado em cada
capitulo.

Capitulo 1: Uma pequena revisao bibliogréfica sobre a teoria de campos a temperatura
finita, da forma que foi proposta por Matsubara, juntamente com uma andlise das séries que
definem as fung¢des zeta que serdo utilizadas neste trabalho, € um pouco sobre a convergéncia
destas séries. Por fim, uma generalizacao da teoria de Matsubara adicionando outras dimensoes
finitas, que genericamente serd chamada de dimensao compactada.

Capitulo 2: Uma revisdo bibliografica sobre renormalizacdo e o metédo envolvido no
célculo da fun¢do S e da dimensao andmala. Também iremos expor como isso afeta os expoentes
criticos da teoria ¢*. Em seguida o cdlculo da fungio 8 e da dimensio andmala serd generalizado
para uma teoria ¢* com dimensdes compactadas.

Capitulo 3: Serd feito o estudo de como uma teoria de campos com espagos compactados
se comporta através da representacdo paramétrica dos diagramas, assim como o fato de uma
teoria com dimensdes compactas ter grau superficial de divergéncia diferente da sua contraparte
ndo compacta. Por fim, uma prescri¢do para inserir as dimensdes compactadas no cédlculo dos

diagramas e como estes resultados se relacionam com as fungdes zeta.
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1 AS TEORIAS DE CAMPO EM ESPACOS COMPACTADOS

O ponto de partida do estudo das dimensdes compactadas € o formalismo de temperatura
finita introduzida por Matsubara (MATSUBARA, 1955; DAS, 1997) . A ideia do formalismo de
temperatura finita consiste em, num espaco euclidiano de 4 dimensdes, promover a coordenada
temporal a uma coordenada de extensdo finita ligada justamente a temperatura. Esta coorde-
nada de temperatura ( a seguir veremos que na realidade € o inverso da temperatura) respeita
uma condi¢do de contorno dita periddica (ou antiperiddica em alguns casos). Esta condi¢do de
contorno peridica obriga esta coordenada a ter a topologia de um circulo S!. Deste modo um
espaco de D dimensoes euclidianas R?, quando uma de suas D dimensdes se torna periddica se

transforma na topologia a seguir:

L =85! xRP. (1)

1.1 A teoria de Matsubara e a teoria de campos a temperatura finita

A prescri¢cdo de Matsubara transforma o espago quadridimensional de forma que uma
das dimensdes fica limitada ao intervalo de zero a 5. Se tomarmos as constantes da natureza

i = ¢ = k, = 1 usando o sistema de unidades naturais, temos:

(2)

com T sendo a temperatura. Este espaco de topologia, I'} = S X R?, tem 3 dimensdes espaciais
irrestritas (Bulk) e o circulo S tem comprimento equivalente ao inverso da temperatura. Esta
dimensdo de temperatura pode ser interpretada como uma teoria de tempo imagindrio, uma
vez que o espaco 4-dimensional segue a métrica de Minkowski. Com isso uma métrica de
4 dimensdes Euclidianas pode ser interpretada como uma métrica com um tempo imagindrio.
Partindo de

ds* = dxj — dx”. (3)

E fazendo

Xo = —IT, 4)
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tem-se exatamente
ds® = —dt* — di?, 5)

0 que representaria uma métrica Euclidiana de 4 dimensdes. Esta ideia de tempo imagindrio é
amplamente usada na teoria de campos com a conhecida rotacao de Wick . A necessidade de o
formalismo de Matsubara usar o tempo imagindrio decorre diretamente da definicdo da fungdo
de 2 pontos. Da defini¢do da fungdo de correlacdo de 2 pontos (SALINAS, 2005; CALZA,
2015) temos:

(P(x.)$(.00) = Z7 Tr (e P p(x,0)6(3.0)) (6)

Podemos usar o operador de evolugdo temporal no campo ¢(y,0) sem modificar a igualdade do

seguinte modo:

¢(v10) = € p(y,0)e". (7)

Deste modo, isolando o termo ¢(y,0), obtemos:

¢(,0) = e p(y,t0)e™". (8)

Aplicando isto na definicao da funcao de 2 pontos dada pela equacio (6), temos:

(GOeDP,0)) = Z7Tr (e p(x.0)e ™ p(y.10)e™"), 9)

e usando a propriedade ciclica do trago, conclui-se que:

(PEDP.0) = 27 Tr (e (y.10)e™ e p(x.1)). (10)

Nao € tdo evidente que, para que recuperemos no lado direito a defini¢do da fungdo de 2 pontos,
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temos que fazer algumas consideracdes. A primeira e mais imediata é que, fazendo ity = S e

como consequéncia ¢, = —if ficamos com:

(HDP2.0) = Z7Tr (e PHp(y, - iB)p(x.1) (11)

Assim € estabelecida a conhecida relagdo Kubo-Martin-Schwinger (KMS) (BELLAC,
1996), dada por:

(Pp(x.0¢(y,0)) = (B(y, = iB)p(x.1)) . (12)

Agora para podermos recuperar a igualdade, temos que considerar a forma como os campos

comutam, uma vez que € preciso fazer esta comutag@o ou anticomutacio. Temos que:

POy, —iB) = +¢(y,0). (13)

Se tomarmos que o tempo € imagindrio, da forma it = 7, e repetirmos a ideia anterior, obtemos:

(p(x,1)P(,0)) = (p(yL)(x,7)) (14)

o que é equivalente a dizer que

PO:B) = +4(1,0). (15)

Este formalismo recebe o nome de "formalismo de tempo imaginario", que foi desenvolvido por
diversos autores (MATSUBARA, 1955; EZAWA; TOMOZAWA; UMEZAWA, 1957) mas aca-
bou sendo creditado a Matsubara devido ao seu trabalho sobre os calculos destes propagadores.

Este formalismo insere as seguintes relacoes:

{qﬁ(y,ﬁ) = +¢(y,0) para campos comutativos; 16)

o(y,B) = —¢(y,0) para campos anticomutativos.
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Deixa evidente o significado dos sinais, a comuta¢cdo ou anticomutagdo dos campos. Com
isso fica explicito que a condi¢do de contorno escolhida deve ser uma condi¢do de contorno
igualmente periddica ou antiperiddica dependendo do tipo de campo em questdo (KAPUSTA;
GALE, 2013). O importante € ressaltar que este comprimento 3 representa o periodo que, de
certo modo se relaciona com uma frequéncia. Para respeitar a condicao de contorno, os campos
passam a ter uma condicdo de contorno periddica. Representado o campo ¢(x,7) como uma

expansdo em modos de Fourier, do tipo:

&k
(x )— ﬁZf( 3¢( a)n)elwnrﬂkx (17)

se fizermos uma translacio temporal T — 7 + 3, a condicao ¢(y,5) = +¢(y,0) implica que:
G — 41, (18)

e com isso temos as chamadas frequéncias de Matsubara, da forma:

w, = 2" para campos comutativos;

B
Qn+)r (19)

w, = 57— para campos anticomutativos.

De maneira andloga a expansdo do campo, podemos considerar a transformada de Fourier do

propagador,

a’3k 2
D lwn(T—T())+lk'(x—X()). 20
Zf (271) 0)

Deste modo, aplicando o operador de de Klein-Gordon, usando o tempo imaginério, teremos:

82

9 =
or?

+ V2. 21)

Aplicando este operador na fun¢do de Green D(X — X,), geramos a seguinte rela¢do:

(=0° +m*) D(¥ - %) = 6* (¥ = %) 6 (r — 79). (22)
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Substituindo (22) em (20), tem-se:

1 A’k ) >
D(¥ — X = = D k,(l)n CL)Z + k2 + I’l’l2 elw”(T_TO)Hk'(x_xO) 23
(=3 ﬁ;féﬁ( (@) ) (23)
1 &k . >
- _ ezw,,(T—T())Hk-(x—xg). 24
B Zf @n)’ (24)

Isso imediatamente retorna que o propagador de Matsubara deve ser escrito como:

1

Dkw,) = —
kw) = i o0

(25)

onde M?(n) = m? + w?. Basta apenas entender como as mudangas, por exemplo na delta de
Dirac, afetam os célculos perturbativos. Assim, olhando para uma esperada mudanga na fungao
delta,

5 ((,()nl - (,()nz) = fd_pei(wnl—wnz)p (26)

2

pode, e deve ser representada como uma delta de Kronecker ja que os possiveis valores de w

devem ser miultiplos de um ndmero inteiro, respeitando a relagdo a seguir:

f AP i(wm-om)p _ f 4p izm-myp 27)
2r 2r

Fazendo a mudancga de varidvel,

P
LI 28
g p (28)

temos exatamente a definicdo da delta de Kronecker, ou seja,

f AP i, o) zﬁ f dpen=mp (29)

2 b4

uma vez que,
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fdpeﬂﬂ(nl—nz)p — 5n1,n2’ (30)

logo, esquematicamente, temos que:

(5(0),“ - w’lz) - Edfll,nz’ (31)
2

ou melhor ainda

2716 (Wn, — Wny) = By ny- (32)

E com isso os célculos perturbativos podem ser feitos de forma similar a teoria de temperatura

zero, com as mudancas listadas a seguir:

1 1
- ——
k+m?  k2+ M?(n)

dky 1.
fﬂ_’ﬁz’ (34)

2716 (Wn, — Wiy) = By ny- (35)

(33)

Com essas modificacdes, os cdlculos perturbativos podem ser realizados, seguindo exa-
tamente as mesmas regras ja estabelecidas para as teorias bulk. Seguindo ainda a ideia proposta
por Matsubara (MATSUBARA, 1955), podemos incluir na teoria de campos a temperatura finita
também a presenca de um potencial quimico u, fazendo o seguinte deslocamento nas frequén-

cias de Matsubara:

2nn
w, = —— — iy, (36)
B

para campos comutativos e a transformacgdo € analoga para campos anticomutativos. Isto alte-

raria o propagador modificando apenas o termo que contém os n, como mostrado abaixo:

1 1

- . 37)
k2+M2(n) k2+m2+(2‘#—iﬂ)2

e de forma similar € necessério proceder com os cdlculos perturbativos.
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1.2 A teoria de campos em espacos compactados

O que chamamos de teorias de campos em espacos compactados, consiste em uma ge-
neralizacdo da ja conhecida teoria de temperatura finita apresentada na secdo anterior. Uma vez
que o objetivo € compactar, de maneira andloga ao feito para temperatura finita, d dimensdes de

um espacgo de D dimensdes e este adquire a seguinte topologia:
d
Iy =(s') xR (38)

Com isso teremos d dimensdes que devem ter condi¢des de contorno periddicas, de forma
similar ao feito para temperatura finita. Deste modo devemos fazer as modificacdes nos propa-
gadores, nas integrais dos momentos € nas conservacdes de momentos. Para isso teremos que
inserir as dimensdes compactadas através da inser¢do de vetores de nimero de onda similares
ao feito para a frequéncia de Matsubara para a componente temporal. Facilmente podemos ver

que similar ao feito na equagdo (25) , os momentos devem ficar da forma:
k=k+1, (39)

onde k representa o vetor euclidiano de momento em D dimensdes e k representa um vetor
nas (D — d) dimensdes ndo compactadas, enquanto / constitui um vetor nas d dimensdes com-
pactadas. Por construcdo, os vetores k e [ sdo ortogonais, se temos por exemplo d primeiras

dimensdes compactadas, ficamos com o seguinte arranjo:
l;: (ll’~"’ldakd+l’~--5kD)’ (40)
onde fica f4cil ver que:

k:(O,...,O,kd+1,...,k]_)) (41)

[=(,....04,0,...,0). (42)
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Deste modo, simplesmente podemos separar em dois vetores distintos as partes compactadas e

as nao-compactadas. E, por consequéncia da ortogonalidade, temos ainda:

=1+ (43)
onde
d-1
p=SE, (44)
i=1

0 que sempre ird valer para vetores na métrica euclidiana. Sendo / ,uma representacio de nu-

meros de onda, suas componentes sdao do tipo:

2
= f”ni; n ez (45)

1

de modo similar ao caso de temperatura finita. Com isso, se estamos trabalhando com a teoria

de campos a temperatura finita, temos que compactar apenas a dimensao dada por:

L = w, (46)
e deste modo

L =p. 47)

Tendo isso em maos, o processo natural € repetir os passos feitos para temperatura finita com
tempo imagindrio (espago euclidiano). Assim, teremos um teoria do tipo Matsubara generali-
zada com diversas frequéncias tipo de Matsubara. Deste modo devemos trocar uma integral por

um soma para cada dimensao compactada, da seguinte maneira:

dk; 1 <
EHEZ. (48)

1
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Assim sendo, teremos a func¢io de Green no espaco de fourier, na forma:

d— 00
dD—d k 7
_) ik-(x—x,)
]—[ [ Z ) f P (49)
Podemos introduzir uma notacao compacta, definindo
d-1
Vol = ]—[ L (50)
i=0
e também definindo
S d-1 )
Z - [ Z ) ’ (51)

com a interpretacdo de que Vol representa o volume do espaco compactado e que {n;} representa

o conjunto de todos os possiveis n; presentes na teoria, uma vez que:
l,‘ = —n,. (52)
Aplicando assim o operador de Klein-Gordon na funcio de Green, tem-se:

(—32 + mz) D(R— %) = 6° (x — xo) (53)

(- +m) D=5 = = ST [ LK gy (2 4 ) R (54)
Y Vol 4 @nyP ’
de modo que
D) = — (55)
CR+m?

Em analogia ao que ja vimos na equacao (43), temos que o propagador agora se escreve como:
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1
D(k,{n;}) = m, (56)
onde,
M ({n}) = P + m”. (57)

O ultimo passo € a transformacao das deltas de Dirac, que ird seguir a mesma transformacao

apresentada na equacdo (35), com a diferenga que poderemos ter d deltas. Deste modo:
218 (lgj) - l?r)) - Lién(.f),nﬁ”’ (58)

onde i representa a i€sima componente do vetor / enquanto j e r representam dois possiveis
vetores referentes a momentos de propagadores diferentes. Desta maneira, podemos partir para

os cdalculos perturbativos apenas fazendo as seguintes modificacdes nas integrais:

PR 1 S VY

- b
@mP Vol & J @2m)"

(59)

onde N = D—d representa o nimero de dimensdes nao-compactadas e, recaptulando da equagado

(43) que k* = k> + 2, podemos mudar o propagador

1

DY, {n;}) = — —. (60)
@i (o)
E as delta de Dirac tornam
d
@mP 8" (K9 = k) > Vol @m" 8" (K2 = k) [ ]6,0,0- 61)
i i i

1

O produtério H?le representa que existe uma delta de Kronecker para cada uma das d dimensoes

compactadas.
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1.3 A zeta de Riemann e as funcoes de Bessel

Um dos obstdculos de teorias com algum grau de discretizacdo € justamente como cal-
cular os somatérios. Muitos somatdrios s@o representagdes de fungdes conhecidas, que € o caso
das funcdes zeta e de Bessel. Devido as continuacdes analiticas podemos ter que relacionar
essas fungdes, usando representacdes que nos permitam relacionar duas fungdes distintas, que
€ o caso da func¢do zeta e a fungdo de Bessel. Primeiramente, deve-se entender como a zeta de
Riemann (na realidade as suas generalizacdes) € introduzida no célculos da teoria de campos
com espacos compactados. As integrais presentes na teoria de campos em geral podem ser

reduzidas a uma integral do tipo:

"k 1
Qm® (K + A)’

I(A) = (62)

onde A nio € func¢do de k, podendo ser fun¢do da massa e de parametros que eventualmente pre-
cisam ser integrados, como os parametros de Feynman e Schwinger (PESKIN; SCHROEDER,
1995; ITZYKSON; ZUBER, 2006). Deste modo, podemos fazer uma mudanga de varidvel, e

com 18S0:

1 dVk 1
I(A) =
@ A J oM (R + )Y (©3)
ou ainda
I(A) = I(1). (64)

N
A2

Uma vez que tenhamos compactado uma ou mais dimensdes, este A pode, e de fato ird, conter
termos referentes as dimensdes compactadas, enquanto o /(1) ndo tem nenhuma informacao
sobre as dimensdes compactadas. Podemos esperar que este A contenha termos de no mdximo
ordem /2, uma vez que este propagador deve ser uma fungfo similar 2 do propagador descrito na
equacdo (60) e o resultado de alguma aplicagcdo de conservagao de momento. Com isso podemos
ter dois tipos distintos de problemas, quando existe ou ndo uma mistura entre diferentes [/).
Vamos abordar o caso mais simples a priori, quando ndo existe nenhum tipo de mistura dos )
(@)

e consequentemente nenhuma mistura dos n;”". Deste modo temos que:

P+ f) == b)) +c? (65)
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onde b; e ¢; sdo contantes. Logo, podemos ver que o A fica da forma:

d

A= Z |t = b)) + ¢ (66)

i=1

uma vez que /> tem d termos de /; e o vetor [ é da forma apresentada na equacgio (44). De

maneira simplificada podemos afirmar que:

= Zd: c?. (67)

i=1

Como de alguma forma teremos que executar a soma sobre todos os n presentes na expansao de

A, temos exatamente a representacdo da fungdo zeta inomogénea de Epstein-Hurwitz

(o8]

ES 0 {a Z i [Z( ) (ni — bi)2+c2} : (68)

nij==co nij=—co

onde comparando com a defini¢do da zeta inomogénea de Epstein-Hurwitz:

ES (v, {a Z [Z a; (n; — b)) + ¢ (69)
{ni}=—co L i=1
co expoente Y COMoO
N
—5——. 70
y=2y > (70)

Sendo {a;} e {b;} a notac@o que significa o conjunto de todos os d possiveis valores para a; € b;.

Podemos representar a funcio zeta como uma espécie de transformada de Laplace, do tipo:

1 1
= dr e, 71
S F(v)f ¢ 7D

Deste modo, temos uma representacao integral para a fungdo zeta da forma descrita a seguir:
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(o)

2 1 v=1 —t[3?  a:(ni—b;))?+c2
Ed W, {a;}, {b;}) = o) {nz fdt P le 1([2L, ailni=b)*+ ], (72)

}=—00

podemos ver ainda que a zeta tem uma relacdo com a funcao teta de Jacobi (OLVER, 2010), da

seguinte maneira:

2 1 2
E; v {ai},{bi}) = o) ffv_le_w O ({a;},{bi}.0), (73)

sendo @ a funcdo teta de Jacobi (OLVER, 2010) , dada por:

o0

O ai}, b}y = ) elEiambr] (74)

{ni}=—c0

Ao ser cuidadosamente observado, podemos ver que este conjunto de somatdrios em conjunto

com a propriedade da exponencial, fica da seguinte forma:

d o0
Oay, by =[] D) e, (75)

i=1 nj=—c0

Isto deixa aberto o caminho para entendermos como os somatdérios se comportam. Apenas
com o intuito de simplificar o presente texto, os detalhes desta conta podem ser encontrados na
referéncia (ELIZALDE, 1995). Sobre a fun¢do @, se olharmos com cuidado, podemos dizer

que:

d
6 (ai}, bit.0 = | | @ (harby, (76)
i=1

onde, a fungdo @; € de fato a fun¢do teta de Jacobi, ou seja:

[ee)

Oi(tapb) = ) e, (77

nj=—co

que possui uma conhecida identidade (KIRSTEN, 1994) (ver Apéndice 4),

D e \F 3 e, (78)
nj=—oo yn:—oo
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Isto praticamente se adequa ao que temos, precisando apenas notar que, com as devidas com-

paragdes termo a termo, obtemos:

~ = ta, (79)
y
2
T
y="—, (80)
ta;
z=b;, 81)

que nos leva a

Z —ta;(n;—b;)* Z e H” 2 Dinnh; (82)
ta,

nj=—00 ni=—0o

Ou, ainda de forma mais clara:

0, (ta;b,) = , Z e—;n +2m7rb (83)

Assim, levando o resultado obtido em (83) na equagdo (76):

d o0
T ——n;+2inm
@MMM@{T%;Zem”b, (84)
i=1 ! nj=—oc0

e, executando o produtdrio, concluimos que:

. . — l " Z (-;n,+2m,7rb)
O ({a)} . {b} 1) = e _ (85)

ta;

nj=—o00

A funcdo O descrita na equacgdo (85) tem uma simetria parcial com relagcdo a trocan — —n, e
isso fica evidente na descri¢do que serd formulada a seguir. Para facilitar os célculos, vamos

voltar a escrever o somatorio presente nas exponenciais como um produtorio. Assim sendo:

[

00 d
Z >4 (_H"z +2in; nb) _ l_l 6_72"’ +2in;mh; ) (86)

nj=—oo i=1 nj=—o0



Com isso podemos separar as somas em n negativos, Zero € positivos, ou seja:

o0 -1

x2 22 x2
E € ;i 24 2in; inb; § e ~ta; i 21 2in; i7th; + 6’ 1M 2 2in; i7th;

n;j=—00 n;j=—00

(9]

2
+ z :e i +2m,7rb,

ni=1

n;=0

e, fazendo a troca n — —n no primeiro somatorio, ficamos com:

oo

22 el 72 2 A had 22 2 .
E e—;n 2 +2in;nh; — 2 e—ﬁni—Zmiﬂb,- +1+ 2 e_ﬁ,-”i"'m"i”bi

nj=—00 l’li:l n,-:l

2
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(87)

(88)

'y B . L A T .
O termo e “"i é comum nos dois somatdrios que contém 0S mesmos indices de soma, Com 1SSO

colocando este termo em evidéncia:

(o8]

o0
2
2 : —=n 2+ 2in;mh; E ——n 2m nb; —2in;nb;
e ta; e ta; i 1 1 + e i z),

n;=—00 ni=1

o termo entre parénteses pode ser relacionado ao cos(x) que respeita a seguinte relacao:

ix

e + e =2cos(x),

assim
b 2 b 2
—T 02 Dinimh; 2
E PR | E e "l cos (2nmth;) .
nj=—00 n;=1

Voltando com esse resultado na equacdo (86) ficamos com:

()

i T (_*n +2in; ”” = ﬁ 1+2 Z e_%zin’? cos (2n;mb;)

nj=—00 i=1 n,-:l

Usando o resultado anterior na equagao (85), obtemos:

1 a2 2 R
O e}, (b)) = ———(2) [ ][ 142 ¢ " cos mmb)

—1 Qi i=1 ni=1

(89)

(90)

O

(92)

(93)
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e assim podemos finalmente usar o resultado da funcdo @ na funcio zeta descrita pela equagao
(73)

i=1 ni=1

2 1 ﬂ'd/z 2 (1 a2 d - 72 2
Ey v Aaib, (b)) = m— fdt et (;) l_[ 1+ ZZe_Wf"" cos 2niwb))|. (94)
\/ ?:1 a;

Como temos um produtério de somas, teremos 0s termos que contém todas as possibilidades,
ou seja, de nenhuma soma até o produto das d somas. Com isso, teremos dois tipos de integrais

distintas quando nos referimos a integral 1, descrita a seguir:

00 1 d/2 d > é
Io= fo et (?) [[|1+22]¢ ™ cos @nmby|. ©3)

i=1 ni=1

a primeira que nao contém nenhuma soma,

h:f‘mﬁmﬂﬂi (96)
0

e a integral que ird conter um numero k qualquer de somas,
koo " .

L= [[T8| [Caremerese o)
i=1 m=1) 0

A integral descrita por I, ndo atua sobre 0s cossenos, uma vez que estes nao dependem da varia-
vel de integracdo z. Ainda sobre a integral I, esta ainda tem um fator ]—[f:] (2 cos (2n;nb;)) que
deve ser considerado remontar o conjunto de integrais que descreve l,. Fazendo uma pequena
mudanca de varidvel na integral /; vemos que ela é exatamente a defini¢cdo da funcdo gama de

Euler

I = ( c2)d/2” f W2 g (98)

logo

L= Te-dar2. (99)
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Vé-se que a integral I, é a defini¢do integral de uma das fungdes de Bessel. Sabendo que

a representacdo integral da funcdo de Bessel modificada de segunda espécie, K, (f) possui a

representacao:

<

1 -2 © Y
K. 25D = 5 (2) fo d - xlgmie

podemos reescrever a inegral como:

(ST

4

f dt t“‘le_}?_z't:2(—) K, (2+2).
0 y

Assim, deve-se fazer as devidas interpretagdes:

a = v-d/2;

z = &
n*n?

y = —
a;

de modo que a integral descrita por I, fica conforme a seguir:

v—d/2

g .

n>
27c 4 fo—’]
a;

Assim sendo, a fun¢do zeta pode ser reescrita como:

daj2 ., d
ES O lai) Abih) = ——— {(CZ)‘”Z F-dj2)+2* )

n; 3
2cm|— [+ 2° E E
a; =

Jj>i=1n;n;=1

T () I a

COS (27m,~bl~) Kv—d/Z

cos (2ntn;b;) cos (27m.,-b,~) K, —an [2071

v=d/2

o (d 20\ 2 d
Ad+1. Z [Z ﬁ) [l—[ cos (2tn;b;)

ni=1 i=1

n

iC2

X Kv—d/2 [2C7T

v=dj2

E

v—d[2

i

(100)

(101)

(102)
(103)

(104)

(105)

(106)
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Nestas expressoes, apenas por conveniéncia escolhemos que as dimensdes compactadas iniciam
emi = 1 até i = d, mas de um modo geral poderia ser feita para qualquer escolha de posi¢do das
dimensdes compactadas, nas quais esquematicamente € preciso somar sobre todas as possibili-
dades de combinacdes dos n;. Fisicamente falando, podemos interpretar os b; com um momento

externo coservado no vértice, uma vez que:

1 1
- (107)

(,;+1~,)2+mz (k+p)P + (1 +p) +m?

onde p € a parte do momento externo p referente as dimensdes compactadas. Com isso temos
alguns casos particulares, como os de b; = 0, o que poderia acontecer caso 0os momentos exter-
nos fossem nulos. Ou ainda o caso de ¢> = 0 que poderia ocorrer em uma teoria sem massa.

Basta ver que o A na equacdo (107) é

A=(+p)+nm? (108)

de modo que fica facil a identificagioc®> = m?. O caso dos b; = 0 é mais trivial pois

teriamos diversos termos de cos(0) = 1, o que nos daria:

2 d/2-v
B o) = ——={()" T -dp2)
I' () I1{ a
d o« ;o9 o\ 52
nn
+22 L K,
;;(aicz)
d o 2.2

3 I’liﬂ'
EHPS
a;c

j>i:1 nj,ni=1

00 d

+”.+2d+12 Z

ni=1 \i=1

(109)

Um outro caso limite ocorre, para uma eventual dimensdo de temperatura, quando h4 a presenca
do potencial quimico que ird transformar o coeficiente dos cossenos em argumentos complexos,
que podem ser descritos como cossenos hiperbdlicos. Tomando como exemplo o descrito na

equacao (36), temos:

) 2nng . 2
lO_ L—O—l,ll() (110)
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este termo pode ser reescrito como:

2
2= (2””0) (no - iLO"O) (111)

e, comparado com o mostrado na equagdo (69) no inicio desta secdo, podemos identificar:

2nn 2

0

ap ( L() ) 5 ( )
L

by = =20 (113)
2

Isto implica que o b, seja complexo. Em si, ndo mudam muito os resultados descritos, apenas

temos que nos atentar que:
COS (iL(),U()flo) = cosh (L()/Jol’l()) . (1 14)

Nao € conhecida nenhuma aplicacdo fisica que insira um “potencial quimico espacial” mas

apenas para ter a completeza do formalismo, fazemos:

2mn;

2
I} = (T —~ iyi) : (115)

Eventualmente, devido a futuras conservacdes de momento externos ndo triviais, podemos ter
ainda um b; com parte real e parte imaginaria. Isto continua ndo afetando o resultado, uma vez

que estas possibilidades s6 irdo modificar os b;. Pode-se usar a conhecida identidade:
cos (a + ib) = cos (a) cosh (b) — i sin (a) sinh (b) . (116)
Deste modo varremos todas as possibilidades para este caso.

1.4 Uma breve analise sobre a convergéncia da série

Um ponto relevante que deve ser discutido € justamente a questdo da convergéncia, nao

s6 dos termos da série que sdo as fungdes de Bessel, como da prépria série decrita na equacao
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(106), como um todo. As fun¢des de Bessel do tipo K, (x) t€ém convergéncia bem conhecida
na literatura. Como pode ser ilustrado com a figura (1), as funcdes de Bessel modificadas do

segundo tipo, K, (x), tem um comportamento assintético tendendo a zero para o argumento
tendendo ao infinito.

Figura 1 — Bessel K, (x).

K;(x) Ksix)

Legenda: O gréfico representa as diversas fungdes de bessel e seu comportamento assinto-
tico.

Fonte: O autor, 2020.

Deste modo, a série infinita destes termos possivelmente serd convergente. Podemos
aplicar o conhecido teste da razdo para avaliar o comportamento da convergéncia das séries,
assim, se o limite

An+1

<1 (117)

n—oo0

n

acontece, a serie € dita convergente. Avaliando a série de soma tnica para o caso de b; = 0,
temos:

v—d/2

nl.27r2 2
=== K, _qp|2cm
a;c

: (118)

entao,
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v—d/2
P+ 1 2. 2\ 2 s 1 2
= (2207) " [Zm o+ 1’ 119)
a;c a;

€ portanto,

(s 122\ (ni+1)?

( aic? ) Ky-app|2cn aj n+ 1\
lim —5 = lim ( : ) , (120)

n;

n—o0 22\ 2 2 n—oo
(azicz ) Kv—d/Z (2C7T '\, a—i)
[@i+1)?
Kv—d/Z (2C7T %)

X (121)

Ky_d/2 (2C7T \/ZZ)

o que pode ser resolvido, sabendo que a func@o de Bessel assitoticamente se comporta como:

K, (x) = P(1/ Vx)e™, (122)

de modo que

P(1/ (n + 1))e2entD
P(1/n)e2cmi

= ¢ 2", (123)

n;—0oo

uma vez que P(1/x) é um polindmio. Como por hipétese ¢ # 0, temos que a série € absoluta-

mente convergente, ja que o limite

n+1 v=af2
m
n;

de forma extremamente trivial. Isso ndo € uma prova formal da convergéncia da série, mas

=1, (124)

ilustra o comportamento ja conhecido na literatura (ELIZALDE, 1995)

K, ap(x+a)

lim
K, _ap (x)

n—00

= e (125)

E evidente que para as somas duplas, triplas e etc a convergéncia pode ser bastante complexa
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de ser avaliada. Entretanto, como em geral podemos dizer que a soma presente em /I descrita
na equagao (95), considerando os b; = 0, pode ter sua soma avaliada com o critério conhecido

como teste da integral

(o8]

_n « _z 1 ta; ta;
Z e z‘aini2 S f dxl e ta,‘xiz = — i (1 — erf[ i)] , (126)
| 2\« T

n,-:l

onde erf (x) é a funcdo erro. O valor minimo da func¢@o erro no intervalo ¢ € [0,00[ ocorre em
t = 0. Como erf (0) = 0, temos que a soma sobre os n; deve ser limitada conforme descrito a

seguir:

had 2 .
Ze‘@”fz < l,/@. (127)
2 bd

n;=1

A integral I, definida em (95), deve por sua vez ser respeitar a seguinte desigualdade:

d
I, < ftv—d/z—le—zczrl(l + /@) (128)
3 n

i=1

Claramente a relacdo citada previamente, terd como resultado d + 1 fun¢des gama. Com isso, é
de se esperar que qualquer eventual problema de convergéncia seja um problema dimensional
nos polos das funcdes gama. Novamente, isto ndo € uma prova rigorosa € sim uma argumenta-
¢do do que ja € conhecido na literatura (ELIZALDE et al., 1994). Entdo, devemos nos atentar
na equacdo (106), aos polos da fungdo I' (v — d/2), que terd polos em casode v = 0ev = 0
com d = 2. Os cossenos que foram omitidos nesta anélise sdo fun¢des limitadas e por isso ndo

modificariam a convergéncia da série.
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2 UM ESTUDO DA RENORMALIZACAO NOS ESPACOS TOROIDAIS

Antes de efetivamente estudar a renormalizacdo nos espagos toroidais, € preciso enten-
der como basicamente a renormalizacdo ocorre nos espagos sem dimensdes compactadas. Para
definir a teoria ¢* corretamente, em quatro dimensdes, temos que impor algumas condigdes.
Estas condicdes recebem o nome de condi¢cdes de renormalizacio, que definem os valores das
funcdes de Green de 2 e 4 pontos. Vamos adotar a seguinte condi¢do de renormaliza¢do (PES-
KIN; SCHROEDER, 1995):

= () €m p2 = —M2
5 (129)
d 2 2

dp_z(): Oem p? = —M (130)

P3 P4
/CZ = —ilem (p; + p2)* = (p1 + p3)* = (p1 + pa)* = —M?

D1 P2 (131)

O simbolo 1PI' representa a soma das contribuicdes de todos os diagramas de Feynman,
amputados (sem a contribui¢cdo de momentos externos), irredutiveis a uma particula (para mais
detalhes ver (PESKIN; SCHROEDER, 1995)). Enquanto o parametro M representa a escala da
teoria. Com isso, temos as defini¢cdes de valores das func¢des de Green de 2 e 4 pontos. Esta

escala pode ser usada para tornar adimensionais os parametros de interesse da teoria, como, por

exemplo:

m? = M2, (132)
A= AmMP, (133)
kK =kM™, (134)
X =xM, (135)

onde A € a constante de acoplamento da teoria. Como a teoria possui uma escala M, podemos

avaliar o comportamento da fungdo de Green quando a escala varia. Como sabemos (para mais

1

I 1P 7>
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detalhes ver (PESKIN; SCHROEDER, 1995)), a fun¢cao de Green depende dos parametros A,

M e do préprio campo ¢. Seja a funcdo de Green, de n campos, dada por:

G™({x}) = (QITH(x))P(x2) - - - P(x,) Q) , (136)

onde o operador T € o operador de ordenamento temporal e |Q2) é o vacuo fisico. Ao fazer
um deslocamento na escala, € preciso fazer um deslocamento nos campos e na constante de

acoplamento. Fazendo isto:

M =M + M, (137)
A=A+ 64, (138)
¢ = (1+0n)¢. (139)

Em termo desses novos parametros, a funcio de Green € escrita como:

G ({x}) = (QIT¢ (x)¢' (x2) - - ¢’ (x,)| Q) (140)
ou ainda,
G ({x}) = (1 4+ 6n)" (QITP(x)P(x2) - - p(x,)] Q) (141)

e finalmente tem-se a variacao da funcio de Green

G'({x) = (1 +6m)"G"({x}). (142)

Como 67 € pequeno, uma aproximagdo de primeira ordem pode ser feita da forma:

(1 +6n)" = 1 + non. (143)

Finalmente podemos, entdo, ver que a transformacao da funcdo de Green € definida por:

G ({x) = (1 + non) G ({x)). (144)
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Como o intuito € analisar a variagdo 6G™, podemos considerar esta variagdo de duas maneiras

distintas, uma vez que,
G ({x}) = G ({x}) — G ({x}). (145)

A primeira maneira € intuitiva, basta aplicar a defini¢do de §G™ na equagio (144), desta forma

tem-se:
G = nénG™. (146)

A segunda maneira vem do fato de sabermos que como G™ depende do paridmetros de escala
e constante de acoplamento, basta tomar uma variacio total de G™ similar a derivada total.

Fazendo esta varia¢do obtém-se:

SG™ = (5MaiM + 5/16%) G™. (147)

Assim, basta igualar os resultados pelos dois caminhos distintos,

0 0
onG™ = [6M— + 61— | G™, 148
non ( oM - 0/1) (148)

que implica:

0 0
-z 9 _ ) _
((SM(9 + 6/1(9/l nén) G 0. (149)

Dividindo a equacao por 0M/M, tem-se a conhecida equagao de Callan-Symanzik:

)
2 3 ) _
(Ma +Ba +ny)G 0, (150)

onde defini-se os seguintes parametros:

61
p=Mo (151)
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y=-m2L (152)

Para poder calcular S8 e y, é necessdrio entender como as divisdes por 6M irdo se transformar

em derivadas. Das equacgdes (137) e (138) temos:

o4 A -2

— = ; (153)
oM oM

como A’ = A(M + 6M),

o4 AM + M) - AM

— = ( )~ A ), (154)
oM oM

expandindo 6 M em primeira ordem, temos:

o4 04

= _ = 155
oM oM (153)

De forma similar, o campo renormalizado ¢ e o campo nu ¢, (campo ndo renormalizado) se

relacionam através de um reescalonamento definido como:

¢ = Z(M)™" ¢y, (156)
Ao fazer o deslocamento da escala, segue que:

¢ = Z(M + M) ¢y, (157)

de modo que, comparando as equagdes (156) e (157)

_Z(M +5M)?
S Z(M)2

’

(158)
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Por outro lado, comparando com a equagdo (139), pode-se dizer que:

Z(M + SM)~'12

1+06m) = 159
(1+om) = =220 (159)
Uma vez que o interesse € na razdo ¢r/0M, isolando o termo de 7, temos:

Z(M + SM)~'2 — Z(M)~1/?
5o X ) (M) (160)
Z(M)-112
Dividindo por 6M e, novamente, expandindo em primeira ordem, obtém-se:

0 Z(M + 6M)™V2 — Z(M)~'/? oz71?

o _ e anZ ) ZMy T _ 592 T (161)
oM oM oM
ou seja,

on 1107
Y ___ = 162
oM 2ZoM (162)

Portanto os pardmetros 8 e y podem ser representados por funcdes da constante de escala,

representada como:

oA
p=Mo (163)
(&
1M o7
Y= oM (164)

2.1 O calculo da funcao 8

As fungdes S ey vém a ser muito importantes na teoria dos expoentes criticos, pois

estdo diretamente relacionadas com a transicao de fases (mais detalhes podem ser encontrados
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no capitulo 10 do (PESKIN; SCHROEDER, 1995)). Nesta secao, o intuito é calcular a funcao
[ sem introduzir os efeitos das dimensdes compactadas, ja que a obtencdo deste parametro no
bulk ajuda no cdlculo, considerando as dimensdes compactadas. Na secdo anterior foi mostrada
uma maneira de calcular as fungdes S e y, porém existe um método mais conveniente para se

determinar a fun¢do . Como foi visto na equacao (138) podemos dizer que:

A= AM) + 6AM). (165)

Com isso, podemos aplicar uma regra da cadeia

_ A A
S OM o’

B (166)

Como a dependéncia de A’ em relacdo a M € dada na equacdo (133), ao aplicar a regra da cadeia,

temos a seguinte relacio(AMIT, 1984):

ol
M =(D-4) 1. 1
EYv; ( )A (167)
Definindo
e=4-D, (168)

e levando o resultado obtido na equacdo (167) em (166), temos um método alternativo para o

célculo da funcao . Portanto,

oA
= —el' —. 169
B=—¢€ EYY (169)
Como foi visto anteriormente , temos que:
A=A+ 0A. (170)

Facilmente pode ser encontrado na literatura (PESKIN; SCHROEDER, 1995) que 64, em pri-
meira ordem, pode ser obtido de:



40

(i1)*

iM=—-il+ [-iV (s) =iV (1) =iV (u)] —idA, (171)

onde M é a amplitude de espalhamento, s, t € u sdo as variaveis de Mandelstam? (PESKIN;
SCHROEDER, 1995) e V (p) representa a integral que descreve o diagrama de Feynman a 1

loop, ou seja,

dq 1 1
V(p) = . 172
2 2n)* ¢* + m? (g + p)* + m? (172)
Usando a condicdo de renormalizacdo descrita na equagdo (131), temos:
—id = —id + (=id)? [iV(—MZ) + iV(—MZ) + iV(—Mz)] —isA, (173)
isolando o termo de 64,
61 = 3—ﬂzv(—Mz) (174)
== .
Para calcular a funcio g, entdo, basta ver que:
=2+ S—/FV(—MZ) (175)
= 5 ,

onde temos A’ em funcdo de A. Para executar a regra da cadeia, deveriamos ter A(A1"). Para

inverter a relacdo (175), basta reescrever de forma iterativa até ordem A2 da seguinte forma:

’ 3/12 2
=2 —TV(—M), (176)
fazendo a primeira iteracdo, temos:

2
1= - % (/l’ - 37,12V(_M2)) V(—MZ). (177)

As variaveis de Mandelstam estdo relacionadas a uma simetria dos digramas a 1 loop. s = (p; + p2)* =
(p3+ pa)it=(p1—p3)* = (pa—p2)* eu=(p1 - ps)* = (p3 — p2)*

2
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Portanto, desprezando ordens de A superior a dois, escrevemos:

3/1/2

A= -
2

1% (—M2) +0 (13) . (178)

A equagdo (178) junto com a equacdo (169), leva a:

o1
ov

=1-30V(-M?) (179)
e com isso a func¢do S pode ser representada pela seguinte expressao:
B =—€l +31%V (-M?). (180)

Reescrevendo agora A’ em termo de A, temos S escrito da seguinte forma:

B=—el+ 37/126V(—M2)+O(/l3). (181)

Admitindo uma teoria sem massa, m = 0, a integral V(p) fica conforme descrito a seguir:

dtq 1 1
Q2m*q* (g + p)*

Vip) = (182)

A integral descrita em (182) pode ser representada em D dimensdes como a integral A(D) (Ver

Apéndice B) definida por:

dPq 1

ADY= | Gop @+ Ay

(183)

onde podemos dizer que, para este caso, s = 2 e que A = p> = M?. Através da técnica de

regularizagdo dimensional temos:

1 F(S _ D/Z) (l)S—D/Z

AD) = Gn°k T(s) \A

(184)
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tomando o limite s = 2 e escrevendo D da seguinte forma: D = 4 — €. Fazendo esta substitui¢do

na equagao (184), tem-se:

AP T(2)

A(e) = —_—. 185
©= G102 (185)
Apenas explicitando os termos dependentes de €, obtemos:
1[4\
A(e) = — | T(¢2). 1
© =10 ( A) (<) (186)

Podemos ver que a equacdo (186) possui uma singularidade quando € — 0, entdo,
vamos deixar € em aberto. Podemos levar o resultado encontrado na equacao (186) na expressao

encontrada para a func¢ao S, definida por (181):

302 (4n\ e (€
B=—-el+ (—) °r(5)- (187)

e isto nos leva a uma expressdo sem singularidade, quando ¢ — 0. Desta forma, a fungdo 8

passa a ndo ter nenhuma singularidade dimensional, ou seja,
342 (4m\"
,8:—6/1+—(—7T) r(f+1). (188)

Podemos escrever a funcio 8 dependente de €, em termos da mesma fun¢do 5 de D = 4. Para

isso definimos S = 8 (¢ — 0)e consequentemente, temos:

3

@ _
B 1

2
— 4 (189)

de modo que:

4r €/2 €
bulk _ @[ a7 €
B = _ed + B (Mz) r(2+1). (190)



43

Um parametro extremamente importante € justamente o zero da fun¢do (3, ou seja, existe um
A* tal que B(1*) = 0. Claramente, hd uma solucdo trivial, ndo interessante, que é 1* = 0.

Descartando essa solugdo, temos:

ler 2y (AF E/Zr(€+1) ~0 (191)
T lem2" \ 2 2 -
1672 (4% 1
2= e (—”2) S (192)
3 \M r(s+1)

Este parametro é muito importante na teoria, ja que esté relacionado com a mudanca de sinal da
fungdo S e futuramente serd ttil para calcular os expoentes criticos da teoria. O zero da funcdo
[ € importante, pois representa o ponto de mudanca de sinal do 8. A funcdo pode ter um dos

dois comportamentos ilustrados na figura (2).

Figura 2 — Posibilidades de funcédo 3.

4B 480

=~

Legenda: A figura ilustra as duas possibilidades para a funcdo S.
Fonte: O autor, 2020.

O que causa a diferencga entre as possibilidades de grafico € exatamente o sinal do do

termo de A2, isso estd diretamente ligado a escala de momento.
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2.2 Calculo da dimensio anomala

A seguir obteremos o pardmetro ¥, que € conhecido como dimensdo anomala. Vimos
na se¢do 2.1 como as grandezas da teoria se transformam e como isto no final gera a equacao
de Callan-Symanzik. Podemos ver que em 4 dimensdes a fungdo 8 é de ordem A2 e com isso,
terfamos que a funcdo y deveria ser, por sua vez, de ordem 4> (PESKIN; SCHROEDER, 1995).
Porém, € possivel existir contribui¢des de ordem €, j4 que que se ndo fizermos diretamente
D = 4 a fungdo B teria ondem A e com isso, seria possivel y ser de ordem A. O pardmetro vy,
€ conhecido como dimensao andmala e pode ser calculado de forma similar ao antes feito para
v (vide equagdes (149,150 e 152)). Para fazer isso temos que entender a renormaliza¢do de um

operador local O, (k) qualquer. Partindo da fun¢@o de Green, temos:
G ({x}) = (QITP(x)(x2) - - $(x,)0, (k)| Q) . (193)

Aqui temos a mesma estrutura anteriormente discutida (vide equacgado (140)) que gera condi¢des

de renormaliza¢@o igualmente similares, sendo:

O, (k) =(1+60)0, k), (194)

G ({x}) = (1 + non) (1 + 50) G ({x}). (195)
Como facilmente podemos ver que a transformacao da func¢do de Green € da forma:
G'({x}) = (1 + nén + 60) G™({x}). (196)

De maneira similar, a equacdo de Callan-Symanzik para esta fun¢do de Green € obtida apenas

fazendo a substituicdo non — ndon + dp. E isso insere o parametro yp na equacao:

d d
(M(W + ,Bﬁ +ny + y()) G" =0. (197)
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Portanto, de forma totalmente similar ao ja anteriormente feito, definimos:

29
=-M—, 198
Yo SM (198)
e podemos dizer, também de forma similar, que
ZV (M + M) — Z5H (M)
5o = 2 9 ) (199)
Z;' (M)
Logo, yo evidentemente tem a forma:
i In(Zp) . (200)
Yo = 3 M 0
Como em primeira ordem ¢, nao depende de M, pode-se dizer que:
000
=-M— 201
Yo M (201)

Para calcular a inser¢do do termo de massa do campo temos o diagrama escolhendo a condi¢@o

descrita a seguir:

= (p(P@F () = % em p> = @ = K = M

q P ) (202)

A corre¢@o a um loop do diagrama (202) é dada por:

k+r r dD}" 1
(Zﬂﬂ)rz(k+rf

7 X (203)

A integral apresentada na equacdo (203) € essencialmente a mesma da equacdo (182), cuja

solugdo foi apresentada em (184):
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1 T(s=2p) (1)
A(D) = — , 204
o) (@mP"2 I(s) (A) (209
onde, A é funcio do momento externo, A = —P?. Em P?> = —M?, conforme apresentado em

(202), esta contribui¢do deve ser cancelada pelo contra termo:

7 (205)

Entdo, basta comparar o resultado obtido, em primeira ordem, da equacdo (203) com o que era

esperado pelo contratermo descrtito na equagdo (205), para chegar a seguinte expressao de d:

5p = 2(41)% F(Zr(—;/z) (%)zm, (206)
Usando o fato que,

A = M? (207)
e que

S (208)
temos:

Op = %% (209)

Para calcular y, basta usar a relagio anteriormente encontrada na equagao (201). Com isso,

A

' €/2
7¢2 ) .

r(g + D(W
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O préximo passo € usar o zero da fungdo S, A", na expressdo calculada para y,. O A* foi

calculado na equagdo (192). Fazendo estes passos, obtém-se:

€

Yo () = 3 211)

A dimensdo andmala tem uma importante relacdo com o célculo dos expoentes criticos, para
mais detalhes, ver (PESKIN; SCHROEDER, 1995), e é usada para calcular o expoente critico

1

= — 212
2=y (%) (212)

4

Isto ilustra a finalidade e a importancia de se calcular a dimensdo anomala, uma vez que usando

as relacdes de escala é possivel calcular todos os expoentes criticos a partir de v.

2.3 Inserindo as dimensoes compactadas no calculo da funcio S8 e da dimensao anéomala

Y2

Nas duas se¢des anteriores, foram calculados a fun¢do 8 e a dimensdo anomala y,. A
motivacao natural deste trabalho € investigar se ao considerar dimensdes compactadas nas inte-
grais dos propagadores de Feynman, a fun¢do g serd modificada, e se esta possivel modificacao
ird alterar a expressdo para y,. Caso isto ocorra, ird ter modificagdes nos expoentes criticos da
teoria. Apenas para recapitular o que fora dito anteriormente, € preciso modificar as integrais e
0s momentos (internos e externos) das regras de Feynman, como prescrito no capitulo 1. Este
processo se dard primeiramente pelo cédlculo da funcao g.

A equacdo (176) € geral e depende apenas do valor da integral A(e), definida na equacgao
(183). Tomando como ponto de partida a integral A(e) e considerando a existéncia de d dimen-
soes compactadas, alguns parametros devem ser redefinidos. Para considerar as d dimensdes

compactadas, devemos trocar d integrais por d somas, como feito a seguir:

(o)

diq 1
— . (213)
(2m)d Lp_gq+1 - Lp_gs2- - Lp. Z

{nj}=—00

A condic¢ao de contorno periddica sobre essas d dimensdes compactadas, faz com que as com-

ponentes dos momentos relacionadas as dimensdes compactadas sejam da forma:
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=" (214)
i b= g,
1 L

i
onde os n; sdo nimeros inteiros. Como visto na secao 1.2 , simplifica-se a notagc@o ao definir:

Vol = Lp_4i1 - Lp-gs2 - Lp. (215)

Feitas estas consideragdes, a integral do diagrama de Feynman descrito na equacdo (183), se

torna:

1 -« dPk 1
A(D,d) = — . 216
D) Vol Z QP (g2 + M?)? (216)
(ni}=—co q
Definindo as variaveis:
N=D-d, 217)
q/l — k2 + 12’ (218)

P = Z 2, (219)

podemos reescrever a integral nas N dimensdes como:

dVk 1

An(N) = QN (k2 + m? (n))*

(220)

com o intuito de deixar a integral com a mesma estrutura ja conhecida, define-se 7 da forma:

m* =1+ M>. (221)
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Fazendo a mudanca de escala na integral e, com isso, nos momentos € na massa do campo,

tem-se:
m=M (1+17%), (222)
com
ol (223)
[ M’
L =ML, (224)
Vol' = M“Vol. (225)
k
K =—. 226
i (226)
Uma vez feita estas mudancas de escala, a integral (220) fica escrita como:
d"k 1
Ay (N) = MM (227)

QN (k2 + m2)*

E conveniente resolver primeiramente a integral A,.(N) e depois, realizar os somatérios da equa-
cao (216).

M—E
Vol

Ay (N). (228)

{ni}=—oc0

A(D,d) =

Como a integral A,,(N) possui exatamente a mesma estrutura estudada na equacao (183), apenas

trocando o valor de A e o valor da dimensdo D — N:
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M TN (1T
A, (N) = @0 TQ) (m,z) (229)
com isso temos:
M<TQ2=-N2) 1 & 1\
A(D,d) = e . 230
D.d) dm>  T'(s) Vol {n;m(l + 1’2) (230)
Simplificando e fazendo D = 4 — e e v = (d+o)/:
M rv) -« 1Y
A(D,d) = 2m)* : 231
(D) = T B0 Yo {n_}:_w(l'z N 1) (231)
Fazendo 2 = (2n)* ain? e 1 = ¢ tem-se:
M=<T(v) by O 1 Y
A(D,d) = — 2n)™ _—, 232
(D:d) 1672 Vol (@) {n-}Z:;m(Z ain? + c2) (232)
onde pode-se identificar que:
- 1 I
Z m = Ed (ai},v). (233)

{ni}=—0c0

Sendo E;z ({a;},v) a funcado zeta de Epstein-Hurwitz. Como j4 foi demonstrado na secdo 1.3,
a funcdo zeta possui uma relacdo com as funcdes de Bessel modificadas de segunda espécie

K, (z). Essa relagdo é dada por:

21 2r) "
VIilal (v)

E ({ai}hv) (27T (v = ) + C (@), (234)

onde C (d) contém a corre¢ao devido as dimensdes compactadas. Podemos identificar
a,n? = ll.z, (235)

logo tem-se que
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2
a; = (—) (236)

0 d
+--- 2dz ; Kq, [\ Z (niLi)zJ- (237)
ni=1 d i=1

A equacdo (234) pode ser simplificada usando as relacdes de escala e a defini¢do de a;,

obtendo:

21" (27) 7

Ej (taihv) = VoI =2

(277'T (¢2) + C (@)). (238)
Levando o resultado acima na equagdo (232), obtemos:

—€ 1 v €2 —€e/n
ADd) = M (4r)? (r(e/z)+2‘ / C(d)). (239)

A expressao (239) pode ser usada na expressao (188). Com isso, obtem-se o resultado:

3 M v €2 —€/2
B(A) = —€l + Eﬂze[@ﬂ (4m)” (T (¢f2) + 2~ C(d))]. (240)

Se os termos forem reorganizados, teremos um resultado similar ao ja encontrado na equacao
(188), dado por:

, [ 4r ¥ —e
n (W) (r(e/z+1)+2 eC(d)) . (241)

_ 2
B = —ed+ o
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Finalmente, com o uso da equagdo (237), tem-se a funcdo S considerando a existéncia de di-

mensdes compactadas, ou seja,

3 47 \"
_ 2 v "
BA) = —el+A _167r2ﬂ (MZ)

€2

2% _ K.,

d o €2
1
C(h+)+27"2)" " (n—L) K., (n;Ly)

i=1 n,-:l

d
> (niL»ZJ : (242)

i=1

Podemos encontrar uma relacao entre a funcao S, da teoria, com as dimensdes compactadas e

Bk Segue que,

322 (4n\* (e
bulk _ i
B = €/l+167T2(A) F(2+1). (243)

que € a funcdo B encontrada na equacgdo (188) sem o uso das dimensdes compactadas. Tomando

a equagdo (241) e, colocando os termos em evidéncia para criar uma relacdo de escala, temos:

B ()

7 (T (¢2+ 1) +2-€C (d)) I'(2+1)

} . (244)

T2+ 1) {_ 67TV (F (¢/2+ 1) +27"eC (d))

+2°

3 4

1672 \ M2

2

n (r (¢2+ 1) +2-"€C (d))
T(2+ 1)

€2
) I'(¢2+1) X

Definindo que

o (r (¢2+ 1) +2""eC (d))
A= T A, (245)

cria-se uma relacdo de escala da constante de acoplamento A. De modo que a funcdo S (1) se

relaciona com a funcdo gP* (/_l) segundo a equacdo a seguir:
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I'(¢2+1) o
7 (T (¢2+ 1) +2-€C (d))

{e/_l+,'12 3 (4” "

— | I'(¢/2+1
= ) 2+ 1)
onde o termo entre chaves representa exatamente a funcdo que chamamos de ¥, Esta relacdo

B

5 } , (246)

de escala, permite criar uma relag@o entre o zero das duas funcdes, ou seja,

T(2+1)
7 (C(2 + 1) + 2-"¢C (d))

B = Bk (/_l) . (247)

Com isso, o zero de 8 (1) ocorre no zero de g (/_1) Logo,

,8(/1*) :ﬁbulk (/—1*) ’ (248)

L2+ 1) . (249)

*_

- (T (2 + 1) +2-"€C (d))

O préximo passo 16gico € calcular a dimensdo andmala 7y, usando o formalismo dos espagos
compactados, uma vez que ja se sabe o zero da fungio beta. Sabendo que A* (vide equacdo

(192)) tem a seguinte expressao:

i 16722 (4?1
” ( ”) (250)

X = = —
3 \M2) T+ 1)

pode-se substituir o resultado apresentado na equacgdo (250) na equagdo (249), fazendo este

procedimento obtém-se:

=€

) —€/2
167 (472) 1 251)

M2 o (T(2+ 1) +27€C (d))

Pode-se tomar como ponto de partida para o célculo do vy, a equacdo (203).

f (27r)D r2 (k+;»)2

(252)
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Como o contratermo, 04 estd relacionado com a integral A(D), representada em (183), temos:
A
Op = EA (D), (253)

de modo que pode-se calcular y,. do modo descrito a seguir:

A 0A (D,M)
M—

-2 , 254
O RV, (@>4)

Com isso, basta compactar A (D) e substituir na equagdo (254). Porém, a a integral A (D) j4 foi

compactada na equacgao (239), e tem o resultado abaixo:

—€ 1 v €/2 —€/2
ADd) =M Tea” (47)7 (r(e/2)+2l / C(d)), (255)

com C (d), descrito em (237). onde, recapitulando o resultado

d oo €2
C(d) = 222 (i) Ko, (n,Ly)

€2

00 d
+--- 2‘12 ; Kf/z[\ Z (niLi)zJ (256)
ni=1 i=1

i (niLi)z

i=1

Para finalizar o cdlculo do 7y, basta aplicar a defini¢dao (254) na equagédo (255), e com isso,

tem-se:
Ve = AM—ELHV @m” £ (r (¢2) +2'7C (d)) (257)
¢ 1672 2 ’
isto €,
_ —€ v €/2 € —€/2
Yo = M s (4 (T (2 + 1) + 277eC (). (258)

Para calcular a dimensido anOmala, y,, basta aplicar o A" na expressdo (258). Apenas para

recapitular, 4*com as dimensdes compactadas foi calculado na equacdo (251) e tem o valor:
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1672 1 4\
A= — 259
T3 2T (2t 1) +2-"eC () (MZ) (259)
Com isso, a dimensdo andmala critica, levando em conta as dimensdes compactadas, € :
. €
Yor (A7) = 3 (260)

z

Este resultado, de certa forma, era esperado. Pois a dimensdo andmala y, (1), em ordem A28
resultado de um cancelamento algébrico das integrais usadas para calcular a fungdo 8 e a prépria

dimensdo andmala y. Isto ocorre uma vez que o resultado da integral

(A% 1
CoN (k2 + 1)

(261)

aparece no numerador de y, (1*) € no denominador do zero da fungdo 5. Como este cance-
lamento € algébrico, ndo € intuitivo pensar que este comportamento ird se repetir em ordens
superiores de A. Pois existe uma mudanca no valor da constante de acoplamento A*, ponto onde
a funcdo B se anula de forma ndo trivial, ao se inserir as dimensdes compactadas. Deste modo,
mesmo que a priori ndo tenhamos nenhuma corre¢do dos expoentes criticos pela presenca das
dimensdes compactadas, temos um deslocamento do zero ndo trivial da fun¢do S, onde este zero
estd relacionado com o ponto onde ocorre a transi¢ao, e este parametro acaba por depender das
dimensdes compactadas como a prépria equacdo (259). Isto gera um questionamento impor-
tante: Existe outro ponto além do € = 0 que pode colapsar os dois A*em um unico ponto. Para
isto acontecer, de algum modo C (d) deve divergir em algum limite, seja para uma escolha de

dimensionalidade ou para um valor de L;. Devido a forma assintética das funcdes de Bessel,

Ko (L) ~ |57 para L; — oo,

(262)

I o2
Ko, (niL;) ~ % (ﬁ) para L; — 0,

caso o argumento L; seja grande, a fun¢do e a soma irdo convergir. Logo, este tipo de argumento
ndo ird nos gerar a trivialidade questionada. Para facilitar a andlise, vamos tomar d = 1, onde

temos:

) 1 €2
c)= 221 (E) Ky, (1), (263)
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tomando um L; — 0, temos a aproximacao

] 1 €
C (1) ~ 2T (¢h) Z (le) . (264)
ni=1

Com isso temos:
, (265)

1
n

C(1) ~ 27T () (L) ) ( )
ni=1

ainda podemos ver que o somatério € a definicdo da funcdo zeta de Riemann, ou seja,

o e
Z(—) = (), (266)
n

ni=1 1

€ entao
C (1) ~ 27T (42) (L) (e) . (267)

Podemos ver que quando C(1) ~ L€ para um L; — 0 e, por hipétese, € # 0 o termo tende a

divergir neste limite assintético. Isto implica diretamente no valor de 1* de modo que se:

L — 0, (268)
tem-se que
A - 0. (269)

O que parece estranho, uma vez que isto ndo afeta o valor do expoente critico, é um forte
indicio que este cancelamento algébrico, que ocorre em primeira ordem, ndo deve se repetir
em ordens superiores. Ou ainda, que o cdlculo dos expoentes criticos envolvendo as dimensdes
compactadas devem partir de um ponto anterior da teoria, diretamente de onde se define os

expoentes criticos.
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3 COMPACTACAO DE UM DIAGRAMA GENERICO COM O USO DA REPRESEN-
TACAO PARAMETRICA DOS DIAGRAMAS

Sendo o intuito entender como a inser¢ao de d dimensdes compactadas afetam o compor-
tamento dos diagramas de Feynman, em D dimensdes, um bom ponto de partida seria investigar
o comportamento dessa insercao na representacao paramétrica das amplitudes correspondentes.
A representacdo paramétrica, no espaco euclidiano, para o campo escalar da teoria ¢* é da forma
(ITZYKSON; ZUBER, 2006):

1
I (P) = F(G) f ]_[(2 < [(k@) MZ]H( ot 6 [PV—ZEW.](O'))’ (270)

i=1

onde o indice i representa a i-ésima linha do diagrama com [ linhas, enquanto v representa o
v-€simo vértice de um diagrama com V vértices, P, € 0 momento externo, k; 0 momento interno,
o numero de loops L do diagrama respeita a seguinte relacdo: L = I + 1 — V. O fator F(G) pode

ser definido como:

C (G)

56" F(G), (271)

onde F (G) carrega as informacdes dos vértices e a simetria dos diagramas. C (G) € o fator que
cada vértice carrega e S (G) € o fator de simetria. A matriz €,; de componentes V X I descreve
a topologia do diagrama, definindo como as linhas entram ou saem de um dado diagrama. Esta

matriz pode ser definida de acordo com o comportamento da linha i no vértice v:

—1 se v entra no vértice,
€; =41 se v sai do vértice, (272)

0 outros casos.

Espera-se que a equacdo (270) tenha uma conservagdao de momento externo, do tipo:

4

I ()= 1Y (P)21)" 8" (Z PM] : (273)
v=1

E necessdrio que esta conservagio seja explicitada. Para um nimero de dimensdes geral,

a equacdo (270) deve ser expressa em D dimensdes. Com isso, a equacdo que descreve a

representacdo paramétrica na forma euclidiana em D dimensdes € descrita como:
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de(l) v - ! —
Io_(P) = F(G) f ]_[ o ﬂ(zn)D 5P [P(V)—Zew-k(‘)). (274)

k(z) + Ml2 N i=1

Sendo o intuito estudar os efeitos das dimensdes compactadas em um diagrama geral,

sera considerada a parte discreta [V do momentos k”com d dimensdes compactadas da seguinte

forma:
D
() = (kY + (1) onde: (19’ = ) Z 1919 = i_”w 275)

Claramente a parte discreta dos momentos deve modificar a quantidade de integragdes. Com-

pactando d dimensdes, temos:

. dl(.i) 1 0
D) _ gD-d),G)  gdji) o _J _
dPKD = qP-Dg dlezﬂaL.Z (276)

onde o vetor k¥ terd (D — d) dimensdes ndo compactadas e d dimensdes compactadas, logo:
T = ( KD D=0 (D=d+D) l(D),o')) 277)

e, da mesma forma os momentos externos P* também devem ter d dimensdes compactadas,

ou seja,

— 2n 2n
) — L, ) (D-d), (1) ) ()
PwW = (P (1 P H Ld+1mD RTEE ,LDmD ) (278)

Deste modo a delta de Dirac original deve ser reescrita como parte delta de Dirac e parte delta

de Kronecker, conforme visto na se¢do 1.1 . Entdo,

1 1
ol Sok] = omafro S
s=1
D ' 1
) (5)
[ (s(L—mg = > Gl ) (279)

Como j4 visto, podemos dizer que



1

2
(2@5[ L” mt — Zeﬂsl’;”] Lo, 51 0

s=1 CusTy
P s=1

com iSSo

rl (27_[)6[271' W) _ Z €, l(Y)] rl L o) (,4) 5L 6 n(x),
p=

p=D—-d+1 s=1 D—-d+1

definindo que

D
[T 1=v

p=D—-d+1

Teremos,

ﬂ (27T)6(—m ZI: zm] Vol ﬂ Bt 51 ot

p=D—-d+1 =1 p=D—-d+1

A amplitude, entdo, € escrita como:

dVk®
H f Q)" [(km) ] *

LS 1
H(vao()

i=1 O __
j

[ﬁ Qn)N sY (P(V) — zll € k(’)]] l_[ Vol 1—[ 0, o Z evsn(s),

i=1 v=1 s=1

onde,

M, =M} +(1°) . N=D-deVol= [] L,
p=D—-d+1

A parte ndo-compactada da amplitude &, pois,

1

I (P) = F(G) ﬁ f k0 [ﬂ enV sV | P ( ) Z €,k®
’ i J ot (kD) + M.

i=1

59

(280)

(281)

(282)

(283)

(284)

(285)

(286)
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de modo que:

1

P = (Vlol)]]_[ i Iy (P)l_[Volném S et (287)

i=1 }'l t) :_

Segue a resolucao da integral de representacdo paramétrica em N dimensdes, adaptando
o calculo realizado em 4 dimensdes de ITZYKSON; ZUBER, 2006):

dVk?
I (P)= F(G)]_[ f o

1
][1_[ QN sV (P(V) Zew-k(")J]. (288)

i=1

(o

Introduzindo os parametros de Schwinger, @, os propagadores sao escritos como:

0 (1D LT
= [ aave () (289)
(k) + M, Jo

e, pela representacdo integral da delta de Dirac, temos:

1
@n" & [P“ - Zewk<i)) - f Ny P k), (290)

i=1

Levando estas expressdes na equacdo (288), € visto que:

1
Ic (P) = F(G)]—[ f da'”
l—l f o (V)[ dVk® (x(i)((k(i))2+M,-2)e—iy(V)-(P(")—ZLIEvik([)):| (291)
e ’

e arrumando toda dependéncia de k) no mesmo termo:

1
I = F(G)l—[fdcy(i)x
rl f d¥ (v)[ de(l) [(i)(k(i))z_izle &y k0 ei)’(y)'P(V)“(i)M?] . (292)
(271)



Completando o quadrado da soma, obtemos:

1

o k(z) Z (R EORN() [k(’)

i=1

e fazendo o deslocamento sem jacobiano da integral k¥ —

1
LY = F(G)ﬂfda(i)x

1[5

reescrevendo os produtdrios em termos de somatérios, ficamos com:

1
I = FO|[] f da@[
i=1
14 N2
({1t

O termo A pode ser integrado com facilidade, da seguinte forma:

4D = f vk oK)’

e

1Y

(@s () )
1

(a/(i))N/z (47T)N/2 )

Trabalhando o outro termo através das mudancgas de varidveis, obtemos:

YW 2+ WM y=1,...,

W,

=3 ey — kD, temos:

() N2 2
d k" _ao)(km) 0P a0~ (S eiy™) ] )
b

4 G (Zx‘//:l Eviy(v))z)} .
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(293)

(294)

(295)

(296)

(297)

(298)

(299)
(300)



0 que também insere um jacobiano trivial, e entdo,

14 V-1
v
Dl = > e +en”
v=1 v=1
V-1
= ey (z(” + Z(V)) + e,2",
v=1
ou seja,

v V-1 v
e = e+ > e
v=1 v=1 v=1

~——
-0
V-1
= eviZ(V) .
v=1

Para o outro termo, segue que:

\4 V-1
Zym PV = Y . PO 4y pv)
v=1 v=1
V-1
- (Z(v) + Z(V)) . PV 4 V) p»)
v=1
V-1 \4
- 2. pY 4 W Z p»
v=1 v=1

A mudancga de varidveis corresponde a:

\4 V-1
dNy(V) :( deZ(V))deZ(V)-
1=l

A expressao da amplitude fica, pois,

62

(301)

(302)

(303)

(304)

(305)

(306)

(307)

(308)



! V-1
@ v fae i)
1 v

i=

iy V=l poay! (L _(yV-l )2 )
e i¥,52"-P +2i=l( 0 (2 ez ))(deZ(V)e—tz(V)-ZyzlP("))

eoVsV(ZY_, PM)

As integrais nas varidveis z*),sdo:
g ,

IESE

V-1 1 1 V-1 2 ) T g2l (@)l
e_lzv=1 Z(v).P(V)+Zi=l(—4a(i) (ZVl €i2) ) _ 1—1 deZ(V)e_lz(v),P(v)_(i

V-1

v=

onde definimos:

1

1
dg () = Z fviwevi-

i=1

Fazendo essa substitui¢do e reagrupando os termos, temos:

Z

V-1

_ M. pM_1 (v . % (V_l) _
['] f Ve B o VR (det (dg (0))) ™2
v=1

e Zyl_,izﬂ P01 [45! (a)]P(Vz) ‘

Logo podemos escrever:

I (P

ou,

1
F(G)(l—[ f da@A(")e—“(”Mf]{(det (dg (@)™ x
i=1

V-1 _{yv-1 D[ g1 (v2)
|[@am2 | e Bt P Ldg! @] (o N 5N[

14
Z pm

v=1

)}

63

(309)

(310)

(311)

(312)

(313)
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1
IZN (P) = F(G)(l_[ f da® Ame—a«wf]x
i=1

\4
{<der<da (@)™ (@m0 7 B PG @I gy 5 [Z P (V))}’ (314)

v=1

ou ainda,

-aM;
IG (P) F(G)(l_[f CK(l))N/2(4ﬂ_)N/2€ . X

Vv
{(det (dg (@)™ (myVV D12 7 2ipm FOVLGG @I (N 5 [Z P (V))}- (315)

v=1

Usando o fato que L = I + 1 — V para simplificar os termos com (4m)Y

(47T)N(V_1)/2 _ 1
(47T)N1/2 - (47T)N(L=1+1—V)/2 (316)
1
=GR (317)

finalmente obtem-se:

—~N ! . O77? 1 1 N
Ic (P) = F(G)(l | f daPe™® Mf] [ ‘ ] X
’ i (@)™ (L) @) det (de (@)

\4
{ T PN Gy o [Z P (V)]} : (318)

v=1

De forma mais compacta, pode-se definir os polindmios de Symanzik U(a) e V(@) como:

1
Ule) = (]_[ a<">J det (dg (@) (319)
i=1
V-1
V(@)= Ul@) Yy P |dg! (@)| P* (320)

vi,va=1
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e ainda usando o fato de que I~GN (P) = 1Y (P) 2m)N 6" (ZLI P(")) , temos:

V(@)

1 _Via)
Y (P) = F(G)[ f da@')e-““)Mf)x ¢ . 321)
¢ ]_1[ (@) viayre

As dimensdes compactadas modificam a dimensionalidade da equacao (321) se compa-
rarmos com a equacdo (274). Isto certamente modifica a convergéncia da integral de Feynman.
A convergéncia da integral (321) pode ser analisada usando o teorema de Weinberg. O teorema
de Weinberg assegura a convergéncia do propagador se o grau superficial de divergéncia res-
peitar uma condi¢do. Usando o teorema de Weinberg fica evidente que a dimensao reduzida
N = D — d melhora a convergéncia das integrais que representam os diagramas.

Teorema de Weinberg: Se w(g) < 0, onde g € um subdiagrama de G, para todo g € G,
entdo a integral de Feynman correspondente a G é absolutamente convergente. Avaliando o
comportamento da integral I?;N (P) com o teorema de Weinberg, dividindo nos setores de Hepp,

redefinimos as varidveis @ de Schwinger da seguinte maneira (WEINBERG, 1960):

a = By B
@ = ,3% ,3%
A (322)
ar; = ﬁ%—lﬁ;
a1 = ﬁ%-
Esta mudanca de varidveis introduz um jacobiano da forma:
D({a}) Ip 23 -1
=2 e (323)
Dagy ~ 2P
e os novos limites de integracao sao dados por:
0<pB/<xwel<p <lparal <I<I-1. (324)

Pode ser provado (vide (ITZYKSON; ZUBER, 2006)) que esta mudanca introduz um fator

comum no polindémio U(a), que posto em evidéncia fica representado como mostrado a seguir.
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Ule) =B -+ B (1+0@p)), (325)

onde os L; representam o nimero de loops independentes. Como o termo (1 + O(B)) ndo possui
polos, a possivel divergéncia vem da razio do restante da funcdo U(a) (325) e o jacobiano
(323). Logo,

BB B! ! !
1P7 1 — Hﬁ_NL[+1_1 — ng—w(g)—l, (326)
=1

N/2
g )"

onde o grau superficial de divergéncia w(g) é definido como:
w(g)=NL, -1 (327)

Com isto, fica facil ver que basta —w(g) — 1 > —1 para ndo se ter mais polos na origem da
integracdo. Assim, chega-se a condic@o requerida para que o teorema assegure a convergencia

da integral, dada por:
w(g) < 0. (328)

Neste ponto, pode-se claramente ver que sendo L; e I valores positivos, da equagdo (327),
pode-se chegar a conclusao de que, quanto menor o valor de N, melhor a convergéncia do sub-
diagrama. Com o uso das dimensdes compactadas, N < D, aumenta-se o grau de convergéncia

das integrais dos diagramas.

3.1 Compactacao de um diagrama fermiénico genérico com o uso da representacao pa-

ramétrica dos diagramas

Na sec¢do anterior foi feita a compactacdo do diagrama genérico usando a representacao
paramétrica para o campo escalar da teoria ¢*. Para prosseguir com o propésito de investigar
como as dimensdes compactadas inseridas em diagramas afetam a convergéncia, das diferentes
teorias, podemos avaliar inicialmente como uma teoria com acoplamento do fermion-escalar se

comporta. Para propagadores fermidnicos tipo Yukawa, a representacdo paramétrica € similar a
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(274) (pode-se encontrar mais detalhes na referéncia (LINHARES; MALBOUISSON; RODITI,

2008)) e, de forma genérica, podemos dizer que esta representagdo é dada da forma a seguir:

D v I
B e=ro [ ]_[ | 20N Tewrs [PV—Zew-k,-}, (329)

k(l) + M 12 v i=1

onde o indice i representa a i-ésima linha do diagrama e ndo existe distingdo para uma linha
escalar ou fermidnica. Esta distincdo fica apenas na massa M; que pode ser massa de campo
escalar ou fermidnico. Com isso, os indice I, v, V e L, o fator F(G) e a matriz ¢,; sdo idénticos
aos ja citados na secao anterior.

O fator P(k) presente no numerador é um polindmio que contém os momentos ¥; e as

massas fermionicas. Este fator pode ser escrito da seguinte maneira:
PR = | @ - M), (330)

onde a massa My € a massa do férmion. De modo similar ao caso de campo escalar (273),

pOdeOS €SCrever:

v
I, () = I2(P) 2n)P &P [Z P(V)] . (331)

v=1

Deste modo, a equacdo a seguir deve ter o mesmo tipo de estrutura de compactagdo que sua

contrapartida de campo escalar puro, definida como:

Vv

de(z) P(k) B I —
Io_(P) = F(G) f 1_[(271) (7[) +M2 H(27r) sP| P Zewk . (332)

v i=1

A mesma prescricao do caso anterior (275) pode ser adotada. Com isso:

d-1
(K9) = (k) + (1) onde: (1) = 3" ()" e 1 = 27 n?, (333)

Jj=0 L;

Esta prescricao leva ao mesmo ponto,

— . : y 1 x
"R = a0k . g1 ¢ dg? — - Z . (334)

J n(.i):—oo
J
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Como neste tipo de teoria temos #; no numerador da amplitude, teremos que ter um

cuidado adicional. Sendo:
]}(i) — (kO,(i) kl’(i) . k(d—l),(i) l(d),(i) I(D)’(i)) (335)
fica conveniente escrever:

kO = (ko’(”,kl’("), XN ,o) + (o,o, 0@ ,I(D)’(”), (336)

kD 1)

e assim fica simples dizer que:
O = g0 4, (337)
e, similarmente ao antes feito, os momentos externos sao da forma:

2 2
P(ﬂ) — (PO,(H)’PI,(I) P(d 1), @)’L:m;ﬂ)’ . ’L_Zm%l)) . (338)

Como os momentos externos ndo se alteram a decomposicao da delta de Dirac € idéntica a:

1 1
5P (Poo Z €, k(s)) R [Poo _ Z %kw) %

s=1 s=1
D—-d T 1
5 [L—my;) - eﬂsl}f“‘)] . (339)
p=d P s=1

Inserindo as dimensdes compactadas e fazendo as mesmas consideragdes que foram feitas em
(284), obtemos:

V. D-d

1 &)
E;D (P) = (Vil)l rl Z IG (P) U rl (Zﬂ)é(zﬂ' W _ Z Eyil;)(i)) ) (340)

i=1

onde analogamente ao feito na equagdo (284), podemos dizer que IEN (P) é dado por:
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N S avk? Pk + )
I (P) = F
¢ (G)Df (2n)N((k<f))2+M§+(z<f>)2)X

\4 i
[]—[ Qn)" & [P(V) - evik(i)]} : (341)

i=1

emque Pk+1) = ((If(’)b(’)) ) Fazendo uma adaptagdo da prescri¢do anterior, que s

continha termos no numerador, temos:

-1 —aO( (kDY 4 M2+ (10 4 (kD 41
&_2 :f da"P 0 . ()((k(>) M2+ (19 4 (KO 1<))) , (342)
@+ d, D \a0d o

onde podemos ver que:

@(k + l) — (__18_) —a/(’)(f (k(’)+l(’)))

() 05 £=0

_ P(k(i) " l(l)) e_a(i)(&.(k(i)ﬂ(i))) (343)
&i=0

=P (k0 +19). (344)

O termo que contém os momentos k € os momentos externos P também possui exata-

mente a mesma forma do caso anterior (290), ou seja,

1

@n" & [P‘” - Zev,.k‘”) - f 4y (P S 6), (343)

i=1

Similarmente ao caso de campos escalar queremos integrar todos os momentos k e, portanto, é

conveniente agrupar todos os termos de momento k, da seguinte maneira:

=N i v
I (P) = F(G)]—[fda()?’(a(l)ag) {ﬂde y

N 1,(i) i i i i i . i
[ d kNe—a/()((k()) +Mi2+(l()) +§,--(k( )+l()))e_ly(v),(p(V)_Zl(:1 evik(')):|} (346)
(27) £=0

arrumando os termos que dependem de k”em um tnico termo, obtemos:
~N ay k(t)
Ic = F(@G d(’)P—— fNM

e_[(,m(k(:)) sl ew-y(v’-k“)+a")§f-k(’)]e—iy(v)- p(V)_a(l)(Mi2+(](l)) +§,--l(’>)]} (347)

&i=0
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A soma que contém os termos em k, pode ser escrita como:

! & kO &2 ! _
o? k(z) Z O kD 4 qOg, . kD = o [ + 12 ] —a(’)z’—iZev,-y(V)~k(’). (348)

i= i=1

f: k()

Deslocando £ + — kY, temos:

1 1
o k(z) Z W g0 4 g0g, . kD = o k(’) ’Ze o). k(i)_ fi), (349)

i=1 i=1

que agora fica de forma similar ao que j4 foi feito em (293). Seguindo os mesmos passos:

2
1 . 1
. . 1
a? k(z) Z W0 4 g0g kD = g [km - — Z Ewy(v)} +
@
= i=1
1 (% i
|2 550
i=1
! &2
i) ey b= a7 (351)
=1
Fazendo um novo deslocamento k' — == 31 €,y — k| com jacobiano trivial, temos a

equacdo abaixo:

~N ! G N () de(i) )2
— i - v - —a(k())
I F(G)ljfda ’D(am 65) rllf [ o

iy P(V)_(l(l)(M2+([(1)) +& 1(:)) J5(EL e -isL, Eviywx&m(z‘)ff]} (352)
&=0
Podemos ainda definir alguns termos de modo que:
N hp 29
Is = F(G)l—[ fda/ P(a@ %, ) x
N ® i v, plv. DYy v,
l_[ dey(v) [ d kNe—a(k(’))ze—ty( PO~ Mit 5 (S e ))2] (353)
V=l (2m) £=0

onde,
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2
Mi:Ml.2+(l(i>) +& 10— % (354)

1
PV =PV Y 6 & (355)
i=1

O termo dado por:

o —e (356)
j4 foi resolvido na equacao (297). Com isso, temos como resultado:
AD = ! (357)
(@) (@4m™"?

Como a equacdo (353) é exatamente a mesma equacdo descrita em (295), exceto pela

mudanca na defini¢do de massa e de momento e a presenga de P( ) que atua apenas nos &,

(i) [jé-‘
podemos dizer que sua solucdo € a mesma encontrada na equacgdo (295). Deste modo,

N () A 19
Io = F(G)l—[fda A 50( (1)85)

{n f "y [e""”(”"””)-”“)ﬂf+4J<f> (i E”ymf]} : (358)
v=1 fq"l':O

Ao aplicar o mesmo procedimento feito na equagdo (299), temos:

v V-1

e = e, (359)
y=1 v=1

e

4 V-1 14

Z Yy pO) = Z 2P 4 W Z pm (360)

v=1 y=1 v=1
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O termo que se refere ao somatério dos P, tem a forma:

1

zvl P = ZV: PY + Zg,- : ZV: 6. (361)
v=1 v=1

i=1 v=1
——
0

Deste modo, como esperado, recuperarmos a conservagao de momento externo, ou seja,

\4 \4
S = (362)
v=1 v=1

Entdo, a integral pode ser simplificada de forma similar ao feito na equagao (315)

~N 10 _a(i*?
o= F(G)(Hf (a(’))N/2 (40" P( ® 65)6 )M']X

{(47T)N(V_l)/2 e Z"l 7=l (Vl)[dc; (a)]P(Vz)X

\%4
oo ($or)

v=1

(363)

£=0

Similarmente ao feito na equacao (321), podemos reescrever de forma mais compacta utilizando
os polindmios U(a) e V(a). Como o polindmio V (@) depende do momento externo P, que por

sua vez, depende do parametro &, é conveniente deixar isto evidente.

V(a.§)
~N /- =2 e U
Io (P) = FOI[] |4 %D( ) “’(”Mi]
G ( ( )[ f o 2% 9, X ((4ﬂ)2)NL/4 N X

4
@my" 6" (Z P(V)]
1

y=

(364)

&=0

Podemos escrever entdo o Ig , COMo:

_ V@d
iN(P) = F(G d <'>50( ) -“““Mfz] ¢ . 365
G ( )(1_[ f @ 0 o¢; X ((47T)2)NL/4 U@ (365)

A equacdo € compativel com o resultado encontrado em (LINHARES; MALBOUIS-
SON; RODITI, 2008), apenas mudando os valores de P e de M.
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3.2 Compactacao de teorias de calibre fermionicas com o uso da representacao paramé-
trica dos digramas de Feynman

Partindo da ideia de investigar o efeito da insercdo das dimensdes compactadas nos
diagramas de Feynman para analisar a influéncia das dimensoes discretas na convergéncia das
integrais, a representacdo paramétrica dos diagramas tem-se mostrado uma importante aliada.
Os propagadores dos campos de férmions escalares guardam uma certa semelhanca com a teoria

de gauge (calibre). Podemos escrever o propagador do campo mediador de interacdo, da forma:

koke ) _ Qoo (ko) (366)

1
— 0,0 — ((1 - = ,
com Qg (k,u,n) = (k2 + ;12) 0py — (1 = m) kyk,, podemos escrever o diagrama geral, jd aplicando

a conservagao de momento em cada vértice, como:

TP )
I (m) = F(G) f ( ) (367
¢\n ( L) (27_[) 1_[ q(,)) + M2 1_1[ (p(’)) +/J ) )

onde o polindmio P(¢”) é idéntico ao caso fermidnico. J4 o polindmio do numerador pode ser
tratado de forma similar ao feito no caso do polindmio #, para os férmions escalares. Com isso
temos que tratar do propagador de forma similar ao feito anteriormente. Podemos reescrever o

propagador da forma:

Q 6 (kaﬂan)
k) = —————, 368
onde claramente temos que:
Qo (k,p1,m)
Goo (k2,0,u.n) = ———— (369)
T e ey

retorna ao propagador original. Com isso € possivel gerar uma recorréncia do propagador com

relagc@o a poténcia do denominador

Qp9 (k’/'l’r])
(k2 + #2 _ 8)n+l :

0
a—egpa (k,neum) =n (370)
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Com isso fica f4cil notar que:

10
gpe (k7n + 1787/17]7) = Z%gp@ (k7n’87#7r’) s (371)

ou de modo mais geral,

I'(n) 0°

- ) 72
r (I’l + S) aSS gpe (k7n,8’/"’n) (3 )

Goo (k,n + s,e,u,m) =

Se levarmos em conta que queremos G, (k,2,0,u,1), basta fazer n = 1 na equacdo (372), ob-

tendo:

0
ng (k’z,&ﬂ,ﬂ) = %Qp@ (k’l»&#’ﬂ) . (373)

Desta maneira, podemos usar a mesma prescri¢do antes utilizada na equacao (342), o que nos

leva a:

Qpe (k(i),l’ €, #’77) — Qp€ (k(i)’ #’77) f - da(l-)e_au)((ku>)2+y2+&-.k(i)_s) (374)

0

&i=0

Portanto, verifica-se que basta fazer o mesmo tipo de mudanca feito para o caso dos férmions (

vide equagdo (343)), que obtemos:

; . -1 0 — (kD) 42t kD g
Gyo (K. 1erpay) = fo da()Qpe(%a—g,ﬂ,U)e (@) seste) (375)
i &=0

onde,

-1\ &
2 (_() g (376)

a® ) o¢

-1 0

(377)

ke > —
a0 g7

Logo, o propagador pode ser escrito em termos dos polindmios e das derivadas das func¢des

auxiliares, ou seja,
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. 0 . 1 0 0 —a((kD) 412 +&-kD—g
Gpo (K" 2.8.41.m) = f d“(’)Qpe( W g7t ’7) i I (378)
0 &=0

Definindo, assim, o operador y,9 como:

1o 0
Xpo(@.&i,E:0.1) = Qpe( @ e n) (379)

possuimos, enfim, o propagador do campo de gauge escrito da seguinte forma:

Gpo (K.2.04.) = fow POV CORTE S

(380)

.f,-,s:O

Temos, neste caso, 2 tipos de propagadores: os fermionicos e os de gauge. Consequentemente,

devemos considerar que o conjunto dos N* propagadores fermidnicos possa ser escrito como:

5 _Pa@
(6") = H G 0T (381)

e, o conjunto de todos os propagadores de gauge possa ser representado da forma:

. >
o @ (P0m)
=11 - (382)
=1 ((P2) +42)

onde os momentos § e j sido obrigatoriamente funcdes lineares dos momentos internos £ e dos
momentos externos P. Deste modo, podemos definir a compactacido dimensional nos momentos
k de forma similar ao que j4 foi feito (vide equacgdo (275)). Como os momentos g € p sao fungdes

lineares dos momentos compactados k e P, temos:

kO = (ko’(i>,k1’(i), SR ,0) + (o,o, 0@ ,1<D>’<")) (383)

kD 1@

2 2
pw — (PO,(/J)’PI,(I) P 1)(;1)’L7:mgz)’ o ’L_Z’"%)) (384)
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Logo, as seguintes relagdes sdo vélidas:

@) = (") +@) (385)
€
() = (p?) +(p"), (386)

onde os g7 os p”tém as mesmas regras de conservacio de momento no vértice, que suas

contrapartes ¢ e p?.Com isso, fica definida as renomeagdes das massas como:

i = M2 + (%) (387)
e ainda
=+ (") - o (388)

Inserindo d compactagdes , obtemos:

e
f [E[ (27r)d) (Vol)’

Segue-se, de forma similar ao caso fermidnico, que:

N:N

Z (389)

F o ~aO((¢@) + 32454
') l_[ f 7’( ¥ 35, ) | ) (390)
3i=0
e para o propagador do campo de gauge, temos:
NT 00
—aD|(p» 7.2 N_g
= ﬂf R e (391)
=10 £.6=0




71

De um modo geral, podemos escrever de forma similar ao caso escalar um diagrama genérico
de N propagadores, onde: N' representam propagadores fermionicas e N'representam propa-

gadores de campo de gauge. Portanto,

N = NF + NI, (392)

Como a conservacdo de momento externo ja foi incluida nos propagadores, podemos escrever

diretamente a amplitude /; da seguinte maneira:

1
I () = F(G) f (]_[
1

] (6"}{g"}. (393)

Agora, com o objetivo de simplificar a notagdo, efetuamos:

18 () = 1¢ (n, {B1£5} -5) (394)
{Bi£j}.e=0
Logo,
1 00
18, B &) =V [ | D (395)
=1 {01

€, consequentemente,

Lo o dk
Ig (77’ {ﬁi,é‘:i} ,8) = F(G) (VOZ)I 1_[ Z f[n (27T)N] 8
i=1 (:) i=1

I’l
J

%( ) _“(i)((q‘”)zwgﬁf'qw))><
NIEE
{1—[ f daype (077 ””)‘8)]. (396)

Analogamente, obtemos:
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12 (7, {Biéi} &) =

1 S
[ zj I§ (. (Biéi) o). (397)

i=1 n(l)
J

(Vol)’

Com isto, fica evidente que novamente devemos reescrever e separar o diagrama como um dia-
grama de dimensdo menor. Para atingir esta finalidade, trocam-se as massas dos propagadores
por uma func¢do definida pela soma do termo que carrega todas as dependéncias das dimensoes

compactadas com a massa dos propagadores. Assim sendo, define-se:

L dVk,
@mwﬁm>:n>fﬁl )

1

(I)P( ) _a(i)((q(i))Z_'_M[z_'_ﬁi‘q(i)))

({1 vl

[1—[ foo da(rJ)Xp —a(j)((p(j))zmjugj.p(j)_g)]. 59
j=1 0

=—00

Finalmente, basta resolver o diagrama Ig (n,{Bié:} ,€) e, posteriormente efetuar as somas Z‘[):(,.)]
J

para calcular a amplitude 12 (n, {8:.£;} .€).
3.3 Relacao entre as amplitudes e a funcio zeta de Riemman

Nos capitulos anteriores a funcao zeta ja foi usada para calcular os somatoérios proveni-

entes da inser¢do das dimensdes compactadas, onde sempre se tinha uma soma do tipo:

1
Ig ~ ——m. (399)

4
(c2 +, a,-nl.z)

Aparentemente este comportamento ndo se repete para um diagrama, eventualmente mais com-
plicado, como representado na equacao (321). Porém existe uma mudanga de varidvel que pode
ser feita de modo a explicitar a forma apresentada na equacio (399). Consiste em inserir a

identidade abaixo:

00 1
1= f d/lé[/l Za] (400)
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na equacao (321)

1 . ) 00 ! e_l‘;((‘;))
I} (P) = F (G) f daPe "M f d/l5(/1— ;|| % , (401)

(02" U@

alterando a ordem das integrais de maneira que:

1

0o 1 ) I /o]
N (P) = F(G) f d/l( fda,(i)e—a(i)M, 5 (/1 _ a’i]) x e '@ . 402)
G i > (@)™ U@y

Fazendo o reescalonamento a; — Aa;, devemos recapitular que existe uma homogeneidade nas

funcodes U(a) e V(@) e, cada uma das i integrais sobre os da; contribui com um A. Sendo assim,

1 1
]_[ f daV = ]_[ f da P! (403)
=1 =1

UQa) = 2U(a), (404)

V(la) 1 V(a)
Ua) ~Ule)

(405)

oS ofifi- ) w0

i i
Para a func¢do delta, utilizaremos a seguinte propriedade:

00

0 (ax) = ,
lal

(407)

que gera o seguinte resultado:



80

6[/1(1 - ZI: ai]] = %5[1 - 2 a,-). (408)

i i

Substituindo as equagdes (403,404,405 e 408) na equacido (402) obtém-se:

1 1
0 : 02 1
I¥(P) = F(G) f d/l(l_[ f da® A eV 25(1 —Zai]]x
0 i=1 i

-1 V(a)
¢ (409)
(@)™ Ay @y

Reorganizando a equacdo agrupando os termos de A,segue que:

Ig (P) = F(G)

1

f " (M())) (411)
0

1 . 1 1
daVs|1 - ; (410)
[1) [ Za]{ - U(Q)M}x

A integral sobre a varidvel A possui uma relacdo com a funcdo gama de Euler. Esta relacao fica

evidente se fizermos uma mudanca de varidvel, do tipo:

o, V@) _
A(Za M, + U(a)) = x, (412)

onde a integral € reescrita como:

0 _ 772, Vi@ 1 0
I-1-LNj2 AT "M +55) I-1-LN/2 —x
f(; dad e ( ) = FINE ), dxx e . (413)

V(a) N7
(m + Z CL’(I)Ml- )

A defini¢do da funcdo gama de Euler, dada por:

[(I—LNJ2) = f A1 N2, (414)
0

pode ser usada para calcular a integral em A, descrita em (413), da forma:
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f T aapegEe i) TUZEND) (415)
0

Ve _\LNJ2°
& )
(U( 5 +Za(’M)

Este resultado deve ser substituido na equagdo (410), onde obtemos:

V(@) aOM
T T 2 aVM,

['(I-LN/2) l 1 1
o (P) = F (&) = oyar ((4m)NH? Hf do ()5[ a"){Um)N/Z}( )’ e

(416)
que ird depender apenas dos parametros de Schwinger @;. Devemos lembrar ainda que a pre-
senca da funcdo delta impde que a integral sobre os «; seja feita sobre o dominio [0,1].

Este resultado torna evidente a proposi¢do feita em (399) ,de que a as dimensdes com-

pactadas irdo gerar a funcdo zeta . A definicdo de Miz,
—2 21\ o
7= M+ (_) 20 @17)

€ o unico termo que contém a dependéncia das dimensdes compactadas.

Para tornar mais evidente que existe uma funcdo zeta implicita na equagdo (416), defi-

nimos:
2
4 = (2_”) NCY (418)
L;
V(a) ;
2 D) A g2
P = _U(a)+2“ M (419)
c
v=1-LN/2. (420)

Estas defini¢des claramente levam a

: = : . 421)

__\I-LN/2 ) Y
(o 4 yaong) (< +Zan)
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Como ja foi discutido em capitulos anteriores a expressao (399) € uma generalizacio da fungao
zeta de Riemman (dependendo do caso trabalhado) que guarda a sua relacdo com as fungdes de
Bessel modificadas de segunda espécie. Como todos os resultados apresentados neste capitulo
tem uma forma geral similar a equacdo (321), a conclusio aqui discutida tendo como resultado

a expressao (421) pode ser estendida para todos os casos anteriores.

3.4 Exemplo

Alguns passos do caso geral podem ser complicados de se entender a primeira vista, pois
infelizmente a notagdo € bastante carregada. Apenas para explicitar o funcionamento do método
e mostrar todas as etapas com mais clareza, serd calculado um diagrama a 1 loop, definido como

na figura (3) disposta abaixo.

Figura 3 — Diagrama 1 Loop.

ks

P1r—> —> P2

Legenda: O Gréfico representa um diagrama de campo escalar a 1 loop.
Fonte: O autor, 2020.

Usando a conservacao de mometo em cada vértice, obtem-se as seguintes relagdes:

k2 = k1 + P, (422)

ki — Py = ko, (423)



83

que compde um sistema de equacdes onde se torna bastante trivial isolar a dependencia dos

momentos externos P;. Com isso, obtemos:

P, =-P, (424)
e consequentemente a conservacdao de momento externo serd

> P=0. (425)

Usando as regras descritas em (272) para construir a matriz que descreve a topologia do dia-

grama, tem-se:

e =-1
€n = +1
? (426)
61 = +1
e =-1

Partindo da representacao paramétrica, descrita na equacgao (270), juntamente com os termos da
matriz encontrados na equacdo (426) e as conservacdes de momento em cada vértice , temos a

. . —~D
seguinte representacdo para a amplitude I (P):

d°k, dPk, 1 1 "
QmP QP k2 + M? k3 + M3
Q)P 8P (P, + ky — ko) Q)P 6P (Py — ky + ko) . (427)

I (P)= F(G) f

Escolhendo integrar sobre k, usando a delta, obtem-se:

del 1 1 b D
P B+ M Py a2 0 O ) (428)
1 1 2

~D
Ig (P)=F(G) f
Explicitando a conserva¢do de momento externo do diagrama

I (P)=I2(P)2m)° 6P (P, + Py), (429)
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temos:

12(P) = F(G) f 1 ! (430)

¢ Q@m)P K + M} (k= P,)” + M3

Fazendo P = P, = —P, na integral descrita na equacgao (430), chegamos a seguinte expressao:
dPk; 1 1

12(P)=F(G f : 431

¢ (P) = F(G) 0P+ My + PR+ M (431)

Agora basta usar os parametros de Schwinger na equacao (431), para integrar sobre o
momento k;. Como o objetivo desta secdo € justamente exemplificar que o ponto onde as dimen-
¢des compactadas sao consideradas no calculo dos diagramas nao € relevante, ird se considerar
a existencia das dimen¢des em dois pontos distintos. Primeiramente, direto na defini¢do da re-
presentacio parametrica (vide equagdo (270)). Posteriormente, diretamente na equacao (431).
Usando o mesmo diagrama descrito na figura (3) e tomando os momentos k; com d dimensoes

compactadas, temos:
kD = (q0,(i) ql,(i) o q(d—l),(i) [0 l(D),(i)) (432)

de modo que a ortogonalidade das partes compactadas e ndo compactadas implica diretamente

cm:

=g+ P (433)

1

Os momentos externos devem igualmente ter d dimesdes comapactadas, com isso, devem pos-

suir a forma descrita a seguir:

; _ 2w 2w
Pl (po,w, PO T ,L_Dmgg>) . (434)

Lembrando que para cada uma das d dimensdes compactadas, tem-se:

44 | &
i b _ 435
(2r)? ~ Vol Z (435)
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Basta fazer o procedimento amplamente realizado neste capitulo para obter ,

—D FG) < dP-1g, dP- 1 1
Is (P)= V( lz) Z Dq—ld Dq—zd 2. 2 2. n 3 X (436)
0 e QCm) 4 2r)" gy + T+ M; g5 + 15 + M;
QrP 6P (P + ky — ko) Q)P 6P (Py — ky + ko) . (437)

Usando uma propriedade da fun¢do delta para separar a parte compactada da ndo compactada,

€SCrevemaos:
Q)P 6" (Py + ki — k) = @)~ 6"~ (p1 + q1 — q2) )" 6% (o1 + [ - 1), (438)
Q)P 6° (P — ki + k) = Cm)P 6" (py — q1 + ¢2) @) 6" (02 — 11 + 1) . (439)

As funcdes delta de Dirac que contém as dimen¢des compactadas, podem ser vistas como um

delta de Kronecker, uma vez que as deltas Kronecker devem atuar sobre as somas. Portanto,

tem-se:
(27T)D s (P1+ ki —ky) = (27T)D_d 5D_d (Pl +q1 — Q2) V015p1+11—lz,0’ (440)
Q2m)P 6" (P, — ki + ko) = Q)" 6" (pa — q1 + 2) VoIS, iy 41 0- (441)

Feita as consideragdes sobre as funcdes delta, pode-se proceder nos calculos da equacao

(436). Segue que:

~D F(G) ~ dP~q, d’q, 1 1 Dd
I (P)= E 2 X
N Wi COP Q0P I M g+ B e
Vol’6"~ (p1 + q1 — ¢2) 2P~ 6P~ (py — g1 + @2) Spys1y-10.00ps 1y +15.0- (442)

Integrando sobre 0 momento g,, com o uso do delta 6°~ (p, + g — g»), obtém-se:
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—p FG) < dP-q, 1 1 Ded
IG (P) = Vol Z (27‘[)D—d 2 + 12 + MZ( + )2 + lZ + MZ (27T) X
R g7t 4 1P+ q 2 >
Vol (p2 = qi + p1 + q1) Opy+1,-15,00pr—1y+1>.0- (443)

O mesmo processo pode ser feito para a soma em /, (lembrando que /,fundamentalmente esta
relacionado com n,). Ao somar sobre 0s n, com o uso da delta 6, ./, 0 , que implica que

l, = p1 + 11, tem-se a relacdo a seguir:

D F(G) dPq, 1 1
IG (P) = Vol Z f(Zn)D_d 2 + lZ + M2( + )2 + +1 )2 N MZX
(o g1 T 4 1 (P +q)” + (o + 1 5

(27T)D_d 6D_d (p2 + pl) V016p2—11+p1+l1 ,0- (444)

O termo 6°~ (p, + p1) Vol6,,.p, 0 representa a conservagdo de momento externo, uma vez que
delta de Dirac trata das partes ndo compactadas e a de Kronecker trata das partes compactadas.
A necessidade de termos que insiram 0 Vol com o delta Kronecker na conservacao dos momen-
tos externos € simples de ver, basta reescrever a delta de Kronecker como uma delta de Dirac

(além do 6bvio fato de manter a dimensionalidade do espacgo). Logo,

VOIS, 1y pr10 = (21 6 (02 +p1) - (445)
Assim basta usar a relacio obtida na equagdo (445), na equacdo a seguir:

I (P) = 18 (P) Q)" 6" (py + p2) Volby, 1, 1py41.0 (446)

e, usar a propriedade da funcdo delta de Dirac para remontar a delta de conservagdo de momento

externo. Entao,
" (py + p2) 6 (o2 + p1) = 6 (Py + P). (447)

Aplicando este resultado para obter o I2 (P), temos:
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F(G) dP=dg, 1
15 (P 448
o (P)= <%: @mP 2+12+M2(p1+q1) + (o1 + 1) +M2 (448)

Redefinindo, como de costume, as contribui¢des dos momentos provenientes das dimensdes

compactadas, fazemos:

(o1 + 11)2 + M = M; (449)

-2
P+ M =M, (450)
e ainda renomeia-se

D—-d=N. 451)

A amplidude I2 (P) fica representada da seguinte forma:

F(G) dVq, 1
I2(P) = § . (452)
< i Qn)N e + M, (p1+q)) + Mo

Claramente podemos proceder, usualmente, com os célculos nas dimensdes nado compactadas,
uma vez que toda a contribui¢do das dimeng¢des compactadas foram redefinidas nas massas da

teoria. Com isso, escrevendo a aplitude /2 (P) como uma soma I7 (P) ,temos:

1
BP)= s > e, (453)

com

v 1 1
I (P) = F(G) f > LR —.
(27) 61%+M1(p1+%) + M,

(454)
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Esquematicamente pode-se ver que, uma vez que o objetivo € o calculo de um diagrama com d
dimensdes compactadas, basta calcular o mesmo diagrama que seria calculado em D—dimensoes
e redefinir as massas com os momentos compactados. Devemos seguir, contudo, a mesma regra
de conservacao dos momentos aplicada as dimensdes nao compactadas e posteriormente aplicar
as somas. Isso pode ser reforcado uma vez que a equagdo (454) € exatamente a equagao descrita

em(431). Fazendo as devidas interpretagdes, pode-se estabelecer que:

D—>N=D-d, (455)
M2 M =P+ M, (456)
M2 = Mo = (o1 + 1) + M2, (457)

Uma vez feito este processo, ha de se resolver o problema como se este ndo tivesse dimensoes
compactadas e, por ultimo, dividi-lo pelo fator Vol, que representa o produto dos tamanhos L;
do espaco compactado, para cada propagador. Um fato que deve ser explicitado € que a tentativa

de aplicar a prescri¢ao descrita em (276)

Sl (458)

diretamente na equacao (431), por exemplo, pode nos levar a um resultado diferente do encon-
trado na equacao (454), se contudo, ndo tivessemos tomado todos os cuidados com os termos
presentes nas conservacdes de momento. Deste modo, podemos notar que uma vez efetuado
com bastante cautela a escolha do ponto onde hd a inser¢ao das dimensdes compactadas , antes
ou depois das integracdes triviais de momento, o resultado final ndo se alterard. Nao que este
resultado ndo fosse de fato esperado, sim ele era, mas agora fica explicito que de fato isto ird

OCOrrer.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, tinhamos como objetivo geral investigar os efeitos da compactacao di-
mensional nas teorias de campo. Para isso, foram escolhidos trés pontos de andlise distintos, a
convergéncia e a criticalidade da teoria. Com relacdo a criticalidade da teoria, a um loop, ndao
existe nenhum indicio de alteracdo nos expoentes criticos. Apesar disso, o ideal seria investigar
a teoria em ordens superiores na teoria de perturbacdo, uma vez que em primeira ordem existe
um cancelamento algébrico do termo que poderia gerar alguma diferenca na criticalidade da
teoria, ou ainda investigar a definicao dos expoentes criticos para ter certeza que nao existe ne-
nhuma modifica¢do na forma como se calcula os expoentes criticos. O outro aspecto da teoria
aqui investigado € justamente a questao da convergéncia, ndo s6 das funcdes zeta, mas também
das integrais sobre as dimensdes ndo compactadas. Sobre as séries que definem a funcio zeta,
temos somas convergentes, exceto em eventuais polos de fungdes gama relacionados a dimen-
sdao do espaco. Com relacdo a convergéncia das integrais, se confrontado com o teorema de
Weinberg, apresentam uma reducao no grau superficial de divergéncia, ou seja, a compactagcao
dimensional auxilia na convergéncia dos diagramas de Feynman. E por fim, estudamos como
a inser¢ao das dimensdes compactadas afeta os propagadores e as integrais de teorias bosoni-
cas e fermidnicas em qualquer ordem da teoria de perturbacdo. Isso terminou gerando uma
prescri¢dao de como transformar uma teoria sem compactagdo em uma teoria com compactagao
dimensional. A grande utilidade disto € justamente poder utilizar os resultados das teorias sem

compactacgao ja presentes nas literaturas sabendo exatamente onde e o que modificar.
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APENDICE A - Identidade da funcio teta de Jacobi

Na secdo 1.3 foi apresentada uma identidade sem sua demonstracdo. A opg¢ao de fazer a
demonstracao neste apéndice vem do fato de que mesmo a identidade sendo bem conhecida na
literatura, existem poucos lugares onde essa identidade € demonstrada. Para iniciar a demons-
tracdo tomaremos a férmula de soma de Poisson, que relaciona a soma de uma fungdo periddica

com a soma de sua transformada de Fourier.

DY Fm=> Fm, (459)

onde F (w) é a transformada de Fourier definida por:

F(aﬂrz\fﬁndxew”FKx). (460)

[ee)

Como queremos usar a formula de Poisson na fung¢do teta, podemos usar:

2
F(x)=e", (461)
com y sendo constante, desta forma a transformada de Fourier é dada por:

F@:fdM%w? (462)

[ee)

Para calcular a integral, basta completar o quadrado e tem-se uma integral gaussiana, da forma:
00 W\ (iw)\?
mw:fdm%WHﬁL (463)

que facilmente resulta em:

2

F(w) = e s (464)

<13

Como sabemos,
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w = 21y, (465)

€ com iSso

Foy= et \/g (466)

substituindo na férmula de soma de Poisson (459), obtemos:

i e = \/g i e (467)

n=—oo

Isto € similar a identidade usada na secdo 1.3, onde a generalizacio segue exatamente os mes-

mos passos. Tomando a funcdo
F ()C) — e—yx2+i27rzx, (468)
que tem sua transformada de fourier descrita como:

F(w) = f dx ere™yx Hiznex (469)

(%)

Que pode ser vista como:

2

I’;\ ((,()) — f dx ei(w+2ﬂz)xe—yx , (470)

ou seja, apenas um deslocamento em w. Deste modo:

A lA)2
Fw-2nz)=e % \/g, 471)
y

ou ainda,



A _ (w2r2)? T
Flw)y=e -
y

e por fim, substituindp w = 27y na relagc@o, obtemos:

A _7r2(v+z)2 T
F(y)=e > —.
y

Novamente usando a formula de soma de Poisson, temos:

vl T _ o (ntz)
E e " +i2nzn = Jj E e v,
n=—co y n=—co

94

(472)

(473)

(474)
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APENDICE B - Relacées matematicas importantes

Muitas relagdes matemaéticas foram usadas neste texto, algumas com ampla explicacao

e outas serdo exploradas neste apéndice.
Parametros de Schwinger

Os parametros de Schwinger t€m grande uso ao longo do texto. Por isso, serd detalhado
o funcionamento destes parametros. Pode-se tomar como exemplo a transformada de Laplace
L {1}, da forma:

ry=1ts fwdt o 475)
0

Deste modo, qualquer denominador pode ser escrito como uma integral de um parametro «,

conforme descrito abaixo:

— = f da e 476)
0

Isso se torna muito ttil quando a fragao € na realidade um propagador que deve ser integrado,
pois caso esta fragdo seja um propagador, D serd uma funcdo quadrada do momento a ser

integrado e a integral sobre os momentos serd uma série de integrais gaussianas. Por exemplo:

d*k 1
! (mz) - 2n)* (k> + mZ)Q. @7

Podemos entdo dizer que o primeiro propagador pode ser escrito como uma integral de um

parametro «,da forma:

b f da, e~ (rm)a (478)
0

k2 + m?

e o segundo propagador em termos de uma integral em um parametro a,, do tipo:

1 * —(K2+m?)a
k2+m2:£ da, e (F+m)a (479)
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com isso a aplitude / (mz) fica da seguinte forma:

4
:f (;lﬂ]; f da, f daye=(F+m)a o=(+m*)as (480)

Trocando a ordem das integrais e agrupando o expoente das exponenciais, temos:

f dalf dazf 2n)° (e, (481)

Deste modo, podemos ver que a integral sobre os momentos fica uma integral do tipo gaussiana.

d k —kz( 1+tan) _ f —kz( 1+a2)
a Q; [0 (0% 482
o’ l—[ (2n> (482)
= - 483
Qn)* a) + @ ()

1

=—(—-. 484
472 (aq + az) (“484)

Assim, troca-se uma integral nos momentos k por integrais nos parametros @ (que sdo os para-

metros de Schwinger).

1™ o 1V e
2\ _ -m-(@1+az)
I(m ) =i I) da I) da, (—041 " az) e . (485)

Equivaléncia entre os parametros de Schwinger e Feynman

Os parametros de Feynman sao outros tipos de pardmetro bastante usados na literatura
de teoria quantica de campos. Embora os pardmetros de Feynman ndo sejam propriamente
usados neste trabalho, em geral, depois de calcular as integrais sobre os momentos € bastante
util trocar a integral sobre os parametros Schwinger por uma integral que se encontraria caso a
escolha fosse os parametros de Feynman. Para isso. basta inserir uma relacdo de completeza

como a descrita a seguir:

1= | das = 1], 486
[ (o) 50
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onde n € o numero de parametros de Schwinger. Uma vez esta relacdo de completeza inserida

na integral, basta fazer:

e integrar sobre um dos parametros usando a delta de Dirac. Podemos tomar como exemplo a

equacao (485).

1 o0 1\ o0 "
I[(m?) = — d d —m(@i+ar) f das =1, 488
(m ) 47'[2‘[(; alj(: alz((l] +a’2) ¢ 0 Za ( )

i=1

1

deste modo, trocando a ordem das integrais. temos:

1 %) 00 00 1 2 ) n
I(m?) = —f d/lf da f da ( ) et s ai— A 489
( ) an* Jo 0 1 0 ? a + @ Zl (489)

i=

e agora fazendo

a; — A (490)
e

a, — Adas, (491)
obtemos:

1 (oo} 00 00 1 2 2 2’
I(m?) = — f dl f da f da ( ) et 51 ) a; —11]. 492
( ) 47'[2 0 0 ! 0 2 g + (0%) le ( )

i=

A delta faz com que a soma de todos os parametros de Schwinger sejam iguais a 1. Desta forma,

integrando sobre a,, tem-se:
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1 (e : 2
2 — -1 _-m /l. 4
m ) ) ‘fo a’/lfo daA e (493)

A integral sobre o pardmetro a; tem seu limite de integracdo mudado, pois a integral de qualquer
valor de a; para valores maiores que 1 serd zero devido a delta. Desta forma a integral / (mz)

pode ser facilmente resolvida como:

1 « 2 IN(0)]
2\ _ 1 -m"A _
I(I’I’l ) = 4—7[2]0‘ dAl e = 47[2 . (4‘94)

Que € o resultado esperado se o célculo fosse feito via regularizagdo dimensional. Se

repetirmos o processo com as dimensdes em aberto, temos:

dPk 1 dPk 2,0
I 2 — f f d —(k +m )al —(k +m )(lz 495
(m ) (271.)4 (k2 mZ) (27[) da @€ (495)

Repetindo o que foi feito na equacao (482), tem-se:

D
1 00 00 2
)= —; f da, f dafz( z ) eTmartaz), (496)
2r)~ Jo 0 a) +a

Repetindo os passos feitos para chegar em (492), obtém-se:

1 00 b 00 00 % 2
I (mz) — - f di 2 f da; f da, ( il ) e_mz/l(aﬁm)(s (Z a; — 1) s 497)
(4m)2 Jo 0 0 a1 + @z i=1

que claramente ird resultar em:

o 2\
I(m?) = lDf daa' -2 = ()
0

= = r(z - 9). (498)

2

Este € o resultado esperado caso a regularizacao dimensional fosse usada logo no principio. Um

outro exemplo, € justamente uma integral bem recorrente neste trabalho, da forma:
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dPk 1 1
I(p) = — ) 499
D)= ) ek py 9
Fazendo:
1 _ * —Kk2a
2= ) da; e (500)
e
R -

(k + p)? 0

teremos a integral a seguir:

de S
1= do [ des o @-astktp)’ (502)

Rearrumando o exponte da exponencial, completando quadrado, temos:

I(p) _ f da, f day f (de —(a1+a2) (k+a,f(i(2y2 )2_(11?(312 )2+(;112+p<122}. (503)

Com um simples deslocamento k + 22~ — k, teremos uma integral gaussiana, do tipo:

a1+an

0o 00 i—a 2 D
I(p) = f da, f daze(””"z ) %e-@lﬂmkz (504)
0 0 T

€ com isso, obtém-se:

ala2 T D/2
1 = d d ”1*”2  — . 505
(p) = f ) f e (27r)D (041 n az) (505)
Inserindo a completeza, reescalonando os @, temos:
« « « pry A1) d(ap+ax—1)
I( ):f da f da f dAA' P2 A(“l*"z)p ) 506
P 0 : 0 2 0 (47r)D/2 (a; + a,)P"? (506)



Integrando em a5, obtemos:

1 0

1

1 = da f AN\ P2 g~ Aen(—an)p? .
(p) [) 1 ; (47-[)[)/2

Integrando agora em A, teremos como resultado uma funcdo gama do tipo:

r(2-2 _o Il b
1(19):%(192)2 2 fo da (ay (1 — )2 .

A integral resultante no parametro a; € a conhecida fungdo beta de Euler:

F()I'(y)

1
B(x,y>:f day (@ (1= a0)™') = T
0

100

(507)

(508)

(509)

Porém, como estamos em D = 4 e mantendo a dimensdo em aberto apenas para mapear as

divergéncias, a beta de Euler em questdo é:

D—4

1
f don (0 (1—a)? | =1.
0

(510)

Com isso, temos 0 mesmo resultado apresentando na equacio (498) apenas trocando m? por p?.



