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RESUMO

MEDEIROS, Lívia. Contagem de Intervalo: novas formulações, relação de continência,
e grafos split. 2024. 85f. Tese (Doutorado em Ciências Computacionais) – Instituto de
Matemática e Estatística, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2024.

Esta tese apresenta um estudo sobre o problema da contagem de intervalo para grafos
e ordens de intervalo. Um grafo é de intervalo se o seu conjunto de vértices corresponder
a uma família F de intervalos na reta real, de tal modo que dois vértices distintos são
adjacentes no grafo se e somente se os intervalos correspondentes se intersectarem. Uma
ordem de intervalo é uma ordem parcial (F ,≺), em que F é uma família de intervalos na
reta real, tal que, para todo I1, I2 ∈ F , I1 ≺ I2 se e somente se I1 estiver inteiramente à
esquerda de I2. Em ambos os casos, a família F é chamada de modelo. O número mínimo
de tamanhos de intervalo suficiente para representar um modelo de um dado grafo ou
ordem de intervalo é chamado de contagem de intervalo.

O emprego de técnicas de otimização combinatória para resolver o problema da con-
tagem de intervalo foi explorado por Joos et al. [1]. No entanto, até o momento, não
existe na literatura nenhuma formulação matemática para o problema geral da contagem
de intervalo. Introduzimos uma formulação de programação inteira mista para o valor
exato da contagem de intervalo, parametrizada pelo maior tamanho de intervalo. Além
disso, também propomos uma formulação quadrática para um limite superior válido na
contagem de intervalo. Algoritmos de solução para essas formulações foram testados em
instâncias de contagem de intervalo encontradas na literatura. Como resultado desses ex-
perimentos, o algoritmo para a formulação de limite superior mostrou ser executado muito
mais rápido do que sua contraparte de solução exata. Além disso, os limites superiores
assim obtidos foram frequentemente certificados como ótimos pelo algoritmo exato.

Um modelo-{a1, . . . , ak} é um modelo de intervalo no qual cada intervalo tem tamanho
a1 ou a2 ou · · · ou ak. A classe de grafos de intervalo que admitem um modelo-{a1, . . . , ak}
é denotada por Len(a1, . . . , ak). In [2], é apresentada uma caracterização para ordens de
intervalo que admitem um modelo-{1, 2} quando os tamanhos dos intervalos são dados
como entrada. Em [3], foi mostrado que Len(a′, b′) ⊈ Len(a, b) para todo 0 < a′ <

b′ e 0 < a < b se e somente se b′

a′
̸= b

a
. Estendemos esta investigação provando que

Len(a1,a2, . . . , ak) ⊆ Len(b1, b2, . . . , bk) se e somente se existe uma constante r tal que
bj = raj para todo 1 ≤ j ≤ k.

A complexidade de determinar a contagem de intervalo está aberta mesmo para grafos
de intervalo split. Dizemos que um intervalo x está aninhado ao intervalo y se houver dois
intervalos intersectando y, um precedendo e outro sucedendo x no modelo. A profundidade
de aninhamento desse modelo é o tamanho da maior cadeia de intervalos aninhados.
A profundidade de aninhamento de um grafo de intervalo é a menor profundidade de
aninhamento sobre todos os modelos correspondentes ao grafo, sendo um limite inferior
natural para a contagem de intervalo. Mostramos a existência de grafos split para os quais
a contagem de intervalo é maior que a profundidade de aninhamento.

Palavras-chave: Contagem de Intervalo. Formulação Exata. Grafo Split. Limite Superior
Algoríıtmico. Relação de Inclusão.



ABSTRACT

MEDEIROS, Lívia. Interval Count: new formulations, the inclusion relation, and split
graphs. 2024. 85p. Tese (Doutorado em Ciências Computacionais) – Instituto de
Matemática e Estatística, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2024.

This thesis presents a study on the problem of interval count of interval graphs and
interval orders. A graph is an interval graph if its vertex set corresponds to a family F of
intervals on the real line, such that two distinct vertices are adjacent in the graph if and
only if their corresponding intervals intersect each other. An interval order is a partial
order (F ,≺), where F is a family of intervals on the real line, such that for all I1, I2 ∈ F ,
I1 ≺ I2 if and only if I1 lies entirely to the left of I2. In both cases, the family F is called
a model of the graph (order). The minimum number of interval lengths that suffices to
represent a model of a given interval graph (resp. order) is its interval count.

The use of mathematical optimization techniques for solving interval count problems
was explored by Joos et al. [1]. However, so far, no mathematical formulation exists in
the literature for general interval count. As a contribution in that direction, we introduce
a mixed integer programming formulation for the exact value of interval count, paramete-
rized by the largest interval length. Additionally, we also propose a quadratic formulation
for a valid upper bound on interval count. Solution algorithms for these formulations were
tested on interval count instances found in the literature. As an outcome of these expe-
riments, the algorithm for the upper bound formulation was shown to run much faster
than its exact solution counterpart. Furthermore, the upper bounds thus obtained were
frequently certified as optimal by the exact algorithm.

An {a1, . . . , ak}-model is an interval model in which each interval has length a1 or a2
or · · · or ak. The class of interval graphs which admit an {a1, . . . , ak}-model is denoted by
Len(a1, . . . , ak). In [2], it is presented a characterization for interval orders which admit
a {1, 2}-model when the lengths of the intervals are given as input. In [3], it has been
shown that Len(a′, b′) ⊈ Len(a, b) for all 0 < a′ < b′ and 0 < a < b if and only if b′

a′
̸= b

a
.

We extend this investigation by proving that Len(a1,a2, . . . , ak) ⊆ Len(b1, b2, . . . , bk) if
and only if there exists a constant r such that bj = raj for all 1 ≤ j ≤ k.

The complexity of determining the smallest number of distinct interval lengths which
is sufficient to represent an interval graph, known as interval count, is open even for split
interval graphs. We say that an interval x is nested to the interval y in an interval model
if there are two intervals intersecting y, one preceding and the other succeeding x in the
model. The nesting depth of this model is the size of the largest chain of nested intervals.
The nesting depth of an interval graph is the smallest nesting depth over all corresponding
models, being a natural lower bound for the interval count. We show the existence of split
graphs for which the interval count is greater than the nesting depth.

Keywords: Algorithmic Upper Bound. Exact Formulation. Inclusion Relation. Interval
Count. Split Graph.
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INTRODUÇÃO

O presente trabalho apresenta o estudo acerca do problema da contagem de intervalo,
definido sobre as classes dos grafos e ordens de intervalo. Antes de formalizar o problema,
daremos ao leitor uma breve definição sobre essas classes. Um grafo é um grafo de in-
tervalo se é possível representá-lo por uma família de intervalos da reta real, chamada de
modelo, na qual dois vértices são adjacentes se e somente se os intervalos corresponden-
tes possuem interseção não-vazia entre eles. A representação de um grafo de intervalo,
quando existente, não é naturalmente única: os modelos da Figura 1(ii-iii) são modelos
do grafo de intervalo da Figura 1(i).

Figura 1 – (i) Um grafo G, (ii) um modelo de G, (iii) um modelo de G diferente do
modelo (ii).

Grafos de intervalo surgiram na década de 1950, nas áreas de combinatória e gené-
tica [6]. Em 1957, G. Hajós definiu a classe e em 1959 o conhecido biólogo molecular,
Seymour Benzer [6], durante suas investigações da estrutura fina do gene, levantou a
seguinte questão:

Das pesquisas clássicas de Thomas Hunt Morgan e sua escola, o cromossomo é
conhecido como um arranjo linear de elementos hereditários, os genes. Esses
elementos devem ter uma estrutura interna própria. Neste nível mais fino,
dentro do gene a questão surge novamente: . . . Eles são (o subelemento dentro
do gene) ligados em uma ordem linear análoga ao nível mais alto de integração
dos genes no cromossomo? Um exame crucial da questão deve ser feito a partir
do ponto da visão da topologia, uma vez que é uma questão de como partes da
estrutura são conectadas uma com as outras, em vez das distâncias entre eles.
Experimentos para explorar a topologia devem fazer perguntas qualitativas (por
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exemplo, duas partes da estrutura se tocam ou não?) em vez de quantitativos
(quão distantes eles estão?). Benzer [6]

A solução para essa questão seria encontrada estudando os modelos de grafos de inter-
valo, verificando se de fato os dados que foram coletados eram ou não consistentes com a
genética linear da hipótese. Surgiram diversas aplicações envolvendo grafos de intervalo
tais como planejamento, agendamento, arqueologia, raciocínio temporal, diagnóstico mé-
dico, design do circuito, eventos nos campos da genética, mapeamento físico de DNA e
psicologia comportamental [4, 7–9]. Em arqueologia, por exemplo, uma forma pertinente
de modelar a seriação, que é a tentativa de colocar um conjunto de itens em sua ordem
cronológica adequada, é usando grafos de intervalo.

Uma ordem de intervalo é uma ordem parcial sobre uma coleção de intervalos da reta
real cuja relação corresponde àquela relação de precedência entre os intervalos, definida
da seguinte maneira: a precede b na ordem se e somente se o extremo direito do intervalo
a é menor que o extremo esquerdo do intervalo b. Aplicações das ordens de intervalo
surgiram um pouco antes de grafos de intervalo. Wiener reconheceu as ordens de intervalo
como um conceito importante para análise de eventos temporais em seu artigo de 1914
[cf. Fishburn [4]]. Dado um conjunto de eventos definidos por seus instantes de início e
término temporal, ao definir que o evento x precede o evento y quando x termina antes
de y começar, então a relação de precedência entre tais eventos é uma ordem de intervalo.
Boyadzhiyska [10], em sua tese de doutorado, exemplificou de forma simples conceitos de
ordens parciais e de ordens de intervalo. Transcrevemos o texto aqui com o objetivo de
familiarizar ainda mais o leitor sobre esses conceitos.

No ensino fundamental aprendemos que dado dois inteiros não iguais podemos
sempre determinar qual dos dois é menor. Isso nem sempre é possível no
caso de outros objetos. Por exemplo, considere os cursos de Primavera em
Wellesley; podemos dizer que um curso é “menor do que” outro se o primeiro
é um pré-requisito para o último, mas se nenhum é um pré-requisito para o
outro, então o dois cursos não podem ser comparados desta forma. Exemplos
como este dão origem a uma estrutura matemática muito importante, chamada
de ordem parcial.

Vamos agora considerar outra ordem parcial. Considere a programação de
eventos (por exemplo, palestras, performances, reuniões) em Wellesley em um
determinado dia. Podemos dizer que um evento é “menor do que” outro se
o primeiro termina antes do último começar, e que os dois eventos são “in-
comparáveis” se eles se sobrepõem no tempo. Os eventos com essa forma de
ordenação formam um tipo especial de ordem parcial, chamada de ordem de
intervalo.

Exemplos específicos de aplicações em ordem de intervalo surgem em datação crono-
lógica na arqueologia, abrangem a existência de espécies em paleontologia, cronogramas
de produção e ordenações de eventos atômicos [4, 7–9].

Os modelos apresentados nas Figuras 1(i) e (ii) estão associados ao mesmo grafo de
intervalo, mas não às mesmas ordens. Note que a precedência entre os intervalos b e d
são diferentes. Já os modelos apresentados nas Figuras 2(i) e (ii) estão associados a uma
mesma ordem, já que se mantém a mesma relação de precedência entre os intervalos,
enquanto o mesmo não ocorre em relação ao modelo da Figura 2(iii). Neste caso, esse
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Figura 2 – Exemplos de ordens de intervalo ilustradas em (i), (ii) e (iii).

modelo está associado a uma outra ordem. Apesar disso, note que ambos modelos estão
associados ao mesmo grafo de intervalo.

Dentre os diversos interesses em grafos e ordens de intervalo, teóricos ou práticos, um
dos problemas que surgiram foi o problema de minimizar o número de tamanhos distintos
dos intervalos empregados na representação de um modelo. Ronald Graham [5] sugeriu a
questão sobre quantos tamanhos diferentes de intervalos são suficientes para representar
um grafo de intervalo. O número mínimo de tamanhos distintos suficiente é chamado de
contagem de intervalo (do inglês, interval count). Em outras palavras, dado um grafo G
(resp. ordem P ), consideramos portanto o problema de computar o menor número IC(G)
(resp. IC(P )) de tamanhos de intervalo para representar um modelo de intervalo de G
(resp. P ), problema este chamado de contagem de intervalo.

Embora o estudo do parâmetro da contagem de intervalo remonte ao final da década
de 1970, apesar de todos os esforços, a maioria dos problemas sugeridos para a época
permanecem em aberto. Klavík, em sua recente tese sobre o assunto, escreveu:

As classes k-LengthINT [grafos com contagem de intervalo k] foram intro-
duzidas por Graham como uma hierarquia natural entre grafos de intervalo
unitário e grafos de intervalo (. . . ). Mesmo depois de décadas de pesquisa, os
únicos resultados conhecidos são curiosidades que ilustram a estrutura incri-
velmente complexa de tal classe, muito diferente do caso dos grafos de intervalo
unitário. (Klavík [11], página 36)

A Figura 3 apresenta um exemplo de um grafo G e dois modelos com diferentes números
de tamanhos distintos. O modelo de G da Figura 3(ii) apresenta três tamanhos distintos e
aquele da Figura 3(iii), também modelo de G, apresenta dois tamanhos distintos. Veremos
adiante que não existe um modelo de G com apenas um tamanho distinto e assim o modelo
da Figura 3(iii) realiza a contagem de intervalo de G, que é igual a 2. Se considerarmos
o problema da contagem de intervalo da ordem P associada ao modelo da Figura 3(ii),
veremos que este modelo realiza a contagem de intervalo de P , que é igual a 3.

Um grafo de intervalo unitário é um grafo que admite um modelo no qual todos os
intervalos são de tamanho unitário. Determinar se um modelo de intervalo de determinado
grafo pode ser representado com todos os intervalos de um mesmo tamanho é equivalente
ao problema de determinar se esse grafo de intervalo é unitário. Roberts [12] caraterizou
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Figura 3 – (i) Um grafo G, (ii) um modelo G com três tamanhos distintos e (iii) um
modelo de G com dois tamanhos distintos.

grafos de intervalo unitário em 1969 como os grafos de intervalo livres de K1,3. A Figura 4
ilustra o grafo K1,3 e um de seus modelos.

Figura 4 – (i) Grafo K1,3, (ii) um modelo de K1,3.

O problema de reconhecer qual classe de tamanho (o menor tamanho, o segundo menor,
etc.) cada intervalo pode ou deve ter apenas olhando para a estrutura da ordem ou do
grafo de intervalo não é trivial, mesmo quando o número de tamanhos, e os tamanhos em
si, são muito limitados. Por exemplo, suponha que queremos analisar possíveis formas
de atribuir tamanhos 1 e 2 aos vértices do grafo correspondente ao modelo da Figura 5
(por atribuir um tamanho a um vértice, queremos dizer que buscamos um modelo de
intervalo no qual cada intervalo possui o tamanho associado ao vértice correspondente).
É fácil provar que vértices simpliciais (vértices cuja vizinhança induz uma clique) podem
possuir sem perda de generalidade tamanho 1, enquanto um vértice que é o centro de um
K1,3 deve ter tamanho 2. No entanto, ideias ingênuas para atribuir tamanhos aos demais
vértices falham. Por exemplo, a ideia de que se pode presumir que apenas os centros de



16

K1,3-s tenham o tamanho 2 em um modelo que admite apenas os tamanhos 1 e 2 não
funciona. A Figura 5 ilustra um grafo, através de seu modelo, para o qual o vértice f ,
que não é o centro de um K1,3, deve ter o tamanho 2 para que o grafo seja representado
por um modelo com tamanhos 1 e 2. Observe que o próprio modelo da Figura 5 é um
modelo com tamanhos 1 e 2. Suponha que exista um modelo com tamanhos 1 e 2 de G no
qual apenas os centros de K1,3 têm o tamanho 2. Os intervalos disjuntos e, h devem estar
entre a extremo direito do intervalo a e o extremo esquerdo do intervalo m. Portanto,

|Ic|+ |If |+ |Ii|+ |Ik| > |Ie|+ |Ih|,

onde |Ix| representa o tamanho do intervalo associado ao vértice x. Como c,f,i,k devem
ter associados intervalos de tamanho 1 por hipótese, enquanto e,h são centros de K1,3 e,
portanto, devem tem intervalos associados de tamanho 2, a desigualdade não pode ser
mantida.

Figura 5 – Contraexemplo para ideias ingênuas sobre como atribuir tamanhos em um
modelo de intervalo com tamanhos 1 e 2.

Será adotado no contexto deste trabalho que os termos “grafos” e “ordens” referem-se a
grafos e ordens de intervalo, já que o problema da contagem de intervalo se aplica somente
a grafos e ordens de intervalo.

A pesquisa atual é de natureza teórica, examinando propriedades estruturais e pro-
priedades algorítmicas de grafos e ordens de intervalo. Resumimos a seguir os principais
resultados dessa tese.

Em [1] foi desenvolvido um algoritmo polinomial, usando programação linear, para
determinar se, dados um grafo conexo G e uma bipartição dos seus vértices em dois
conjuntos A e B, existe um modelo {Iv | v ∈ V (G)} de G tal que |Iv| = a para todo v ∈ A
e |Iv| = b para todo v ∈ B, para algum par de constantes a < b. Os autores consideraram
portanto o problema da contagem de intervalo restrito às classes de contagem igual a dois.
Além deste trabalho, nenhuma outra técnica de otimização combinatória para o problema
é conhecida, em especial para o problema geral. Neste trabalho, elaboramos formulações
de programação inteira mista para determinar o valor exato da contagem de intervalo
parametrizado pelo maior tamanho de intervalo e também de programação quadrática,
que conduz a um algoritmo polinomial e fornece um limite superior para a contagem de
intervalo. Apesar de não haver garantias sobre o quão justo é o limite, os experimentos
com exemplos da literatura relevantes para certos aspectos do problema tiveram bons
resultados na prática. Para a classe de semiordens, o limite superior é mostrado ser justo.
Aplicamos tais formulações a exemplos tratados na literatura no contexto do problema
da contagem de intervalo.

Em [3], investigamos a relação de inclusão entre classes de dois tamanhos. Na Figura 6
está representado um modelo que admite os tamanhos 1 e 2.5. No entanto, é possível mos-
trar que tal grafo não admite modelo que empregue apenas os tamanhos 1 e 2. Portanto,



17

a classe de grafos que aceitam os tamanhos 1 e 2.5 não é um subconjunto da classe que
aceitam os tamanhos 1 e 2. Estendemos esta investigação para a relação de inclusão mais
geral entre as classes de k tamanhos.

Figura 6 – Modelo com tamanhos 1 e 2.5. Os rótulos atribuídos a cada intervalo
correspondem aos seus respectivos tamanhos.

Finalmente, apresentamos grafos split nos quais a contagem de intervalo supera a
profundidade de aninhamento. Um grafo é considerado split quando seu conjunto de
vértices pode ser dividido em uma clique e um conjunto independente. No contexto de
um modelo de intervalo, dizemos que um intervalo x está aninhado ao intervalo y se
existirem dois intervalos intersectantes a y, um à esquerda e outro à direita de x no
modelo. A figura abaixo ilustra a situação em que x está aninhado a y. A profundidade
de aninhamento desse modelo é determinada pelo tamanho da maior cadeia de intervalos
aninhados.

Figura 7 – O intervalo x está aninhado a y no modelo.

Os resultados dessas pesquisas foram apresentados nos seguintes encontros:

• VI Encontro de Teoria da Computação (ETC-CSBC) [13]

• LIII Simpósio Brasileiro de Pesquisa Operacional (SBPO) [14],

• VII Encontro de Teoria da Computação (ETC-CSBC) [15],

• X Latin American Workshop on Cliques in Graphs (LAWCG) [16],

• XXI Latin-Iberoamerican Conference on Operations Research (CLAIO) [17],

• XII Latin-American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium
(LAGOS) [18]

• LV Simpósio Brasileiro de Pesquisa Operacional (SBPO) [19].
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O restante do trabalho é organizado da seguinte forma:

• Capítulo 1: são apresentadas as definições formais sobre grafos e ordens.

• Capítulo 2: é realizada uma revisão bibliográfica sobre a contagem de intervalo,
onde apresentamos resultados sobre grafos e ordens de intervalos que possuem con-
tagem de intervalo igual a um, igual a dois, classes de grafos de intervalo dos quais
é conhecida a contagem de intervalo, grafos e ordens de intervalos que possuem
contagem de intervalo de valor arbitrário, relação com a clique máxima, problemas
relacionados à contagem de intervalo e aspectos algorítmicos.

• Capítulo 3: elaboramos formulações de programação inteira mista e programação
quadrática, esta última resultando em um algoritmo polinomial, para o problema
da contagem de intervalo. Aplicamos tais formulações a problemas tratados na
literatura.

• Capítulo 4: investigamos a relação de inclusão entre classes de k tamanhos.

• Capítulo 5: apresentamos grafos split nos quais a contagem de intervalo é superior
à profundidade de aninhamento.

• Finalmente, apresentamos as conclusões e propostas de trabalhos futuros.
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1 DEFINIÇÕES

As definições deste capítulo se referem àquelas que serão necessárias em diferentes
partes deste trabalho. Algumas definições específicas de um capítulo serão apresentadas
ao longo do mesmo. Definições omitidas aqui podem ser encontradas, como sugestão,
em [20, 21] para teoria dos grafos, [4] para ordens e grafos de intervalo e [22] para com-
plexidade de algoritmos.

1.1 Teoria dos grafos e algoritmos

Um grafo é um par G = (V (G), E(G)), onde V (G) é um conjunto de elementos (cada
elemento é chamado vértice) e E(G) é uma família de pares não-ordenados de vértices
(cada par é chamado aresta). Uma aresta formada por a ∈ V (G) e b ∈ V (G) é repre-
sentada por (a,b) ou (b,a) ou, simplesmente, por ab ou ba quando nenhuma ambiguidade
existir. Um grafo G é simples se não existirem laços (aa ∈ E(G)), nem multiarestas
(ab, ab ∈ E(G)). Exceto se for dito o contrário, será assumido neste trabalho que todo
grafo é simples. Se ab é uma aresta de um grafo, então dizemos que a e b são adjacentes e
que ab é incidente a a e b ou ainda que ab liga os vértices a e b. Um vértice u ∈ V (G) é uni-
versal a um conjunto de vértices W ⊆ V (G) se u é adjacente a cada vértice w ∈ W \ {u}.
Assume-se neste trabalho que n = |V (G)| e m = |E(G)| quando há um único grafo G no
contexto e nada diferente for dito.

O grafo G complemento de G é o grafo tal que V (G) = V (G) e E(G) = {ab | a, b ∈
V (G), a ̸= b e ab /∈ E(G)}.

A vizinhança aberta de a ∈ V (G) é o conjunto N(a) = {w ∈ V (G) | aw ∈ E(G)}. A
vizinhança fechada de a ∈ V (G) é definida pelo conjunto N [a] = N(a) ∪ {a}. Para todo
a,b ∈ V (G), a, b são chamados de gêmeos se N [a] = N [b] e falsos gêmeos se N(a) = N(b).

Os grafos G e H são isomorfos (G ∼= H) se existir uma bijeção θ : V (G)→ V (H) tal
que uv ∈ E(G)⇔ θ(u)θ(v) ∈ E(H).

Uma orientação D de um grafo G é um conjunto de pares ordenados de vértices tal
que ab ∈ E(G) ⇔ ou ab ∈ D, ou ba ∈ D. Além disso, D é uma orientação transitiva se
ab, bc ∈ D implicar que ac ∈ D.

O grafo H é um subgrafo de G se V (H) ⊆ V (G) e E(H) ⊆ E(G). O subgrafo induzido
de G por V ⊆ V (G), denotado por G[V ], é o subgrafo H de G tal que V (H) = V e para
todo a, b ∈ V , ab ∈ E(H) ⇔ ab ∈ E(G). Um grafo H é dito ser subgrafo induzido de G
se é o subgrafo induzido de G por V (H). Um grafo G é dito ser livre de um grafo G′ se
G′ não é um subgrafo induzido de G.

Um grafo G é completo se ab ∈ E(G) para todo a, b ∈ V (G) distintos. Representa-se
um grafo completo com n vértices por Kn. Uma clique de um grafo é um subconjunto
maximal de seus vértices que induz neste grafo um grafo completo. Denotamos por q(G)
o número de cliques de um grafo G. Um vértice a ∈ V (G) é dito ser um vértice simplicial
se N [a] é uma clique de G.
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Um conjunto independente de um grafo G é um conjunto S ⊆ G tal que não existem
dois vértices adjacentes em S. Em outras palavras, se a, b ∈ S, então ab /∈ E(G).

Um grafo G é bipartido se V (G) admite uma partição X ∪ Y , na qual X e Y são con-
juntos independentes. Um grafo bipartido completo é um grafo bipartido G com partição
X ∪ Y de V (G) de modo que ab ∈ E(G) para todo a ∈ X, b ∈ Y . Denotamos tal grafo
por Km,n, onde m = |X| e n = |Y |.

Um grafo é estrela se for isomorfo a K1,r, para algum natural r ≥ 1.
Um grafo que consiste de um caminho induzido com n vértices é representado por

Pn. Um grafo G é conexo se para todo a, b ∈ V (G) existe um caminho em G possuindo
a, b como extremos deste caminho. Caso contrário, o grafo é dito ser desconexo. Uma
componente conexa de G é um subgrafo induzido maximal em relação à propriedade de
ser conexo.

Uma árvore é um grafo acíclico e conexo.
Um algoritmo é dito ser eficiente (ou de tempo polinomial) quando o número de passos

necessários no pior caso para sua execução é assintoticamente limitado por um polinômio
no tamanho da entrada. Um problema computacional é denominado problema de decisão
se admite como respostas possíveis apenas SIM ou NÃO. A classe P consiste dos pro-
blemas de decisão que são solúveis por um algoritmo eficiente. A classe NP consiste dos
problemas de decisão para os quais um certificado de solução para a resposta SIM pode
ser verificado por um algoritmo eficiente. Chamamos de redução Karp (ou, simplesmente,
de redução) de um problema P a outro Q, e denotado por P ≤ Q, uma transformação
por um algoritmo eficiente de uma instância de entrada do problema IP de P a uma
instância de entrada IQ de Q tal que IP possui resposta SIM se e somente se IQ possui
resposta SIM. Um problema P é dito ser NP-Difícil se para todo problema Q da classe
NP , existir redução Q ≤ P . Um problema P é dito ser NP-Completo se P for das classes
NP e NP-difícil.

1.2 Grafos de intervalo

O grafo de interseção de uma família de conjuntos F = {A1, A2, . . . , An} é o grafo em
que o conjunto de vértices é F e há uma aresta (Ai, Aj) se esses conjuntos têm interseção
não-vazia, isto é, se Ai ∩Aj ̸= ∅. Se G é o grafo de interseção de uma família F , dizemos
que F é um modelo de G.

Um grafo G é um grafo de intervalo se existe uma bijeção θ de V (G) para uma família
M de intervalos da reta real, chamada de modelo, no qual para todo u, v ∈ V (G) com
u ̸= v, (u,v) ∈ E(G) se e somente se θ(u) ∩ θ(v) ̸= ∅. Quando houver um modelo no
contexto, diremos intervalo v querendo se referir ao intervalo associado ao vértice v nesse
modelo. Assumimos que as extremidades de cada intervalo são distintas e denotamos
as extremidades esquerda e direita de um intervalo Iv respectivamente por ℓ(Iv) e r(Iv).
Quando ℓ(Iv) = r(Iv), diremos que Iv é trivial. O tamanho de Iv é representado por |Iv|,
que é igual a r(Iv) − ℓ(Iv). Dizemos que um grafo é de intervalo unitário se existir um
modelo de intervalo deste grafo tal que todos os intervalos possuam o tamanho unitário,
isto é, |Iv| = 1 para todo v ∈ V (G), onde Iv denota o intervalo associado a v.

Uma reflexão de um modelo M é o modelo M′ no qual o ponto p de M é mapeado
no ponto −p deM′ (tal reflexão tem como eixo de simetria a reta x = 0). Um submodelo
S de M é o modelo de intervalo obtido pela remoção de alguns intervalos de M. Um
submodelo de M induzido por um conjunto de vértices W é o submodelo resultante da
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remoção emM dos intervalos que não correspondem a nenhum dos vértices de W .

1.3 Ordens de intervalo

Uma ordem P = (X, ≺) (também conhecida como conjunto parcialmente ordenado),
no contexto deste trabalho, é uma relação binária ≺ sobre o conjunto X que é irreflexiva
((a, a) /∈≺) e transitiva (se (a, b) ∈≺, (b, c) ∈≺, então (a, c) ∈≺).

A notação a ≺ b será usada para denotar que (a, b) ∈≺ e, neste caso, dizemos que a e
b são comparáveis. Caso contrário, se a não precede b e b não precede a, a e b são ditos
incomparáveis e representados por a∥b.

Uma ordem é usualmente representada pelo seu diagrama de Hasse, no qual cada
elemento da ordem corresponde a um ponto e são ligados por um segmento de reta pares
de pontos a e b, o primeiro estando numa posição horizontal abaixo do segundo, se e
somente se a ≺ b e não existir z tal que a ≺ z ≺ b. Como exemplo, desenhamos o
diagrama de Hasse para a ordem ({2,3, 6, 12, 24, 36},≺), tal que a ≺ b se e somente se b
é divisível por a, na Figura 8. No diagrama, note que 2 é ligado de baixo para cima ao 6
pois 6 é divisível por 2 e não há outro elemento que divida 6 e seja divisível por 2. Assim
ocorre com cada par de elementos diretamente ligados no diagrama. É possível constatar
a transitividade da divisibilidade: se a divide b, e b divide c, então a divide c.

Figura 8 – Diagrama de Hasse representando uma ordem dos divisores do conjunto
{2,3, 6, 12, 24, 36}.

Sejam a ordem P = (X, ≺) e X ′ ⊆ X. A subordem induzida de P por X ′ é a ordem
P [X ′] = (X ′, ≺′) tal que para todo a, b ∈ X ′, a ≺′ b⇔ a ≺ b.

As ordens P = (X,≺) e P ′ = (X ′, ≺′) são isomorfas (P ∼= P ′) se existir uma bijeção
θ : X → X ′ tal que a ≺ b⇔ θ(a) ≺′ θ(b).

Uma ordem é linear se quaisquer dois de seus elementos são comparáveis. Uma ordem
P = (X, ≺) é uma ordem de intervalo (ou ordem intervalar) se existir um modelo de
intervalo M = {Ix | x ∈ X} tal que x ≺ y se e somente se r(Ix) < ℓ(Iy). Se P é uma
ordem de intervalo com modelo de intervaloM e G é o grafo de intervalo correspondente
aM, dizemos que P concorda com G.

Uma ordem 3+1 é a ordem ({a, b, c, x},≺) tal que a ≺ b ≺ c e, para todo y ∈ {a, b, c},
y ∥ x.

A Figura 9 apresenta uma ordem de intervalo P , um modelo de intervaloM de P e o
grafo de intervalo G correspondente a M. Portanto, P concorda com G. Note que uma
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ordem de intervalo concorda com um único grafo, mas não vale o contrário: um grafo de
intervalo pode possuir distintas ordens de intervalo concordando com ele (por exemplo,
a reflexão de um modelo que possui ao menos dois intervalos disjuntos produz uma nova
ordem associada, e ambas concordam com o mesmo grafo).

Figura 9 – (i) Uma ordem P , (ii) um modeloM de P e (iii) o grafo G de interseção de
M. Logo, P concorda com G.

Seja P = (X,≺), define-se a ordem de aninhamento PN = (X,≺N) por x ≺N y se
existe a, b ∈ X tal que a ≺ x ≺ b e w || y para todo w ∈ {a,x,b}. Veja a Figura 10(i)
para uma representação visual da relação x ≺N y. Note que, de fato, ≺N é uma relação
transitiva, uma vez que se x ≺N y e y ≺N z, então x ≺N z. Observe a Figura 10(ii).

Figura 10 – Em (i) x ≺N y e (ii) x ≺N y ≺N z.

A profundidade de aninhamento de uma ordem P = (X,≺) é o maior k para o qual
observa-se que x1 ≺N . . . ≺N xk, o que será denotado por η(P ) (veja Figura 11). Como
um mesmo grafo em geral possui muitas ordens que concordam com ele, com diferentes
profundidades de aninhamento, define-se que a profundidade mínima do aninhamento de
um grafo G é a menor profundidade de aninhamento dentre todas as ordens que concordam
com este grafo, o que será denotado por η(G).

Figura 11 – Relação x1 ≺N x2 ≺N . . . ≺N xk, os intervalos {x1, x2, x3, . . . , xk} são
intervalos aninhados.

Dado um grafo G e uma orientação transitiva F de G, então P = (V (G), F ) é uma
ordem e dizemos que F induz P . Se P = (X,≺) é uma ordem, o grafo de comparabilidade
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de P é o grafo G = (X,E) tal que ab ∈ E se e somente se a e b são comparáveis em P . O
grafo de incomparabilidade de P é o complemento do grafo de comparabilidade de P . A
Figura 12(i) apresenta uma ordem P , a Figura 12(ii) apresenta o grafo de comparabilidade
da ordem P da Figura 12(i) e a Figura 12(iii) apresenta o grafo de incomparabilidade da
ordem P .

Figura 12 – (i) Uma ordem P , (ii) o grafo de comparabilidade de P ,(iii) o grafo de
incomparabilidade de P , (iv) o grafo de comparabilidade de P orientado transitivamente.

É possível mostrar que P concorda com G se e somente se G é o grafo de incompa-
rabilidade de P . Um grafo é de comparabilidade quando é possível orientar suas arestas
transitivamente. Mostramos uma orientação transitiva do grafo da Figura 12(ii) na Fi-
gura 12(iv).

Dizemos que P = (X,≺) é obtido de P ′ = (X,≺′) por uma troca de comparabilidade
de a, b se a ≺′ b e ≺= (≺′ \{(a, b)}) ∪ {(b, a)} (informalmente, P é a mesma ordem que
P ′ exceto pela troca na relação de comparabilidade entre a e b).

Um grafo é de cocomparabilidade quando seu complemento for de comparabilidade.
Todo grafo de intervalo é de cocomparabilidade [23].
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2 O PROBLEMA DA CONTAGEM DE INTERVALO

Apresentamos o surgimento do problema da contagem de intervalo e um breve as-
pecto histórico no capítulo de introdução. Neste capítulo, será apresentada uma revisão
bibliográfica sobre o problema da contagem de intervalo para grafos e ordens. Mostramos
resultados sobre grafos e ordens de intervalos que possuem contagem de intervalo igual a
um, igual a dois, classes de grafos de intervalo dos quais é conhecida a contagem de inter-
valo, grafos e ordens de intervalos que possuem contagem de intervalo de valor arbitrário,
relação com a clique máxima, problemas relacionados à contagem de intervalo e aspectos
algorítmicos.

2.1 Contagem de intervalo

A contagem de intervalo de uma determinada ordem ou grafo é o menor número de
tamanhos distintos de intervalo que é suficiente para um modelo da ordem ou grafo. Em
outras palavras, sejaM um modelo. Denotamos por IC(M) a contagem de intervalos de
M, que é o número de tamanhos distintos de intervalos emM. Dada uma ordem P (resp.
grafo G), a contagem de intervalo de P (resp. G), denotada por IC(P ) (resp. IC(G)),
é o menor número de tamanhos distintos de intervalos suficiente para um modelo de P
(resp. G).

As Figuras 13(i) e (ii) ilustram dois modelos para uma mesma ordem (a relação de
precedência entre os intervalos é mantida nesses modelos), porém cada modelo com di-
ferentes tamanhos distintos. O modelo da Figura 13(ii) realiza a contagem de intervalo
para a ordem associada aos modelos (i) e (ii), que é igual a três. Também foi visto que um
grafo e uma ordem podem estar associados a um mesmo modelo. No caso da Figura 13(ii),
a contagem de intervalo para o grafo associado a esse modelo igual a dois, como ilustra a
Figura 13(iii).

Uma observação importante é que, no contexto do problema da contagem de intervalo
de determinado grafo G, assumimos sem perda de generalidade que G é livre de gêmeos.
De fato, caso G possua gêmeos, podemos reduzir o grafo pela eliminação dos grupos de
vértices gêmeos, a menos de um representante de cada grupo, e tal grafo reduzido tem
exatamente a mesma contagem de intervalo de G. Com efeito, se M é um modelo do
grafo reduzido, podemos obter um modelo de G acrescentando intervalos idênticos (de
mesmas extremidades) para cada grupo de gêmeos, mantendo a contagem de intervalo
inalterada.
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Figura 13 – Exemplos de modelos associados a grafos e ordens de intervalo e seus
respectivos valores para a contagem de intervalo.

2.2 Contagem de intervalo igual a um

Um grafo (resp. ordem) de intervalo unitário é um grafo que admite um modelo no
qual todos os intervalos são de tamanho unitário. Determinar se um dado grafo (resp.
ordem) de intervalo admite um modelo com todos os intervalos de um mesmo tamanho é
equivalente a determinar se o grafo (resp. ordem) é de intervalo unitário. Uma ordem de
intervalo unitário é conhecida também como semiordem. A Figura 14(i) ilustra um modelo
de intervalo unitário e a Figura 14(ii) ilustra um outro modelo obtido ao multiplicar todos
os extremos de intervalos do modelo da Figura 14(i) por um mesmo escalar. Observe que
a ordem associada ao modelo da Figura 14(ii) é a mesma que aquela do modelo original.
Isto nos mostra que os tamanhos podem ser expandidos proporcionalmente representando
a mesma ordem. A generalização desse exemplo encontra-se no Lema 1.

Lema 1. SejaM um modelo associado à ordem P , cujos tamanhos de intervalo presentes
são ℓ1, ℓ2, . . ., ℓk. Existe um modelo de P com tamanhos αℓ1, αℓ2, . . . , αℓk, para todo
α > 0.

Demonstração. Seja M′ = {I ′v | Iv ∈ M} o modelo obtido de M por multiplicação
de cada extremidade de intervalo pelo valor α. Portanto, se o intervalo [ℓ, r] possui
tamanho ℓi para algum 1 ≤ i ≤ k, então o intervalo [αℓ, αr] correspondente em M′

terá tamanho α(r − ℓ) = αℓi. Além disso, note que M′ de fato é um modelo de P ,
uma vez que Iu intersecta Iv ⇐⇒ r(Iu) ≥ ℓ(Iv) e r(Iv) ≥ ℓ(Iu) ⇐⇒ αr(Iu) ≥ ℓ(Iv) e
αr(Iv) ≥ αℓ(Iu)⇐⇒ r(I ′u) ≥ ℓ(I ′v) e r(I ′v) ≥ ℓ(I ′u)⇐⇒ I ′u intersecta I ′v.

Dado que o problema da contagem de intervalo está definido apenas para grafos de
intervalo, no contexto dessa problema, assumimos que todo grafo é um grafo de intervalo.
Assim, podemos dizer que queremos determinar a contagem de intervalo de certo grafo
G deixando implícito que G é de intervalo. Além disso, podemos dizer que queremos
determinar a contagem de intervalo dos grafos pertencentes a certa classe de grafos (diga-
mos, árvores) deixando implícito que tais grafos devem pertencer à interseção dessa classe
com aquela dos grafos de intervalo (no exemplo, árvores que são grafos de intervalo). O
análogo vale para ordens/ordens de intervalo.
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Figura 14 – Exemplo de uma expansão proporcional de um modelo.

Um grafo de intervalo próprio é um grafo de intervalo que admite um modelo de
intervalo no qual não existem intervalos Ix e Iy tais que ℓ(Ix) < ℓ(Iy) < r(Iy) < r(Ix).

O problema de decidir se um grafo é de intervalo unitário é conhecido desde a década
de 1960 e é uma questão resolvida. Grafos de intervalo unitário são caracterizados por
uma estrutura simples proibida finita. Roberts [12] mostrou que um grafo de intervalo G
é unitário se e somente se G é livre de K1,3. Roberts usou uma versão a caracterização de
semiordens de Scott-Suppes (cf. [24]) para provar que os grafos livres de K1,3 são grafos
de intervalo unitário. De fato, o grafo K1,3, também conhecido como grafo garra, possui
a contagem de intervalo igual a 2. Observe que, na Figura 15, o intervalo a contém
propriamente algum dos intervalos b, c ou d (digamos c, como ilustrado na figura) e este
não pode ser expandido na tentativa de fazer a e c de mesmo tamanho, pois é limitado
à direita e à esquerda pelos intervalos b e d. Além disso, na tentativa de comprimir o
intervalo a para seu tamanho seja igual àquele intervalo c, nota-se que a intersepta com
os intervalos b e d e portanto tal compressão deve mantê-las, necessitando de um tamanho
maior que c. Portanto, este modelo não pode ser transformado em unitário.

Figura 15 – Grafo garra e um de seus modelos de intervalo.

Teorema 2 (Borgart e West [24]). As afirmações a seguir são equivalentes para dado
grafo G.

1. G é um grafo de intervalo unitário.

2. G é um grafo de intervalo livre de K1,3.

3. G é um grafo de intervalo próprio.

Roberts [12] caracterizou que uma ordem de intervalo é unitária se e somente se não
possui 3 + 1 como subordem induzida. Há na literatura algoritmos polinomiais para
resolver este problema, alguns deles em tempo linear [25–28].
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2.3 Contagem de intervalo igual a dois

Diferentemente do problema da contagem de intervalo para grafos (resp. ordens) de
intervalo unitário, a complexidade de reconhecer se um grafo de intervalo G admite um
modelo de dois tamanhos é um problema em aberto. Em outras palavras, não se sabe se
IC(G) ≤ 2 pode ser resolvido de forma eficiente, nem se é um problema NP-completo.
Diante da dificuldade do problema para as classes gerais de grafos, alguns autores res-
tringiram esse problema a certas classes. Apresentamos alguns resultados existentes na
literatura.

Definimos um modelo-{a, b} de intervalos como um modelo no qual os intervalos pos-
suem tamanhos a ou b. A classe dos grafos G que admitem um modelo-{a,b} é denotada
por Len(a,b).

Inicialmente, Skrien [29] caracterizou na década de 1980 grafos que admitem no má-
ximo dois tamanhos, um deles sendo zero e foi o primeiro a caracterizar os grafos que
admitem um modelo-{0, 1}. O algoritmo sugerido por Skrien [29] para caracterizar um
modelo-{0, 1} é de tempo O(n3). Em 2012, Rautenbach e Szwarcfiter [30] descreveram um
algoritmo de tempo linear para reconhecimento de grafos que admitem um modelo-{0, 1}.
Além disso, caracterizaram tal classe como os grafos livres dos subgrafos da Figura 16.

Figura 16 – Subgrafos induzidos proibidos para grafos que admitem modelo de
tamanhos zero ou um onde os vértices circulados devem ser não-simpliciais em G.

Boyadzhiyska, Isaak e Trenk [2] apresentaram uma caracterização para ordens de
intervalo que admitem um modelo-{0, 1}. Para apresentar os resultados desse trabalho,
as seguintes definições são necessárias.

Um vértice v é co-simplicial em uma ordem P se v é simplicial no grafo de incompa-
rabilidade de P .

Sejam P = (X,≺) uma ordem e f : X → N uma função. Denota-se por G(P,f) o
digrafo ponderado tal que V (G(P,f)) = X e E(G(P,f)) é composto dos seguintes arcos:

• (a, b) com peso wab = −f(b)− ϵ para todo a, b ∈ X com b ≺ a.

• (a, b) com peso wab = f(a) para todo a, b ∈ X distintos com a∥b.

O valor do peso atribuído a ϵ em G(P,f) é de tal forma que 0 < ϵ < 1
|X|2 . Também

definiram o digrafo G′(P,f) obtido a partir de G(P,f) onde a constante ϵ não ocorre, da
seguinte forma: G′(P,f) é definido identicamente a G(P,f) exceto que cada b ≺ a, produz
o arco (a,b) com peso w′

ab = −f(b).
Diz-se também que todo arco (a,b) em G(P,f) ou G′(P,f) tem peso negativo se b ≺ a,

mesmo quando f(b) = 0 e tem peso positivo se a∥b, mesmo quando f(a) = 0.
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Teorema 3 (Boyadzhiyska, Isaak e Trenk [2]). Seja P uma ordem e f uma função tal
que f(x) = 0, quando x é co-simplicial em P e f(x) = 1, caso contrário. As afirmativas
abaixo são equivalentes:

1. P possui um modelo-{0, 1}.

2. Para cada subordem 3 + 1 induzida em P , o elemento do meio da cadeia é co-
simplicial.

3. O digrafo G(P,f) não possui ciclos negativos.

4. Todo ciclo no digrafo G′(P,f) com pelo menos um arco negativo tem peso positivo.

5. P não possui como subordem induzida nenhuma daquelas da Figura 17.

Figura 17 – Conjunto de ordens proibidas para ordens de intervalos com modelo-{0, 1}.

Boyadzhiyska, Isaak e Trenk [2] descreveram como construir algoritmicamente um
modelo-{0, 1} ou produzir uma da subordens induzidas proibidas a partir de uma ordem
P de entrada. Com a descrição afirmaram, então, que existe um algoritmo eficiente.
Apesar de ser eficiente não é a de menor complexidade conhecida (o algoritmo elaborado
por Rauternbach e Szwarcfiter [30] é o de melhor complexidade).

Boyadzhiyska, Isaak e Trenk [2] também apresentaram uma caracterização para ordens
de intervalo que possuem um modelo-{1, 2}, quando os tamanhos de cada intervalo são
dados como entrada. Para o problema geral, isto é, quando cada intervalo não possui uma
atribuição de tamanho pré-determinada, o problema permanece em aberto.

Teorema 4 (Boyadzhiyska, Isaak e Trenk [2]). Seja P = (X,≺) uma ordem de intervalo
e seja a função f : X → {1, 2}. As afirmativas abaixo são equivalentes.

1. P possui um modelo em que |Ix| = f(x) para todo x ∈ X.

2. G(P,f) não possui ciclos de peso negativo.

3. Nenhuma das ordens ponderadas do conjunto F mostrada na Definição 5 são indu-
zidas em (P,f).

Definicão 5 (Boyadzhiyska, Isaak e Trenk [2]). O conjunto F consiste das ordens 3 + 1
com pesos, como mostra a Figura 18, e mais quatro famílias infinitas F1, F2, F3 e
F4. As ordens em cada família Fj são definidas sobre os pontos x1, x2, . . . , xt+1,y0, y1, y2,
. . . ,yt+1, a, b}, e ordens da família F3 e F4 são definidas sobre os pontos anteriores acres-
cido do ponto x0. As seguintes comparabilidades, assim como aquelas que implicam em
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transitividade estão presentes em cada família para todo i ≥ 0: b ≺ y0, yi ≺ yi+1,
xi ≺ xi+2, xi ≺ yi+1, yi ≺ xi+2. Para cada Fj, f(a) e f(b) podem ser ter peso 1 ou
2. Os pesos restantes são 2 com as exceções mostradas na Tabela 1, além de mostrar as
características adicionais de cada família. A tais ordens são apresentadas na Figura 19
para t = 4.

Figura 18 – Ordem com pesos proibidos. O círculo sólido representa pontos com peso 2.
O círculo vazado representa pontos com peso 1 e o círculo com uma cruz representa
pontos em que os pesos podem ser 1 ou 2.

Tabela 1 – Características adicionais da família F .

Família a = yt+1 ? Comparabilidades adicionais v com f(v) = 1 Existe x0?
F1 Não yt+1 ≺ a y0, yt+1 Não
F2 Sim y0, xt+1 Não
F3 Não yt+1 ≺ a e b ≺ x1 x0, yt+1 Sim
F4 Sim b ≺ x1 x0, xt+1 Sim

Figura 19 – Da esquerda para a direita as figuras exemplificam elementos de F1, F2, F3

e F4 (em particular aqueles com t = 4). O círculo sólido representa pontos com peso 2.
O círculo vazado representa pontos com peso 1 e o círculo com uma cruz representa
pontos que os pesos podem ser 1 ou 2.

Assim como descreveram como construir eficientemente um modelo-{0, 1}, Boyadzhiyska,
Isaak e Trenk [2] também descreveram como construir algoritmicamente um modelo-{1, 2}
ou como produzir uma das subordens induzidas proibidas.



30

Em [2], a questão sobre a relação de inclusão entre essas duas classes não foi consi-
derada. Isso nos motivou a estudar a relação de inclusão entre as classes Len(a′, b′) e
Len(a, b) para todo 0 ≤ a′ < b′, 0 ≤ a < b. Este problema foi um dos problemas tratados
na dissertação de mestrado [31] e recentemente publicado em [3].

Teorema 6. (Francis et al. [3]) Len(0, k) ⊈ Len(a, b) e Len(a, b) ⊈ Len(0, k), para
todo k > 0 e 0 < a < b.

Teorema 7 (Francis et al. [3]). Len(a′, b′) ⊈ Len(a, b) para todo 0 < a′ < b′ e 0 < a < b

para os quais b′

a′
̸= b

a
.

Em resumo, tal prova fornece uma construção de um modelo-{a′, b′} que não pode
ser transformado em um modelo-{a, b} que corresponda ao mesmo grafo de intervalo. A
construção exata a ser empregada, dentre as duas possíveis, depende se b′

a′
< b

a
ou o

contrário. No Capítulo 4 abordaremos uma extensão desse resultado.
Joos et al. [1] elaboraram um algoritmo eficiente para decidir, dados um grafo conexo

G e uma partição dos seus vértices em dois conjuntos A e B, se existe um modelo {Iv |
v ∈ V (G)} de G tal que |Iu| = a para todo u ∈ A e |Iu| = b para todo u ∈ B, para algum
par de constantes a < b.

Fishburn [4] investigou as ordens com contagem de intervalo igual a dois sob o aspecto
de determinar o conjunto admissível para o segundo tamanho uma vez que o primeiro
tamanho é tomado como igual a um. Formalmente, dado uma ordem de intervalo P =
(X,≺), considere tal conjunto admissível θ(P ) para o segundo tamanho definido como a
seguir:

θ(P ) = {α ∈ R | α > 1 e existe um modelo-{1,α} de P}.

Intuitivamente, poderíamos imaginar que todo intervalo de maior tamanho pode cres-
cer arbitrariamente, bastando expandir suas extremidades para que eles assumam qual-
quer tamanho. Como exemplo, se P é uma ordem que concorda com o grafo K1,t+2, t ≥ 1,
então θ(P ) = (t,∞) (isto é, um intervalo contínuo aberto em t e no infinito). No entanto,
Fishburn [4] provou que, para algumas ordens, o maior tamanho tem um limite, conforme
o Teorema 8.

Teorema 8 (Fishburn [4]). Se P é a ordem correspondente ao modelo de intervalo apre-
sentado na Figura 20, então θ(P ) = (1, 2).

Figura 20 – Exemplo de ordem P com θ(P ) = (1, 2).

A Figura 20 ilustra um modelo-{1, α} de ordem P com θ(P ) = (1,2). Nesse modelo,
os intervalos com rótulo 1 indicam que devem ser representados pelo tamanho 1 e os
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intervalos com rótulo α devem ser representados pelo tamanho α. Observe que todos os
intervalos sem rótulo podem ser representados pelos tamanhos 1 ou α, já que uma das
suas extremidades (esquerda ou direita) são livres. Se observamos o primeiro intervalo
α olhando verticalmente de baixo para cima, este não admite o tamanho 2. Isto ocorre
devido às suas extremidades estarem limitadas pelo caminho formado pelos dois intervalos
de tamanho 1. Este caminho se encontra a uma linha acima do intervalo α que estamos
nos referindo. Neste caso, α < 2 e é fácil verificar que qualquer 1 < α < 2 é admissível.

Trotter [32] conjecturou que θ(P ) consistia de um intervalo aberto. Fishburn [4] mos-
trou contraexemplos para a conjectura de Trotter, para os quais θ(P ) não são intervalos
contínuos e estabeleceu os Teoremas 9 e 10.

Teorema 9 (Fishburn [4]). Para todo inteiro k ≥ 2, existe uma ordem P = (X,≺) que
admite dois tamanhos, tal que θ(P ) = (2− 1

k
, 2) ∪ (k,∞).

Teorema 10 (Fishburn [4]). Para todo inteiro k ≥ 2, existe uma ordem P = (X,≺) que
admite dois tamanhos, tal que θ(P ) = (k, 2k − 1) ∪ (2k − 1,∞).

2.4 Contagem de intervalo com valor arbitrário

Uma maneira usual de solucionar um problema em grafos é a de fazer uso de uma
família de subgrafos proibidos que caracterize uma determinada classe. Dado um grafo
de intervalo G (resp. ordem P ), o problema de reconhecer se IC(G) = 1 possui uma
caracterização simples por subgrafos induzidos proibidos, como sendo aqueles livres de
K1,3, como tratado na Seção 2.2. Diante disso, é natural que haja uma investigação do
problema de reconhecer IC(G) = k através de caracterizações por subgrafos induzidos
proibidos para valores arbitrários de k.

Fishburn [4] investigou este tipo de solução para ordens e mostrou que a lista de
subordens proibidas para que uma ordem possua contagem de intervalo no máximo k ≥ 2,
para todo k ≥ 2, é infinita. Em outras palavras, demonstrou que se S é o conjunto de
ordens tais que, dados uma ordem de intervalo P e um natural k ≥ 2, é válido que
IC(P ) ≤ k se e somente se P não possuir uma subordem induzida isomorfa a alguma
daquelas em S, então S tem cardinalidade infinita.

Graham conjecturou que, para todo grafo G, IC(G) ≤ k + 1 se IC(G\{u}) = k. Em
outras palavras, conjecturou que ao remover exatamente um vértice do grafo a contagem
de intervalo diminui em no máximo uma unidade. Leibowitz e Peck [5] provaram que a
conjectura é válida para k = 1. Também apresentaram um contraexemplo à conjectura
para todo k ≥ 2, mostrando como construir exemplo de grafo G para os quais a contagem
de intervalo excede em exatamente dois a contagem de intervalo do grafo G \ {u}, para
certo u ∈ V (G).

Trotter [32] também conjecturou que a remoção de um vértice pode diminuir a conta-
gem de intervalo de um valor arbitrário (não-constante). Esta conjectura ainda está em
aberto.

Fishburn [4] apresentou o seguinte problema extremal de otimização combinatória.
Dados natural k e uma classe de ordens C, considere a função

σC(k) = min{|X| | existe uma ordem P = (X, ≺) ∈ C tal que IC(P ) ≥ k}.

Em outras palavras, σC(k) é o tamanho da menor ordem (em número de elementos) para
a qual qualquer modelo dessa ordem pertencente à classe C requer k ou mais tamanhos
distintos de intervalos. Fishburn estudou tal função considerando C como a classe geral
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das ordens. A notação C será omitida quando C representar a classe de todas as ordens.
Fishburn [4] apresentou a Conjectura 11.

Conjectura 11 (Fishburn [4]). Para todo k ≥ 2, σ(k) = 3k − 2.

As ordens que Fishburn [4] acredita ter o mínimo número de elementos para dado
valor k são aquelas da Figura 21. Note que, em tais ordens, o número de elementos é
3k − 2, usado na Conjectura 11. Nesta figura, não foram definidas as posições exatas
da extremidade esquerda do primeiro intervalo e nem a extremidade direita do último
intervalo (analisando da esquerda para a direita, linha após linha). Observe que é possível
obter diferentes modelos, variando estas extremidades.

Figura 21 – A construção sugerida por Fishburn [4].

Fishburn [4] mostrou limites tanto superior quanto inferior para σ(k), conforme o
Lema 12.

Lema 12 (Fishburn [33]). Para todo k ≥ 2, 2k ≤ σ(k) ≤ 3k − 2.

O Teorema 13 estabelece que a contagem de intervalo de ordens que possuem profun-
didade de aninhamento k e número de elementos 3k − 2 é exatamente k.

Teorema 13 (Fishburn [4]). Suponha k ≥ 2 e P = (X,≺) uma ordem de profundidade
de aninhamento k, com 3k − 2 elementos. Então IC(P ) = k.

Analogamente, Fishburn [4] define a função

σ̃(k) = min{|V (G)| | existe um grafo G tal que IC(G) ≥ k}.

A relação entre o problema extremal para grafo e ordem encontra-se evidenciada no
Lema 14 (em [4] encontra-se a prova dada por Fishburn; abaixo segue uma prova alter-
nativa). Além desta relação, Fishburn [4] não apresenta outros resultados sobre σ̃(k).

Lema 14. Para todo k ≥ 2, σ(k) ≤ σ̃(k).

Demonstração. Seja G um grafo com o menor número n de vértices tal que IC(G) = k.
Portanto, σ̃(k) = n. SejaM um modelo de G tal que IC(M) = k e P a ordem associada
aM. Logo, IC(P ) = k e, portanto, existe uma ordem em n elementos tal que IC(P ) ≥ k.
Consequentemente, σ(k) ≤ n = σ̃(k).

Fishburn [33] introduz também o problema de maximizar a contagem de intervalo
para dado tamanho de ordem. Para tanto, define a função µ(n) como a maior conta-
gem de intervalo possível de se obter de uma ordem de intervalo de n elementos. Mais
formalmente,

µ(n) = max{IC(P ) | existe uma ordem P = (X,≺) com |X| = n}.

e estabelece a relação entre σ(k) e µ(n) pelo Lema 15.
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Lema 15 (Fishburn [33]). Para todo k ≥ 2, σ(k) = min{n ∈ N | µ(n) ≥ k}.

Segue do enunciado do Lema 15 que σ(k) pode ser obtida a partir de µ(n). O inverso
é verdadeiro também. Com efeito, uma vez que a adição de um novo intervalo a uma
ordem não pode forçar mais de um novo tamanho, se σ(k) = n1 e σ(k + 1) = n2 então
µ(i) = k para todo n1 ≤ i < n2.

Um grafo G é split com partição (K, I) se K ∪ I = V (G) é uma partição, K é
uma clique e I é um conjunto independente de G. Um grafo de intervalo é trivialmente
perfeito (TP) se é livre de P4. Estudamos σC(k) e σ̃C(k) para C ∈ {TP,Split}. Os
resultados desse estudo, iniciado no mestrado, foram publicados recentemente em [3].
Como resultados, provamos que σtp(k) = 3k − 2 para todo k ≥ 1, e σsplit(k) = 3k − 2
para todo k ≥ 2, confirmando a conjectura se as ordens são restritas a essas classes. Para
grafos, para os quais não havia conjecturas nem valores exatos conhecidos, provamos que
σ̃tp(k) = 7 · 2k−2 − 3 para todo k ≥ 2, e σ̃split(k) = 3k − 1 para todo k ≥ 3.

Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [34] resolveram como determinar a contagem de intervalo
para ordens e grafos livres de touro-estendido. Um grafo G é um touro se é isomorfo ao
grafo obtido de um P4 = x1, y1, y2, x2 com o acréscimo de um vértice z tal que z é adjacente
a ambos y1 e y2 e não é adjacente nem a x1 nem a x2. Um grafo G é um touro-estendido
se é isomorfo ao grafo obtido de um caminho x1, y1, . . ., yn, x2 com o acréscimo de um
vértice z tal que z é adjacente aos vértices y1, . . . , yn e não é adjacente nem a x1 nem a
x2.

Teorema 16 (Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [34]). Se P é uma ordem livre de touro-
estendido, então IC(P ) = η(P ).

Como consequência, se G é livre de touro-estendido, então IC(G) = η(G). Em [34],
apresenta-se um algoritmo para se determinar IC(G) via a computação de η(G). De
maneira independente, Klavík et al. [35] desenvolvem um algoritmo de tempo linear para
computar a profundidade mínima de aninhamento de um grafo de intervalo. A Figura 11
apresenta um modelo com a profundidade de aninhamento igual a η(G).

2.5 Contagem de intervalo restrita a classes

Para algumas classes de grafos e ordens, sabe-se a respectiva contagem de intervalo.
Antes de tratarmos dos resultados, faremos uma breve definição sobre essas classes.

Um grafo é de limiar (do inglês, threshold) se é split e existe uma ordenação v1, . . . , v|I|
dos vértices de I tal que N(vi) ⊆ N(vi+1) para todo 1 ≤ i < |I| (ou, equivalentemente,
existe uma ordenação u1, . . . , u|K| dos vértices de K tal que I ∩N(ui) ⊆ I ∩N(ui+1) para
todo 1 ≤ i < |K|). Nota-se que a classe dos grafos de limiar está incluída na classe dos
grafos split.

Um grafo G é quase livre de K1,3 se existir v ∈ V (G) tal que G\{v} é livre de K1,3.
Um grafo G é um grafo estrelado de limiar se pode ser obtido de um grafo de limiar

substituindo-se cada vértice de seu conjunto independente por uma clique correspondente.
Um grafo de intervalo é trivialmente perfeito (TP) for livre de P4. Alternativamente,

é possível definir um grafo de intervalo trivialmente perfeito como um grafo vazio ou um
grafo obtido pela união disjunta de k grafos trivialmente perfeitos, para algum k ≥ 0,
acrescido opcionalmente de um vértice universal [34].

Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [34] estabeleceram um teorema sobre a contagem de in-
tervalo para grafos trivialmente perfeitos. Esse afirma que existe um grafo G trivialmente
perfeito tal que IC(G) = k, para todo k ≥ 1.
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Um grafo é um grafo de limiar generalizado se pode ser obtido de um grafo de limiar
substituindo-se cada vértice do conjunto independente por um grafo de intervalo unitário.
Claramente, os grafos de limiar generalizados contêm propriamente os grafos estrelados
de limiar.

A contagem de intervalo para árvores, grafos de limiar, quase livre de K1,3, um grafo
estrelado de limiar e grafo limiar generalizado é no máximo igual a dois [34]. Para grafos
livres de touro estendido, em particular grafos trivialmente perfeitos foi apresentado um
algoritmo eficiente que computa a contagem de intervalo e demonstrado que esta classe
contém exemplos com contagem de intervalo de valores arbitrários [34].

Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [36] estabeleceram a contagem de intervalo para grafos
Split2 e Split3 que são subclasses próprias de grafos split de acordo com os resultados
abaixo.

Lema 17 (Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [36]). Seja G um grafo split sem gêmeos. Se
(K, I) for uma partição de um grafo split em que para qualquer x ∈ V (G), N [x] ̸= K,
então (K, I) é único.

Para grafos split G que satisfazem as condições do Lema 17, denotaremos os conjuntos
K e I por, respectivamente, K(G) e I(G).

Dado um modelo M de um grafo split G, particionaremos seu conjunto de vértices
nos conjuntos U , I1(M), I2(M), I3(M), K1(M), K2(M) e K3(M) conforme o esquema
da Figura 22. Tais conjuntos são definidos da seguinte maneira. Os intervalos em U são
aqueles associados a vértices universais, I1(M) são definidos como aqueles que precedem
algum intervalo de K(G), aqueles em I2(M) como aqueles que sucedem algum intervalo
de K(G), e em I3(M) como aqueles que nem precedem e nem sucedem intervalos de
K(G). O intervalo v ∈ K1 se v não sucede nenhum elemento de I; v ∈ K2 se v não
precede nenhum elemento de I; v ∈ K3 caso suceda e preceda ao menos um elemento de
I.

Figura 22 – Esquema de refinamento da partição split K ∪ I.

A partir do modelo canônico apresentado na Figura 22, Cerioli, Oliveira e Szwarcfi-
ter [36] definiram as classes de grafos Split2 e Split3 da seguinte maneira. Um grafo
definindo G ∈ Split3 se existe um modelo M de G tal que, para todo x ∈ K3(M), ou
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N(x) ∩ I ⊆ I1(M) ∪ I3(M), ou N(x) ∩ I ⊆ I2(M) ∪ I3(M). Além disso, G ∈ Split2 se
K3(M) = ∅. Portanto, Threshold ⊂ Split2 ⊂ Split3 ⊂ Split.

Teorema 18 (Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [36]). Se G ∈ Split2, então IC(G) ≤ 2.

Teorema 19 (Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [36]). Se G ∈ Split3, então IC(G) ≤ 3.

Teorema 20 (Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [36]). Seja G = (K, I) um grafo split tal
que para qualquer x ∈ V (G), N [x] ̸= K. Seja P uma ordem que concorde com G. A
ordenação das cliques de um modelo de G é única a menos de reflexão e reordenação de
falsos gêmeos se e somente se |I| < 3 ou (K1(P ) ̸= ∅ e K2(P ) ̸= ∅).

2.6 Relação com o número de cliques

Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [8] estabeleceram um limite superior da contagem de
intervalo de determinado grafo em função do número de cliques desse grafo, conforme
mostrado a seguir.

Um limite superior para a contagem de intervalo de um grafo G é, naturalmente,
IC(G) ≤ |V (G)|. Pode-se melhorar um pouco esse limite superior pela observação que
os intervalos que pertencem exclusivamente à primeira e à última clique podem assumir
o mesmo tamanho, e portanto temos que IC(G) ≤ |V (G)| − 1.

Para qualquer q ≥ 1, seja f(q) a função que faz corresponder q com a maior con-
tagem de intervalo possível para um grafo de q cliques, isto é, f(q) = max{IC(G) |
q(G) = q}. Em [8], demonstra-se que f(q) = ⌊ q+1

2
⌋, como consequência, IC(G) ≤

f(q(G)) = ⌊ q(G)+1
2
⌋ ≤ ⌊ |V (G)|+1

2
⌋.

Uma maneira de investigar a função σ(k) foi sugerida por Fishburn [4] considerando
agora o problema extremal em relação tanto ao valor de contagem de intervalo, quanto
de número de cliques, definido como

ν(k,q) = min{|X| | existe uma ordem P = (X, ≺) tal que q(P ) = q, IC(P ) ≥ k}.

onde q(P ) denota q(G), sendo G o grafo com o qual P concorda.
Para 1 ≤ k ≤ ⌊ q+1

2
⌋ e relação entre as funções é estabelecida por

σ(k) = min{ν(k,q) | q ≥ 2k − 1}.

Alguns resultados foram mostrados em [4] para ν(k,q), entre eles, o Teorema 21.

Teorema 21 (Fishburn [4]). Se k ≤ 4 ou q ∈ {2k−1, 2k, 2k+1} então ν(k,q) = k+q−1.

Com o Teorema 21 é possível concluir que existe um padrão linear de ν(k,q), para
k ≤ 4. Acontece que este padrão linear não se mantém para k = 5, como consequência
do Teorema 22.

Teorema 22 (Fishburn [4]). ν(5,29) = 32.

ou seja, existe um modelo com 29 cliques e 32 elementos que requer 5 tamanhos distintos.
Logo, ν(k,q) ̸= k + q − 1 para k = 5, q = 29.

Fishburn [4] estabelece então a Conjectura 23 para a função ν(k,q).

Conjectura 23 (Fishburn [4]). ν(k,q) é não decrescente em q ≥ 2k − 1.
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2.7 Problemas relacionados

Sabe-se que um grafo ou ordem de intervalo possui um modelo em que as extremidades
de intervalo são distintas. Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [8] mostraram que se P é uma
ordem de intervalo, então existe um modelo de intervalo M de P tal que IC(M) =
IC(P ) no qual todas as extremidades de intervalo são distintas e inteiras. Fishburn [4]
considerou o problema de decidir se existe um modelo de intervalo de um dado grafo
de intervalo tal que cada tamanho de intervalo esteja entre p e q para um dado par de
números reais 1 ≤ p ≤ q. Fishburn [4] caracterizou os grafos que admitem modelos com
intervalos de tamanho entre p e q em subgrafos proibidos, que conduz a um algoritmo
de tempo exponencial. Isaak [37] resolveu tal problema com um algoritmo polinomial
O(min{n3, n2,5 log(n(p+ q))}) se o modelo for restrito a possuir extremidades inteiras.

Pe’er e Shamir [38] investigaram o seguinte problema. Seja G um grafo de intervalo
e S um conjunto de restrições sobre distâncias entre pares de extremidades de intervalo
de modelos de G. Cada restrição é da forma x − y ≤ Cxy, onde x e y são extremidades
de intervalo e Cxy é um número real. Pe’er e Shamir [38] estudaram o problema de
determinar a existência de um modelo de G que satisfaz às restrições dadas pelo conjunto
S, nas seguintes versões:

1. x,y são extremidades arbitrárias (extremidades esquerda ou direita de quaisquer
intervalos).

2. x,y são extremidades de um mesmo intervalo; em outras palavras, as restrições são
do tipo L(v) ≤ |Iv| ≤ U(v) para v ∈ V (G), com L(v) e U(v) reais não-negativos.

3. x,y são extremidades de um mesmo intervalo como no caso anterior, mas são tais
que L(v) = U(v); ou seja, são da forma |Iv| = U(v) para v ∈ V (G) e U(v) um
número real não-negativo.

É possível notar que o segundo problema é um caso particular do primeiro e o terceiro
problema é um caso particular do segundo. Pe’er e Shamir [38] mostraram que o último
problema é NP-completo. Como o terceiro é um caso particular dos anteriores, portanto
os dois primeiros também são problemas NP-completo. Eles também mostraram que caso
os modelos sejam restritos àqueles cuja ordenação de cliques é única (a menos de reversão),
o primeiro problema (e, portanto, os outros dois) pode ser resolvido por um algoritmo
polinomial de tempo O(min{n3, n2,5 log(nC)}), onde C é uma constante produzida por
um processo de redução existente na prova.

Apke e Schrader [39] introduziram o problema de determinar o menor número NUIC(G)
de intervalos não-unitários entre todos os modelos de um dado grafo G como a contagem
não-unitária. Investigaram, também, o problema de determinar NUIC(G)≥1, uma ver-
são mais restrita do problema de determinar NUIC(G), no qual os modelos possuem
todos os intervalos de tamanho no mínimo unitário chamando de contagem não-unitária
normalizada.

Klavík et al. [40] estudou um problema de representação parcial de grafo de intervalo.
O problema tem, como entrada, um modelo pré-desenhado e o problema consiste em
reconhecer se esta representação parcial pode ser estendida para uma representação de
todo o grafo. Estudou o problema de representação parcial para as classes de grafo de
intervalo próprio e de grafo de intervalo unitário. Verificou que embora estas classes sejam
iguais, dada uma representação parcial, o problema para grafos de intervalo unitário é mais
complexo que o problema para grafos de intervalo próprio. Observe a Figura 23.
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Figura 23 – (i) Grafo unitário G. (ii) Representação parcial dos vértices a e b. (iii)
Representação do grafo G.

Note que, pelo exemplo ilustrado na Figura 23, a representação parcial pode ser esten-
dida para a representação do grafo de intervalo próprio, mas não para o grafo de intervalo
unitário.

Klavík et al. [40] demonstra que para que a representação parcial de grafos de intervalo
unitário seja estendida para representação de todo o grafo, é necessário considerar que a
distância entre os intervalos do modelo pré-desenhado satisfaça uma posição precisa das
extremidades dos intervalos. Em particular, o problema da representação parcial de grafos
de intervalo unitário é resolvido apenas quando o problema da representação parcial de
grafos de intervalo próprio é resolvido. Encontrou um algoritmo que resolve o problema
da representação parcial de grafo de intervalo próprio em tempo O(n+m) e para grafos
de intervalo unitário em tempo O(n2r + nD(r)), r é o tamanho da entrada descrevendo
posições de intervalos pré-desenhados e D(r) = O(r log r2log

∗ r) é o tempo necessário para
multiplicar ou dividir dois números cuja representação binária tem comprimento r.
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3 FORMULAÇÕES DE PROGRAMAÇÃO INTEIRA MISTA E DE PRO-
GRAMAÇÃO QUADRÁTICA PARA O PROBLEMA DA CONTAGEM
DE INTERVALO

O emprego de técnicas de otimização combinatória associada ao problema da contagem
de intervalo foi explorado em [1]. Os autores elaboraram um algoritmo eficiente, usando
programação linear, para o problema de contagem de intervalo 2 dado uma bipartição
dos vértices em classes de tamanhos. A tentativa de determinar a contagem de intervalo
geral empregando este algoritmo pode ter tempo exponencial, ao tentar a verificação de
todas as bipartições possíveis. Elaboramos formulações de programação inteira mista para
determinar o valor exato da contagem de intervalo parametrizado pelo maior tamanho de
intervalo e também de programação quadrática, que conduz a um algoritmo polinomial
e fornece um limite superior para a contagem de intervalo. Aplicamos tais formulações
a exemplos tratados na literatura no contexto do problema da contagem de intervalo.
Mostramos que a formulação que produz o limite superior possui tempo de execução
muito menor que aquela que produz o valor exato, e tal limite coincide com o valor exato
para várias instâncias testadas.

3.1 Introdução

Um problema de otimização é caracterizado, em linhas gerais, por uma função objetivo
e um conjunto de restrições. Estes são escritos em função de variáveis de decisão (ou,
simplesmente, chamadas de variáveis). Os valores possíveis para estas variáveis de deci-
são, que satisfaçam o conjunto de restrições, formam um conjunto de soluções factíveis ou
viáveis a um problema. O problema visa encontrar uma solução viável que minimize ou
maximize a função objetivo. Problemas de programação linear são problemas de otimiza-
ção nos quais a função objetivo e as restrições são todas lineares com respeito às variáveis
de decisão.

Joos et al. [1] desenvolveram um algoritmo polinomial, usando programação linear,
em que dados um grafo conexo G e uma partição dos seus vértices em dois conjuntos A
e B, determina se existe um modelo {Iv | v ∈ V (G)} de G tal que |Iu| = a para todo
u ∈ A e |Iu| = b para todo u ∈ B, para algum par de constantes a < b. Portanto, os
autores consideraram o problema da contagem de intervalo restrito às classes de contagem
de intervalo igual a dois e propuseram o problema da seguinte forma:

Contagem de Intervalo 2 com Dada Partição em Grafos (Joos et al. [1])
Entrada: Um grafo G e uma partição do conjunto de vértices em dois conjuntos A e B.
Pergunta: Existe modelo {Iu | u ∈ V (G)} de G tal que |Iu| = LA se u ∈ A, e |Iu| = LB

se u ∈ B, para algum par de constantes LA < LB ?
O algoritmo dos autores se baseia numa versão análoga para ordens parciais, definido

da seguinte forma:

Contagem de Intervalo 2 com Dada Partição em Ordens (Joos et al. [1])
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Entrada: Uma ordem (V,≺) e uma partição de V em dois conjuntos A e B.
Pergunta: Existe modelo {Iu | u ∈ X} de P = (X,≺) tal que |Iu| = LA se u ∈ A, e
|Iu| = LB se u ∈ B, para algum par de constantes LA < LB ?

O problema Contagem de Intervalo 2 com Dada Partição em Ordens pode ser resolvido
usando programação linear [1] com formulação explicada a seguir. Tendo como entrada
uma ordem P = (X, ≺) e as partições A e B do conjunto de vértices V (G), existe um
modelo de intervalo se e somente se o seguinte sistema de desigualdades lineares for viável.

r(Iu) + 1 ≤ ℓ(Iv) para todo u, v ∈ V (G) com u ≺ v

r(Iu) ≥ ℓ(Iv) para todo u, v ∈ V (G) com u || v
r(Iu)− ℓ(Iv) = LA para todo u ∈ A

r(Iu)− ℓ(Iv) = LB para todo u ∈ B

1 ≤ LA

LA + 1 ≤ LB

Os autores também apresentam como reduzir o problema Contagem de Intervalo 2
com Dada Partição em Grafos em O(n2) instâncias do problema Contagem de Intervalo 2
com Dada Partição em Ordens. Assim, ambos os problemas são resolvidos através de um
algoritmo eficiente para programação linear. Em ambos os problemas, a função objetivo
pode ser arbitrária.

No entanto, note que o problema de determinar se a contagem de intervalo 2 de
determinado ordem ou grafo continua em aberto, mesmo com os resultados de eficiência
anteriores, pois na tentativa de empregá-los, é necessário testar todas as possíveis partições
de V (G) em conjuntos A e B verificando se, para alguma, existe um modelo que atenda a
tal partição com respeito aos intervalos menores e aos maiores. Embora essa última etapa
possa portanto ser feita em tempo eficiente, há um número exponencial de bipartições a
serem consideradas.

Além disso, esta formulação proposta por Joos et al. [1] não necessitou, também, de
uma função objetivo para resolver o problema em questão, usando apenas as restrições
das desigualdades lineares. Isso nos motivou a definir uma função objetivo que pudesse,
talvez, colaborar com o problema da contagem de intervalo. Elaboramos formulações
de programação inteira mista para determinar o valor exato da contagem de intervalo
parametrizado pelo maior tamanho de intervalo e também de programação quadrática,
que conduz a um algoritmo polinomial e fornece um limite superior para a contagem de
intervalo. Aplicamos tais formulações a exemplos tratados na literatura no contexto do
problema da contagem de intervalo. Demonstramos que a formulação que gera o limite
superior apresenta um tempo de execução significativamente menor do que aquela que
fornece o valor exato. Além disso, observamos que, em diversas instâncias testadas, esse
limite coincide com o valor exato. No entanto, em casos nos quais a contagem de intervalo
se afasta da profundidade de aninhamento, o algoritmo de limite superior também se
distancia do valor real conhecido da contagem de intervalo.

3.1.1 Formulação exata parametrizada pelo maior tamanho

Um modelo de programação linear inteira mista (MIP) possui formulação geral

minimizar f(x) = cTx+ c′Ty
sujeito a Ax+ A′y ≤ b

x ∈ Rr, y ∈ Zs

(3.1)
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onde A, A′ são matrizes e c, c′, b são vetores constantes, todos de dimensões apropriadas.
Considere o problema de otimização a seguir:

Problema: IC-MaxLen
Entrada: Uma ordem de intervalo P = (X = {1, . . . , n},≺), natural δ > 0
Questão: Determinarmin{IC(M) | M é um modelo de P, |Ix| ≤ δ e ℓ(Ix), r(Ix) ∈ Z

para todo Ix ∈M}

Descrevemos a seguir uma formulação MIP para o problema IC-MaxLen. Nessa formulação,
o vetor variável x representa um modelo de intervalo {Ii | i ∈ X}, consistindo das seguintes
variáveis

• ℓi, ri ∈ R para todo i ∈ X:
representam, respectivamente, a extremidade esquerda e a direita do intervalo Ii.

• hit ∈ {0,1} para todo i ∈ X, t ∈ {1, . . . ,δ}:
hit = 1 se o tamanho do intervalo Ii é igual a t ou hit = 0 caso contrário.

• wt ∈ {0,1} para todo t ∈ {1, . . . ,δ}:
wt = 1 se pelo menos um intervalo do modelo tem tamanho t ou wt = 0 caso contrário.

O conjunto de restrições é definido de forma enumerada a seguir. Posteriormente a cada
item, segue a descrição da restrição referente a este item.

1) ru ≥ ℓv e rv ≥ ℓu para todo u, v ∈ X, u ̸≺ v e v ̸≺ u
2) ru + 1 ≤ ℓv para todo u, v ∈ X e u ≺ v

3)
∑δ

t=1 hit = 1 para todo i ∈ X e t ∈ {1, . . . ,δ}
4) ri − ℓi =

∑δ
t=1 thit para todo i ∈ X e t ∈ {1, . . . ,δ}

5) wt ≥ hit para todo i ∈ X e t ∈ {1, . . . ,δ}

(3.2)

A justificativa para o conjunto de restrições acima tem por base o Teorema 24 dado a seguir:

Teorema 24 (Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [41]). Se P é uma ordem de intervalo, então existe
um modelo de intervalo M de P tal que IC(M) = IC(P ) no qual todos os pontos extremos de
intervalos são números inteiros distintos.

A seguir, a descrição detalhada das restrições:

1) Como u e v são incomparáveis, temos que Iu e Iv devem se interseptar. Para que isso
ocorra, não pode ocorrer que ru < ℓv, nem que rv < ℓu. Isto equivale a dizer que rv ≥ ℓu
e ru ≥ ℓv.

2) Como u ≺ v, temos que ru < ℓv. Pelo Teorema 24, podemos assumir que a diferença entre
tais extremos é de pelo menos uma unidade.

3) O tamanho de cada intervalo Ii deve ser um elemento do conjunto {1, . . . , δ}. Sendo assim,
apenas um valor entre hi1, . . . , hiδ pode ser igual a 1, sendo os demais iguais a 0.

4) A restrição 3 garante que apenas uma das variáveis hi1, . . . , hiδ seja igual a 1. Sendo
assim,

∑δ
t=1 thit é igual a t para o valor de t tal que hit = 1. Logo, a restrição obriga que

|Ii| = ri − ℓi = t para o valor de t tal que hit = 1.

5) Se hit = 1 então o tamanho t foi utilizado e, portanto, a restrição obriga que wt = 1. Se
para certo t ocorre que h1t = . . . = hnt = 0, então a restrição não obriga que wt = 0, como
de interesse, mas uma solução ótima terá essa propriedade pela função objetivo.
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Como função objetivo, empregamos a função fδ definida por

fδ(x) =

δ∑
t=1

wt (3.3)

Para executar a otimização com as formulações definidas acima, utilizamos a linguagem Julia
com o solucionador IBM ILOG CPLEX Optimization Studio que é um conjunto de ferramentas
de apoio à decisão analítica para o rápido desenvolvimento e implementação de modelos de
otimização utilizando programação matemática e de restrições.

3.1.2 O algoritmo para o limite superior

Um problema formulado por programação quadrática consiste de um conjunto de restrições
lineares tal como na programação linear, porém a função objetivo, neste caso, é uma função
quadrática.
Um problema com formulação de programação quadrática tem por objetivo encontrar um vetor
x n-dimensional que satisfaça um conjunto de m1 restrições de desigualdade e m2 restrições de
igualdade enquanto minimiza certa função objetivo, com formulação geral expressa por

minimizar f(x) = 1
2x

TFx+ qT

sujeito a Ax = b
Qx ≤ h

(3.4)

onde

• q é um vetor real n-dimensional;

• F é uma matriz simétrica real n× n-dimensional;

• A é uma matriz real m1 × n-dimensional;

• b é um vetor real m1-dimensional;

• Q é uma matriz real m2 × n-dimensional;

• h é um vetor real m2-dimensional;

Uma forma quadrática de Rn [42] são funções da forma

f(x1, ..., xn) =

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,jxixj

os termos da forma ai,jxixj com i ̸= j são denominados termos com produto misto e aqueles com
i = j de termos quadráticos. Costuma-se combinar os termos envolvendo xixj com os termos
envolvendo xjxi na apresentação da função. Assim, uma forma quadrática arbitrária de R3 pode
ser escrita como

f(x1, x2, x3) = a1x
2
1 + a2x

2
2 + a3x

2
3 + 2a4x1x2 + 2a5x1x3 + 2a6x2x3

Se x denotar o vetor [x1 x2 x3]
T , podemos escrever a função em formato matricial como

f(x1, x2, x3) =
[
x1 x2 x3

] a1 a4 a5
a4 a2 a6
a5 a6 a3

x1x2
x3

 = xTFx
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onde F é a matriz simétrica dos coeficientes da função f : suas entradas na diagonal principal
são os coeficientes dos termos quadráticos e suas entradas fora da diagonal são a metade dos
coeficientes dos termos com produto misto. Diremos que a função

q(x) = xTFx

é a forma quadrática associada a F .
Se a matriz for uma matriz diagonal, a forma quadrática xTFx não tem termos com produtos
misto. Por exemplo, suponha que F tenha entradas diagonais a1, a2, . . . , an, então

xTFx =
[
x1 x2 . . . xn

]

a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . an



x1
x2
...
xn

 = a1x
2
1 + a2x

2
2 + . . .+ anx

2
n

Uma matriz F é definida positiva se

xTFx > 0 para todo 0 ̸= x ∈ Rn

Uma matriz F é semi-definida positiva se

xTFx ≥ 0 para todo x ∈ Rn

Para a matriz F semi-definida positiva, o método solucionador elipsoide resolve um problema de
programação quadrática formulado como em (3.4) em tempo polinomial [43].
Na aplicação ao problema de contagem de intervalo, o vetor variável x representa um modelo de
intervalo, consistindo de

x = [s1, s2, . . . , sn, ℓ1, r1, ℓ2, r2, . . . , ℓn, rn, ϵ]

onde si, ℓi, ri, representam respectivamente o tamanho do i-ésimo intervalo, a extremidade
esquerda e a extremidade direita deste modelo e ϵ o mínimo distanciamento entre dois intervalos
que não se interseptam. Como função objetivo, empregamos as funções g1 e g2 definidas a seguir,
e descrevemos a motivação intuitiva dessas escolhas. A primeira função é

g1(x) =
n∑

i=1

(si − 1)2 (3.5)

Note que g1 tem como limite inferior o valor zero, que ocorre quando si = 1 para todo 1 ≤ i ≤ n.
A motivação dessa função objetivo é de maximizar o número de intervalos com tamanhos iguais
a 1. Embora o objetivo de tal motivação não possa ser provada (na realidade, é possível mostrar
instâncias onde isso não ocorre), a intuição é que, em geral, a solução ótima tende a possuir
valores dos si os mais próximos possíveis da unidade. Por consequência, a solução ótima possuiria
o seguinte aspecto:

• um grupo de intervalos que podem ser unitários; todos eles contribuem com zero na função
objetivo; todos eles teriam o menor tamanho do modelo.

• um grupo de intervalos que não podem ser unitários, mas possuem (eventualmente) todos
o mesmo limite inferior de tamanho admissível; todos eles teriam mesmo tamanho, maior
que a unidade, que consistiria do segundo menor tamanho; e assim por diante.

Nessas instâncias onde a solução ótima foge a essa intuição, a esperança é que, em geral, o
número de intervalos que não se comportam conforme ela seja pequeno, e o número de tamanhos
distintos obtido dessa maneira estaria próximo da contagem de intervalo.
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Com relação a outra função objetivo, definimos g2 seguinte forma:

g2(x) =
n∑

i=1

n∑
j=i+1

(si − sj)
2 +

n∑
i=1

si (3.6)

Com o objetivo de minimizar o somatório, a primeira parcela deste somatório faz com que haja
um “interesse” da função objetivo de que dois a dois os intervalos tenham o mesmo tamanho.
Intuitivamente, esta função objetivo pode tentar igualar os tamanhos entre grupos de intervalos.
A esperança, aqui, é que o número de tais grupos não seja muito grande, pois tal número será
o limite superior da contagem de intervalo. Não consta no objetivo desta primeira parcela
tornar os tamanhos os menores possíveis. Assim, escolher intervalos de tamanhos 1 e 2 ou 100
e 101, supondo que o número de intervalos de tamanho 1 e de tamanho 100 são iguais, assim
como aqueles de tamanhos 2 e 101, garantiria a minimização da primeira etapa do somatório de
igual maneira. Desse modo, a segunda parcela do somatório visa escolher os menores tamanhos
possíveis para a minimização. Novamente, é possível mostrar contraexemplo para as motivações
apontadas acima, mas a esperança é que as instâncias que o fazem possui a contagem de intervalo
perto do limite que seria reportado por tais formulações.
O conjunto de restrições faz com que uma solução viável x represente um modelo é o seguinte

ri − ℓi = si para todo i = 1, . . . , n

ru ≥ ℓv, rv ≥ ℓu para todo u, v ∈ X e u || v
ru + ϵ ≤ ℓv para todo u, v ∈ X e u ≺ v

ri ≥ 0, ℓi ≥ 0, si ≥ 1 para todo i = 1, . . . , n

ϵ = 0,01

(3.7)

O valor de ϵ = 0,01 empregado é arbitrário, e de fato, qualquer valor 0 < ϵ seria igualmente
satisfatório, em vista do Teorema 24.
Se a ordem possui um modelo unitário, ambas as funções conseguem atingir o limite inferior
geral, que é zero.

Lema 25. A matriz F associada à função g1 em (3.5) ou g2 em (3.6) é semidefinida positiva.

Demonstração. Seja xTFx a forma quadrática associada a g1, onde

x = [s1, s2, . . . , sn, ℓ1, r1, ℓ2, r2, . . . , ℓn, rn, ϵ]

Seja Fi,j o elemento de F da i-ésima linha, j-ésima coluna. Assim,

Fi,j =

{
2, se i = j e i ≤ n

0, caso contrário

para todo 1 ≤ i, j ≤ 3n+ 1. Logo, para todo x ∈ R3n+1 temos que

xTFx = 2
n∑

i=1

x2i ≥ 0

portanto, F é semidefinida positiva.
Do mesmo modo, seja xTFx a forma quadrática associada a g2 e seja Fi,j o elemento de F da
i-ésima linha, j-ésima coluna. Assim,

Fi,j =


2(n− 1), se i = j e i ≤ n

−2, se i ̸= j e i, j ≤ n

0, caso contrário



44

para todo 1 ≤ i, j ≤ 3n+ 1. Logo, para todo x ∈ R3n+1 temos que

xTFx = 2(n− 1)

n∑
i=1

x2i − 4

n∑
i=1

n∑
j=i+1

xixj = 2

n∑
i=1

n∑
j=i+1

(xi − xj)
2 ≥ 0

portanto, F é semidefinida positiva.

3.1.3 Pós-processamento do modelo gerado pela otimização

Em diversos problemas testados, notou-se necessário que os intervalos da primeira e da última
clique fossem pós-processados, modificando os tamanhos resultantes do resultado da otimização.
O novo tamanho desses intervalos foram alterados, caso já não o fossem, para o maior tamanho
do modelo.
A motivação para tal pós-processamento foi a seguinte. Como a Formulação (3.7), com função
objetivo g1, tende a aproximar os tamanhos do valor unitário, é provável que estes intervalos
que pertencem à primeira e à última cliques acabem por forçar tamanhos extras, em relação ao
valor de contagem de intervalo da instância, no caso em que os (potencialmente vários) tamanhos
distintos na primeira e na última cliques não possam ser todos compatibilizados com algum dos
tamanhos já presentes no modelo. Por exemplo, considere o exemplo da Figura 25(a). O resultado
da otimização da formulação, sem pós-processamento, resulta nos tamanhos indicados na figura.
Note os intervalos 1,3,8 da primeira clique e os intervalos 2,6,8 da última clique tem um tamanho
distinto dos demais. Por outro lado, todos eles podem possuir o maior tamanho do modelo, pois
possuem extremos livres que podem ser alterados, aumentando arbitrariamente o tamanho dos
intervalos, como mostra a Figura 25(b). Esse caso se mostrou presente em diversos exemplos
testados. Assim, decidiu-se por um processo de pós-processamento dado pelo Algoritmo 1.
O Algoritmo 1 recebe como entrada o vetor x, resultante da otimização. Determina-se o maior
tamanho do modelo, e a maior extremidade esquerda maioresquerda dentre todos os intervalos
bem como a menor extremidade direita menordireita. Todos os intervalos que possuem extre-
midade esquerda menor que menordireita pertencem a primeira clique e estes serão modificados
para possuir o maior tamanho do modelo. Do mesmo modo, todos os intervalos que possuem
a extremidade direita maior que maioresquerda pertencem a última clique e estes receberão o
maior tamanho do modelo.
Como ilustração de uma execução, considere a ordem P de entrada aquela representada pelo
modelo da Figura 24(a). Na Figura 24(b), encontra-se a formulação de programação quadrática
parcialmente descrita. Nessa descrição, apenas as restrições associadas ao intervalo 5 estão
representadas (isto é, as restrições associadas as variáveis s5, r5, ℓ5). A Figura 25(a) mostra
o modelo gerado após a otimização da Formulação 3.7, com função objetivo g1. Note que os
intervalos rotulados por 1, 2, 7, 8 possuem tamanhos distintos, enquanto cada um dos demais
possuem um tamanho igual a um desses quatro e, portanto, IC(M′) = 4. Após a execução do
Algoritmo 1, cujo modelo M resultante encontra-se na Figura 25(b), o intervalo rotulado por
2 terá um tamanho igual aos intervalos rotulados por 1, 3, 6 e 8. Os intervalos 4 e 5 terão um
tamanho distinto dos intervalos rotulados por 1, 2, 3, 6 e 8. Por fim, o intervalo rotulado por 7
terá um tamanho distinto de todos os intervalos do modelo. Logo, IC(M) = 3. Naturalmente,
IC(P ) é no máximo o número de tamanhos presentes em M. Portanto, o retorno do algoritmo
é de fato um limite superior para IC(P ).



45

Figura 24 – Ordem de entrada do algoritmo.

Figura 25 – Para a ordem de entrada, o algoritmo fornece o limite superior 3 (tamanhos
distintos emM).
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Algoritmo 1 Pós Processamento da Primeira e Última Cliques
função PosProcessarPrimeiraUltimaClique(x[])

x′ ← x
menordireita← x′[n+ 2]
para i← n+ 4 até 3n passo 2 faça

se x′[i] < menordireita então
menordireita← x′[i]

maioresquerda← x′[n+ 1]
para i← n+ 3 até 3n− 1 passo 2 faça

se x′[i] > maioresquerda então
maioresquerda← x′[i]

maioretamanho← x′[n+ 2]− x′[n+ 1]
para i← n+ 2 até 3n− 2 passo 2 faça

se (x′[i+ 2]− x′[i+ 1]) > maiortamanho então
maiortamanho← x′[i+ 2]− x′[i+ 1]

para i← n+ 1 até 3n− 1 passo 2 faça
se x′[i] ≤ menordireita e (x′[i+ 1]− x′[i]) < maiortamanho então

x′[i]← x′[i]− (maiortamanho− (x′[i+ 1]− x′[i]))
it← ⌊ i−n

2
⌋+ 1

x′[it]← maiortamanho

para i← n+ 2 até 3n passo 2 faça
se x′[i] ≥ maioresquerda e (x′[i]− x′[i− 1]) < maiortamanho então

x′[i]← x′[i] + (maiortamanho− (x′[i]− x′[i− 1]))
it← ⌊ i−n

2
⌋

x′[it]← maiortamanho

retornar x′

3.2 Experimentos

Nesta seção, apresentamos algumas instâncias para o problema de contagem de intervalo que
foram estudadas na literatura e determinamos experimentalmente os resultados das formulações
apresentadas. O objetivo é comparar os resultados da contagem de intervalo fornecidos pelos
algoritmos ao valor real, além de analisar o tempo de execução. Para executar a otimização com
as formulações definidas acima também utilizamos a linguagem Julia com o solucionador IBM
ILOG CPLEX Optimization Studio.
Em primeiro lugar, é importante observar que o limite superior é justo na classe das semiordens,
conforme estabelece o Lema 26.

Lema 26. Sejam k′, k′′ os resultados obtido pelo algoritmo com respeito ao emprego respec-
tivamente das funções objetivos g1 e g2 para dada semiordem P . Então k′ = 1 = IC(P ) e
k′′ = 0 = NUIC(P ).

Demonstração. Claramente, cada parcela (si − 1)2 da função objetivo g1 é maior ou igual a
zero. Desse modo, se todos os tamanhos do modelo são iguais a 1, então cada parcela se anula e
certamente g1 atinge o menor valor possível, dentro todas as soluções viáveis. Como conclusão,
para dada ordem de entrada P , se IC(P ) = 1, e portanto NUIC(P ) = 0, então a solução viável
que possui o valor mínimo é aquela que corresponde a um modelo unitário e, portanto, o limite
k′ que será encontrado pelo algoritmo será igual a 1 = IC(P ).
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Para a função objetivo g2, cada parcela (si − sj)
2 é maior ou igual a zero. Desse modo, se todos

os tamanhos do modelo são iguais, então cada parcela se anula. Dentre todos os tamanhos que
se poderia igualmente empregar, o tamanho 1 minimiza o somatório linear dos tamanhos, uma
vez que há a restrição que cada tamanho deva ser ao menos unitário. Assim, quando todos os
tamanhos de intervalos são iguais a 1, certamente g2 atinge o menor valor possível, dentro todas
as soluções viáveis. Conclui-se que o limite k′′ que será encontrado pelo algoritmo será igual a
0 = NUIC(P ).

Descreveremos diversas categorias de exemplos que foram analisadas na literatura. Para cada
categoria, organizaremos adiante em uma tabela os seguintes dados:

• o número de intervalos n do modelo,

• a contagem de intervalo IC(P ) teórica conhecida associado à ordem em questão,

• o valor empregado de maior tamanho δ utilizado no algoritmo exato,

• o valor exato resultante do algoritmo parametrizado por δ, representado por fδ,

• os limites superiores da contagem de intervalo dados pelo algoritmo para as funções g1 e
g2 e o tempo de execução de cada algoritmo.

Em termos experimentais, estabeleceremos um limite de execução de 1000 segundos, interrom-
pendo o processo quando um dos algoritmos atingir esse tempo máximo.

Classe 1. Boyadzhiyska, Isaak e Trenk [2] apresentaram uma caracterização para ordens de
intervalo que admitem um modelo-{1,2}, quando os tamanhos de cada intervalo são dados como
entrada (ver mais detalhes na Seção 2.3). O exemplo da Figura 26 foi utilizado na introdução,
contrariando a intuição ingênua que o problema de contagem de intervalo 2 se resume a atribuir
o maior tamanho exclusivamente àqueles vértices que são centro de K1,3.

Figura 26 – Contraexemplo para uma das ideias ingênuas sobre como atribuir tamanhos
em um modelo-{1,2}.

A Tabela 2 sumariza os dados do primeiro exemplo.

Tabela 2 – Tabela sumarizada dos resultados.

Resultados
Algorítmicos

Tempo de
Execução (s)

n IC(P ) δ fδ g1 g2 fδ g1 g2
13 2 3 2 2 3 0.05 0.02 0.04
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Classe 2. Leibowich [5] estudou a classe de grafos G quase livres de K1,3, definidos como
aqueles que possuem um vértice cuja remoção torna-o livre de K1,3 e provou que IC(G) ≤ 2
para grafos nesta classe. A Figura 27 é um exemplo de um modelo encontrado no trabalho de
por Leibowich [5]. Note que o grafo G correspondente é quase livre de K1,3, pois G \ {x} é livre
de K1,3.

Figura 27 – Modelo de intervalo quase livre de K1,3 sugerido por Leibowich [5].

A Tabela 3 sumariza os dados comparativos do exemplo de Leibowich [5].

Tabela 3 – Tabela sumarizada dos resultados.

Resultados
Algorítmicos

Tempo de
Execução (s)

n IC(P ) δ fδ g1 g2 fδ g1 g2
9 2 5 2 2 3 0.03 0.03 0.05

Classe 3. A Figura 28 ilustra um modelo split de profundidade de aninhamento 2 e IC(P ) = 3.
No Capítulo 5 mostraremos que ele serve de exemplo de uma ordem com contagem de intervalo
maior que sua profundidade de aninhamento. Detalharemos esse resultado e outros relacionados
ao tema adiante. Por ora, usaremos este exemplo para mostrar os resultados dos algoritmos, em
especial a função objetivo g1 ou g2 quando a contagem de intervalo distancia da profundidade
de aninhamento.

Figura 28 – Exemplo de um modelo de uma ordem split P de profundidade de
aninhamento 2 e IC(P ) = 3.

A Tabela 4 sumariza os dados comparativos do exemplo de um modelo de uma ordem split P
de profundidade de aninhamento 2 e IC(P ) = 3.
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Tabela 4 – Tabela sumarizada dos resultados.

Resultados
Algorítmicos

Tempo de
Execução (s)

n IC(P ) δ fδ g1 g2 fδ g1 g2
13 3 11 3 4 5 0.17 0.01 0.02

As classes anteriores são formadas por apenas uma instância (ordem). Do ponto de vista da
eficiência computacional, tais exemplos não deixam claro a eficiência de se resolver tais formu-
lações na medida que o tamanho da instância considerada cresce. Assim, foi estudado também
famílias de ordens para as quais é conhecido o crescimento da contagem de intervalo em relação
ao número de elementos da ordem. Inicialmente, propomos uma família de ordens mais simples.

Classe 4. A família de ordens de caminho longo é a família de ordens Pk construída da
seguinte forma.

Figura 29 – Modelo de uma ordem de caminho longo para k = 2 e n = 6.

Para k = 2, Pk é aquele definido pela Figura 29 que consiste de um caminho em 5 vértices com
um universal. Para k > 2, Pk é obtido a partir de um Pk−1 através da seguinte transformação:
acrescenta-se três novos elementos tal que o primeiro compartilhe sua extremidade direita com a
menor extremidade esquerda do caminho, o segundo compartilhe sua extremidade esquerda com
a maior extremidade direita do caminho e mais um universal. A Figura 30 ilustra um modelo da
ordem P3, obtido a partir da ordem P2.

Figura 30 – Modelo de uma ordem de caminho longo P3 obtida a partir de P2.

A Tabela 5 ilustra os dados comparativos do exemplo da família ordem de caminho longo.

A partir de k ≥ 4 g1 e g2 encontram os valores esperados de k dentro do intervalo testado.
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Tabela 5 – Tabela sumarizada dos resultados.

Resultados
Algorítmicos

Tempo de
Execução (s)

n IC(P ) δ fδ g1 g2 fδ g1 g2
9 3 5 3 3 4 0.05 0.02 0.02
12 4 7 4 4 4 0.05 0.04 0.02
15 5 9 5 5 5 0.05 0.04 0.03
18 6 11 6 6 6 0.08 0.04 0.02
30 10 19 10 10 10 0.20 0.12 0.05
75 25 49 25 25 25 6.93 1.60 1.45
120 40 79 40 40 40 21.00 1.60 6.50
180 60 119 60 60 60 59.44 1.20 5.73
195 65 129 65 65 65 75.18 21.35 2.72
210 70 139 70 70 70 75.70 2.46 2.66
225 75 149 75 75 75 106.74 2.25 3.24
234 78 155 78 78 78 166.54 3.40 2.80
240 80 159 80 80 80 207.51 2.28 2.70
255 85 169 85 85 85 247.78 2.98 3.71
270 90 179 90 90 90 131.47 2.81 3.54
273 91 181 91 91 91 502.84 2.84 3.73
276 92 183 92 92 92 1368.19 3.80 3.80

Classe 5. Fishburn [4] apresentou o seguinte problema extremal. Dados natural k e uma classe
de ordens C, considere a função

σC(k) = min{|X| | existe uma ordem P = (X, ≺) ∈ C tal que IC(P ) ≥ k}.

Estudamos σC(k) e σ̃C(k) para C ∈ {TP,SPLIT}, como apresentado no Capítulo 2. Com relação
às ordens trivialmente perfeita(TP), foi mostrado que

Teorema 27 (Francis et al. [3]). Para todo k ≥ 1, σTP(k) = 3k − 2.

A construção do modelo que fornece a igualdade σC(k) do Teorema 27 para C = TP será descrita
a seguir.
Seja Pk, para todo k ≥ 1, uma ordem trivialmente perfeita obtida através da seguinte construção:
para k = 1, P1 consiste de um único intervalo u1. Para k ≥ 2, Pk consiste de, a partir de uma có-
pia de Pk−1, acrescentar um elemento que antecede todos aqueles de Pk−1, um segundo elemento
que sucede todos aqueles de Pk−1, e de um terceiro elemento universal (isto é, incomparável a
todos os outros). A Figura 31 ilustra uma ordem P3 obtida a partir de P2.

Teorema 28 (Francis et al. [3]). Para todo k ≥ 1, σTP(k) = 3k − 2.

O Algoritmo 2 é empregado para gerar modelos de entrada.
A Tabela 6 sumariza os valores de alguns modelos gerados pelo Algoritmo 2. O “*” indica que o
programa não reportara nenhum resultado, o pacote solucionador apresentava erros na execução,
os quais não foram possíveis de serem sanados, provavelmente devido a alguma instabilidade
numérica que aquela instância se deparou. Não foi investigado em profundidade a razão dessas
falhas, uma vez que elas se apresentaram em experimentos pontuais.
Uma pequena mudança na construção de Pk a partir de Pk−1 faz com que a contagem de intervalo
do modelo seja sempre igual a dois. A mudança ocorre da seguinte forma. A partir de Pk−1
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Figura 31 – Modelo da ordem P3 obtido a partir daquele de P2.

Algoritmo 2 Modelo de ordem TP
função DesenharOrdemTP(k)

▷ retorna tupla com modelo de Pk, extremos esquerdo e direito do universal nesse
modelo.

se k = 2 então
ℓi ← 0
ℓs ← 5
M = {[ℓi, ℓs], [0,1],[2,3],[4,5]}
retornar (M, ℓi, ℓs)

senão
(M, ℓi, ℓs)← DesenharOrdemTP(k − 1)
M←M∪ {[(ℓi − 2), (ℓi − 1)]} ∪ {[(ℓs + 1), (ℓs + 2)]} ∪ {[ℓi − 2, ℓs + 2]}
ℓi ← ℓi − 2
ℓs ← ℓs + 2
retornar (M, ℓi, ℓs)

acrescente um elemento que sucede todos os elementos de Pk−1, mais um elemento que sucede o
elemento acrescido anteriormente, mais um universal. Desse modo, o elemento que corresponde
ao universal de Pk−1 sempre terá a extremidade esquerda livre e com isso esta extremidade pode
ser decrementada de modo que assuma o maior e segundo tamanho do modelo. A Figura 32
ilustra uma ordem P3 construída a partir de P2 no formato descrito acima.

Figura 32 – Modelo da ordem P3 obtido a partir de P2.

O Algoritmo 3 implementa a construção anterior.
A Tabela 7 confirma a descrição da construção do modelo citado acima. Observe que fδ, g1 ou
g2 reportam que a contagem de intervalo é igual a 2 para os modelos verificados.
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Tabela 6 – Tabela sumarizada dos resultados.

Resultados
Algorítmicos

Tempo de
Execução (s)

n IC(P ) δ fδ g1 g2 fδ g1 g2
7 3 7 3 3 3 0.04 0.01 0.07
13 5 15 5 5 5 0.12 0.02 0.07
16 6 19 6 6 6 0.19 0.08 0.08
19 7 23 7 7 7 0.20 0.02 0.02
22 8 27 8 8 8 0.48 0.02 0.02
25 9 31 9 9 9 0.48 0.04 0.07
43 15 55 15 15 15 8.00 0.10 0.70
58 20 75 20 20 20 17.35 0.51 0.45
73 25 95 25 25 25 50.31 0.99 2.12
88 30 115 30 30 30 71.72 1.30 4.77
103 35 135 35 35 35 118.76 0.76 3.12
118 40 155 40 40 40 153.59 0.72 5.13
133 45 175 45 45 45 96.34 0.92 3.49
148 50 195 50 50 50 192.01 0.75 4.92
178 60 235 60 60 60 297.83 0.95 4.65
208 70 275 70 70 70 299.16 1.47 3.25
211 71 279 * 71 71 * 1.68 3.96

Algoritmo 3 Modelo de ordem TP2
função DesenharOrdemTP2(k)

▷ retorna tupla com modelo de Pk, extremos esquerdo e direito do universal nesse
modelo.

se k = 2 então
ℓi ← 0
ℓs ← 5
M = {[ℓi, ℓs], [0,1],[2,3],[4,5]}
retornar (M, ℓi, ℓs)

senão
(M, ℓi, ℓs)← DesenharOrdemTP2(k − 1)
M←M∪ {[ℓs + 1, ℓs + 2]} ∪ {[ℓs + 3, ℓs + 4]} ∪ {[ℓi, ℓs + 4]}
ℓs ← ℓs + 4
retornar (M, ℓi, ℓs)

Classe 6. A construção do modelo que atende a σ̃C(k) para C = TP será descrito a seguir.
Definimos H1 como o grafo trivialmente perfeito de um único vértice e H2 como o grafo K1,3.
Para cada i ≥ 3, definimos Hi como o grafo obtido pela adição de um vértice universal à união
disjunta duas cópias de Hi−1, depois tomando a união disjunta do grafo resultante com o grafo
um único vértice e, finalmente, adicionando um vértice universal.

Teorema 29 (Francis et al. [3]). Para i ≥ 1, seja G um grafo trivialmente perfeito no menor
número possível de vértices tal que IC(G) = i. Então G ∼= Hi.

Teorema 30 (Francis et al. [3]). σ̃tp(i) = 7 · 2i−2 − 3 se i > 1 e σ̃tp(1) = 1.

Construímos o Algoritmo 4 para gerar modelos a partir do valor de k.
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Tabela 7 – Tabela sumarizada dos resultados.

Resultados
Algorítmicos

Tempo de
Execução (s)

n IC(P ) δ fδ g1 g2 fδ g1 g2
7 2 7 2 2 2 0.02 0.01 0.01
13 2 15 2 2 2 0.04 0.01 0.01
28 2 35 2 2 2 0.14 0.50 0.47
43 2 55 2 2 2 0.77 0.45 0.37
58 2 75 2 2 2 0.91 0.85 1.01
73 2 95 2 2 2 2.15 1.05 3.17
88 2 115 2 2 2 7.12 1.21 2.33

Figura 33 – ModeloM3 de G3 obtido a partir do modeloM2 de G2.

Algoritmo 4 Modelo de grafo TP
função DesenharTP(k)

▷ retorna tupla com modelo de Pk, extremos esquerdo e direito do universal nesse
modelo.

se k = 2 então
ℓi ← 0
ℓs ← 5
M = {[ℓi, ℓs], [0,1],[2,3],[4,5]}
retornar (M, ℓi, ℓs)

senão
(M, ℓi, ℓs)← DesenharTP(k − 1)
M←M∪ {[ℓi, 2ℓs + 1]} ∪ {[2ℓs + 2, 2ℓs + 3]} ∪ {[ℓi, 2ℓs + 3]}
ℓs ← 2ℓs + 3
retornar (M, ℓi, ℓs)

A Tabela 8 ilustra os dados comparativos do exemplo da família de grafos trivialmente perfeitos.
O “*” na coluna referente à g1 ou g2 equivale aos resultados não processados pelo programa.

Classe 7. Em [3], estudamos o problema extremal para a classe dos grafos Split. Um grafo é
split se existir uma partição (K, I) com K ∪ I = V (G), onde K é uma clique e I é um conjunto
independente.
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Tabela 8 – Tabela sumarizada dos resultados.

Resultados
Algorítmicos

Tempo de
Execução (s)

n IC(P ) δ fδ g1 g2 fδ g1 g2
11 3 15 3 3 3 0.15 0.005 0.10
25 4 51 4 4 4 0.82 0.47 0.10
53 5 159 5 * * 35.89 * *

Primeiramente, será apresentada uma família de grafos split na qual, para todo natural k ≥ 3,
há um grafo G com n = 3k − 1 e IC(G) = k. A Figura 34 ilustra um modelo de grafo split que
em particular pertence a tal família, para k = 3 (e, portanto, n = 8).

Figura 34 – ModeloM3 de grafo split G3 com IC(G3) = 3 e n = 8.

A definição da família se fará através da enumeração de cada grafo Gk membro da família, para
todo k ≥ 3, através da definição de um certo modelo Mk de Gk. Para k = 3, Mk é aquele
definido pela Figura 34. Para k > 3, Mk é obtido a partir de um de Mk−1, com a seguinte
transformação: acrescenta-se três novos intervalos i1, i2 e c, tal que i1 é colocado à esquerda
(resp. i2 à direita) do primeiro (resp. último) intervalo de Mk dentre aqueles que formam
o conjunto independente de Gk−1 e u = [ℓ(i1), r(i2)]. Decrementa-se (resp. incrementa-se) a
extremidade esquerda (resp. direita) de a (resp. b) de modo que |a| (resp. |b|) se torne igual a
|u|, onde os intervalos a e b são aqueles da Figura 35; tal figura apresenta esquematicamente a
definição de Gk.

Figura 35 – Definição esquemática de Gk, para k > 3.

Teorema 31 (Francis et al. [3]). Para todo k ≥ 1, σ̃Split(k) = 3k − 1.

A ordenação de cliques desse modelo é única, a menos de reversão, portanto, IC(G) = IC(M).
O Algoritmo 5 gera o modelo da Figura 35 a partir do valor de k.
A Tabela 9 ilustra os dados comparativos do problema da família de grafos split.
Observe que, a função objetivo g1 encontra, para esta classe, os valores que conferem com o valor
exato da contagem de intervalo.
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Algoritmo 5 Modelo de grafo SPLIT
função Desenhar SPLIT(k)

▷ retorna tupla com modelo de Pk, extremos esquerdo e direito do universal nesse
modelo.

se k = 3 então
ℓi ← −5.5
ℓs ← 8.5
M = {[ℓi, 1.5],[1.5, ℓs], [0, 1],[2, 3],[4, 5], [6, 7], [1.5, 4.5], [0, 7]}
retornar (M, ℓi, ℓs)

senão
(M, ℓi, ℓs)← DesenharSPLIT(k − 1)
M←M∪ {[ℓi − 2, ℓi − 1], [ℓs + 1, ℓs + 2],[ℓi − 2, ℓs + 2]}
ℓi ← ℓi − 2
ℓs ← ℓs + 2
retornar (M, ℓi, ℓs)

Tabela 9 – Tabela sumarizada dos resultados.

Resultados
Algorítmicos

Tempo de
Execução (s)

n IC(P ) δ fδ g1 g2 fδ g1 g2
8 3 10 3 3 3 0.08 0.01 0.01
11 4 14 4 4 5 0.28 0.02 0.07
14 5 18 5 5 5 0.50 0.02 0.08
17 6 22 6 6 6 0.73 0.01 0.17
20 7 26 7 7 7 2.51 0.02 0.17
23 8 30 8 8 8 6.70 0.02 0.40
26 9 34 9 9 9 19.95 0.04 0.10
29 10 38 10 10 10 18.20 0.07 0.10
44 15 58 15 15 15 70.69 0.35 0.38
59 20 78 20 20 20 676.73 0.82 0.66
62 21 82 21 21 21 319.48 0.70 0.74
65 22 86 22 22 22 228.85 1.10 2.35

Classe 8. A construção do modelo que atende a σC(k) para C = Split é equivalente a construção
do modelo que atende a σ̃C(k) para C = Split, com a remoção do intervalo b. A Figura 36 ilustra
um modelo de ordem split que em particular pertence a tal família, para k = 3 (e, portanto,
n = 7). Já a Figura 37 mostra esquematicamente a definição de Pk.

Figura 36 – Modelo de P3.
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Figura 37 – Modelo de Pk obtido a partir de Pk−1.

Teorema 32 (Francis et al. [3]). Seja k ≥ 2 um número inteiro. Existe uma ordem split
P = (X,≺), tal que IC(P ) = k, para |X| = 3k − 2.

O Algoritmo 6 gera o modelo da Figura 37 a partir do valor de k.

Algoritmo 6 Modelo de ordem SPLIT
função DesenharOrdemSPLIT (k)
▷ retorna tupla com modelo de Pk, o intervalo especial a, extremos esquerdo e direito

do universal nesse modelo.
se k = 2 então

ℓi ← −5.5
ℓs ← 7.0
a← [ℓi, 1.5]
M = {[a, [0,1],[2,3],[4,5],[6,7],[1.5,4.5],[0,7]}
retornar (M, a,ℓi, ℓs)

senão
(M,a,ℓi, ℓs)← DesenharOrdemSPLIT (k − 1)
M←M∪ {[(ℓi − 2), (ℓi − 1)]} ∪ {[(ℓs + 1), (ℓs + 2)]} ∪ {[ℓi − 2, ℓs + 2]}
ℓ(a)← ℓ(a)
ℓi ← ℓi − 2
ℓs ← ℓs + 2
retornar (M, a, ℓi, ℓs)

A Tabela 10 sumariza os dados comparativos do problema da família de ordens split.

Classe 9. O próximo experimento é sobre uma família de ordens D2, sugerida por Fishburn [4],
cuja profundidade de aninhamento é igual a 2. Fishburn [4] provou que esta família requer
um número de tamanhos distintos arbitrariamente grande para representar um modelo em D2 e
estabeleceu o seguinte teorema.

Teorema 33. (Fishburn [4]) Para todo inteiro positivo n, existe uma ordem de intervalo Pn em
D2 tal que IC(Pn) > n.

A definição da ordem Pn será feita a seguir, através da descrição do modelo associado à ordem
Pn. As Figuras 38 e 39 ilustram o processo de criação desse modelo. Inicia-se o modelo com
intervalos u, a e xi, com 1 ≤ i ≤ n + 1. O intervalo a tem interseção com u e termina após o
término de u. Cada xi começa depois do inicio de a e deve ter interseção com a. O xi termina
em uma disposição escalonada, seguido pelos intervalos não intersectantes rotulados por b e b1.
Agora, o processo se repete de tal forma que cada b opera no papel do intervalo a. Para cada b,
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Tabela 10 – Tabela sumarizada dos resultados.

Resultados
Algorítmicos

Tempo de
Execução (s)

n IC(P ) δ fδ g1 g2 fδ g1 g2
7 3 6 3 3 3 0.08 0.008 0.04
10 4 10 4 4 4 0.08 0.004 0.05
13 5 14 5 5 5 0.14 0.005 0.01
16 6 18 6 6 6 0.12 0.016 0.03
28 10 34 10 10 10 0.74 0.067 0.06
43 15 54 15 15 15 3.81 0.14 0.70
58 20 74 20 20 20 21.14 0.61 1.16
67 23 86 23 23 23 28.73 1.32 1.61
73 25 94 25 25 25 36.33 0.63 1.46
103 35 134 35 35 35 134.45 1.33 4.20
118 40 154 40 40 40 227.58 1.76 6.06
148 50 194 50 50 50 89.44 2.10 6.41
163 55 214 55 55 55 230.00 1.52 2.19
178 60 234 60 60 60 200.82 1.66 6.30
193 65 254 65 65 * 206.94 2.08 *
199 67 262 67 67 * 239.98 2.10 *

novos intervalos y1 a yn+1 imitam a sequência de x1 a xn+1 e terminam próximos aos intervalos
rotulados por c, e estes atuam na próxima etapa como os intervalos b’s da etapa anterior. Assim
como xn+1 não tem um intervalo b associado, o yn+1 sob cada b não tem c. Uma nova etapa com
novo conjunto de n+ 1 intervalos que imitam x1 a xn+1 começa dentro de cada c, denotado por
z1 até zn+1.
Existem n(n + 1) intervalos rotulados por y que começam dentro de n intervalos rotulados por
b e terminam depois da extremidade direita do intervalo xn+1. Os intervalos rotulados por c
para o segundo b estão à direita do intervalo c para o primeiro b, o intervalo c para o terceiro b
estão à direita daqueles para o segundo b e assim por diante. Depois que todos os n2 intervalos
rotulados por c foram posicionados, os intervalos rotulados por z1 até zn+1 que começam dentro
do c’s são estendidos à direita até a extremidade direita de y* sob o último b, assim como yi sob
todos os b se estenderam além da extremidade direita de xn+1.
A próxima etapa segue similar as anteriores. Agora, existem n3 intervalos escalonados após a
extremidade direita dos intervalos rotulados como z e n + 1 novos intervalos começam dentro
de cada d e se estendem para a direita. Contando a e o xi como etapa 1, b’s e yi como etapa
2, c’s e zi como etapa 3 e assim por diante. A construção continua por n etapas. Os intervalos
que se estendem para a direita para a n-ésima etapa, dos quais há n+1 para cada um dos nn−1

intervalos do tipo a, b, c, de acordo com a quantidade de etapas, na enésima etapa terminam
com a adição de dois intervalos para cada um dos primeiros n em cada lote de n+ 1, conforme
ilustra a Figura 39.
O número de intervalos de um modelo de Pn da família D2 cresce exponencialmente com n.
Fishburn [4] afirma que pelo menos n + 1 tamanhos distintos são necessários para representar
um modelo Pn. Construímos o modelo descrito para n = 1 na Figura 40. É fácil verificar que
IC(P1) = 2.
A Tabela 11 ilustra os dados associados para n = 1 e n = 2. Fishburn [4] demonstrou que
IC(P2) ≥ 3, ficando em aberto se IC(P2) = 3. O algoritmo fδ gerou um modelo no qual
IC(P2) = 3, provando portanto que vale a igualdade. É relevante destacar que tanto a função
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Figura 38 – Início do esquema da construção da ordem Pn ∈ D2.

Figura 39 – Término do esquema da construção da ordem Pn ∈ D2.

Figura 40 – Modelo P1 ∈ D2.
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objetivo g1 quanto g2 resultaram em limites superiores que se distanciam da profundidade de
aninhamento.

Tabela 11 – Tabela sumarizada dos resultados.

Resultados
Algorítmicos

Tempo de
Execução (s)

n IC(P ) δ fδ g1 g2 fδ g1 g2
6 (P1) 2 3 2 2 2 0.02 0.001 0.001
25 (P2) 3 22 3 7 7 2.11 0.040 0.040

Classe 10. Diferentemente das classes anteriores, é desconhecido a contagem de intervalo desta
família. A família de clique completa (CC) é a família de ordens de intervalo Pq construídas
da seguinte maneira. Para q = 3, P3 a ordem de intervalo associada ao modelo da Figura 41(a).
Para q > 3, Pq é obtido de Pq−1 da seguinte maneira: uma nova clique maximal será formada
como a nova clique mais à direita, consistindo de q novos intervalos. Um desses novos intervalos
será simplicial a esta clique, e os q−1 intervalos restantes pertencem a essa nova clique maximal
e cada um começa em uma clique anterior distinta. Portanto em Pq, o número de vértices
n =

(
q
2

)
+ q. A Figura 41(a) ilustra um modelo de P3 e a Figura 41(b) ilustra um modelo de P4.

Figura 41 – (a) Modelo P3 e (b) modelo P4.

A Tabela 12 sumariza os dados comparativos do problema da família de ordens clique com-
pleta (CC). Note que foi substituída a coluna IC(P ), comum às tabelas anteriores, pela quan-
tidade de cliques maximais q, uma vez que a contagem de intervalo não é conhecida para essa
família.

Tabela 12 – Tabela sumarizada dos resultados.

Resultados
Algorítmicos

Tempo de
Execução (s)

n q δ fδ g1 g2 fδ g1 g2
15 5 7 3 3 3 0.8 0.09 0.02
28 7 13 4 10 7 1.2 0.05 0.08
36 8 23 5 11 9 59.45 0.05 0.07
45 9 23 5 11 9 224.68 0.06 0.55

Tal família de ordens é conhecida por mostrar que a diferença entre a dimensão linear e intervalar
de uma ordem pode ser arbitrariamente grande, uma vez que a dimensão intervalar de Pq é igual
a 1 e a dimensão linear cresce arbitrariamente com o aumento de q [4].
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3.3 Aplicação do algoritmo ao problema da contagem não-unitária

Apke e Schrader [39] introduziram o problema de determinar o menor número NUIC(G) (resp.
NUIC(P )) de intervalos não-unitários entre todos os modelos de um dado grafo G (resp. ordem
P ) como a contagem não-unitária. Em outras palavras, o problema consiste em determinar a
menor quantidade de intervalos em que os tamanhos diferem de um. Isso equivale a maximizar o
número de intervalos com tamanhos iguais a um. Investigaram, também, uma versão mais restrita
do problema, no qual adicionalmente os modelos possuem todos os intervalos de tamanho no
mínimo unitário. Esse problema foi chamado de contagem não-unitária normalizada, cujo valor
foi denotado por NUIC≥1(G) (resp. NUIC≥1(P )). Naturalmente, NUIC(G) ≤ NUIC≥1(G)
(resp. NUIC(P ) ≤ NUIC≥1(P )). Essa desigualdade pode ser estrita, como mostra o exemplo
a seguir.

Classe 11. A Figura 42 ilustra que NUIC(G) < NUIC≥1(G) para o grafo G associado aos
modelos da figura. Em (i), os intervalos e, f , g são centros de K1,3 e, portanto, NUIC≥1(G) = 3.
Já em (ii), os intervalos b e c são menores que os valores unitários de a, d, e, f , g, portanto,
NUIC(G) = 2.

Figura 42 – (i) Modelo de G mostrando que NUIC≥1(G) = 3 e (ii) Modelo mostrando
que NUIC(G) = 2.

Dada uma ordem P , estudamos a determinação tanto do valor exato quanto de limites supe-
riores para NUIC≥1(P ) e NUIC(P ) também a partir de formulações MIP e de programação
quadrática. A formulação de programação quadrática é idêntica às anteriores, para limite supe-
rior da contagem de intervalo. Uma nova formulação, que será descrita abaixo, é apresentada
para determinação exata da contagem não-unitária. Tal formulação é exata para o problema
da contagem não-unitária, parametrizada pelo maior tamanho δ, similar à função fδ definida na
seção anterior para o problema da contagem de intervalo.
Seja x o vetor variável que representa um modelo de intervalo {Ii | i ∈ X}, consistindo das
seguintes variáveis

• ℓi, ri ∈ R para todo i ∈ X:
representam, respectivamente, a extremidade esquerda e a direita do intervalo Ii.

• ui ∈ {0,1} para todo i ∈ X:
ui = 1 se o tamanho do intervalo Ii é igual a 1 ou ui = 0 caso contrário.

O conjunto de restrições é definido de forma enumerada a seguir. O valor de δ é um parâmetro
da formulação, representando o maior tamanho admissível para o modelo.

1) ru ≥ ℓv e rv ≥ ℓu para todo u, v ∈ X distintos, u ̸≺ v e v ̸≺ u
2) ru + 0.01 ≤ ℓv para todo u, v ∈ X e u ≺ v
3) ri − ℓi ≥ ui para todo i ∈ X
4) ri − ℓi ≤ (δ − 1)(1− ui) + 1 para todo i ∈ X
5) ri − ℓi ≥ 0 para todo i ∈ X (para contagem não-normalizada)

ri − ℓi ≥ 1 para todo i ∈ X (para contagem normalizada)

(3.8)
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Como função objetivo, empregamos a função fnuic(x) definida por

fnuic(x) =

n∑
i=1

ui (3.9)

A seguir, a descrição detalhada das restrições:

1) Como u e v são incomparáveis, temos que Iu e Iv devem se interseptar. Para que isso
ocorra, não pode ocorrer que ru < ℓv, nem que rv < ℓu. Isto equivale a dizer que rv ≥ ℓu
e ru ≥ ℓv.

2) Como u ≺ v, temos que ru < ℓv. Assumimos que a diferença entre tais extremos é de no
mínimo 0.01.

3) e 4) A variável ui é binária, portanto, deve ter o valor 1 precisamente quando o tamanho
de Ii for unitário. Se de fato o otimizador definir u1 = 1, então essas duas restrições são
equivalentes a

ri − ℓi ≥ 1

ri − ℓi ≤ (δ − 1)(1− 1) + 1⇐⇒ ri − ℓi ≤ 1

Para atender a essas restrições, é necessário que ri − ℓi = 1. Ou seja, o tamanho do
intervalo Ii deve ser igual a 1.

No caso do modelo escolher ui = 0, as restrições acima se tornam equivalente a

ri − ℓi ≥ 0

ri − ℓi ≤ (δ − 1)(1− 0) + 1⇐⇒ ri − ℓi ≤ δ

Ou seja, o par de restrições determinam que 0 ≤ ri − ℓi ≤ δ. Neste caso, o tamanho pode
ser qualquer um entre 0 e δ.

5) ri − ℓi ≥ 0 para determinação da contagem não-unitária e ri − ℓi ≥ 1 para determinação
da contagem não-unitária normalizada.

Como a função objetivo visa maximizar a soma de ui, isso significa encontrar um modelo que
maximize o número de intervalos que podem ter o valor unitário.
Aplicamos as formulações às ordens P apresentados nas classes de exemplos anteriores. Os valores
de NUIC≥1(P ) são facilmente determináveis (número de centros de garras). Já os valores de
NUIC(P ) para tais ordens não são conhecidos. Comparamos os resultados na tabela abaixo.
Para estes exemplos, adotaremos o valor de δ = 1000 quando aplicado na determinação de
NUIC≥1(P ) (usando função de objetivo fnuic≥1) e δ = 900 quando aplicado na determinação
de NUIC(P ) (usando função de objetivo fnuic).
A Tabela 13 sumariza os resultados obtidos nos experimentos. Na tabela, a função fnuic≥1 é
idêntica a fnuic; usamos o primeiro nome para denotar que a função foi empregada no contexto
da versão normalizada.
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Tabela 13 – Resultados obtidos das formulações para determinação de NUIC≥1(P ).

Normalizada Não-normalizada
n NUIC≥1(G) fnuic ≥ 1 g1 g2 fnuic g1 g2

Figura 26 (classe 1) 13 3 3 4 3 2 3 4
Figura 27 (classe 2) 9 1 1 1 6 1 4 9
Figura 28 (classe 3) 13 3 3 3 7 3 9 13
Figura 30 (classe 4) 9 2 2 2 6 2 4 9
Figura 31 (classe 5) 7 2 2 2 4 2 4 7
Figura 33 (classe 6) 11 4 4 4 4 4 4 7
Figura 34 (classe 7) 8 3 3 3 6 3 4 8
Figura 36 (classe 8) 7 1 1 1 2 1 2 6
Figura 40 (classe 9) 6 1 1 1 2 1 2 6

Figura 41(b) (classe 10) 10 3 3 3 3 3 3 10
Figura 42 (classe 11) 7 3 3 3 3 2 3 7

3.4 Conclusão

Elaboramos um algoritmo exato, parametrizado pelo maior tamanho do modelo e um limite
superior algorítmico para a contagem de intervalo e para a contagem não-unitária de ordens.
A Tabela 14 sumariza os resultados dos experimentos para a contagem de intervalo. Ao todo,
foram testadas em torno de 100 ordens. Nos resultados obtidos, houve uma dificuldade do
algoritmo exato em encontrar uma solução em tempo viável quando o tamanho de δ informado
era muito grande. Quanto ao algoritmo do limite superior, é possível observar que algoritmo
com função objetivo g1, no geral, coincide com o valor real da contagem de intervalo. Já para a
função objetivo g2, reportou 81% dos limites superiores coincidindo com a respectiva contagens
de intervalo. Das ordens testadas com o uso de g2, 9% não foram computadas e 10% dos limites
superiores foram maiores que os respectivos valores da contagem de intervalo.

Tabela 14 – Resultados parciais sumarizados.

Resultados
Algorítmicos

Tempo de
Execução (s)

n IC(P ) δ fδ g1 g2 fδ g1 g2
Classe 1 13 2 3 2 2 3 0.05 0.02 0.04
Classe 2 9 2 5 2 2 3 0.03 0.03 0.05
Classe 3 13 3 11 3 4 5 0.17 0.01 0.02
Classe 4 18 6 11 6 6 6 0.08 0.04 0.02
Classe 4 276 92 183 92 92 92 1368.19 3.80 3.80
Classe 5 13 5 15 5 5 5 0.12 0.02 0.02
Classe 5 208 70 275 70 70 70 299.16 1.47 3.25
Classe 6 11 3 15 3 3 3 0.15 0.01 0.01
Classe 6 25 4 51 4 4 4 0.82 0.47 0.10
Classe 7 17 6 22 6 6 6 0.73 0.01 0.20
Classe 7 65 22 86 22 22 22 228.85 1.10 2.35
Classe 8 13 5 14 5 5 5 0.14 0.01 0.01
Classe 8 163 55 214 55 55 55 230.00 1.52 2.19
Classe 9 6 2 3 2 2 2 0.02 0.01 0.01
Classe 9 25 3 22 3 7 7 0.17 0.01 0.02

Observa-se que, em geral, os valores encontrados pela função objetivo g1 ou g2 aproximam-se dos
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resultados reais, mas enfrentam dificuldades quando a contagem de intervalo do modelo distancia
da profundidade de aninhamento.
Aplicamos as funções objetivo g1 e g2, também, ao problema de contagem de intervalos não-
unitários em sua versão normalizada e a função fnuic, empregada na formulação da solução
exata para o problema da contagem não-unitária, parametrizada pelo maior tamanho. Conclui-
se que, com respeito à determinação de NUIC≥1(P ), a formulação exata de fato confirma os
valores de conhecimento teórico desse parâmetro. Já o limite superior dado pela função objetivo
g1 é justo em 92% dos casos os valores de conhecimento teórico. Os resultados de limite superior
empregando-se g2 não foi bem sucedida. No entanto, note que em verdade ela não foi elaborada
com o intuito de maximizar os tamanhos unitários do modelo, assim como foi g1. Observe que
os exemplos da Classe 11 (Tabela 13) são conhecidos o valor de NUIC(P ) para a Figura 42 que
é igual a 2. Nesses exemplos, o emprego da função g1 resultou no valor correto do parâmetro.
Para os demais exemplos, o valor de NUIC(P ) não são conhecidos. Desse modo, não há como
compará-los. Por fim, o tempo de execução de fnuic, g1 e g2 são irrelevantes para os exemplos
citados, já que são entradas pequenas para o problema (todos os tempos de execução ficaram em
torno de 0.01 segundos). Como trabalho futuro, é possível investigaras formulações propostas
para o problema da contagem não unitária aplicado à experimentos das famílias de exemplos que
possuem ordens de tamanhos arbitrariamente grandes.
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4 RELAÇÃO ENTRE CLASSES DE GRAFOS COM CONTAGEM DE IN-
TERVALO k

Um modelo-{a, b} de um grafo de intervalo é um modelo no qual os intervalos possuem tamanhos
a ou b. A classe dos grafos que admitem um modelo-{a, b} é denominada de Len(a, b). Como
foi discutido no Capítulo 2 alguns autores restringiram o problema da contagem de intervalo a
certas classes e determinaram a contagem de intervalo para estas classes. Dentre eles, Skrin [29]
foi o primeiro a caracterizar classes de dois tamanhos, sendo um deles o tamanho zero. Porém,
não houve discussão a respeito da relação de inclusão entre classes de dois tamanhos de uma
forma geral. Isto nos motivou a investigar a relação de inclusão entre essas classes e mostramos
que só existe esta inclusão se um modelo de uma classe for uma expansão proporcional de um
modelo da outra [3]. Neste capítulo, estendemos esta investigação para a relação de inclusão
mais geral entre as classes de k tamanhos (nomeadamente, os tamanhos a1, . . . , ak) que se obtém
variando-se os parâmetros a1, . . . , ak.

4.1 Introdução

Um modelo-{a1, . . . , ak} é um modelo de intervalo M no qual |Iv| ∈ {a1, . . . , ak} para todo
Iv ∈ M. A Figura 43(a) ilustra um grafo garra (também conhecido como K1,3), um modelo-
{1,2} do grafo garra (Figura 43(b)). Nas (Figuras 43(c) e (d)) temos exemplos respectivamente
de um modelo-{2,5} e de um modelo-{1, 2.5}. Observe que o modelo da Figura 43(c) é múltiplo
do modelo da Figura 43(d), o que quer dizer que obtemos o primeiro pela multiplicação de alguma
constante positiva a todas as extremidades de intervalo do segundo. Embora as extremidades
em si não estejam sendo mostradas no desenho, o importante a ser notado é que os tamanhos
de cada intervalo também são multiplicados pela mesma constante (no exemplo, a constante 2).
Observe também que o grafo garra admite diversos modelos com diferentes combinações de dois
tamanhos.
Surge então a seguinte pergunta: para que valores a,b,a′,b′ vale que toda ordem que admite
um modelo-{a,b} admite também um modelo-{a′, b′}? Em outras palavras, quando Len(a,b) ⊆
Len(a′,b′)? Inicialmente, de modo intuitivo, suspeitamos que todo modelo-{2, 4}, por exemplo,
poderia se transformar em um modelo-{2, 5}, fixando o menor tamanho e aumentando o maior
tamanho em uma unidade. Veremos neste capítulo que, mesmo que existam modelos-{2, 4} que
admitam ser transformados em modelos-{2, 5}, este não é o caso geral.
Dado um grafo G, a classe dos grafos G que admitem um modelo-{a1, . . . ,ak} é denotada por
Len(a1, . . . ,ak), a1 < . . . < ak. A classe Len(0, 1) foi caracterizada em [29]. Quase duas décadas
mais tarde, [30] descreveram um algoritmo de tempo linear para reconhecimento dessa mesma
classe. Em [1], foi desenvolvido um algoritmo de tempo polinomial usando programação linear
para determinar se, dados um grafo conexo G e uma bipartição de V (G) nos conjuntos A e
B, existe um modelo {Iv | v ∈ V (G)} de G tal que |Iv| = a para todo v ∈ A e |Iv| = b
para todo v ∈ B, para algum par de constantes a < b. Em [3], foi investigada a relação de
inclusão entre as diferentes classes Len(a, b) quando se varia os parâmetros a e b, e mostrado
que Len(a′, b′) ⊆ Len(a, b) se e somente se a′

b′ =
a
b para todo 0 ≤ a′ < b′ e 0 ≤ a < b.

A motivação desse trabalho foi investigar a relação de inclusão mais geral entre as classes
Len(a1, . . . , ak) que se obtém variando-se os parâmetros a1, . . . , ak.
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Figura 43 – Em (a) tem-se o grafo garra G, em (b) um modelo-{1,2} de G, em (c) um
modelo-{2,5} de G, em (d) um modelo-{1,2.5} de G.

Figura 44 – (i) G admite um modelo-{0,k} mas não um modelo-{a,b}, e (ii) G admite
um modelo-{a, b} mas não um modelo-{0, k}.

Teorema 34. (Francis et al. [3]) Len(0, k) ⊈ Len(a, b) e Len(a, b) ⊈ Len(0, k), para todo
k > 0 e 0 < a < b.

A demonstração desse teorema consiste em construir um modelo-{0, k} especial e mostrar que
o grafo de intervalo correspondente não admite um modelo-{a, b}. Em seguida, constrói-se um
modelo-{a, b} cujo grafo de intervalo correspondente não admite um modelo-{0, k}, o que implica
no resultado do teorema.
Construímos um modelo-{0, k} M esquematizado na Figura 44(i). Nessa figura, há

⌈
b
a

⌉
+ 2

intervalos de tamanho 0 mais um intervalo de tamanho k correspondendo a um vértice universal,
produzindo um modelo-{0, k}. Na prova do teorema, mostra-se que o grafo de intervalo G
correspondente aM não pertence a Len(a,b).
Em seguida, constrói-se o modelo-{a, b} M como na Figura 44(ii). Mostra-se que o grafo de
intervalo G correspondente aM não pertence a Len(0, k).

Teorema 35 (Francis et al. [3]). Len(a′, b′) ⊈ Len(a, b) para todo 0 < a′ < b′ e 0 < a < b para
os quais b′

a′ ̸=
b
a .

A demonstração desse teorema consiste em, assumindo que b′

a′ < b
a , mostrar o seguinte: (i)

construir um modelo-{a′, b′} especial cujo grafo de intervalo correspondente não admite um
modelo-{a, b}; e (ii) construir um modelo-{a, b} cujo grafo de intervalo correspondente não admite
um modelo-{a′, b′}. Note que isto é equivalente a construir dois modelos-{a′, b′} especiais cujo
grafo de intervalo correspondente não admite um modelo-{a, b} para os casos b′

a′ < b
a e b′

a′ > b
a

trocando o par (a′, b′) por (a, b) e vice-versa na construção (ii). Descrevemos a construção de
tais modelos como serão empregadas na demonstração do nosso resultado.
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Figura 45 – Esquema do modeloM usado no Teorema 35. O rótulo acima de cada
intervalo representa seu tamanho, e o abaixo sua identificação.

Assim, suponhamos b′

a′ < b
a . Uma vez que existe um número racional entre quaisquer dois

números reais, existem inteiros positivos p,q tal que b′

a′ <
q
p < b

a . Claramente, p < q. Construímos
um modelo-{a′,b′} M usando os inteiros p e q. SejaM o modelo da Figura 45(i). Neste modelo,
há um caminho x0, x1, . . . xq, xq+1 com q+2 intervalos de tamanho a′. Além disso, há no modelo
um conjunto independente {y1, . . . , yp} com p intervalos de tamanho b′. Em M, há também
mais intervalos do que aqueles explicitamente representados. Cada intervalo desenhado como
barras duplas e triplas denotará que há mais intervalos associados a ele. Se w é um intervalo
de barra dupla, então adicionaremos mais cinco intervalos ao modelo de tal forma que w e tais
intervalos adicionais consistem do submodelo representado na parte superior da Figura 45(ii). As
extremidades reais da esquerda e direita desses intervalos adicionais são omitidas porque podem
ser escolhidas arbitrariamente, desde que os intervalos formem um submodelo isomorfo ao da
Figura 45(ii) e seus tamanhos sejam os prescritos. Se w é um intervalo de barra tripla, então
adicionaremos mais três intervalos associados a w para formar o submodelo dado pela parte
inferior da Figura 45(ii). Isso completa a descrição deM. Mostra-se que o grafo de intervalo G
correspondente aM, embora em Len(a′,b′), não pertence a Len(a,b).
Prova-se que Len(a,b) ⊈ Len(a′,b′) de forma semelhante. A construção do modelo desta etapa
segue da seguinte forma. SejaM o modelo-{a,b} esquematizado na Figura 45(iii). Neste modelo,
há um caminho x0, x1, . . . xp, xp+1 com p+2 intervalos de tamanho b. Além disso, há no modelo
um conjunto independente {y1, . . . , yq} com q intervalos de tamanho a. EmM, há também mais
intervalos do que aqueles explicitamente representados. Note que aqui também, os intervalos
de barra dupla e barra tripla devem ser substituídos por um esquema semelhante ao mostrado
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na Figura 45(ii), com a mudança que todos os a′-s nessa figura devem ser substituídos por a-s
e todos os b′-s por b-s. Mostra-se que o grafo de intervalo G correspondente a M, embora em
Len(a, b), não pertence a Len(a′, b′).
Como exemplo, observe o modelo-{1,2} M representado na Figura 46, de certo grafo G. Que-
remos mostrar que G não admite modelo-{1,3}. O modelo abaixo foi construído a partir da
prova, empregando-se o fato que b′

a′ =
2
1 < q

p = 5
2 < 3

1 = b
a . Note que em M existe um caminho

x0, x1, . . . , x6 com cada intervalo de tamanho 1. Para cada intervalo de x1, . . . , x5 há um P5 de
modo que os intervalos x1, . . . , x5 estão aninhados em respectivamente x̄1, . . . , x̄5. Além disso,
note o conjunto independente com dois intervalos y1 e y2 que têm o maior tamanho do modelo.
Para cada intervalo y1 e y2 há três intervalos de modo que os intervalos y1, y2 aninham respecti-
vamente os intervalos ȳ1, ȳ2. Em qualquer modelo de G, com o menor tamanho unitário e sendo
α o maior tamanho, temos que os intervalos y1 e y2 devem ficar entre os limites de x1, . . ., x5.
Portanto,

2α < 5,

ou seja,

α <
5

2
.

Concluímos que Len(1,2) ⊈ Len(1,3).

Figura 46 – Modelo-{1,2}.

Seja agora G o grafo correspondente ao modelo da Figura 47. Queremos mostrar que G não
admite modelo-{1, 2}. O modelo abaixo foi construído a partir da prova, empregando-se o fato
que b

a = 3
1 > q

p = 5
2 > 2

1 = b′

a′ . Note que em M existe um caminho x0, x1, x2, x3 com o
maior tamanho do modelo. Para cada intervalo x1, x2, há mais três intervalos formando uma
garra, onde o intervalo x1 aninha o intervalo x̄1 e o intervalo x2 aninha o intervalo x̄2. Além
disso, note que os intervalos y1,y2, y3, y4, y5 formam um conjunto independente e os intervalos
são de tamanho 1. Para cada intervalo y1,y2, y3, y4, y5, há um P5 de modo que os intervalos
y1,y2, y3, y4, y5 estão aninhados por ȳ1,ȳ2, ȳ3, ȳ4, ȳ5. Em qualquer modelo de G, com o menor
tamanho unitário e sendo α o maior tamanho, temos que os intervalos y1,y2, y3, y4, y5 devem
ficar compreendidos entre ℓ(x1) e r(x2). Portanto,

α > 2.

A Figura 47 apresenta um modelo-{1,3}. Concluímos que Len(1,3) ⊈ Len(1,2).
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Figura 47 – Modelo-{1,3}.

Em resumo, tal prova fornece uma construção de um modelo-{a′, b′} que não pode ser transfor-
mado em um modelo-{a, b} que corresponda ao mesmo grafo de intervalo. A construção exata a
ser empregada, dentre as duas possíveis, depende se b′

a′ <
b
a ou o contrário.

Chamaremos tal construção por M(a′,b′,a,b), para qualquer par p, q escolhido na construção,
que empregaremos na próxima seção.
Adicionalmente a esse resultado, observe que se b′

a′ = b
a , então Len(a′, b′) = Len(a,b) pelo

Lema 1.

4.2 Relação de inclusão entre classes

Investigamos a inclusão entre as classes Len(a1, . . . , ak), para todo 0 ≤ a1 < . . . < ak. Se S
representa a sequência a1, . . . , ak, então também denotamos Len(a1, . . . , ak) por Len(S).

Teorema 36. Sejam S1 = a1, . . . , ak e S2 = b1, . . . , bk duas sequências tais que a1, b1 ≥ 0 e,
para todo 1 ≤ i < k, ai < ai+1 e bi < bi+1. Então, Len(S1) ⊈ Len(S2) se e somente se não
existe uma constante r tal que bj = raj para todo 1 ≤ j ≤ k.

Demonstração. A prova da condição necessária é trivial. Para o inverso, considere os casos:

1. (a1 ̸= 0 e b1 ̸= 0) ou (a1 = b1 = 0).

Seja i = 1 se a1 ̸= 0 e b1 ̸= 0, ou i = 2 caso contrário. Note-se que, por esta escolha, ai ̸= 0
e bi ̸= 0. Sejam aj ∈ S1 e bj ∈ S2 com i < j ≤ k, tais que aj

ai
̸= bj

bi
. Note-se que tal valor

de j existe certamente, porque se aj
ai

=
bj
bi

para todos os i < j ≤ k, então existiria r = bi
ai

tal que bj = ( biai )aj = raj para todo 1 ≤ j ≤ k, contradizendo a hipótese do teorema.
SejaM(S1, S2) o modelo obtido a partir deM(ai, aj , bi, bj) redefinindo-se os intervalos de
barra dupla e tripla no modeloM da Figura 44 como se descreve a seguir (ver Figura 48):

(a) Para cada intervalo de barra dupla, rotulado a′ = ai em M, crie uma cadeia de k
intervalos aninhados, com tamanhos a1, . . . , ak, como especificado na Figura 48(i) se
i = 1 e como especificado na Figura 48(ii) se i = 2.

(b) Para cada intervalo de barra tripla, rotulado b′ = aj em M, crie uma cadeia de k
intervalos aninhados, de tamanho a1, . . . , ak, como especificado na Figura 48(iii).

Note-se que os submodelos apresentados nas Figuras 48 são iguais, exceto no que diz
respeito à posição do intervalo original na cadeia aninhada (o tamanho apresentado nos
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intervalos de barra dupla representa o i-ésimo menor tamanho da cadeia, enquanto nos
intervalos de barra tripla, o j-ésimo menor tamanho da cadeia).

Tal como anteriormente, as extremidades esquerda e direita destes intervalos adicionais
são omitidos porque podem ser escolhidos arbitrariamente, desde que os intervalos formem
um submodelo isomórfico ao da Figura 48.

Seja G o grafo de intervalo correspondente aMj(S1, S2). Considere as transformações de
intervalos de barra dupla ou tripla da Figura 48. Nesses modelos, observe os intervalos
que formam a cadeia de aninhamento com k intervalos (o menor de tamanho a1, aninhado
em outro de tamanho a2, e assim por diante até o aninhamento àquele de tamanho ak).
Seja C ⊂ Mj(S1, S2) a união de tais intervalos nessas cadeias. Pela construção, em
qualquer modeloM de G, temos que os intervalos de tamanho ai de C possuem o i-ésimo
menor tamanho de M. Se existir um modelo-S2 M′ de G, então todos os intervalos de
C de tamanho a1 e aj no modelo-S1 Mj(S1, S2) de G possuem respectivamente tamanho
b1 e bj em M′. Isso equivale a dizer que existe um submodelo de Mj(S1, S2), isomorfo a
M(a1, aj , b1, bj), que pode ser transformado de um modelo-{a1,aj} em um modelo-{b1,bj},
o que contradiz a construção do Teorema 35.

Figura 48 – O modeloMj(a1, . . . ,ak, b1, . . . , bk), obtido a partir do modelo
M(a1,aj, b1, bj) substituindo-se as trocas da Figura 44(ii) por aquelas da Figura 48.

2. (a1 ̸= 0 e b1 = 0) ou (a1 = 0 e b1 ̸= 0).

SejaM(S1, S2) o modelo obtido da Figura 44 de acordo com os seguintes casos:

• Se a1 = 0 e b1 ̸= 0.
Constrói-se o modelo esquematizado na Figura 44(i) e aninha o intervalo a2 (que está
mapeado para o intervalo k da Figura 44(i)) a uma cadeia de k intervalos aninhados,
com tamanhos a3, . . . , ak, conforme especificado na Figura 49(i).

• Se a1 ̸= 0 and b1 = 0.
Constrói-se o modelo esquematizado na Figura 44(ii) e aninha o intervalo a2 (que está
mapeado para o intervalo b da Figura 44(ii)) a uma cadeia de k intervalos aninhados,
com tamanhos a3, . . . , ak, conforme especificado na Figura 49(ii).
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Figura 49 – O modeloM(a1, . . . ,ak, b1, . . . , bk) é obtido a partir do modelo
esquematizado na Figura 44(i) ou (ii) formando uma cadeia de k intervalos.

Seja G o grafo de intervalo correspondente a M(S1, S2). Se existir um modelo M′ de G,
então todos os intervalos C de tamanho a1 e a2 no modelo M(S1, S2) de G têm respeti-
vamente tamanho b1 e b2 em M′. Isto é equivalente a dizer que existe um submodelo de
M(S1, S2), isomorfo ao da Figura 44(i) ou (ii), que pode ser transformado de um modelo-
{a1,a2} em um modelo-{b1,b2}, o que contradiz a construção do Teorema 34.

Como exemplo, a Figura 50 ilustra um modelo-{2, 5, 6, 8, 9} construído a partir do modelo es-
quematizado pelo Teorema 36 (item 1 da prova). Os intervalos representados pela cor azul
possuem o tamanho 2, os intervalos representados pela cor verde possuem o tamanho 5, àque-
les de cor marrom possuem o tamanho 6, os de cor vermelha possuem o tamanho 8, os de
cor cinza possuem o tamanho 9. Note que ao tentar verificar se o grafo associado admite
um modelo-{1, 2, 3, 4, 5}, existiria um submodelo de M(1, 2) que pode ser transformado de um
modelo-{2, 5} em um modelo-{1, 2}, contradizendo a construção do Teorema 35. Concluímos
que Len(2, 5, 6, 8, 9) ⊈ Len(1, 2, 3, 4, 5).

Figura 50 – Modelo-{2,5,6,8,9}.

A Figura 51 ilustra um exemplo de um modelo-{0, 2, 4, 6, 7, 9} construído a partir do modelo
esquematizado pelo Teorema 36 (item 2 da prova). Os intervalos representados pela cor preta
possuem o tamanho 0, os intervalos representados pela cor azul possuem o tamanho 2, os in-
tervalos representados pela cor verde possuem o tamanho 4, àqueles de cor marrom possuem o
tamanho 6, os de cor vermelha possuem o tamanho 7, os de cor cinza possuem o tamanho 9.
Note que ao tentar mapear este modelo para um modelo-{1, 2, 3, 4, 5, 6}, existiria um submodelo
deM(0, 2) que pode ser transformado de um modelo-{0, 2} em um modelo-{1, 2}, contradizendo
a construção do Teorema 34. Concluímos que Len(0, 2, 4, 6, 7, 9) ⊈ Len(1, 2, 3, 4, 5, 6).
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Figura 51 – Modelo-{0,2,4,6,7,9}.

4.3 Conclusão

Motivados pela relação de inclusão entre classes Len(a, b) estudada em [3], investigamos a in-
clusão de classes Len(a1, . . . , ak) com 0 ≤ a1 < . . . < ak. Mostramos que Len(a1, . . . , ak) ⊆
Len(b1, . . . , bk) se e só se existir uma constante r tal que bj = raj para todos os 1 ≤ j ≤ k.
Reconhecer se um dado grafo pertence a Len(a1, . . . , ak) para todos os k ≥ 2 e todos os
0 < a1 < . . . < ak continua a ser um problema em aberto.



72

5 A CONTAGEM DE INTERVALO DE UMA CLASSE DE GRAFOS SPLIT

A complexidade do problema de determinar o menor número de tamanhos distintos de intervalo
suficiente para representar um grafo de intervalo, conhecido como contagem de intervalo, está
em aberto mesmo para grafos de intervalo split. Dizemos que um intervalo x está aninhado ao
intervalo y em um modelo de intervalo se há dois intervalos intersectantes a y, um precedendo
e outro sucedendo x no modelo. A profundidade de aninhamento desse modelo é o tamanho da
maior cadeia de intervalos aninhados. A profundidade de aninhamento de um grafo de intervalo
é a menor profundidade de aninhamento sobre todos os modelos associados, sendo um limite
inferior natural para a contagem de intervalo. Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [36] estabeleceram
limites para a contagem de intervalo para subclasses de split, que também limitam a profundidade
de aninhamento. Mostramos grafos split para os quais a contagem de intervalo é maior que a
profundidade de aninhamento.

5.1 Introdução

A profundidade de aninhamento é um limite inferior da contagem de intervalo de ordens e
grafos; afinal, se x é um intervalo aninhado ao intervalo y em um modelo associado a dada
ordem, o tamanho de x será necessariamente menor que aquele de y em todos os modelos dessa
ordem. Analogamente, a profundidade de aninhamento de um grafo é um limite inferior para
sua contagem de intervalo. Em algumas classes, a profundidade de aninhamento de uma ordem
ou grafo é igual à contagem de intervalo dessa ordem ou grafo. Em particular, Cerioli, Oliveira e
Szwarcfiter [34] mostraram que se P é uma ordem livre de touro estendido, então a contagem de
intervalo de P é igual a profundidade de aninhamento de P . Um grafo G é um touro estendido
se é isomorfo ao grafo obtido de um caminho induzido x1, y1, . . . , yr, x2, para algum r ≥ 2, com
o acréscimo de um vértice adjacente a todos os demais vértices exceto x1 e x2. Veja a Figura 52.

Figura 52 – Grafo touro-estendido.

Há exemplos em que uma ordem/grafo possui contagem de intervalo superior a sua profundidade
de aninhamento. Fishburn [4] mostrou que esses parâmetros podem estar arbitrariamente dis-
tantes e apresentou uma família de ordens D2 de profundidade de aninhamento 2 para as quais
a contagem de intervalo é arbitrariamente grande, como foi visto no Capítulo 2.
Em [34], apresenta-se um algoritmo polinomial para se determinar a profundidade de aninha-
mento de um grafo G e de uma ordem P . Assim, tal algoritmo pode ser empregado para a
determinação de IC(G) ou IC(P ) se a contagem de intervalo de G ou P for igual a sua profun-
didade de aninhamento. De maneira independente, Klavík et al. [35] elaboraram um algoritmo
de tempo linear para computar a profundidade de aninhamento de um grafo.
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Um grafo é split se o seu conjunto de vértices pode ser particionado em uma clique e um conjunto
independente. Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [36] estabeleceram a contagem de intervalo para
subclasses de grafos split que foram chamadas de Split2 e Split3. Os índices em superescrito
no nome das classes é motivado pelo fato de que é provado que o valor da contagem de intervalo
dos membros das respectivas subclasses é igual ao valor do superescrito. Para a classe geral de
grafos split, a complexidade da computação da contagem de intervalo está em aberto, além da
questão da existência ou não de grafos split para os quais a contagem de intervalo é maior que
a profundidade de aninhamento. Mostramos adiante que, de fato, esse é o caso. Neste trabalho,
estudamos o problema da contagem de intervalo restrito à classe de ordens e grafos split de
profundidade de aninhamento dois.

5.2 Contagem de intervalo de subclasses de grafos split

SejaM um modelo de G e P a ordem correspondente aM. Para definir as subclasses de split que
foram chamadas Split2 e Split3 introduzidas em [36], empregou-se as partições K1∪K2∪K3∪U
de K e I1 ∪ I2 ∪ I3 de I definidas com respeito a P da seguinte forma (acompanhe as definições
a seguir com a representação esquemática da Figura 53):

• U é o conjunto que consiste do vértice universal (vértice adjacente a todos os demais) se
existente, ou U = ∅ caso contrário;

• v ∈ K1 se v não sucede nenhum elemento de I; v ∈ K2 se v não precede nenhum elemento
de I; v ∈ K3 caso suceda e preceda ao menos um elemento de I;

• v ∈ I1 se v precede algum elemento de K; v ∈ I2 se v sucede algum elemento de K; v ∈ I3
se v é incomparável a todos os elementos de K.

Figura 53 – Esquema da partição de K1 ∪K2 ∪K3 ∪ U = K e I1 ∪ I2 ∪ I3 = I de uma
ordem split.

Chamaremos tais partições de canônicas. Note que, por construção, temos que G[K1 ∪ I1] e
G[K2 ∪ I2] são grafos split completos, assim como G[Ki ∪ I3] para todo 1 ≤ i ≤ 3.
A partir de tais partições, Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [36] definiram as classes de grafos
Split2 e Split3 da seguinte maneira. Um grafo G pertence a Split3 se existe um modelo
M de G, associado a uma ordem P , tal que para todo v ∈ K3, ou N(v) ∩ I ⊆ I1 ∪ I3, ou
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N(v) ∩ I ⊆ I2 ∪ I3. Além disso, G pertence a Split2 se K3 = ∅. Portanto, por definição, temos
que Split2 ⊂ Split3 ⊂ Split, sendo a última classe aquela dos grafos split.

Teorema 37 (Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [36]). Se G ∈ Split2, então IC(G) ≤ 2.

Teorema 38 (Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [36]). Se G ∈ Split3, então IC(G) ≤ 3.

Nesse capítulo, estamos interessados na diferença entre IC(G) e η(G) para grafos split G. Assim,
em primeiro lugar, notamos que a profundidade de aninhamento dos grafos nas subclasses Split2

e Split3 deve ser limitada, uma vez que a contagem de intervalo é limitada. De fato, para
qualquer grafo G, η(G) ≤ IC(G). Essa observação está formalizada a seguir.

Lema 39. Se G ∈ Split2, então η(G) ≤ 2. Se G ∈ Split3, então η(G) ≤ 3.

Note que as desigualdades do Lema 39 são justas: um vértice de K1 ∪ K2 ∪ U não pode ser
aninhado por nenhum outro, mas pode aninhar um vértice de K3 ∪ I. Por sua vez, um vértice
de K3 não pode aninhar nenhum outro de K3, uma vez que G[K3 ∪ I3] é split completo e para
todo v ∈ K3, ou N(v) ∩ I ⊆ I1 ∪ I3, ou N(v) ∩ I ⊆ I2 ∪ I3. Mas um vértice de K3 pode aninhar
um vértice de I, que por sua vez não pode aninhar nenhum outro vértice. Consequentemente,
pode-se obter uma cadeia de aninhamento de tamanho 2 no caso dos grafos Split2, e de tamanho
3 no caso dos grafos Split3.
Como o interesse é investigar se IC(G) > η(G) para algum grafo split G, é natural a pergunta se,
mesmo para tais classes mais restritas, existe um grafo G ∈ Split3 com IC(G) = 3 e η(G) = 2.
Nesse trabalho, respondemos afirmativamente essa pergunta. A Figura 54 apresenta um exemplo
de um modelo cujo grafo/ordem correspondente possui essa propriedade.

Figura 54 – Exemplo de um modelo de uma ordem split P de profundidade de
aninhamento 2 e IC(P ) = 3.

A Figura 54 ilustra um modelo de uma ordem P ∈ Split3, com K1 = {k}, K2 = {y}, K3 =
{j, x}, U = ∅, I1 = {a, b}, I2 = {d, e, f, g, h, i} e I3 = {c}. Note que j é aninhado por k e não
existem três intervalos x1,x2, x3 nesse modelo tais que x1 ≺N x2 ≺N x3. Portanto, η(P ) = 2.
Mostraremos que IC(P ) = 3. Como N(j) ∩ I = {b,c} ⊂ {a, b,c} = I1 ∪ I3 e N(x) ∩ I =
{c, d, e, f} ⊂ {c, d, e, f, g, h, i} = I2 ∪ I3, então de fato P ∈ Split3.

Teorema 40. Seja P ∈ Split3 a ordem associada ao modelo da Figura 54. Temos que
IC(P ) = 3.

Demonstração. O modelo da Figura 54 emprega três tamanhos. Suponha, por contradição, que
exista um modeloM de P com dois tamanhos. Dadas as relações de aninhamento existentes no
modelo, é necessário que os intervalos b, c, d, e, f , g, h, j tenham o menor tamanho, enquanto os
intervalos k, x, y tenham o maior tamanho. Sem perda de generalidade, podemos assumir que os
intervalos a e i possuem o menor tamanho; em qualquer modelo, é sempre possível incrementar à
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esquerda do intervalo a e decrementar a direita do intervalo b até que seja esse o caso. Pelo fato
de j ter o menor tamanho, e j não ser um vértice simplicial, o menor tamanho não pode ser 0.
Sem perda de generalidade, considerando a operação de expandir/comprimir proporcionalmente
o modelo, assumimos que o menor tamanho é igual a 1 e que o maior tamanho é igual a α > 1.
Assim, sabemos o tamanho que devemos considerar, entre ser igual a 1 ou igual a α, para cada
intervalo.
Observe que dois intervalos i, j quaisquer de um certo modelo possuem o mesmo tamanho se,
e somente se, ri − rj = ℓi − ℓj ; isto é, a diferença entre os extremos direitos desses intervalos
deve ser a mesma que a diferença que os respectivos extremos esquerdos. Dado que x e y tem
o mesmo tamanho em M, temos que mostrar que ry − rx = ℓy − ℓx. Por um lado, pelo fato do
intervalo da reta real [rx, ry] incluir propriamente os intervalos g,h do modelo, temos:

ry − rx > 2

Agora, note que, por conta do caminho b,j,c, temos que

rb ≥ ℓj = rj − 1 ≥ ℓc − 1 = rc − 2

o que resulta que rb ≥ rc − 2 ou, equivalentemente, rc − rb ≤ 2. Por outro lado, temos que
rb < ℓx ≤ rc e rb < ℓy ≤ rc, o que implica

ℓy − ℓx < 2

contradizendo ry − rx = ℓy − ℓx. Logo não existe um modeloM de P com dois tamanhos.

Se P ∈ Split3, como sabemos que IC(P ) ≤ 3, a diferença entre IC(P ) e η(P ) é no máximo 1.
Por outro lado, IC(P ) é arbitrariamente grande para ordens split P , como mostra a Figura 55.
Portanto, surge naturalmente a questão da possibilidade dessa diferença ser maior quando P ∈
Split. O próximo resultado mostra que, se o aninhamento da ordem é dois, a diferença continua
limitada a um.

Figura 55 – Exemplo esquemático de ordem split P com IC(P ) = k para k ≥ 2.

Figura 56 – Esquema para a demonstração do Teorema 41.
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Teorema 41. Seja P uma ordem split. Se η(P ) = 2, então IC(P ) ≤ 3.

Demonstração. Seja M um modelo de P . Sem perda de generalidade, assuma que todos
os extremos de intervalo são distintos. Como P = (X,≺) é uma ordem split, seja K ∪ I
a bipartição de seus elementos. Seja K ′ ⊆ K o conjunto dos elementos que estão aninha-
dos por algum outro elemento de K, isto é, K ′ = {x ∈ K | existe y ∈ K tal que x ≺N y}.
Seja I ′ o subconjunto de I com os elementos incomparáveis a algum elemento de K ′, isto é,
I ′ = {x ∈ I | existe y ∈ K ′ incomparável a x}. Como η(P ) = 2, então nenhum elemento de K ′

aninha um elemento de I. Seja P ′ a subordem de P que consiste apenas dos elementos K ′ ∪ I ′.
Veja a Figura 56. Mostraremos primeiramente que IC(P ′) = 1.
De fato, como cada elemento x ∈ K ′ é aninhado por algum outro de K, x não pode aninhar
nenhum elemento de K ′ ou de I ′. Como I ′ é um conjunto independente, então η(P ′) = 1, o que
significa que P ′ é uma ordem de intervalo unitário; portanto, IC(P ′) = 1. Seja M′ = {[ℓ′x, r′x] |
x ∈ K ′∪ I ′} um modelo unitário de P ′. Seja IM′ o intervalo [min{ℓ′x | x ∈ K ′∪ I ′},max{r′x | x ∈
K ′ ∪ I ′}]. Note que todo o modeloM′ está incluído no intervalo IM′ . Seja α > |IM′ |. Construa
o modeloM∗ = {[ℓx, rx] | x ∈ K ∪ I} de P conforme descrito a seguir.
Em primeiro lugar, atribua inicialmente [ℓx, rx] = [ℓ′x, r

′
x] para todo x ∈ K ′ ∪ I ′. Agora, para

todo x ∈ I ′, incremente ℓx e/ou decremente rx até que tais extremos se tornem coincidentes, isto
é, o intervalo associado a x se torne um ponto. Essa transformação é possível pelo fato de x ser
um vértice simplicial no grafo correspondente.
Seja K ′′ = K \ K ′. Nenhum elemento de K ′′ está aninhado a outro de K ′′; caso contrário, o
intervalo aninhado deveria estar em K ′. Modifique M de forma que não haja um intervalo de
K ′′ incluído em outro de K ′′, da seguinte forma: se x,y ∈ K ′′ e o intervalo x está incluído em y
em M, é possível decrementar o extremo esquerdo de x ou incrementar o extremo direito de x
até que x deixe de estar incluído em y. Caso isso não fosse possível, seria devido a existência de
elementos a,b tais que a ≺ x ≺ b com y incomparável a ambos a,b. Mas isso significaria que x
está aninhado em y, o que não é possível. Seja σ = v1, . . . ,v|K′′| a ordem dos elementos de K ′′

do menor para o maior extremo esquerdo dos intervalos em M. Note que tal ordem é a mesma
daquela em relação aos extremos direitos. De posse de tal ordem, definiremos os intervalos [ℓx, rx]
emM∗ para cada x ∈ (K ∪ I) \ (K ′ ∪ I ′).
Observe que cada intervalo de K ′′ deve terminar, passar, ou começar no intervalo IM′ . Em
especial, aqueles que devem terminar em IM′ formam um prefixo v1, . . . ,vr de σ, para algum
0 ≤ r ≤ |K ′′|, enquanto aqueles que começam em IM′ formam um sufixo vs, . . . ,v|K′′| de σ,
para algum 1 ≤ s ≤ |K ′′| + 1. Para todo 1 ≤ i ≤ r, posicione rvi coincidindo com o ponto
ℓx mais à direita associado a um elemento x ∈ K ′ ∪ I ′ incomparável a vi; em seguida, faça
ℓvi = rvi − α. No caso da aparição de dois intervalos coincidentes, isto é, Ivi′ = Ivi′′ , desloque
aquele com o menor número de interseções com I (digamos, Ivi′′ ) à direita o suficiente para que
ℓvi′ < ℓvi′′ < ℓIM′ , a nova ordem dos extremos esquerdos seja igual a σ, e todas as interseções
sejam mantidas. Analogamente, para todo s ≤ i ≤ |K ′′|, posicione ℓvi coincidindo com o ponto
rx mais à esquerda associado a um elemento x ∈ K ′ ∪ I ′ incomparável a vi; em seguida, faça
rvi = ℓvi + α. No caso da aparição de dois intervalos coincidentes, isto é, Ivi′ = Ivi′′ , desloque
aquele com menor número de interseções com I (digamos, Ivi′ ) à esquerda o suficiente para que
rIM′ < rvi′ < rvi′′ , a nova ordem dos extremos esquerdos seja igual a σ, e todas as interseções
sejam mantidas. Em seguida, posicione os pontos ℓvr+1 , . . . ,ℓvs−1 , nessa sequência, em quaisquer
posições do intervalo (rIM′ − α, ℓIM′ ); em seguida, faça rvi = ℓvi + α, para todo r < i < s.
Defina ℓv0 como qualquer ponto à esquerda de ℓv1 . Finalmente, para cada x ∈ I \ I ′, faça os
intervalos consistirem de pontos, isto é, ℓx = rx. A posição de cada ponto depende se x precede
ou sucede os elementos de IM′ . Se preceder, posicione ℓx no intervalo (ℓvj ,min{ℓvj+1 , ℓIM′}),
onde j é o maior inteiro para o qual x é incomparável a vj (se mais de um ponto é designado
para essa região, mantenha entre eles a ordem de P ). Se x suceder posicione ℓx no intervalo
(max{rvj−1 , rIM′}, rvj ), onde j é o menor inteiro para o qual x é incomparável a vj (se mais de
um ponto é designado para essa região, mantenha entre eles a ordem de P ).
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Isso conclui a construção do modeloM∗ de P , que possui os tamanhos distintos de intervalo 0 (os
intervalos de I), 1 (os intervalos de K ′) e α (os intervalos de K ′′), estabelecendo o resultado.

A Figura 57 apresenta um modelo M de um grafo split G com η(P ) = 2. Construiremos, por
meio de uma sequência de etapas, um modeloM∗ para ilustrar a demonstração do Teorema 41.

Figura 57 – Exemplo de um modelo de grafo G split com η(P ) = 2.

Inicialmente, note que K = {k,l,m,n,o,p,q}, I = {a,b,c,d,e,f,g,h,i,j}, K ′ = {k} e I ′ = {c,d}.
Assim o modelo M∗ começa com os intervalos de M′, conforme indicado na figura. Observe
observe que em M′, |IM′ | = 3. Como pelo teorema é escolhido uma constante α > |IM′ |,
adotaremos para este exemplo α = 4. A Figura 58(ii) apresenta a etapa 1 da construção do
modeloM∗, no qual para todo x ∈ I ′ o intervalo associado a x se torna um ponto.

Figura 58 – Na condição (i), temos o modeloM′ enquanto na condição (ii), temos a
etapa 1 da construção do ModeloM∗.

Em continuidade com a descrição da construção do modelo M∗, a Figura 59 ilustra a segunda
etapa, no qual os intervalos l e m são intervalos de K ′′ que terminam na porção de IM′ . Para
esses intervalos é arbitrado rl = rm = ℓd = 6 e ℓl = ℓm = ℓd − α = 6− 4 = 2.
Observe que os intervalos l e m se tornaram coincidentes. A Figura 60 representa a terceira
etapa, na qual a correção sugerida na descrição do teorema é ilustrada para resolver o problema.
Essa correção envolve deslocar o elemento com o menor número de interseções com I para a
direita, garantindo que a nova ordem dos extremos esquerdos seja igual a σ, ao mesmo tempo
em que todas as interseções são preservadas.
Na etapa seguinte, é detalhada a construção, dentro de M∗, dos intervalos que se iniciam na
parte correspondente a IM′ . Os intervalos o, p, e q correspondem aos anteriormente descritos
emM. A Figura 61 ilustra a etapa 4, na qual ℓo = ℓp = ℓq = ℓk = 6. Isso ocorre devido ao fato
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Figura 59 – Etapa 2 da construção do modeloM∗.

Figura 60 – Correção das extremidades idênticas.

de que, pelo teorema, o ponto mais à esquerda associado a um elemento x ∈ K ′ ∪ I ′, neste caso
rk, é incomparável a o, p, e q, e ro = rp = rq = ℓk + α = 6 + 4 = 10.
Observe que, de maneira análoga à etapa 2, os intervalos o, p e q tornaram-se coincidentes. A
Figura 62 ilustra a etapa 4, na qual a correção proposta na descrição do teorema soluciona esse
problema. Essa correção envolve o deslocamento do intervalo com o menor número de interseções
com I suficientemente à esquerda, garantindo que a nova ordem dos extremos esquerdos seja igual
a σ e que todas as interseções sejam preservadas.
Agora, o intervalo n em M representa os intervalos mencionados no teorema que passam pela
porção de IM′ . Neste caso, a etapa 5 consiste em posicionar ℓn em quaisquer posições do
intervalo (rIM′ − α, ℓIM′ ) = (3, 4); nessa etapa, escolhe-se fazer ℓn = 3.5. Em seguida faz-se,
rn = ℓn + α = 3.5 + 4 = 7.5.
Por fim, para cada x ∈ I \ I ′ = {a,b,e,f,g,h,i,j} a posição de cada intervalo depende se x precede
ou sucede os elementos de IM′ . A Figura 64 ilustra a alocação dos intervalos a, b, e, f , g, h, i e
j emM∗ finalizando o processo de construção deM∗ no qual IC(M∗) = 3.

Teorema 42. Existe um grafo G ∈ Split tal que η(G) = 2 e IC(G) = 3.

Demonstração. Seja G o grafo associado ao modeloM da Figura 54. Pelo modelo, sabemos que
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Figura 61 – Alocação dos intervalos o, p e q emM∗.

Figura 62 – Correção das extremidades idênticas.

η(G) = 2. Em G, há o caminho induzido a, k, x, e. Em qualquer modelo de G, a ordenação de
cliques associadas a esse caminho ({a,k}, {k, x}, {x,e}) ocorrem nessa ordem, da esquerda para
direita, ou em ordem reversa. O mesmo vale para a ordenação de cliques dos caminhos induzidos:
a,k,x,f ; a,k,y,e; a,k,y,f ; a,k,y,g; a,k,y,h; a,k,y,i. Isso implica que, a menos de reversão, as únicas
trocas de comparabilidades entre os intervalos deM estão limitadas a:

• troca da ordem entre os intervalos e,f ;

• permutar os intervalos g,h,i.
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Figura 63 – Alocação do intervalo n emM∗.

Figura 64 – Alocação dos intervalos a, b, e, f , g, h, i e j emM∗.

Note que, considerando as trocas de comparabilidades listadas acima, é trivial adaptar a prova
do Teorema 40 para que funcione de modo análogo com as trocas efetuadas. Logo, a contagem
de intervalo da ordem associada ao modelo resultante é igual a 3. Portanto, IC(G) = 3.

Teorema 43. Seja G um grafo split. Se η(G) = 2, então IC(G) ≤ 3.

Demonstração. Se η(G) = 2, então existe um modelo M de G tal que η(M) = 2. Seja P a
ordem split associada a M. Pelo Teorema 41, IC(P ) ≤ 3. Como todo modelo de P é também
um modelo de G, temos que IC(G) ≤ IC(P ) ≤ 3.
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5.3 Conclusão

Estudamos o problema da contagem de intervalo restrito à classe das ordens e grafos split cuja
profundidade de aninhamento se limita a dois e mostramos que a contagem de intervalo desses
grafos/ordens é no máximo três. Mostramos a existência de ordem/grafo split com profundidade
de aninhamento igual a 2 e contagem de intervalo 3.
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CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Sobre as classes dos grafos e ordens de intervalo, o problema da contagem de intervalo, que
determina o menor número de tamanhos de intervalos distintos suficiente para representar um
modelo, tem sido estudado por diversos pesquisadores [1,2,4,7–9,39]. O problema foi sugerido na
década de 1980 por Ronald Graham, tais pesquisas são motivadas por uma perspectiva puramente
teórica ou com aplicações. Nesta tese, apresentamos diversos resultados sobre o assunto, que
envolvem formulações de programação quadrática e MIP para o problema, o estudo teórico das
relações de inclusão entre subclasses de ordens de intervalo definidas pelos tamanhos admissíveis,
e o estudo da contagem de intervalo de grafos e ordens split.
No Capítulo 2, foi feita uma revisão da literatura com o objetivo de analisar os principais re-
sultados existentes do problema da contagem de intervalo. Assim, foi possível observar que
este problema possui algoritmos de reconhecimento eficientes para grafos e ordens que admitem
um modelo com todos os intervalos de um mesmo tamanho, conhecidos como respectivamente
grafos e ordens unitários, incluindo algoritmos lineares [12, 25, 26]. Diferente de determinar a
contagem de intervalo igual a um, determinar se a contagem de intervalo de um dado grafo ou
ordem é menor ou igual a dois ainda é um problema em aberto. Mostramos que existem na
literatura resultados para algumas classes restritas em que a contagem de intervalo é no má-
ximo dois [1, 2, 4, 29, 30]. Não se sabe se o problema de determinar a contagem de intervalo é
NP-Completo ou não. Apresentamos também resultados já encontrados sobre o problema da
contagem de intervalo restrito à algumas classes de grafos e ordens. Por exemplo, foi mostrado
que a contagem de intervalo de árvores, grafos de limiar, quase livre de K1,3, grafos estrelados
de limiar e grafos de limiar generalizados é no máximo igual a dois. Para grafos livres de touro
estendido, em particular grafos trivialmente perfeitos, existe um algoritmo eficiente que computa
a contagem de intervalos e esta classe contém exemplos com contagem de intervalo de valores
arbitrários [8]. Há também um resultado que relaciona a contagem de intervalo ao número de
cliques, demonstrado por Cerioli, Oliveira e Szwarcfiter [8]. Alguns pesquisadores propuseram
problemas relacionados à contagem de intervalo [4, 38–40].
No Capítulo 3, desenvolvemos formulações de programação inteira mista para determinar com
precisão a contagem de intervalo, parametrizada pelo maior tamanho de intervalo, bem como
formulações de programação quadrática que resultam em um algoritmo polinomial, oferecendo
um limite superior para essa contagem. Aplicamos essas formulações a exemplos previamente
abordados na literatura, no contexto do problema da contagem de intervalo. Nossos resultados
revelam que a formulação que gera o limite superior apresenta um tempo de execução signifi-
cativamente inferior àquela que fornece o valor exato. Além disso, observamos que esse limite
coincide com o valor exato em várias instâncias testadas. Aplicamos, também, ao problema de
contagem de intervalos não-unitários introduzido por Apke e Schrader [39] que consiste ao pro-
blema de determinar o menor número NUIC(G) (resp. NUIC(P )) de intervalos não-unitários
entre todos os modelos de um dado grafo G (resp. ordem P ). Investigaram, também, o pro-
blema de determinar a contagem não-unitária normalizada, uma versão mais restrita do problema
de determinar a contagem não-unitária, no qual os modelos adicionalmente possuem todos os
intervalos de tamanho no mínimo unitário.
No Capítulo 4 investigamos a inclusão de classes Len(a1, . . . , ak) com 0 ≤ a1 < . . . < ak,
Motivados pela relação de inclusão entre classes Len(a, b) estudada em [3]. Mostramos que
Len(a1, . . . , ak) ⊆ Len(b1, . . . , bk) se e somente se existir uma constante r tal que bj = raj para
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todos os 1 ≤ j ≤ k.
No Capítulo 5 investigamos a questão da contagem de intervalos restringida à categoria de
ordens e grafos split, com a restrição de que a profundidade de aninhamento seja no máximo
dois. Demonstramos que a contagem de intervalos para esses grafos/ordens é, no máximo, três.
Além disso, apresentamos exemplos de ordens/grafos split com profundidade de aninhamento
igual a 2 e contagem de intervalo igual a 3.

Há diversos caminhos de pesquisas relacionadas ao problema da contagem de intervalo. Como
trabalhos futuros, propomos alguns dos assuntos abaixo.

i. Continuar a pesquisa para o algoritmo em programação exata, parametrizado pelo maior
tamanho. Em particular, sugerimos investigar se é possível determinar, para certas classes,
uma abordagem sistemática para identificar o valor do maior tamanho. Além disso, temos
um trabalho em andamento que generaliza as formulações apresentadas para grafos, além
de ordens.

ii. Continuar a pesquisa do limite superior algorítmico para o problema da contagem de in-
tervalo. É possível investigar uma nova proposta de função objetivo, limitar a investigação
aos problemas em que a contagem de intervalo não se distancia de duas unidades do re-
sultado fornecido pelo algoritmo ou até mesmo se o limite superior aqui proposto é justo
para classes restritas de ordens de intervalo.

iii. Prosseguir com a investigação do problema de contagem não-unitária, com foco especial na
versão não normalizada. Deseja-se explorar o valor da contagem não-unitária a partir de
exemplos específicos testados no contexto do problema de contagem de intervalo e avaliar
a aplicabilidade dos algoritmos propostos a esses casos de teste.

iv. Como perspectiva para futuras pesquisas, sugerimos a ampliação dos estudos para classes
de grafos split com profundidade de aninhamento limitada a k ≥ 3 e a determinação da
contagem de intervalo correspondente.

v. Determinar a contagem de intervalo de um grafo de intervalo aleatório.

vi. Encontrar uma relação entre a esparsidade de um grafo de intervalo G e sua contagem de
intervalo. A esparsidade de um grafo é a razão do seu número de arestas pelo seu número
de vértices.
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