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RESUMO

MOURA, Pedro Henrique de Avellar Guimaraes de. Um Modelo de Controle de
Confinamento para COVID-19: Aspectos Economicos e Epidemioldgicos. 2024. 67 f.
Dissertagao (Mestrado em Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matemética e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2024.

Este estudo tem como objetivo realizar um detalhamento sobre o artigo A Simple
Planning Problem for COVID-19 Lockdown dos autores Alvarez, Argente e Lippi (2020).
Para que tal tarefa fosse realizada, alguns conceitos basicos foram introduzidos, tais como:
exemplos de equilibrio, valor estatistico de uma vida, valor presente etc. Outros conhe-
cimentos também abordados foram modelos SIR, teoria do controle 6timo e dualidade
de fungoes. Sendo esses trés tltimos necessarios para compreender o funcionamento dos
modelos de confinamento abordados. Em outras palavras, este trabalho aborda, sob os
pontos de vista economico e epidemioldgico, a epidemia do COVID-19 e as agoes, con-
sequéncias e planejamento que a cercam. Por fim, é necessario entender que, apesar de
separados num primeiro momento, ambos os pontos de vista convergem para o melhor
entendimento dos impactos econdémico e social gerados pela epidemia e a criacao de um
modelo matematico para andlise de tais consequéncias.

Palavras-chave: Confinamento COVID-19. Modelo SIR. Valor Estatistico de uma Vida.

Teoria do Controle Otimo.



ABSTRACT

MOURA, Pedro Henrique de Avellar Guimaraes de. A Confinement Control Model for
COVID-19: Economic and Epidemiological Aspects. 2024. 67 f. Dissertacao (Mestrado
em Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2024.

The aim of this study is to go into detail about the article A Simple Planning
Problem for COVID-19 Lockdown by the authors Alvarez, Argente e Lippi (2020). In
order to carry out this task, some basic concepts were introduced, such as: equilibrium
examples, value of statistical life, present value, etc. Other knowledge also covered was SIR
models, optimal control theory and duality of functions. These last three are necessary
to understand the functioning of the lockdown models discussed. In other words, this
work looks at the COVID-19 epidemic and the actions, consequences and planning that
surround it from an economic and epidemiological point of view. Finally, it is necessary
to understand that, although separate at first, both points of view converge to better
understand the economic and social impacts generated by the epidemic and the creation
of a mathematical model to analyze these consequences.

Keywords: COVID-19 Lockdown. SIR Model. Value of Statistical Life. Optimal Control
Theory.
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INTRODUCAO

O trabalho a seguir aborda, de pontos de vista econdomico e epidemioldgico, a
epidemia do COVID-19 e as agoes, consequéncias e planejamento que a cercam. Dito
isso, é necessario entender que, apesar de separados num primeiro momento, ambos 0s
conceitos convergem para a criacao e melhor entendimento dos impactos gerados pela
epidemia.

Sob o ponto de vista epidemioldgico, foi utilizado o modelo SIR. Segundo Rodri-
gues (2016), acredita-se que tal modelo foi idealizado inicialmente nos anos de 1760, pelo
matematico suico Daniel Bernoulli, que buscava, através da modelagem matematica, ava-
liar a eficacia na inoculacao contra a variola. Em seus primeiros anos, o modelo criado por
Bernoulli descrevia as classes dos suscetiveis e recuperados, além de incorporar a idade dos
individuos. Dai é possivel dizer que a epidemiologia tornou-se cada vez mais importante
para a sociedade moderna. E a relacao entre matematica e epidemiologia estreitou-se
mais e mais com o passar dos tempos.

De acordo com Rodrigues (2016), somente entre 1927 e 1933, com as pesquisas
de Kermack e McKendrick sobre modelos de doencas infecciosas, houve o desenvolvi-
mento dos modelos matematico-epidemiolégicos como conhecidos atualmente. Baseado
na segmentacao dos dados (modelo compartimental), dividido em Suscetiveis, Infectados
e Recuperados — dai o nome — o modelo tem como meta a transicao de agentes entre as
classes. Encontramos na literatura duas variacoes do modelo: na primeira, onde nao se
consideram os efeitos de fatores demograficos, mortes ou nascimentos nao influenciam o
estudo; ja na segunda, levando em conta os fatores demograficos, considera-se que existe
uma vida 1til para o hospedeiro, bem como sao incorporados ao modelo taxas de na-
talidade e mortalidade natural da populagao. Nas duas situacoes, ha uma vida 1til do
hospedeiro. A questao é se para a escala de tempo em que a doenca ocorre é relevante ou
nao considerar os feitos demogréficos.

De uma perspectiva economica, um conceito importantissimo estudado é o valor
estatistico de uma vida (value of statistical life - VSL). Como o nome sugere, este conceito
permite um estudo estatistico entre risco e dinheiro. De maneira simplificada, o VSL, neste
estudo, faz a conexao entre o confinamento (objetivo do estudo) e o risco econémico e
humano da epidemia como um todo.

Assim, unindo os conceitos econdmicos e epidemioldgicos, temos como resultado
um modelo idealizado para o impacto economico que o confinamento por COVID-19
causara. Tal modelo se insere na teoria de controle 6timo na medida em que, em linhas
gerais, envolve a determinacao de um nivel de confinamento que minimiza um funcional
de custo econémico ou que maximiza a diferenca entre a producao dos nao quarentenados

e as perdas financeiras decorrentes da morte de pessoas economicamente ativas, vitimas
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do virus. Aplicando-se os conceitos e cédlculos de dualidade de fungoes, conseguimos
estabelecer a equivaléncia entre os dois modelos de controle analisados, onde o primeiro
busca maximizar um funcional trabalhado; enquanto o segundo procura minimizar um
funcional equivalente ao primeiro.

Para o modelo de maximizagao, utiliza-se a producao economica dos nao confina-
dos, subtraida do custo gerado pela morte de individuos infectados e somada a perda de
producao dos que faleceram, trazendo-os a valor presente. Ja no modelo de minimizacao,
além de trazer a valor presente novamente, abordam-se dois possiveis cendrios: quando
hé testagem disponivel, de modo a confinar somente os infectados; e quando nao ha tes-
tagem, confinando toda a populagao. Quando ha testes, busca-se minimizar o custo do
confinamento de individuos suscetiveis e infectados somado ao custo extra das mortes de
infectados, acrescido ao que estes teriam produzido em vida. No segundo caso, onde nao
hé testagem da populagao, utiliza-se, trazendo a valor presente, a producao de todos os
individuos confinados somada ao custo extra das mortes de infectados, acrescido ao que
estes teriam produzido em vida.

Para que estes modelos funcionem, é necessario utilizar-se de todos os conhecimen-
tos mencionados neste trabalho. Isso se dd pelo fato de o modelo SIR realizar a compar-
timentacao dos diferentes grupos sociais e dos custos que cada classe gera ou deixa de
gerar. Em outras palavras, cada grupo exige um gasto para que seja confinado.

Apos os estudos destes modelos de controle de confinamento, o VSL mais uma
vez aparece como peca-chave no estudo. Através dos modelos citados acima e utilizando
diferentes valores para o VSL, é possivel compreender diferentes cendarios. Logo, dife-
rentes VSL produzem diferentes impactos gerados pela epidemia, seja em sua duragao,
intensidade ou custo de producao. Além, é claro, da prépria producao da populacao, que

impacta diretamente a economia do pais.
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1 CONCEITOS E RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, ha uma apresentagao breve de conceitos e resultados necessarios
ao entendimento do modelo proposto por Alvarez, Argente e Lippi (2020, 2021) para

definicao de uma politica de confinamento durante a pandemia de COVID-19.

1.1 Equilibrio

O conceito de equilibrio é muito utilizado quando se trata de sistemas matematicos,
fisicos, quimicos, entre outros. Contudo, o que significa dizer que um sistema esta em
equilibrio? A utilizacao do conceito de equilibrio em diversas areas, principalmente no
campo das ciéncias basicas, faz com que este termo possua diversas definigoes. A seguir

apresentam-se algumas destas definigoes.

1.1.1 Equilibrio Fisico

Sob o ponto de vista da Mecanica, um corpo esta em equilibrio quando a somatéria
de todas as forgas que atuam sobre ele for nula, ou igual a zero. De acordo com a Primeira
Lei de Newton, quando a resultante das forcas que atuam sobre um corpo é nula, o corpo
permanece em seu estado de repouso ou em movimento retilineo uniforme. Portanto,
um objeto em equilibrio pode estar em repouso ou em movimento retilineo uniforme. O

equilibrio pode ser classificado como:

e Equilibrio estatico: Quando o objeto estda em repouso;

e Equilibrio dinamico: Quando o corpo estd em movimento retilineo uniforme.

1.1.2 Equilibrio Matematico

E possivel, no campo das equacoes diferenciais, dizermos que uma equacao, ou
sistema, esta em equilibrio quando as mesmas sao autonomas, isto é, quando a equacao

nao depende do tempo, podendo ser representada na forma

dy _

i f(y).

Note que, neste caso, o termo do lado direito nao depende da variavel independente.
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Neste contexto, temos que os pontos, ou solucoes, de equilibrio ocorrem quando

f(yo) = 0, para algum valor y = yj.

1.1.3 Equilibrio Biologico

Também chamado de Equilibrio Ecolégico ou Equilibrio Ambiental, o equi-
librio biolégico é um mecanismo dinamico que ocorre em um ecossistema no qual os
organismos (espécies) interagem e se adaptam uns aos outros.

H4 na natureza um equilibrio dinamico entre os organismos vivos e o ambiente em
que vivem, que formam um ecossistema com suas trocas e influéncias entre organismos e
entre eles e o meio. Um fator de desequilibrio é qualquer acontecimento ou evento que
venha a perturbar as caracteristicas naturais de um ecossistema.

E interessante ressaltar que este conceito esta relacionado com o equilibrio fisico,

quando pensado em termos de forca e energia.

1.2 Valor Estatistico de uma Vida - VSL

O termo Valor Estatistico de uma Vida, do inglés value of statistical life (VSL),
também ocorre na literatura como valor estatistico da vida, valor de uma vida estatistica
ou valor da prevengao de uma fatalidade. Segundo Kniesner e Viscusi (2019), o Valor
Estatistico de uma Vida (VSL) serve tanto como uma medida da disposigao da populagao
a pagar pela reducao de risco quanto pelo custo marginal de aumentar a seguranca.

De acordo com Stivali (2022), o valor de uma vida estatistica corresponde ao valor
monetario atribuido a uma pequena redugao do risco de morte em uma populacao es-
pecifica. O conceito pode ainda ser entendido como o valor monetario de se reduzir riscos
a vida, ou ainda como o valor atribuido a prevencao de uma fatalidade. Em termos micro-
economicos o valor de uma vida estatistica corresponde a taxa marginal de substituicao
entre riqueza (ou renda) e o risco (ou a probabilidade) de morrer.

As praticas economicas usuais para valoracao dos riscos de morte eram histori-
camente focadas na abordagem do capital humano em que o valor de uma fatalidade
esperada era equiparado ao valor presente da perda de renda e dos custos médicos associ-
ados a morte. Segundo Stivali (2022), nao devemos interpretar o VSL como a definigao de
preco para uma vida humana, “o valor monetario a ele associado corresponde a disposicao
da sociedade a pagar pela reducao de risco (e nao pelo risco em si), normalizada de forma
a equivaler a uma fatalidade”. O trabalho de Schelling (1968) foi pioneiro neste sentido e
mudou o foco na taxa de compensacao risco-dinheiro e tornou-se a abordagem econémica

mais utilizada para conceituar a avaliacao do risco de morte.
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Kniesner e Viscusi (2019) destacam que produtos mais seguros e mais confidveis
custam mais para serem produzidos e sao mais valorizados pelos consumidores. Para os
economistas, o locus de equilibrio hedonico descreve a colecao de combinacoes de preco e
qualidade que tém a qualidade ofertada igual a quantidade demandada em cada atributo
de qualidade diferente. O locus salarial de equilibrio hedonico é a cole¢ao de combinacoes
de salério e risco a satude. Associado a cada combinacao, hd um nimero de trabalhadores
dispostos a assumir os empregos que € igual ao numero de empregos na situacao de
seguranca e salarial especificas.

Algebricamente, o equilibrio hedonico do mercado de trabalho é descrito mais
simplesmente pela equagao w = w(p), onde w é o salario e p é a probabilidade de ocorréncia
de uma lesao fatal ou exposicao a risco de saude fatal no trabalho com a propriedade que
w' = dw/dp > 0, de modo que empregos menos seguros devem pagar um saldrio mais
alto. E claro que os executivos das empresas sao mais bem pagos e tém empregos mais
seguros do que os trabalhadores da producao. O que estamos focando é uma situagao
como a de que os pilotos de teste sao mais bem pagos do que os pilotos de linhas aéreas
comerciais devido ao risco muito maior de morte. Da mesma forma, os zeladores que
limpam o interior de um reator nuclear recebem muito mais (16 vezes mais) do que os
zeladores que limpam prédios comerciais (Kniesner e Viscusi (2019)).

Vejamos mais um exemplo. Suponha que p seja a probabilidade de uma morte
acidental no trabalho e seja medida pelo niimero de mortes acidentais de trabalhadores
por 10.000 trabalhadores. Suponha ainda que o locus hedonico estimado revele que o
trabalhador tipico no mercado de trabalho analisado, precise receber $1.000 a mais para
aceitar um emprego onde hd mais de uma morte por 10.000 trabalhadores. Isso significa
que o grupo de 10.000 trabalhadores recolheria $10.000.000 a mais como um grupo se mais
um membro de seu grupo fosse morto no préximo ano. Observe que os trabalhadores nao
sabem quem serd fatalmente ferido, mas sim que haverda uma morte adicional (estatistica)
entre eles.

Os economistas chamam os $10.000.000 de pagamento de saldrio adicional pelos
empregadores de valor estatistico da vida. E também a quantia que o mesmo grupo de tra-
balhadores estaria disposto a pagar, por meio de reducoes salariais, para terem empregos
mais seguros, onde um a menos de seu grupo seria fatalmente ferido ou adoeceria. Nesse
sentido, o VSL mede a disposicao dos trabalhadores em pagar implicitamente por locais
de trabalho mais seguros e pode ser usado por gerentes do setor privado e formuladores

de politicas governamentais para calcular os beneficios de projetos que salvam vidas.
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1.2.1 Estimando o VSL

Nos estudos de VSL, segundo Stivali (2022), o mais comum é apresentar os resulta-
dos em termos anuais. Considera-se a renda média anual dos trabalhadores no numerador
e o resultado é padronizado pela unidade de medida da probabilidade de uma fatalidade
ocorrer (por exemplo, 1 fatalidade em cada 10.000 trabalhadores a cada ano). Assim,

usa-se a expresséo

Renda anual média
VSL = p x Unidade de medida da probabilidade de fatalidade M)

onde f; é o incremento salarial correspondente a um risco de fatalidade no trabalho.

Exemplo 1 (Stivali (2022)). Se a redu¢do do risco de acidentes fatais em determinado
trecho de uma estrada em 0,0001 (devido a wma obra de duplicag¢do, por exemplo) é

avaliado em média pelos usudrios em R$ 100, pode-se definir o VSL como:

100

L pu—
Vs R$0,0001

= R$1.000.000.

Ou seja, o ganho de sequranca decorrente da intervencao na estrada € aprecado em RS
1.000.000.

Foi somente na década de 1980 que pesquisas empiricas subsequentes levaram a
estimativas confidaveis do VSL, que tem sido usado por agéncias governamentais dos EUA
para avaliar as mudancas nos riscos de mortalidade. Desde entao, o VSL virou o parametro
economico mais importante para a avaliacao dos regulamentos governamentais dos EUA,

e fol adotado internacionalmente também.

1.3 Valor Presente

Segundo Chiang e Wainwright (2006), o conceito de desconto é estreitamente re-
lacionado ao de juro composto. No caso do juro composto, o objetivo é calcular o valor
futuro V' (principal mais juros) de um valor presente A. No problema do desconto, o in-
teresse é calcular o valor presente A de uma dada soma V' que se espera disponivel dentro
de t anos. Nos casos limitados a um dnico valor futuro V| valem as seguintes férmulas

de desconto:

A=V +1i)" [caso discreto]

e A=Ve ™ [caso continuo]
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" ¢ denominada fator de desconto. Supondo, agora, que haja um fluxo de

A expressao e~
valores futuros, como ¢é calculado o valor presente de tal fluxo de caixa?
No caso discreto, admitindo-se trés receitas futuras ¢ = (1,2, 3) disponiveis ao

final do ¢-ésimo ano, a uma taxa de juro de ¢ ao ano, tais valores serao, respectivamente,
Rl(l + i)_l, Rg(l + 7;)_2, Rg(l + i)_3.

Desta forma, o valor presente é a soma

3
T=> R(l1+i)",
t=1

IT é a letra grega pi maitscula que, aqui, significa presente.
A ideia da soma pode ser transferida de imediato para o caso de fluxo de caixa
continuo. Contudo, neste caso, o somatério Y transforma-se, é claro, em uma integral

definida. Desta forma, o valor presente do caso acima, através do fluxo continuo, sera:

3
= / R(t)e ""dt.
0

Agora, para um fluxo de caixa perpétuo, o valor presente do fluxo seria uma integral

imprépria:
+o00
II = / Rte_rtdt.
0

Exemplo 2 (Chiang e Wainwright (2006)). Encontre o valor presente de um fluzo de
renda perpétua que flui a tara uniforme de D dolares por ano, se a tara continua de
desconto for r. Uma vez que, ao calcular uma integral impropria, tomamos o limite de

uma integral definida, entao:

+o0 Y

D D
I = De™" = lim De™ = lim —(1—e™)=—
0 y—+o0 0 y—+oo T r

Note que o parametro y (nimero de anos) desapareceu ao final do cdlculo, pois trata-se
de um fluxo perpétuo.
1.4 Alguns resultados de otimizagao condicionada

Weber (2011) afirma que na economia neocldssica, uma escolha étima geralmente

corresponde a um agente tomar uma decisao x dentre um conjunto X C R" de agoes
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factiveis, de modo a maximizar uma funcao objetivo f : X — R. Em outras palavras, ele
deve resolver o seguinte problema de otimizacao

max f(z). (2)

reX

Por vezes, o conjunto de acoes factiveis depende de parametros exdgenos, e o problema

em (2) é reinterpretado como um problema de otimizagao condicionada:

max f(xz,p), 3
Jnax f(, ) (3)
onde p € R™ é o parametro do problema e X(p) = {x € R", g(z,p) < 0} é o conjunto
factivel, com g : R"*™ — R*. Através da funcao objetivo maximizada, podemos definir

uma fun¢ao valor F'(p) associada a expressao (3), na forma

F(p) = max f(z,p). (4)
z € X(p)

Alguns dos conceitos mais importantes em economia derivam de uma andlise estatica

comparatival das solugoes. Para quantificar a mudanca da funcao valor F(p) em relagio

a p, vamos recorrer a alguns resultados de otimizac¢do com restrigdo. Seja L(x,p, ), o

Lagrangiano associado ao problema de otimizagao (3):

L(Ji,p, )‘> = f('rvp> - <)‘79(x7p)>7

onde A € R¥ é o multiplicador de Lagrange e (-,-) denota um produto esacalar.
A partir das condi¢Oes necessarias de primeira ordem associadas ao problema de

otimizacao condicionada (3), é possivel provar o chamado Teorema do Envelope?®.

Teorema 1 (Teorema do Envelope). Seja x(p) (com multiplicador de Lagrange associado
A(p)) uma solugdo diferencidvel para o problema de otimizagao condicionada (3), e seja

F(p) em (4) a fungao valor correspondente. Entio F,(p) = Ly(z(p), p, A(p)).

A demonstragao deste resultado estda fora do escopo deste trabalho e pode ser
encontrada em Weber (2011), Apéndice A, paginas 248-250.

1A estdtica comparativa é uma técnica matemédtica pela qual se investiga um modelo econémico,
comparando uma condigao estédtica (de equilibrio) com outra. E uma técnica analitica primaria muito
utilizada no estudo de mercado, em que se pode analisar como o preco e a quantidade no equilibrio sao
afetados por mudangas na demanda e oferta (SILBERBERG; SUEN, 2000).

2Ver Fernandez, Menezes e Carraro (2012).
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1.5 Aplicagoes semicontinuas

Para realizar uma anadlise, é preciso considerar dois tipos de fungoes: funcoes de
valor tnico® definidas em um espaco métrico e funcoes que associam um conjunto de
valores a cada ponto de seu dominio. Nesta secao, combinam-se conceitos e resultados
apresentados em Aubin e Frankowska (1990), Berge (1963), Green e Heller (1987) e Piccoli
(2005).

Definicao 1. Uma aplicacdo ponto a conjunto € uma func¢ao definida em um conjunto
nao vazio U, com contradominio no conjunto das partes de um conjunto nao vazio X,

denotado por 2%, que a cada elemento x € U associa o subconjunto 'z em 2%.

As fungoes ponto a conjunto também sao chamadas de multifungoes, fungoes de

multiplos valores, funcoes valor-conjunto ou fungoes multivocas.

Definicao 2. O dominio e a imagem da funcdo ponto a conjunto I' sao definidas por::

Dom(I') = {u € U, Tu # @} e Im(T") = U Tu.

uelU

Define-se o grdfico de ', Graf(I"), como o subconjunto de U x X, sequndo
Graf(l') = {(u,z) € U x X, z € Tu}.

Quando Im(T") = X, dizemos que I' é sobrejetora.
Para cada um dos tipos de fungao considerados neste trabalho (fungdes reais de-
finidas em espagos métricos e fungoes ponto a conjunto definidas em espagos métricos),

vamos introduzir uma definicao de semicontinuidade e alguns resultados associados.

Definicao 3. 1. Uma funcao real f definida em um espago X é semicontinua inferi-
ormente no ponto xy se, para cada € > 0, existe uma vizinhanca V(zo) tal que se
x € V(xg), entio f(x) > f(zo) — €.

2. Uma funcao real f € semicontinua superiormente no ponto xy se, para cada € > 0,

existe uma vizinhanga V (xo) tal que se x € V(xy), entao f(z) < f(xo) + €.

Dizemos que uma fungao real f é semicontinua inferiormente (superiormente) se
ela é semicontinua inferiormente (superiormente) em cada ponto de X. Vemos que uma
funcao real é continua em 1z se, e somente se, é semicontinua inferior e superiormente em

xo.

3Funcoes que a cada ponto do dominio associam um tnico ponto do contradominio.
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Teorema 2. Uma funcao real f definida em um espaco métrico X € semicontinua infe-

riormente no ponto Ty Se, € somente se,

liminf f(z) > f(zo).

T—T0

Analogamente, uma funcao real f definida em um espagco métrico X € semicontinua su-

periormente no ponto Ty Se, e somente se

limsup f(2) < f(o).

T—T0

Demonstra¢ao. Suponha que f seja semicontinua inferiormente no ponto xy e seja Vs a

bola centrada em zy de raio . Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
flzo) —e < f(x), VreVinX.
Logo,

flwo) —e < inf  f(2).

zeVsNX

Portanto,

f(zo) — e < liminf f(x)

T—T0

Como ¢ é arbitrério, o resultado esté provado.

Reciprocamente, suponha que

f(zo) <liminf f(z).

T—T0

Seja € > 0. Pela definicao de liminf, existe § > 0 tal que

inf f(x) > f(zg) —e.

zeVsNX

Isto implica que
flz) > f(xg) —e, VreVinX.

A prova para semicontinuidade superior é analoga. O

Definicao 4. Uma funcao I definida em um espaco métrico U com valores em um espago
métrico X € semicontinua superiormente (USC) em ug € Dom(I') se, e somente se,
para cada conjunto aberto G contendo Tug, existe uma vizinhanga V(ug) tal que Yu €
V(w),T'u C G. Dizemos que I' € USC em U se é USC em qualquer ponto de U.
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Dizemos que I' é semicontinua inferiormente (LSC) em v se, para cada conjunto
aberto G tal que GNT'uy # @, existe uma vizinhanca V' (ug) tal que para todo u € V(uy),

temos 'u N G # @. Em espagos métricos, essa definigao é equivalente a

Definicao 5. Uma funcao I definida em um espaco métrico U com valores em um espaco
métrico X € semicontinua inferiormente (LSC) em ug € Dom(I") se, e somente se, para
qualquer x € Tug e qualquer sequéncia de elementos u, € Dom(I"), convergente para uy,
existe uma sequéncia de elementos x,, € I'u, convergente para x. Dizemos que I' é LSC

em U se é LSC em qualquer ponto de U.

Se I" associa a cada valor de U um tnico elemento em X, a definicao dada acima

para LSC coincide com a defini¢ao ordinéria de continuidade; o mesmo também é verdade

para USC.

Definicao 6. Sejam U e X espacos métricos. Dizemos que I' : U — 2% € continua em
ug se, e somente se, é tanto LSC quanto USC em ug. Dizemos que I € continua se, e

somente se, € continua em todo Dom(T").

Os termos semicontinuo inferior e semicontinuo superior para fungoes reais de
valor tinico nao devem ser confundidos com frases semelhantes que se referem a conceitos
diferentes relativos a fungoes de valores multiplos (BERGE, 1963). Para evitar confusao,
no caso das funcoes multivaloradas, como as abreviagoes LSC e USC sao usadas, essas
abreviagoes nao sao usadas para os outros tipos de semicontinuidade.

Para todo subconjunto G' C X nao vazio, definimos
G = {u:ue UTu C G}.

Teorema 3. Uma condi¢cao necessaria e suficiente para I' ser USC € que para cada con-

Junto aberto G em X, o conjunto T'"G seja aberto.

Demonstracao. Suponha que I' é USC. Seja G um conjunto aberto em X. Se I''G = &,
entdo ¢ aberto. Suponha agora que I''G # & e seja up € I'"G. H& uma vizinhanga
V(up) tal que Vu € V(ug),T'u C G. Entao V(ug) C TG e, assim, o conjunto I'tG' é uma
vizinhanga de cada um de seus pontos e portanto é um conjunto aberto.

Suponha agora que, para cada conjunto aberto G em X, o conjunto I'*G é aberto.
Seja up € U e seja G um conjunto aberto contendo I'ug. Entao I'"G é uma vizinhanca
aberta de ug e Vu € I''G,T'u C G. Logo, I é USC. O

Definigao 7. Dizemos que a fungdo ponto a conjunto ' : U — 2% tem o grdfico fechado se
dados u € U, (Up)nen tal que u, — u, u, € U, € (xy)nen, Tn € Tu, tal que x, — 2z € X,

tivermos z € T'u.

Teorema 4. Se ' : U — 2% ¢ USC e T'w é fechado, para cada uw € U, entdo I' tem o
grafico fechado.
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Demonstra¢ao. Sejam (up)nen, u, € U, tal que u, — ug € U e (2p)nen, Tn € T'u, tal
que x,, — z € X. Vamos mostrar que z € ['ug. Suponhamos, por absurdo, que z ¢ T'uy.
Como I'u é um fechado, existem abertos disjuntos V e W tais que ['ug C V e z € W.
Seja Uy = {u e U;T'u C V}. Observe que, por construcao, ug € Uy. Além disso, como
I' é USC, pelo Teorema 3, Uy é aberto. Como u,, — ug, existe n; € N tal que u, € Uy
para todo n > n;. Entao I'u,, C V paran > n; e assim x,, € V para n > ny. Por outro
lado, como z,, — 2z € W, existe ny € N tal que para todo n > nsy temos que z,, € W.
Portanto se ny = max{ni,ns} segue que para n > ngy, z, € VN W, o que é impossivel.

Logo, z € T'ug, o que prova que I' tem o grafico fechado. O
Teorema 5. Se ' : U — 2% tem o grdfico fechado e X é compacto, entio I' é USC.

Demonstracao. Sejam V aberto em X e L = {u e U;T'u C V}. Mostremos que L é
aberto. Seja (up)ney C U\ L com u, — u € U. Como cada u,, € U\ L, Tu, ¢ V para
todo n € N e existe (z,)neny com z,, € Tu, \ V C X. Como X é compacto, existe uma
subsequéncia (zn, )reny de (2,)nen tal que z,, — z € X. Como v,, € X\ Ve X\V
é fechado, temos que x € X \ V. Pela hipétese do grafico fechado, segue que = € T'u.
Portanto, x € Tu e ¢ V', o que indica que w € U \ L. Isso prova que U \ L é fechado, e
portanto, que L é aberto. O

Finalizaremos esta secao com um lema técnico que serd usado futuramente para

provar que uma funcao ponto a conjunto é LSC.

Defini¢ao 8. Uma correspondéncia S(x) € localmente interior se para qualquer ponto x
no dominio de S e cada y € S(x), existe um ponto y* € int S(z) e uma fung¢ao continua
f:]0,1] = S(x) tal que f(0) =y*, f(1) =y e f(o) € int S(z) para 0 < o < 1.

1.6 Teorema do Maximo

Definicao 9. Sejam U e X espacos métricos. Considere as funcoes I' : U — 2% e
f: Graf(T') — R. Associamos a elas a fun¢ao marginal M : U — RU {+oo} dada por

M (u) = sup f(u,x).

zelu

Teorema 6. Sejam U e X espagcos métricos. Considere dadas ¢, funcao real definida em
Ux X, el', uma aplicagio LSC de U sobre X tal que, para cada u, I'u # &. Considere

a funcao marginal M definida por

M(u) = sup {¢(u,z) : x € T'u}
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1. Se ¢ € semicontinua inferiormente e I' € LSC, entao M ¢é semicontinua inferior-

mente.

2. Se ¢ € semicontinua superiormente, I' € USC e I'u é compacto para todo u € U,

entao M é semicontinua superiormente.

Demonstragao. 1. Seja up € U. Considere uma sequéncia wu, convergente pra ug.
Tome A < M (ug). Pela definigao de sup, existe zg € T'ug tal que A < ¢(ug, xo). Pela
semicontinuidade de I', existe uma sequéncia de elementos x, € I['u, convergente
para xy. Pela definicao, ¢(u,,x,) < M(u,). Pela semicontinuidade inferior de T,

usando o Teorema 2, deduzimos
A < d(ug, o) < iminf ¢(u,, z,) < liminf M (u,).

Fazendo A convergir para g(ug), pelo Teorema 2, provamos que g é LSC em .

2. Suponha que uy € U; para cada x € 'ug, héd vizinhangas correspondentes V. (ug) e

W (x) tais que
(u, 2) € Vi(ug) x W(x) = ¢(u, 2) < ¢(ug, ) + €. (5)

Como T'ug é compacto, pode ser coberto por um nimero finito de vizinhancas da
forma W (x), digamos W (1), W(x2),...,W(z,). Tomando W (T'ug) = U, W (x;),

pela USC de T, existe uma vizinhanga Vj(ug) de ug tal que
Vu € Vo(ug), Tu € W (Tup)
e, portanto,

u € V(ug) = M(u) = sup ¢(u,x) < M(up) + €.

zel'u

]

Teorema 7 (Teorema do Méximo). Sejam U, espagco métrico, e X, subconjunto fechado
de R*. Se ¢ é uma funcdio real continua em U x X e I' é um aplicacdo continua de U
em 2% tal que, para cada u, Tu # @ € compacto, entdo a funcdo real M definida por

M (u) = max {¢(u,z) : @ € Tu} € continua em U.

Demonstracao. Pelo Teorema 6, a funcao M(u) = sup {gb(u, x):x € Fu} ¢ continua em
U. Fixado ug € U, pela defini¢ao de sup, existe uma sequéncia (¢(ug, x,)) que converge
para M (ug). Como T'ug é compacto, (z,,) admite subsequéncia (z,;) convergente para
zo € X. Logo, pela continuidade de ¢, ¢(ug,zg) = M (up). Pelo Teorema 4 aplicado as
sequéncias (u;), u; = ug e (T, ), concluimos que xo € I'ug. Consequentemente, M (u) =

M(u) em U. O
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2 DUALIDADE ENTRE AS FUNCOES DE CUSTO (DESPESA) E DE
PRODUCAO (UTILIDADE)

O que queremos dizer quando afirmamos que existe uma “dualidade” entre as
funcoes de custo e de producao? Suponha que uma funcao de producao F' seja fornecida
e que u = F(x), onde u é a quantidade méxima de produgdo que pode ser alcangada
pela tecnologia disponivel durante um determinado periodo se o vetor de quantidade de
insumos z for utilizado durante o periodo. Assim, a funcao de producao F' descreve a
tecnologia da empresa. Por outro lado, a fungao de custo total minimo da empresa para
produzir pelo menos o nivel de producao u, dados os precos dos insumos p, é definida
como C'(u, p) e é obviamente uma fungao de (u, p) e da funcdo de produgao F. O que nao
é tao 6bvio é que, sob certas condigoes de regularidade, a funcao de custo C'(u, p) também
descreve completamente a tecnologia da empresa; ou seja, dada a funcao de custo da
empresa, C, ela pode ser usada para definir a fun¢ao de produgao da empresa, F' (Berge
(1963)).

Fazemos algumas hipéteses sobre a funcao agregadora F'.

Condigoes I sobre F

1. F é uma funcao real de N variaveis definida sobre o ortante nao negativo

0= {:c x> 0} e continua em (.
2. F é crescente; ou seja, x” > 2/ > 0 implica F(2") > F(2)

3. F é uma funcdo quase concava.?

Notacao: x > Oy significa que cada componente do vetor N-dimensional x é nao
negativo; x > Oy, cada componente é positivo e; x > Oy significa que x > 0, mas x # Oy.
Seja U o conjunto imagem de F'. A partir de I(1) e I(2), pode-se ver que U = {u :
@ <u <7}, onde uw= F(0) < u. Observe que o limite superior minimo @ pode ser um

nimero finito ou +o00. Defina o conjunto de precos positivos por P = {p P> O}.

4Seja f uma funcdo real definida em um conjunto convexo D C RV, com f(z) = f(x1,72,...,2N).
Dizemos que f é quase convexa em D se o conjunto

{#, € D;f(z) <a}

é convexo para todo a € R. Similarmente, dizemos que f é quase concava se o conjunto {a:, z € D;f(x) >
a} é convexo para todo a € R. Uma funcao f é quase concava se, e somente se, —f é quase convexa.
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Teorema 8. Se F' satisfaz a condi¢do I, entdao C(u,p) = min, {pta: : F(z) > u} definido
para todo uw € U e p € P satisfaz

Condigoes II sobre C'

1. C(u,p) € uma fungao real de N + 1 wvaridveis definida sobre e continua

em U x P.

2. C(u,p) =0 para todo p € P

3. C(u,p) € crescente em u para todo p € P; ou seja, se p € Pu',u" € U,
com u' <u”, entao C(u',p) < C(u",p).

4. C(u,p) = +o0 para todo p € P; ou seja, se p € Pyuy, € U, limy uy, = 1,
entao limy, C'(ug, p) = +00

5. C(u,p) € (positivamente) linearmente homogénea em p para todo u € U,
isto é, w € U, A >0, p € P implica que C(u, \p) = A\C(u,p).

6. C(u,p) € concava em p para todo u € U.

7. C(u,p) € crescente em p paraw >0 eu € U.

8. C € tal que a fun¢do F*(x) = max, {u : ple > C(u,p), p€ P,u € U} é

continua para x > 0.

Prova. 1. Por I(1), F' é continua. Logo, dado u € U, o conjunto L = {zx € Q, F(z) >
u} é fechado®. Além disso, para p € P fixado e x € Q, a fungio p'x é continua
e limitada inferiormente por zero. Portanto, assume minimo em L. Dessa forma,
C(u,p) estd bem definida como um minimo para (u,p) € U x P. Para provar
a continuidade de C, usaremos o Teorema do Maximo (Teorema 7). Portanto,
primeiro é necessario mostrar que a correspondéncia I' que a cada (u,p) € U x P,

[(u,p) ={z:2>0,F(z) > u} (6)

é continua®. Inicialmente, vamos provar que I' tem grafico fechado. De fato, sejam
(u()ap())u (umpn) Cc U x P7 (U’n)pn) — (u()upO) € (xn)a Tn € F(unapn)a Tp — To € Q.
A continuidade de F' garante que o € I'(ug, po). Fixado (ug,po) € U x P, tome Z,

ponto interior de I'(ug, pg). Considere

~

C(u,p) = {x cx >0, F(z) > u,plr < ptf}.

5Seja X C R™. A funcdo f : X — R" ¢ continua se, e somente se, a imagem inversa de todo o
conjunto fechado F C R™ é um subconjunto f~!(F) fechado em X. (Lima (2004))

SPara provar que I' ¢ USC, argumentamos como em Blackorby, Primont e Russell (1978).
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A continuidade de F' garante que o conjunto {F (x) > u} é fechado. A intersecao do
semiespaco {ptx < ptfi} com 2 é um fechado limitado. Logo, f(u,p) é compacto.
Como uma solugao ((ug,py) € © do problema de minimizagdo do custo pertence
a fronteira do conjunto I'uy e necessariamente satisfaz p'¢(ug, po) < p"Z, podemos

reescrever
C(ug,po) = min {pyz : F(z) > u} =min {pjz: = € T(u,p)}.

Se provarmos que I' é continua em (ug, po), pelo Teorema do Maximo (Teorema 7),
C' também serd continua em (ug, pg). Como (ug, po) é arbitrario, teremos provado a
continuidade de C'. Vamos agora provar que a fungao I' é continua superiormente
em (ug, po). Note que seu contradominio é formado por subconjunto de um conjunto

compacto. Além disso, mostramos que ela tem grafico fechado. Pelo Teorema 5, I

¢ uma correspondéncia USC sobre U x P. Para mostrar que T 6 LSC sobre U x P,
(uo,po) €U X P, xg € f(UOapO)a (Un,pn) €U X P, liy(umpn) = (uo, po)- (7)

Ja que xy € I'(ug, po), F(xo) > up. Devem-se considerar dois casos.

(a) F(xg) = uo + A\, onde A > 0. Tome p, = po, Vn € N. Por (7), existe n* tal
que para n > n*, u, < up+ A. Para n < n*, seja x,, qualquer ponto tal que
T, € f’(un,pn) enquanto que para n > n*, defina z, = xg, Vn,x, € f(un,pn) e

lim,, z,, = xp.

(b) F(zg) = up. Tome p, = pg, ¥n € N. Se u, < wg, entdo defina x, = xg
de maneira que F(z,) = F(xg) = up > u,. Se u, > ug, considere f(k) =
F(zo+kly), onde 1y é um vetor N-dimensional de uns e k € [0, 400). Note que
f(0) = ug e, pelas hipdteses sobre F', f(k) ¢ uma fun¢do mondtona crescente
e continua de k. x, = zo + k,1y ¢ tal que F(x,) > u, e phx, < piZ. Assim,

Ty € f(un,pn) e lim,, x,, = o também neste caso.

. Sejape PeC(u,p) >0, V¥(u,p) € U x P. Como F(0) =1,
C(u,p) = mzin {ptx c F(x) > ﬂ} <p'0=0.

Assim, C'(@, p) = 0.

. Sejape Peu<u <u <u Entio

C(u”",p) = min {p'z : F(z) > u"

= p'a”( onde F(2") = u")
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Por I(1) e I(2), existe 0 < k' < 1 tal que F(k'2") = u'. Logo,
C(U”,p) > pt(k/x//)

Como k'z” é factivel mas nao necessariamente 6timo para o problema de custo

minimo, temos
C(u",p) > min {p'z: F(z) >u'} = C(u/, p).

. Seja u,, € U, lim,u, = w e p > 0. Entao, C(u,,p) = p'z, onde z, > 0 e
F(z,) = u,. Suponha que os componentes de x,, permanecam limitados. Logo, x,, <
k*1y,Vn. Entao, cada x, € § = {:c 0<zx< k*lN} ¢ um conjunto compacto, e,

portanto, {xn} contém pelo menos uma subsequéncia convergente, {xnk}, digamos,

com limz,, = z*. Portanto, u = limu,, = limF(z,,) = F(limz,,) = F(z*)

(usando a continuidade de F'). Mas, entao, usando 1(2), F(z* + 1x) > F(z*) = 1,
o que é impossivel, pois Im(F) C [u,u]. Portanto, nossa suposigao é falsa e pelo

menos um componente de z,, tende a 400.

. Sejam A > 0 e (u,p) € U x P. Temos

C(u, \p) = mxin {(Ap)ix: F(z) > u} 20 /\m$in {p'z: F(z) > u} = A\C(u,p).

. Sejam u € U, pg,p1 € P e A € [0,1]. Considere xg,z; € X pontos que realizam o

minimo da funcao custo. Isto é,
C(u, po) = poo € C(u,p1) = pla:.
Temos

C'(u, A\po + (1 = N)p1) = H;in {Apo+ (1 = N)p1)'z: F(z) > u}

= (Apo+ (L= N)p1)'xn
= Wphax + (1 — A)pla,

Note que F(x)) > u. Logo

C'(u, Apo + (1 = N)p1) > AC(u, po) + (1 = A)C(u, p1).
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7. Sejam u € U,u > u,p’,p” € P. Entao, usando I1(5),

1, 1
Clu,p' +p") = 20(“’ L §p//)

Usando 11(6),

" ]' / ]' /! / /! /
Clu5) 2 2| 500 H) + 50| = Clutd) + Clup) > Clusi),

ja que para u > u, I11(2) e I1(3) implicam que C(u,p") > 0.

8. Primeiro é necessario mostrar que F*(z) é bem definido como um méximo. Sejam
x> 0ep> 0. Entdo, o conjunto [,(z) = {u cu e U, Clu,p) < p%} ¢ um intervalo

compacto que contém o ponto @, usando II(1), II(2) e I1(3). Assim

F*(z) = max {u : C(u, p) < p'z para todo p € P,u € U}
= max {w:u e I,(z) para todo p € P} (8)

:mgx{u cu € I(z)},

onde I(z) = mpep{[p(.ilf)} ¢ um intervalo compacto que contém o ponto w. Dessa

forma, F*(x) é bem definida como um méaximo.

Neste ponto, é 1til estender os dominios da definicao de C' de p > 0 para p > 0. Isso
pode ser feito utilizando a operagao de fechamento de Frenchel: para cada u € U,
defina o hipografo de C(u,p) como o conjunto (convexo) G(u) = {(k,p) : p >
0,k < C(u,p)}, deixe G(u) denotar o fechamento de G(u) em RV*! e agora defina
C(u,p) para p > 0 como C(u,p) = maxy {k : (k,p) € G(u)}. Pode-se ver que para
cada u € U, a fungao C estendida ¢é continua em p para p € () = {p 'p > O}.7

Uma vez que o dominio de definicao de C' tenha sido estendido da maneira continua,

F* pode agora ser definida como

F*(z) = max {u : C(u,p) < p'x para todo p € Q,u € U}. (9)

Agora mostramos que F* é continua em 2 mostrando que F* = F. Sejam ' > 0 e

"Também é possivel demonstrar que a funcdo estendida C' é conjuntamente continua em U x €. No
entanto, C'(u, p) ndo precisa ser estritamente crescente em u quando p estd no limite de €; por exemplo,
considere a fungdo F(z1,22) = 21 que tem a fungao de custo duplo C(u, p1,p2) = p1u que nao é crescente
em u quando p; = 0.
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/

v = F(2'). Entao, para qualquer p € P,
C(v,p) =min {p'z : x € T’} < p'a’ (10)

ja que 2’ é factivel, mas nao necessariamente 6timo para o problema de minimizacao.

Por continuidade, (10) também ¢ vélido para todos os p € €. Assim,
F*(2') = max {u : u € U,C(u,p) < p'z’ para todo p € Q} >/,

ja que, por (10), v’ é vidvel para todas as restri¢oes no problema de maximizagao.

Suponha que F*(2') = «” > u/. Entao, u” satisfaz as desigualdades
C(u",p) < p'a’ para todo p € Q. (11)

Como I'v” = {z : F(z) > v} é um conjunto fechado e convexo (por I(1) e I(3)), pelo
Teorema de Minkowski, ele é igual a intersecao de seus semiespagos de suporte. Por
1(2), a superficie {z : F(z) ="} nunca se “dobra para tras”. Portanto, ['v” nao é
limitado por cima, e pode-se ver que I'u” = {:c : C(u”,p) < p'x para todo p € Q}
Assim, por (11), 2/ € T'w”, o que implica que F(z') > u” > u/, o que é uma
contradicao, pois F(z') = u'. Portanto, nossa suposigao é falsa e F*(z') = v/ =
F(z').

[

Observe que provamos os seguintes corolarios do Teorema 8.

Corolario 1. Se C(u,p) satisfaz as Condigoes Il acima, entao o dominio de defini¢io de
C pode ser estendido de U X P para U x Q). A funcao estendida C' € continua em p para
pGQE{p:pZO} para todo u € U.

Corolario 2. Para todo x > 0, F*(x) = F(z), onde F* é a func¢do definida pela fungdo
custo C na parte (8) das Condicoes II.

O Corolario 1 mostra que a funcao de custo pode descrever completamente uma
funcao de produgao que satisfaca as Condicoes I.

Dada apenas a fungao de custo total de uma empresa C', podemos usar a fungao
F* definida em termos da func¢do de custo por (9) para gerar o custo de produgao da

empresa. Isso é formalizado no teorema a seguir.

Teorema 9. Se C satisfaz as condi¢oes II acima, entdo F* definido por (9) satisfaz as
condigoes I. Além disso, se C*(u,p) = min, {ptx : F*(x) > u} ¢ a funcao de custo
definida por F*, entdao C* = C.
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3 MODELO SIR

Segundo Rodrigues (2016), a modelagem matemé&tica em epidemiologia comegou
com o trabalho pioneiro de Daniel Bernoulli por volta de 1760, onde o matematico suico
avaliou a eficdcia da inoculacao contra a variola. O modelo de Bernoulli descrevia as
classes dos suscetiveis e recuperados e incorporava a idade cronoldgica dos individuos.
Desde entao, a epidemiologia tornou-se um assunto cada vez mais importante para a
sociedade moderna e a relacao entre matematica e epidemiologia cresce substancialmente
com o passar dos tempos. Para os matematicos, a epidemiologia gera novas e interessantes
ramificacoes, enquanto para os epidemiologistas, a modelagem matematica representa uma
importante ferramenta de pesquisa no estudo da evolugao/disseminagao de uma doenga.

Foi somente entre 1927 e 1933, de acordo com Rodrigues (2016), que as pesqui-
sas de Kermack e McKendrick sobre modelos de doencas infecciosas tiveram enorme in-
fluéncia no desenvolvimento de modelos matematico-epidemioldgicos, tendo grande parte
da teoria basica desenvolvida durante este periodo. Com maior frequéncia, a modelagem
matematica é utilizada para esclarecer a transmissao de diversas doengas. Esses modelos
podem ser bastante simples, mas estudé-los é fator crucial para o ganho de conhecimento
sobre o comportamento e transmissividade da doenca, e para avaliar o potencial impacto

de programas de controle para reducao de mortalidade e morbidade.

1 BSIT ~I

—_— S _—

R

S| el
Figura 1 - Diagrama de um Modelo SIR

Fonte: Google Imagens

Legenda: O diagrama de transferéncia geral para o modelo SIR
com a classe S suscetivel, a classe I infectada e a classe

R recuperada.

A incidéncia horizontal mostrada na Figura 1 é a taxa de infeccao de individuos
suscetiveis através de seus contatos com infectantes. Se s(¢) é o niimero de suscetiveis no
momento ¢, i(t) é o nimero de infecciosos e N é o tamanho total da populagao, entao
S(t) =s(t)/N e I(t) =i(t)/N sao as fragoes dos suscetiveis e infecciosos, respectivamente.
Se 3 é o numero médio de contatos suficientes para transmissao de uma pessoa por unidade

de tempo, entdo 5i/N = I é o nimero médio de contatos com infecciosos por unidade
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de tempo de um suscetivel, e (8/N)s = 3/N é o nimero de novos casos por unidade de
tempo devido aos suscetiveis s = NS.

Hethcote (1976) afirma que uma epidemia é a ocorréncia de uma doenga além da
expectativa normal, enquanto uma doenca é chamada de endémica se estiver habitual-
mente presente. Um conceito basico em epidemiologia ¢é a existéncia de limiares; estes sao
valores criticos para quantidades como tamanho da populacao ou densidade de vetores
que devem ser excedidos para que uma epidemia ocorra.

Hethcote (2000) destaca trés valores de limiar comumente usados em epidemiologia:
Ry, 0 e p. O numero basico de reproducao Ry é definido como o nimero médio de
infecgoes secundarias que ocorrem quando um infectante é introduzido em uma populacao
hospedeira completamente suscetivel. Observe que Ry também é chamado de taxa basica
de reproducao ou taxa basal de reprodugao. Supoe-se, implicitamente, que o estranho
infectado esta na populagao hospedeira durante todo o periodo infeccioso e se mistura
com a populacao hospedeira exatamente da mesma maneira que uma populacao nativa se
misturaria. O nimero de contato o é definido como o niimero médio de contatos efetivos
de um infeccioso tipico durante o periodo infeccioso. Um contato efetivo é aquele que é
suficiente para a transmissao, se o individuo contatado pelo suscetivel for um infectante.
O numero de substituicao p é definido como o nimero médio de infecgoes secundarias
produzidas por um infeccioso tipico durante todo o periodo de infecciosidade.

Na literatura de modelagem epidemiolédgica recente, o nimero bésico de reproducao
Ry é frequentemente usado como a quantidade limite que determina se uma doenca pode
gerar um surto ou epidemia na populacao, e embora este s6 seja definido no momento da
invasao inicial, o e p sao definidos em todos os momentos. Para a maioria dos modelos, o
nimero de contato o permanece constante a medida que a infeccao se espalha, pelo que
¢ sempre igual ao nimero basico de reproducao Rjy. Nestes modelos, 0 e Ry podem ser
utilizados indiferentemente e os teoremas de invasao podem ser indicados em termos de
qualquer um dos dois. O nimero de substituicao p é o niimero real de casos secundarios
de um infectado tipico, de modo que depois da infeccao ter invadido uma populagao e
todos deixarem de ser susceptiveis, p é sempre inferior ao ntimero basico de reproducgao
Ry. Além disso, apds a invasao, a fracao susceptivel é inferior a 1, de modo que nem
todos os contatos efetivos resultam em um novo caso. Assim, o nimero de substituicao p
é sempre inferior ao numero de contato o apds a invasao. A combinacao destes resultados

leva a
Ry>0>p

com a igualdade das trés quantidades no momento da invasao. Observe que Ry = ¢ para
a maioria dos modelos, e ¢ > p apds a invasao para todos os modelos.

Hethcote (2000) apresenta a coqueluche como um exemplo em que estes trés
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parametros sao diferentes. Como a coqueluche confere apenas imunidade temporaria,
os métodos usuais de calculo de Ry nao oferecem estimativas realistas. Quando uma
pessoa é novamente infectada pela bactéria Bordetella pertussis, agente da coqueluche, a
severidade de seus sintomas e, consequentemente, a efetividade de sua transmissao, de-
pendem do seu nivel de imunidade a época da infeccao. Este é um dos fatos que impede,
no caso da coqueluche, o uso de ¢ como uma boa aproximagao para R,. Mais detalhes
podem ser consultados na Segao 8 do artigo de Hethcote (2000).

Quando Ry < 1, a doenca nao pode invadir a populagao e a infeccao é extinta
apos um periodo de tempo. O total de tempo que isso leva geralmente depende do
quao pequeno Ry é. Quando Ry > 1, a invasao é possivel e a infeccao pode se espalhar
pela populagao. Geralmente, quanto maior o valor de Ry, mais severa, e possivelmente
difundida, a epidemia sera. Para os modelos ao longo deste estudo, foi utilizado apenas o
numero basico de reproducao, R.

A maioria dos modelos epidimiolégicos divide a populacao em compartimentos,
cada um contendo individuos no mesmo estado referente a doenca em questao. De acordo
com Rodrigues (2016), modelos matematicos de uma doenga sao representagoes simplifi-
cadas de como uma infeccao se propaga em uma populagao durante um periodo de tempo.

No modelo SIR (do inglés, susceptible-infectious-recovered), os trés compartimentos sao:

e Suscetiveis (S): Classe de individuos suscetiveis a infec¢ao; incluindo os imunes pas-
sivos, uma vez que podem perder esta imunidade ou, mais comumente, qualquer
recém nascido cuja mae nunca esteve infectada, portanto nao passando-lhes imuni-

dade;

e Infectados (I): Nesta classe, o nivel de parasita ou carga viral é suficientemente
grande no hospedeiro, de modo que haja a possibilidade de transmissao para in-

dividuos suscetiveis.

e Recuperados ou Resistentes (R): Inclui todos os individuos que foram infectados e

Se recuperarai.

Este modelo epidemiolédgico captura a dinamica de infec¢oes agudas que conferem
imunidade permanente uma vez recuperado. Exemplos de doencas para as quais os in-
dividuos adquirem imunidade permanente e que podem ser descritas por modelos SIR
abrangem catapora, sarampo, febre tiféide, difteria, entre outras.

Em muitos modelos, a populagao total é considerada constante, onde N = S +
I + R. Ha dois casos a serem estudados, distinguidos pela inclusao ou exclusao de fatores

demograficos.
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3.1 SEM Fatores Demograficos

De acordo com Rodrigues (2016), apds compartimentar a populacdo, precisa-se
de um conjunto de equacoes que especifique o tamanho dos compartimentos ao longo do
tempo. Supoe-se que a taxa de transmissao da doenca ocorre por meio de contato entre
individuos suscetiveis e individuos infectados conforme a Lei de Agao das Massas. O
modelo SIR, excluindo nascimentos e mortes (naturais ou por doenga), pode ser definido

CO1mo:

( dS
=2 = —BSI
T

dI

= = BST =T (12)

dR
= —~]
\ dt "

sujeito a condicao inicial S(0) > 0, I(0) > 0 e R(0) > 0. Além do mais, a taxa de
transmissao, per capita, é 5 > 0 e a taxa de recuperacao é v > 0.

Nesse modelo SIR, quando ha um infectado recém-introduzido é esperado que este
individuo infecte outras pessoas a uma taxa [ durante um periodo infeccioso esperado
1/~. Portanto, espera-se que este primeiro individuo infectado infecte

3, 50

R
0 5 N

individuos. Contudo, se S(0) ~ N, diz-se que

3.2 COM Fatores Demograficos

Ainda segundo Rodrigues (2016), a maneira mais simples e comum de introduzir
demografia no modelo SIR é assumir que existe, naturalmente, uma vida 1til do hos-
pedeiro, 1/p anos. Assim, a taxa em que cada individuo, em qualquer compartimento
epidemioldgico, sofre de mortalidade natural é dada por p. E importante enfatizar que

este fator independe da doenca e nao reflete a patogenicidade® do agente infeccioso.

8Propriedade de um microrganismo provocar alteracoes fisiolégicas no hospedeiro, ou seja, capacidade
de produzir doenga.
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Historicamente, presumiu-se que p representa a taxa bruta de natalidade da po-
pulacao, garantindo assim que o tamanho da populagao nao mude através do tempo, em
ds | dI | dR _
outras palavras, & + 2 + ‘& = 0.
Portanto, o modelo SIR, incluindo nascimento e mortalidade e condigoes iniciais
S(0) >0, I(0) >0e R(0) >0, pode ser definido como?

( dS
— =4 — BSI —uS
pril ! It
dI
— = BST —~I — ul 13
o =P I —p (13)
dR
— — Al —uR
| = w

E importante introduzir a expressao Ry para este modelo. O parametro [ repre-
senta a taxa de transmissao per capita, e os termos negativos na equagao nos dizem que
cada individuo gasta em média ﬁ unidades de tempo nesta classe. Portanto, assu-
mindo que toda a populagao seja suscetivel, o nimero médio de infec¢oes por individuos

infectados é determinado por

Ro= Y

oy
O processo para obtencao de Ry é o mesmo apresentado ao final na subsecao 3.1.

A inclusao dos fatores demograficos pode fazer com que a doenca seja expurgada
ou persista em uma populacao a longo prazo. Por essa razao, é importante explorar o que
acontece quando o sistema estd em equilibrio.

O modelo SIR tem um ponto de equilibrio, se a tripla E* = (S*, I*, R*) satisfaz o

sistema abaixo:

( dS

=0

dt

dl

i 14
dt 0 (14)
dR

(2 =Y

Se o ponto de equilibrio tem o componente infeccioso igual a zero (I* = 0), significa

que o patdgeno foi extinto e E* é chamado de Equilibrio Livre de Doenga (Disease Free

9Vale ressaltar que p representa a taxa de natalidade; enquanto (uS, ul, uR), as mortalidades naturais
dos respectivos compartimentos.
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Equilibrium - DFE). Se I* > 0, entao a doenca persiste na populacao e E* é chamado de
Equilibrio Endémico (Endemic Equilibrium - EE).
Com alguns cédlculos e manipulagoes algébricas, é possivel obter dois pontos de

equilibrio para o sistema (13):

DFE: E§=(1,0,0)
1 w 1 "
FE Ef=(=—,=(Ry—1),1 — — —=(Rp— 1
= (e R0 = 1.1 = = Ry - 1)

Tomando S = Rio’ e aplicando (13) e (14), temos que I = %(RO —1) e, consequentemente,
R=N-S5-1.

Quando Ry < 1, cada individuo infectado produz, em média, menos de um novo
infectado e, portanto, é previsivel que a infeccao serd expurgada da populagao. Se Ry > 1,
o patégeno é capaz de invadir a populacao suscetivel. Também é possivel provar que para
o EE ser assintoticamente estavel, o Ry deve ser estritamente maior que um; de outra
forma o DFE é assintoticamente estdvel.

Este limite de comportamento é bastante 1til, uma vez que possamos determinar
quais medidas de controle, e em qual magnitude, seria mais eficaz em reduzir Ry para

menor que um, fornecendo informagoes valiosas para as iniciativas de satide publica.
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4 TEORIA DE CONTROLE OTIMO

Para introduzir a teoria de controle, Baumeister e Leitao (2008) consideram proble-
mas em que um determinado nimero de varidveis que dependem do tempo x1 (%), ..., z,(t)

tem sua evolugao descrita por uma equagcao diferencial da forma
B(t) = f(t,z(t)), (15)

onde = = % (derivada temporal de x) e f: R x R" — R™ é uma fungao conhecida que
descreve a dinamica da evolugao e z(t) = (z1(t),...,x,(t)) € R™ é o vetor de varidveis de
estado, cujas componentes sao as quantidades que desejamos acompanhar. Tais variaveis
representam, no instante de tempo ¢, as condig¢oes nas quais se encontra o processo que esta
sendo modelado. Weber (2011) destaca que sob certas hipdteses, sabe-se que a evolugao
do sistema (15) a partir de um estado inicial z(ty) = z( é descrita por uma unica trajetéria
de estado x(t) para todo t > ty. Ele indica também que em muitos sistemas econoémicos,
a trajetdria do estado pode ser influenciada por agoes de tomadores de decisao a fim de
controlar a dinamica do sistema. Por exemplo, cobrando um valor mais baixo e investindo
em campanhas de mercado, uma empresa pode dobrar sua base de consumidores em um
ano.

Se todas as varidveis de decisdo s@o coletadas e armazenadas em um vetor u(t),

a evolucao do sistema agora é descrita por uma EDO (equacao diferencial ordindria)

aumentada,
a(t) = f(t, (1), u(t)), (16)
incluindo o impacto do controle. O vetor u(t) = (uy(t),...,un(t)) € R™ é chamado vetor

de variaveis de controle ou entrada do sistema. Aqui f: Z x X xU — R", onde Z C R é
um intervalo; o espaco de estados X C R"™ é um conjunto aberto convexo nao vazio; e o
conjunto compacto convexo nao vazio Y C R™ é o conjunto de controle (ou conjunto de
restri¢ao de controle).

Em um problema de controle, a variavel de estado z = z(t) € R™ dependente do
tempo evolui (para t > () de acordo com a dindmica dada pela equagao de estado (16) a
partir de um estado inicial do sistema, x(ty) = ro € R™. Através das varidveis de controle,
o tomador de decisoes pode orientar o sistema a partir do estado inicial dado xg no tempo
t a um estado final desejado z7 no tempo T'. Isto é, exige-se também que uma condicao
de contorno final z(T) = zr seja satisfeita. Se um dado sistema pode ser orientado a
partir de qualquer zy a qualquer z7 em um tempo finito, usando um controle admissivel

u(t),t € I = [to, T, entao esse sistema é dito ser controldvel.
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Segundo Weber (2011), na Teoria do Controle Otimo, além da possibilidade de
direcionar um sistema de um estado a outro, um tomador de decisao muitas vezes esta
interessado em encontrar uma trajetéria de entrada w(t),t € Z = [tg,T], de modo a

maximizar o funcional objetivo

T

Ha) = [ blt.a(0).u@)ds + ST (7)), a7)
to

onde h(t,z(t),u(t)) é a recompensa instantanea (ou retorno instantaneo) e S(7,z(T)) é

um valor terminal, por exemplo, da venda da empresa no tempo 7.

4.1 Um Problema Simples de Controle Otimo

Vamos considerar um problema simples de otimizacao dinamica de horizonte finito
para um sistema com estados irrestritos, proposto por Weber (2011). Dado um intervalo
Z = [to,T] com horizonte de tempo finito T > t; > 0, um tomador de decisdo gostaria
de encontrar um controle (mensuravel) limitado u : Z — U, onde o conjunto de controles
admissiveis & é um conjunto compacto convexo nao-vazio, de modo a maximizar um

objetivo (funcional) da forma

T, z) = / Bt 2(t), u(t))dt (18)

to

onde a fungao continua h : Zx X xU — R descreve o beneficio instantaneo de um tomador
de decis@ao no tempo ¢, dado o estado x(t) e o controle u(t). Este ultimo corresponde a
uma acao tomada pelo tomador de decisoes no tempo t. O fato de nao haver restrigoes
de estado é levado em conta pela suposicao'® de que X = R"™.

Dado um estado incial xy € X, o problema de controle 6timo (optimal control

problem - OCP) do tomador de decisao pode, portanto, ser escrito na forma

19
20

(19)
(20)
= [t x(t),ut), te(t,T) (21)
(22)
(23)

Maximizar J(u, )

sujeito a  u(t

22
23

10Uma suposicido mais fraca é exigir que o espaco de estados X seja invariante dada qualquer entrada
de controle admissivel u, que inclui o caso especial onde X = R"™.
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Em outras palavras, o OCP consiste em maximizar o funcional objetivo em (19), sujeito a
equagao de estado (21), a condigao inicial (22), a restrigdo sobre o controle (20), e a uma
condi¢ao de contorno final (23), para um dado x7 € X, relevante em diversas situagoes
praticas.

O desafio em caracterizar a solu¢do (6tima) para este problema reside em duas

caracteristicas:

1. Foi escolhida uma fungao u : [tg, 7] — U ao invés de um vetor ou objeto de dimensao
finita.

2. A restricao toma a forma de uma equacao diferencial ao invés de um conjunto de

desigualdades ou igualdades.

Segundo Acemoglu (2009), essas caracteristicas dificultam saber que tipo de politica
6tima levar em consideracao. Por exemplo, u pode ser uma funcao altamente descontinua.
Também pode estar na fronteira do conjunto viavel - correspondendo a uma solucao de
canto. Felizmente, em muitos problemas economicos, ha estrutura suficiente para garantir
que as solugoes sejam fungoes continuas. Essas condigoes simplificam consideravelmente a
caracterizacao. Na verdade, quando o controle u é uma funcao continua do tempo e reside
no interior do conjunto viavel, pode ser caracterizado utilizando argumentos variacionais
similares aos desenvolvidos por Euler, Lagrange e outros, no contexto da teoria do calculo

das variagoes.

4.1.1 Condigoes Suficientes de Otimizagao

Para derivar condigoes suficientes de otimizacao para o OCP (19)—(23), observe
primeiro que, dada qualquer fungao continuamente diferenciavel V : 7 x X — R, que

satisfaz a condicao de contorno
V(T,z) =0, VzeX, (24)

é possivel substituir h(t, z,u) por

o~

h(t,z,u) = h(t,z,u) + V(t, )
0 0 oz
= h(t,z,u) + aV(t, r) + %V(t, x)- e
h

(t, z,u) + Vi(t, ) + (Va(t, x), f(t,2,u))

sem modificar a solucao do problema. Isto é verdade pois o funcional objetivo correspon-

dente,
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T, ) = / Rt (1), u(t))dt — / Bt 2(t), u(t))dt + /t Ut (1)) dt

(u, ) + V(T,2(T)) = V(to, xo) (25)

é, a menos de uma constante V' (ty,zo), idéntico ao funcional objetivo original J(u,x).
Além disso, se a funcao V' é tal que, além da condi¢ao de contorno (24), ela satisfaz a
chamada desigualdade de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

0> h(t,z,u) + V(t,z) = h(t,z,u) + Vi(t,z) + (Va(t, z), f(t,z,u))

para todo (t,z,u) € Z x X x U, entao por integracao

0> J(u,z) = J(u,x) — V(to, xo)

para qualquer controle admissivel .

Portanto, a constante V(tg,xy) é um limite superior para o funcional objetivo
J(u,x), que, quando atingido para alguma trajetéria de controle admissivel u*(t),t €
[to, T'], implicaria a otimalidade dessa trajetéria. O controle timo u* entao satisfaria a
igualdade na desigualdade HJB, maximizando seu lado direito. As seguintes condigoes de
otimizacao suficiente sao, portanto, estabelecidas.

Proposicao 1 (Equagao HIB). 1. Seja V : [to, T] x X — R uma fun¢ao continua-
mente diferencidvel que satisfaz a equacao HJB

—Vi(t,x) = maa({h(t,:v,u) + (Va(t,z), f(t,z,u))}, V(t, x) € [to, T] x X (26)

ue

Juntamente com a condigao de contorno (24). Tome qualquer lei de realimentagdo

mensurdvel i : [to, T| x X tal que

u(t,z) € arglglngl({h(t,x,u) + (Vo(t, ), f(t,z,u))}, V(t,z) € [to,T] x X (27)
e seja x*(t) a solu¢ao do problema de valor inicial (PVI) correspondente

#*(t) = f(t, 2" (1), u(t, 2"(1))), 2" (to) = o (28)

para todo t € (to, T). Logo, se u*(t) = p(t,z*(t)),t € [to, T], o par (u*(t),x*(t)) é
uma solugao para o OCP (19)-(22), e

V(t () = /t h(s, 2" (s), u*(s))ds, Vt € [to, T] (29)
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com V (to, xo) = J(u*) sew valor étimo (inico) para quaisquer dados iniciais (to, o) €
0, 7] x X.

2. Se uma fungao continuamente diferencidqvel V' : [tg,T] x X — R soluciona a
equagao HJB (26) (sem condigao de contorno), a trajetoria de controle do estado
(u*(t), x*(t)), determinada por (27)-(28) com u*(t) = u(t,x*(t)), sujeito a (23),
soluciona o OCP (19)-(23).

Para ganhar intui¢ao do porqué a condigao de contorno (24) nao se faz necesséria
na presenca da condi¢do de contorno final (23), basta observar que ela forga todas as
trajetérias para o ponto dado xr no final do horizonte. Deste modo, segue do argumento
usado em (25) e do processo de construgao de V' que a condi¢ao V (T, z(T')) = 0 torna-se

a ela inerente e que é indiferente o comportamento de V (7T, x) para outros valores de x.

Observacao 1 (Unicidade de Solugao para a Equagao HJIB). Qualquer solugdo
V(t,x) da equagcdo HIB (26) com condi¢ao de contorno (24) é inica em [to, T] x X.

Para ver isso, considere sem perda de generalidade o caso em que t;, = 0. Isso
implica, pela Proposigao 1, que V(7,€) é o valor étimo de um OCP (do tipo (19)-(20))
com dado inicial (1,&) € (0,7] x X. Como tais valores sdo tnicos e V é continua em

[0,7] x X, a fungao V (¢, x) estd unicamente determinada em [0,7] x X.

Observacgao 2 (Principio da Otimizacao). A equag¢iao HJB (26) implica que a politica
otima u*(t) = p(t,z*(t)) ndo depende de como um estado particular x*(t) foi alcangado;

apenas requer que todas as decisoes subsequentes sejam otimas.

Isso significa que uma politica étima é fundamentalmente obtida por inducao in-
versa, comecando no final do horizonte de tempo onde o valor da decisao desaparece e a

condigao de contorno (24) vale.

Observagao 3 (Equagao HIJB com Valor Desconto e Residual). Seja to = 0.'' Se

o funcional objetivo em (18) € substituido pelo aparentemente mais geral

J(u,z) = /0 e " h(t, 2 (t), u(t))dt + e TS (x(T)),

onde r > 0 € uma dada taxa descontada e S : X — R € uma funcao continuamente
diferencidvel que pode ser interpretada como o valor terminal (ou valor residual) do estado
no fim do horizonte de tempo, entdo a Proposicdo 1 ainda pode ser usada para obter uma

condi¢ao de otimizacdao suficiente.

1No caso onde tg # 0, basta multiplicar todos os valores objetivos por e"t0.
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Seja
/};(t’ ZL’,U) = e_rth(t? ilf(t), U(t)) + <6_TTSJ?('I')7 f(twra U)> € SJ: = _57

o funcional objetivo resultante J difere do funcional objetivo original J apenas por uma

constante:
J(u, z) = /o h(t, z(t), u(t))dt = /0 (e_”h(t,x(t),u(t)) + e_rT%S(m(t))) dt

= [ e "h(t,z(t), (t))dt+/0 e_rT%S(x(t))dt

/ e "t h(t, x(t), u(t))dt + e (S(z(T)) — S(z(0)))
J —rTs(wo)

entao a solucao do problema de otimizacao permanece inalterada ao substituir h por h.

Pela Proposicao 1 a equacao HJB se torna

_Vt(t,x) Iglga({h(t x,u) + <‘/7x(t7$)’ ft,m,u))}

= max{e_”h(t,x,u) + (Volt, @), f(t,z,u)) + (e TS, (2), f(t, z,u))}
= max{e ""h(t, z,u) + (‘A/x(t,x) + e S, (2), f(t, m,u)}

uelU

para todo (t,x) € [0,T] x X, com condigdo de contorno V(T, x) =0 para todo x € X.
Multiplicando a equagao HJB por €™ de ambos os lados e definindo V(t,z) =

eTt(‘A/(t, x)+e"TS(x)), obtemos a sequinte equacio HJB com valor descontado e residual:

rV(t,x) — Vi(t,x) = max{h(t zou) + (Vo(t, z), f(t, z,u))},

uel

para todo (t,z) € [0,T] x X, com condigdo de contorno
V(T,xz) = S(x), Ve € X.

Observe que ao longo de uma trajetoria étima (x*(t),u*(t)), por (29), temos

h(s,z*(s), u*(s))

/T
/-
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Logo

e’"t(‘A/(t, (1)) + e TS (2 (1)) = /t e_”(s_t)h(s, x*(s),u*(s))ds + e_T(T_t)S(a:*(T))

Vit 2 (1)) = /t (s, 2 (s), u(s))ds + e TN S(@* (T)),

para todo t € [0, T]. Logo V (t,xz*(t)) € o valor étimo descontado no tempo t.

4.1.2 Condigoes Necessarias de Otimizagao

Em principio, de acordo com Weber (2011), a equagao HJB na Proposicao 1 requer
muito ao exigir que ela seja satisfeita para todo (t,x) € [ty,T] X X. E claro que, do
ponto de vista da otimizacao, basta que ela se verifique apenas em uma vizinhanca de
uma trajetéria de estado étima x*(t),t € [to, T]**. Esta secdo examina as propriedades
locais da equagao HJB em uma vizinhanca de uma solucao para os problemas de controle
6timo (19)—(22) e (19)—(23) para obter as condigdes necessarias de otimizac¢ao. Além
disso, veremos brevemente a estreita relagao entre a teoria de controle 6timo e o célculo
variacional.

Para formular condigoes necessarias de otimizagao, é conveniente introduzir a cha-
mada fungao de Hamilton-Pontryagin (ou Hamiltoniana) H : Z x X x U x R" — R tal
que

(t,z,u, \) — H(t,x,u, \) = h(t,z,u) + (\, f(t,z,u))
para todo (t,z,u,\) € Z x X x U x R™.
Baumeister e Leitao (2008) observam que se definirmos

Xaa = {x e X, z(ty) = xo, (1) = :L‘T},

o problema (19)—(23) pode ser reescrito como um problema variacional sujeito a uma

restricao lagrangeana:

Maximizar J(u,x)
sujeito a  (x,u) € Xpqa x U . (30)
G(t,x,u) = f(t,z(t),u(t)) —@(t) =0, te (to,T)

12A necessidade da equacio HJB precisar ser satisfeita ao longo de uma trajetéria de estado 6tima
z*(t),t € [0, T origina-se imediatamente da substitui¢ao do valor 6timo V (¢, 2*(t)) conforme definido na
equagao (29).
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Seu estudo envolve o funcional estendido:
~ T~
Twou ) = [ Bt olt),ule))dr

to

onde h(t,z,u) = h(t,z,u) + AG(t,z,u) ¢ A € C[to, T],R") ¢ um multiplicador. A
equacao de Euler-Lagrange'® associada ao problema variacional irrestrito para J nos diz

que:

ClhaC], = [h+AC], e S[heAC], = [h+ad],

Usando o hamiltoniano, podemos reescrever h e as equagoes acima da seguinte maneira:

h(t,z,u) = h(t,z,u) + AG(t, z,u) = H(t, z,u, \) — A(t)i(t)

A=—H,(t,z,u,\) e 0= H,(t,x,u,\),
OH OH
onde H, = — e H, = —. Observe que a equagao (21) é a equagao de evolugao do
x u
problema de controle (19)—(23) e também ¢ a restri¢ao lagrangeana do problema (30). Ela

pode ser reescrita como

oOH

= H,(t A Hy=—.
T A(t, z,u, A), com H)y o0

De acordo com Weber (2011), as mesmas condi¢oes podem ser obtidas a partir da equagao
HJB (26). Diferenciando a equagao HJB (26) em relacdo a x, o teorema do envelope

(Teorema 1) nos diz que

0= ha(t,x, p(t,2)) + Vie(t, ) + Vaa (8, 2) (8, 2, p(E, ) + Vit ) fa(t, 2, plE, 2))

' (31)
= hy(t, 2, p(t,z)) + Vit z) + Vi (t, 2) f(t, 2, u(t, x)),

para todo (t,z) € [0,T] x X. Similarmente, diferenciando (26) em relagao a ¢ e aplicando

o teorema do envelope mais uma vez, obtemos

0= hu(t, 2, p(t, ) + Vielt, ) + (Via (8, 2) f (8, 2, pu(t, ) + Vo, ) fa(E, 2, plt, 2)))

‘ (32)
= ht(t,l‘,,u(t,l’)) + ‘/;(t,l') + <‘/$(t,$),ft(t,5(],/ub(t,l'))>,

para todo (¢,x) € [to, T] x X.
Considere agora um par de estado e controle 6timos (x*(t), u*(t)) em [to,T], e
introduza as varidveis adjuntas ¥ (t) = V,(t, z*(t)) e ¥°(t) = V;(¢t, z*(t)). Entao a equacao

13Para mais detalhes, veja Baumeister e Leitao (2008).
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(31) implica a equagdo adjunta
O(t) = —H,(t, 2" (t), " (1), (1)), Vit € [to, T, (33)

e a condic¢@o de contorno (24) fornece a condi¢ao de transversalidade

W(T) =0. (34)
A maximizagao em (27) implica a condi¢ao de maximalidade

u*(t) € arg max H(t,x*(t),u,¥(t)), Vt € [to,T] (35)
Finalmente, a equagao HJB (26) nos diz que —¢°(t) é igual ao Hamiltoniano maximizado
H*(t) = =Vi(t, 2" (t))) = H(t, 27 (1), u"(£),¥(t))

e a equacao (32) nos dé a condicao de envelope

H*(t) = Hy(t, 2" (1), u*(t),¥(t)), Vt € [to, T). (36)

Se existir uma solugao continuamente diferencidvel para a equagao HJB (26) com condigao

de contorno (24), o seguinte resultado fica provado.*

Proposicao 2 (Principio do Maximo de Pontryagin). 1. Dada uma trajetéria es-
tado-controle admissivel (z*(t),u*(t)),t € [to,T], que resolva o OCP (19)-(20),
existe uma fungao absolutamente continua v : [to, T| — R™ tal que as condigoes
(33)-(36) sdo satisfeitas.

2. Se (x*(t),u*(t)),t € [to,T], € uma trajetoria estado-controle admissivel que resolva
o OCP com restri¢io de contorno final (19)-(23), entao existe uma fungdo absoluta-
mente continua ¢ : [to, T] — R™ tal que as condigoes (33) e (35)-(36) sao satisfeitas.

4.2 Controle Otimo de Horizonte Infinito

Em problemas praticos de decisao, pode ser dificil ou impossivel, especificar um

horizonte de planejamento T'. Por exemplo, uma concessionaria de energia elétrica nao

4Uma prova rigorosa do Principio Maximo de Pontryagin (PMP) é mais complicada; A derivacio
informal dada aqui nos d4 uma intuicao do processo, mas pode ser tecnicamente incorreta se a fungao
valor V (¢, ) nao for continuamente diferencigvel.
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deve operar com qualquer horizonte de tempo finito em mente. Esta perspectiva reflete
uma preocupacao continua para preservar sua viabilidade economica indefinidamente. Da
mesma maneira, ao considerar a evolugao de uma economia em termos de seu crescimento
de capital, por exemplo, é natural supor um horizonte de tempo infinito.

Considere o seguinte OCP de horizonte infinito:

Maximizar J(u) = /too e "h(x(t), u(t))dt (37)
sujeito a  &(t) = f(z(t),u(t)), =(to) = xo, (38)
u(t) € U, (39)

Vt, t € [t, 00) (40)

com (tg, o) dado, onde r > 0 é uma dada taxa de desconto, e o conjunto de controle
U C R™ é compacto, convexo e nao vazio. Assuma também que as funcoes h : R"*™ — R
e f:R"™ — R" sdo continuamente diferencidveis com respeito a (z,u) para quase todo
t, e mensuraveis em ¢ para qualquer (x,u). Em qualquer conjunto limitado, essas fungoes
e suas derivadas parciais em relagdo a (z,u) sado limitadas e continuas, uniformemente
em (t,z,u). Além disso, suponha que h seja limitada ou que o espago de estado X C R”
é um conjunto compacto invariante. Em ambos os casos, a imagem h(X,U) é limitada,
logo o funcional objetivo J(u) também deve ser limitado.

Exceto pela condigao de transversalidade (34), as condigoes de otimizagao (33)-
(36) do Principio Maximo de Pontryagin (PMP) de horizonte finito, como formulado na
Proposicao 2, sdo facilmente estendidas para o problema de horizonte infinito (37)-(40)
tomando o limite T — oco. Intuitivamente, pode-se esperar que
Jim (T = Jim e Tu(T) =0 (41)
seria uma condigao de transversalidade natural para o OCP de horizonte infinito (37)-(40).
No entanto, o exemplo a seguir demonstra que a condigao de transversalidade natural (41)

em geral nao estd garantida.

Exemplo 3 (Weber (2011)). Suponha que a taza de desconto r seja zero, e considere o
OCP de horizonte infinito

I (1) = /0 (1= 2(t))u(t)dt
z(t) = (1 —z())u(t), =(0)=0,
u(t) € 0,1, ¥,

t € [0,00).
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Usando a equacdo de estado e a condicao inicial, € claro que

J(u) = lim T.:t(t)dt = lim z(7) < 1.

T—o0 0 T—o0

De fato, integrando diretamente a equacgao de estado, obtemos

2(t) = 1 — exp <— /Otu(s)ds) |

Logo, qualquer u(t) € [0,1],t > 0, tal que fotu(s)ds — 00 quando t — oo € dtimo, e para
qualquer controle étimo u*(t), o valor étimo do funcional objetivo J* = J(u*) = 1. Por
exemplo, se para ug € (0,1), tomamos o controle étimo constante u*(t) = ug, entao pela

condicao de maximalidade do PMP

up € arg max {(1 —z*(¢))(1 + ¥ (t))u}.

u€(0,1]
Logo, 1(t) = —1. Portanto, ¥(t) nao converge para zero conforme t — oc.

Para Weber (2011), a condigdo de transversalidade em problemas de horizonte
infinito é muitas vezes mais fraca (e algumas vezes mais forte) que a transversalidade
natural dada em (41). De um ponto de vista prético, por vezes é util tentar primeiro
a transversalidade natural, e entao provar a otimizacao da trajetoria resultante por um
argumento diferente, utilizando a estrutura especifica do problema em maos. O cendrio
de solucao mais provavel é que a solucao candidata determinada pelas condi¢coes do PMP

convirja para um estado estaciondrio (dinamicamente 6timo) & quando T — 0.

Observacao 4 (Equagao de Bellman). Devido a invariancia temporal do OCP de hori-
zonte infinito (37)-(40), a sua funcao de valor V(x) nao depende do tempo. Consequen-

temente, a equagcao HJB (26) relevante para T — oo torna-se

rV(z) = max{h(z,u) + (Vy(2), f(z,u))}, VrelX. (42)

ueu
Tal equacao € conhecida como equacgao de Bellman.

Lema 1 (Principio da Otimalidade). ' Suponha que o par (z*(t),u*(t)) seja uma solu¢ao
de (37) sujeito a (38)-(40), ou seja, atinge o valor mdzimo V (to, z(ty)). Entao,

V ko, 2(to)) = / Lot (t), u())dt + V (k2 (8)) (43)

to
para todo t; > t.

Teorema 10 (Principio Méaximo de Horizonte Infinito). ' Suponha que o problema de
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mazximizacao (37) sujeito a (38)-(40), com h e f continuamente diferencidveis, tenha
uma solugao interior continua por partes (xz*(t),u*(t)) € Int X x U. Dado (x*(t),u*(t)),

o Halmitoniano H(t,z,u, \) satisfaz o Principio Mdzimo
H(t, z*(t),u"(t), A(t)) = H(t, 2" (1), u(t), A(t))

para todo u(t) € U e todo t € R. Além disso, para todo t € Ry para o qual u*(t) é

continuo, as condicoes necessdrias a sequir sao satisfeitas:

H,(t,z*(t),u*(t),\(t)) =0 (44)
At) = —H (1,2 (8), (£, A(1) (45)
(t) = Ha(t, 2" (t),u"(t), \(t)), com x(0) =xq e tlgglo b(t)z(t) > z. (46)

Teorema 11 (HJB de Horizonte Infinito). '* Seja V (¢, ) definido como

Vi(to,z(to)) = sup [t 2(t),u(t))dt (47)
(z(t),u(t))eX XU Jtq
e suponha que as hipdteses no Teorema 10 sejam satisfeitas. Assim, quando V(t,x) é

diferencidvel em (t,x), o par dtimo (Z(t),u(t)) satisfaz a equagcio HJB:

ov(t,z(t)) oV (t,z(t))

5 + o g(t,z(t),u(t)) =0 (48)

para todo t € R.

Para Acemoglu (2009), a equacao HJB é 1til para fornecer uma intui¢ao do Principio
do Maximo. Além disso, ela é usada diretamente em muitos modelos economicos. Vale a

pena observar algumas caracteristicas importantes da equacao de HJB:

1. Dado o fato de f e g serem continuamente diferenciaveis, a suposigao de que V' (¢, x)
é diferenciavel nao é muito restritiva, embora nem sempre seja satisfeita. A partir
de (47), quando u(t) é continuo e g(t,z,u) é diferenciavel em ¢ , V(¢,x) também
serd diferenciavel em ¢t. Além disso, um argumento do tipo Teorema do Envelope
também implica que, quando @(t) é continuo, V (¢, z) também deve ser diferencidvel

em .

2. (48) é uma equagao diferencial parcial, pois apresenta a derivada de V' em relagao

ao tempo e a variavel de estado .

15As demonstragoes do Lema 1 e dos Teoremas 10 e 11 encontram-se em Acemoglu (2009), paginas
242-244.
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5 MODELAGEM DE UM CONTROLE DE CONFINAMENTO

Considere um modelo SIR (3) com agentes sendo divididos entre suscetiveis S(t),

infectados I(t) e recuperados R(t), isto é,
N(@t)=S8t)+I1(t)+ R(t),vt>0 e N(0)=1. (49)

Observe que a populacao inicial foi normalizada para um. No modelo SIR considerado
por Alvarez, Argente e Lippi (2020), consideram-se as fatalidades devidas a doenga e a
populacao N(t) varia com o tempo. O controle pode decidir confinar uma fracdo L(t) €

[0, L] dos suscetiveis e dos infectados, onde L < 1.

S(t) = —BS()(1 — OL())1(t)(1 — OL(t)) (50)
I(t) = BS(t)(1 = OL())I(t)(1 — OL(t) —~1(1) (51)
—N(t) = D(t) = o(I(t) () (52)

No modelo acima, temos R(t) = N(t)— (S(t)+1(t)) = (y—¢(I(t)))I(t). Além disso, uma
fragdo de L agentes estao confinados e o parametro 6 € (0,1) é uma medida de eficdcia
do confinamento. Assume-se que uma fracdo de (1 — #L) individuos podem transmitir
o virus. Se # = 1, a politica adotada ¢é totalmente eficaz em restringir a difusao, mas
visto que alguns contatos ainda acontecerao na populagao mesmo sobre um bloqueio
economico completo, considera-se § < 1. Neste caso, assume-se que o confinamento
é apenas parcialmente eficaz em eliminar a transmissao do virus. Em outras palavras,
apenas uma fracao dos que estao confinados nao podem ser infectados nem podem infectar
outros individuos suscetiveis. Agentes recuperados nao sao confinados. O parametro (8
corresponde a taxa de transmissao da doenca. No modelo, todos os individuos suscetiveis
que contraem o virus tornam-se infectados, e para todo infectado, uma fracao ~y se recupera
e admite-se que ¢(I) € [0,~] representa a taxa por unidade de tempo em que os infectados
morrem. Portanto, a populacao diminui devido a morte entre os infectados. Enquanto
assume-se que a taxa v em que os infectados se recuperam é exdgena, presume-se que a
fracao dos recuperados que morrem depende do niimero de infectados I, e esta dependéncia
é expressa pela funcao ¢. Note que neste modelo epidemioldgico, confinar uma parte da
populacao, por um lado é economicamente caro, por outro pode influenciar bastante na
reducao da taxa em que agentes suscetiveis sao infectados. Isso ocorre pois, no modelo
padrao, é o produto dos infectados e suscetiveis que determinam novas infeccoes por
unidade de tempo. Logo, diminuindo o ntimero de contatos, diminui-se também as novas

infeccoes pelo quadrado da fracao nao confinada.
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Discussao das hipoteses da modelagem

1. A extensao do confinamento foi restrita a L < 1. Isso para levar em consideragao, de
uma maneira bastante grosseira, que alguns setores nao podem parar, nem mesmo
com o confinamento mais severo, como saide, servigos basicos/essenciais, produgao

e distribuicao de alimentos etc.

2. Se # =1, o confinamento é capaz de impedir completamente o processo de infeccao,
ou seja, temos S =0 (quando L = 1). Se 6 < 1, a eficdcia da politica de confina-
mento é parcial (pessoas continuam transmitindo o virus, mas a uma menor taxa).
No caso base, considerado por Alvarez, Argente e Lippi (2020), foi escolhido 6§ = 0.5,
considerado razoavel, mas eles observam que nao ha nenhuma evidéncia concreta

para suportar esta escolha.

3. Note que a hipdétese no modelo SIR de que novos infectados sao proporcionais ao
produto de S e I, significa que quando a possibilidade de confinar aqueles com
que tém contato, o termo (1 — #L) — a fragdo nao confinada, entra em uma forma
quadratica. Portanto, se (1 — #L) é meio, o confinamento tem o efeito de reduzir

em um quarto a taxa de transmissao (/3) das infecgoes no periodo.

Alvarez, Argente e Lippi (2020) assumem que cada agente vivo produz w unidades
de producao, quando nao esta confinado. Eles também consideram que os individuos
vivam eternamente, a menos que morram pela infeccao. O funcional desconta, a valor
presente, todos os valores na taxa r > 0. Assume-se também que, com a probabilidade
v por unidade de tempo, uma vacina e uma cura aparecem simultaneamente, todos os
infectados estao curados e todos os suscetiveis sao imunes, ou seja, todos os infectados e
suscetiveis se tornam recuperados. O planejador determina um controle L(¢) de modo a

maximizar o funcional'®
/O T et ((N(t) CIS(1) + IL())w + N(£)x + %N(t)) dt. (53)

Acredita-se ser possivel identificar aqueles que tenham se recuperado do virus, através
de um teste de anticorpos, e que nao precisam ser confinados; Alvarez, Argente e Lippi

(2020) também exploram o caso em que tal testagem nao estd disponivel.

16 Apés deliberacdo, decidimos modificar o modelo original

/ T e (V) ~ [S() + TV + N(t)x + LN () di
0 r

pelo apresentado em (53), buscando melhor descrever a equagao.
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A fungao objetivo tem a seguinte interpretacao: (N(t) — [S(t) + I(t)]L(t))w re-
presenta a riqueza produzida pelos agentes nao confinados; N (t)x faz referéncia ao custo
de morte dos agentes que faleceram; e E]\'7 (t) representa a perda de producao dos que
morreram trazida a valor presente (1.3). Uma abordagem equivalente, e talvez de mais
facil interpretacao, é considerar a fungao objetivo do modelo em termos do custo da perda
de producao devida ao confinamento e do custo das fatalidades avaliados usando o valor

estatistico de uma vida.

Discussao das hipoteses da modelagem

4. Acredita-se que os agentes infectados, mas nao confinados, ainda podem produzir
tanto quanto aqueles suscetiveis ou recuperados que nao estao confinados. Isto pode
ser modificado facilmente, mas um modelo melhor tem dois tipos de infectados,
sintomaticos e assintomédticos. Os sintomaticos devem ser confinados primeiro, e

somente apos estes, deve-se isolar o resto.

5. Assume-se que individuos confinados nao contribuem na producao econémica. Um
modelo mais realista terd ao menos alguns agentes que produzem, mesmo isolados
(trabalho remoto). Esta variagao é facil de explorar adicionando um parametro de

perda de produtividade relativa na frente do termo S + I da fungao objetivo.

6. Considera-se que o horizonte de tempo de vida de todos os agentes € infinito, exceto
pelo risco de morrer apés contrair o virus. Esta simplificacao é aceitavel dado o
horizonte a curto prazo do problema. Por outro lado, nao ter uma estrutura de

idade explicita produz efeitos irrealistas sobre o impacto do risco de mortalidade.

Um problema de minimizacao equivalente
Alvarez, Argente e Lippi (2020) reescrevem uma formulagao equivalente do problema (53)
que conserve o espaco de estados e tenha, talvez, uma interpretacao mais simples. Até o
momento é descrito o caso em que aqueles que se recuperaram podem ser identificados
e, portanto, nao estao sujeitos ao isolamento. Abaixo, também leva-se em consideracao o
caso onde testes nao estao disponiveis, entao o confinamento deve ser aplicado em toda
a populacao. O parametro 7 = 1 indicarda que o teste estd disponivel, que é o caso
base apresentado; também serd discutido o caso quando 7 = 0, onde nao ha testagem
disponivel. A equivaléncia entre os problemas de otimizacao propostos explora a dualidade
entre a fungao produgao e custo discutida no Capitulo 2.

O problema do modelo consiste em minimizar o valor presente, descontado a taxa

r + v, do seguinte fluxo de custos:

WLIT(S+ 1)+ 1 — 7]+ I¢(]) [% + X] . (54)
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Se o teste estd disponivel (7 = 1), entdo o custo de ter um estado (.S, /) e um controle L
¢ dado por wL(S + I). Ele corresponde a perda de produgao dos suscetiveis e infectados
que estao confinados. No caso de nao haver testes disponiveis (7 = 0), uma fragao de
toda a populacao deixa de produzir e o custo desta perda de producao é wL. Observe
que o modelo esta pressupondo que os compartimentos foram normalizados e representam
fracoes da populacao total.!”

O custo das fatalidades pela doenca é dado pelo valor presente da producao que os
individuos que faleceram teriam produzido, w/r, bem como pelo custo extra das mortes,
x. Claro, o que importa para o problema é a magnitude [% + X}, que possui as mesmas
unidades que o valor estatistico de uma vida.

Portanto, a fungao objetivo foi escrita como:

w

/0 T (WL (S0) + 1) + 1~ 7]+ I00(10) [ 4] ) (55)

Esse problema tem um estado bidimensional (S, I). Lembre-se que, ajustando x, controla-
se o peso das fatalidades em relagao as unidades de producao. Na verdade, o caso de
referéncia esta muito proximo de compensar uma unidade de perda de producao com o
VSL, como é comumente mensurado.

Assume-se que a taxa diaria em que os infectados morrem, referida como a taxa

de fatalidade, é dada por
o(I) =p+kl. (56)

Como ¢ é crescente com [, é possivel dizer que ela reflete que a capacidade de tratar

pacientes diminui e, como resultado, a taxa em que os agentes infectados morrem aumenta.

Discussao das hipoteses da modelagem

7. Assume-se que os recuperados sao imunes e, na andlise de referéncia com testagem
(1 = 1), os recuperados nao estdo confinados. Trata-se de uma hipétese bastante
razoavel e tipica em uma politica ideal de controle, desde que os agentes previamente
infectados nao possam contrair a infec¢ao novamente. O caso sem testes (7 = 0),

onde todos devem permanecer em confinamento, também é discutido.

ITA formulacdo do problema assume que testagens estdo disponiveis ou ndo, através do parametro 7.
Seria interessante modificar a configuragdo para que 7 também pudesse ser um controle, incorporando
seu custo associado. Note que na equagio (54), quando 7 = 0, o custo de producao é wL(t), enquanto o
custo real seria um pouco menor e igual a wN(t)L(t), onde N(t) < N(0) j& que uma pequena parte da
populacao faleceu no tempo ¢. Usamos essa simplificagao para manter o espaco de estados parcimonioso,
como pratica comum em modelos SIR.
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8. A hipdtese que ¢(I) é crescente em I, postulada na equagao (56), mostra que con-
forme I aumenta, a capacidade de tratar pacientes diminui e a taxa em que os

agentes infectados morrem aumenta.

9. O problema do modelo incorpora dois tipos de custos. Um é o da atividade economica
perdida durante o confinamento entre os suscetiveis e infectados, e também devido
as mortes dos agentes infectados. Note que, uma vez modelados agentes de vida
infinita, a morte de um individuo infectado implica um custo igual ao valor presente
da renda dessa pessoa, que superestima o custo economico da morte, medida como
VSL. No modelo de minimizacao do custo, foram empregados termos extras para o
custo de cada morte (x) para ajustar a avaliagdo dos anos perdidos em termos de
consumo tipico para os anos restantes de vida, como feito na literatura que usa o

VSL e adaptacoes para esta aplicagao em particular.

Desta forma, a tripla otima (§ ,f,f) satisfaz a seguinte equacao de Hamilton-

Jacobi-Bellman (Observacao 4):

(r+ V(S 1) = min {WL[r(S+1) + 1= 7]+ 19(1) [; + x} +

— [BS(t)(1 — OL()I(t)(1 — OL())])0sV (S, 1) (57)
+[BS()(1 = OLE)I()(1 — OL(t)) — v I()]0rV (S, 1)}

O dominio de V ¢ (S,I) € R? tal que S+ I < 1. Note que V(S,I) pode ser
interpretado como o custo minimo de desconto esperado de seguir a politica ideal em uni-
dades de perda de producao. Alvarez, Argente e Lippi (2020) resolveram este problema
discretizando o modelo em intervalos semanais, usando a interacao da funcao de valor em
uma grande grade nao linear para (S,7). Por fim, notamos que a fungao de valor tem
expressoes analiticas simples na fronteira do seu dominio, onde a politica de confinamento
nao é exercida. Em particular, no eixo I = 0 temos V' (.5,0) = 0, VS € (0, 1), de modo que
o custo € zero se ninguém for infectado. Usando o método de variacao de parametros, é

possivel mostrar que no eixo S = 0 temos V (0, ) = (th)I <r+f+7 + Hl’fi%), VIe(01).

5.1 Parametrizacao do Modelo

Nesta secao serao apresentados os valores dos parametros utilizados por Alvarez,
Argente e Lippi (2020).

O modelo foi parametrizado utilizando dados da Organizacao Mundial da Satude
(OMS) compilados por John Hopkins University Center for Systems Science and Engine-

ering (JHUCCSE) reconhecendo, como o resto das literaturas recentes, que neste ponto
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h& uma consideravel incerteza sobre a infeccao, recuperacao, e taxa de mortalidade. Os
dados incluem os casos totais, incluindo separadamente aqueles que se recuperaram e os
que morreram. Os casos ativos sao definidos como o niimero total de casos menos aqueles
que ou se recuperaram ou morreram. Foram utilizadas observagoes diarias de todos os
paises que registraram pelo menos 100 casos ativos, e inclui observacoes dos primeiros 25
dias ap0s cruzarem este marco.

Para calibrar g, a taxa em que individuos infectados tem contato com outras
pessoas e disseminam o virus para novos hospedeiros, utilizou-se o aumento didrio em
casos ativos e imputa-se um valor de 20%. ~, taxa (por dia) em que agentes infectados ou
se recuperam ou morrem, é considerada um parametro fixo da doenca e é definido como
~v = 1/18, refletindo uma duragao estimada da enfermidade, mas também consistente com
a fracao dos agentes infectados que se recuperam ou morrem de acordo com a OMS, como
compilado em JHUCCSE.

Definiu-se a taxa de fatalidade ¢ = 0.01 x ~, consistente com a taxa de fatalidade
ajustada por idade estimada pelo cruzeiro Diamond Princess. Faz-se k = 0.05xy para que
a taxa de fatalidade seja 3% quando 40% da populacao esté infectada. H4 considerdvel
incerteza na taxa de fatalidade, principalmente porque a taxa real de infectados nao é
verdadeiramente conhecida.

Definiu-se o fator de desconto do modelo para consistir com uma taxa anual de
juros de 5% e a probabilidade por unidade de tempo v em que uma vacina e uma cura
aparecam, de modo que implica que leva em média um ano e meio para essas descobertas
médicas tornarem-se disponiveis. Normalizou-se a saida w = 1 e o custo extra de morte
x = 0. Note que neste caso, w - a unidade de producao de cada agente - pode ser
interpretado como o PIB per capita, $65.000 USD. Por outro lado, usando r = 0.05 (5%
ao ano) e x = 0, o custo sombra de cada vida perdida utilizado pelo modelo é [w/r + Y],
que é 20 vezes o PIB anual per capital, ou cerca de $1,3 Milhao.

A escolha do valor de referéncia y = 0 esta alinhado com Hall, Jones e Klenow
(2020). Esses autores usam um critério utilitario para valorizar os anos extras de vida
perdidos entre aqueles que morrem devido a infeccao, obtendo um custo de cerca de 30
vezes o consumo anual per capita, que é bem préximo da referéncia de 20 vezes o PIB
anual per capita.'® O valor de 20 PIB anual per capita é muito menor que os valores

tipicos para o valor estatistico de uma vida, que é préximo a $10 milhoes, ou cerca de

18Segundo Hall, Jones e Klenow (2020) e a literatura a que eles se referem, pode-se usar que um ano de
vida perdido é avaliado como trés vezes o consumo anual. Logo, seguindo suas ideias, pode-se calcular o
numero esperado de anos de vidas perdidas daqueles que morrem em consequéncia do virus, condicionado
a estar infectado. Eles obtém um nimero entre 10 e 15 anos, com 10 sendo o objetivo principal. Portanto,
3 x 10 anosx consumo anual per capital = 3 x 10 anos x 2/3x PIB anual per capital = 20x PIB anual
per capita.
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150 PIB per capita. Vamos relatar valores para metade deste valor, isto é, como uma
penalidade de 10, e 30 PIB anual per capita, bem como para valores mais proximos do
tipico valor estatistico de uma vida, de 80 e 140 vezes o PIB anual per capita.

Por tltimo, assume-se que mesmo em um cendrio desastroso, setores economicos

19

essenciais' irdo continuar. Esses setores combinados sao responsaveis por 20-30% do PIB.

Logo, fixou-se L = 0.7.

Tabela 1 - Valores dos Parametros dos Casos de Referéncia

Parametro Valor Definigao/Razao

6] 0.20 Aumento didrio de casos ativos se nao verificados

y 1/18 Taxa diaria de infectados recuperados (inclui aqueles que morreram)

© 0.01 x v fatalidade por casos ativos (por dia)

K 0.05 x v Implica uma taxa de fatalidade de 3% com 40% infectados

r 0.05 Taxa de juros anual de 5%

v 0.667 Taxa de probabilidade de vacina + cura (duragao esperada de 1.5 anos)
L 0.70 1 - PIB setores economicos essenciais

0 0.50 Eficacia do confinamento

X 0 valor estatistico de uma vida 20 x w (isto é, VSL ~ $1,3 milhao)

Fonte: Alvarez, Argente e Lippi (2020)

5.2 Resultados

Nesta secao, sao apresentados os resultados dos calculos numeéricos feitos por Al-
varez, Argente e Lippi (2020).

Exibe-se a cronologia da politica ideal iniciando em I(0) = 0.01, isto é, um por-
cento da populacao infectada em ¢ = 0 para os valores dos parametros de referéncia.?”
Em particular, exibe-se a trajetéria temporal da politica ideal de confinamento L(t)
como funcao do tempo, a fracao da populagao para que o confinamento seja aplicado
L()[T(S(t) + I(t)) + 1 — 7], a trajetéria dos infectados I(t), e a fracdo cumulada total
de mortos até o tempo t. Relembrando que N(0) = 1, logo ambos infectados e mortos
podem ser interpretados como fracoes da populacao inicial.

Caso referéncia. Apresenta-se o resultado do caso referéncia primeiro, e entao
as analises de sensibilidade. Por outro lado, o caso referéncia favorece a politica de

confinamento devido aos seguintes recursos: (i) os valores escolhidos para os parametros

19Como satide, administracio piiblica, varejo, servicos piiblicos e e fabricacio de alimentos.

20 Assume-se que a fragdo inicial da populagio suscetivel é 98%, ou S(0) = 0.98.



56

B e v do modelo SIR implicam que uma grande fragao serd exposta ao virus se nao
verificada, lim S(¢) ~ 0.97 quando ¢ — oo; (i) assume-se que a taxa de fatalidade pode
crescer de 1% a 3% daqueles infectados quando a fracao infectada vai de 5% a 40%; e
(731) assume-se que aqueles recuperados podem ser identificados e, por isso, eles nao sao
confinados. De outro modo, o caso referéncia utiliza o VSL de 20 vezes o PIB anual per
capita, que alinha-se com os valores utilitarios da vida para aqueles que provavelmente
serao infectados pelo COVID-19, porém uma ordem de magnitude menor que o VSL
médio usado em outras avaliagoes de politicas publicas. Foram conduzidas analises de

sensibilidade para cada uma das suposigoes abaixo.

Figura 2 - Caso Referéncia (eficicia média 6 = 0.5)
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Fonte: Alvarez, Argente e Lippi (2020)

Legenda: O painel superior mostra o cronologia para a taxa de
confinamento (linha azul tracejada) e a parte da populagao
confinada (linha azul sélida). O painel do centro mostra a
parte da populacdo que estd infectada com controle (azul) e
sem controle (vermelha). O painel inferior exibe a parte da
populagao que morreu sob controle (azul) e sem controle
(vermelha). O cendrio mostrado estd sob eficicia média
(0 =0.5). A condicao inicial é I(0) = 0.01 e S(0) = 0.97.

No que segue, sao apresentados primeiramente o resultado dos parametros do caso
referéncia, nas Figura 2 e Figura 4, bem como a funcao valor associada e a politica

ideal, na Figura 3. Para os parametros do caso referéncia, o painel superior da Figura 2
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mostra que o confinamento comeca apenas apos duas semanas. Para esses parametros,
a fragao da populacao confinada tem pico em 60%, cerca de 10 dias apds o inicio do
confinamento, e diminui abaixo de 10% da populacao pela décima sexta semana apds o
comeco do confinamento. O confinamento termina em cerca de 4 meses. Isso implica um
achatamento consideravel na curva de infectados, como pode ser visto no painel do meio
da figura, comparando as linhas vermelha (sem confinamento) e azul (com politica ideal).
No longo prazo, o ntimero total de mortes é cerca de 0.80% menor com a politica ideal,

como visto no painel inferior da figura.

Figura 3 - Funcao Valor e politica ideal, caso referéncia
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Fonte: Alvarez, Argente e Lippi (2020)

Legenda: A figura da esquerda representa a politica ideal para os
valores do parametro da referéncia. A area azul indica valores
menores de confinamento e a cor amarela, valores maiores. A
figura da esquerda descreve a fungao valor. As unidades para
a funcao valor sao os custos de fluxo permanentes como uma

fragdo da produgao total anterior a epidemia.

Confinamento de menor eficacia. Explorou-se a sensibilidade do valor dos
parametros modificando a eficacia do confinamento, ou seja, reduzindo de 8 = 0.5 para
6 = 0.3. No caso de um confinamento menos eficaz, exposto na Figura 4, a duragao e
severidade sao menores. A fracao da populagao tem pico em aproximadamente 20 dias,
mas isso diminui a um ritmo mais rapido, atingindo confinamento zero dois meses apds o
confinamento comecgar. Em vez disso, se o confinamento for mais eficaz, digamos 6 = 0.7,

a duracao serd ainda maior - caso nao exibido nas figuras.



Figura 4 - Confinamento de Baixa Eficacia (0 = 0.3)
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Fonte: Alvarez, Argente e Lippi (2020)

Legenda: O painel superior mostra a cronologia para a taxa de
confinamento (linha azul tracejada) e a parcela da populacao
confinada (linha azul sélida). O painel central mostra a
parcela da populagao infectada sob controle (linha azul) e
sem controle (linha vermelha). O painel inferior mostra
aparcela da popula¢do morta sob controle (linha azul) e sem
controle (linha vermelha). Os cendrios exibidos estao sob
baixa eficacia (6 = 0.3). As condigoes iniciais sdo 1(0) = 0.01
e S(0) =0.97.
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Funcao da taxa de fatalidade constante. Sobretudo, os resultado mudam
drasticamente, no sentido de que é essencialmente 6timo nao ter confinamento, se k = 0.
Este é o caso onde a taxa de fatalidade é constante em 1%, logo nao hé congestao do
sistema de saude.

Diferentes valores da vida estatistica. Na Figura 5 foi explorada a con-
sequencia de um menor valor implicito da vida estatistica, metade do valor do caso re-
feréncia. Como esperado, um valor menor do VSL diminui consideravelmente o nivel
e a duracao de um confinamento ideal, culminando em um valor menor que o do caso

referéncia, e com duragao de 50 dias do inicio ao fim.

Figura 5 - Valor Estatistica da Vida Mais Baixo, VSL = 10 PIB anual

per capita
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Fonte: Alvarez, Argente e Lippi (2020)

Legenda: O painel superior mostra a cronologia para a taxa de
confinamento (linha azul tracejada) e a parcela da populagao
confinada (linha azul sélida). O painel central mostra a
parcela da populagao infectada sob controle (linha azul) e
sem controle (linha vermelha). O painel inferior mostra
aparcela da popula¢do morta sob controle (linha azul) e sem
controle (linha vermelha). Os cendrios exibidos estdo sob um
VSL mais baixo (x = —%% VSL~ $0.65 Milhoes). As

condigoes iniciais sao I(0) = 0.01 e S(0) = 0.97.
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Figura 6 - Valor Estatistica da Vida Mais Alto, VSL = 30 PIB anual

per capita
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Fonte: Alvarez, Argente e Lippi (2020)

Legenda: O painel superior mostra a cronologia para a taxa de
confinamento (linha azul tracejada) e a parcela da
populacaoconfinada (linha azul sélida). O painel central
mostra a parcela da populagao infectada sob controle (linha
azul) e sem controle (linha vermelha). O painel inferior
mostra a parcela da populagdo morta sob controle (linha
azul) e sem controle (linha vermelha). Os cenarios exibidos
estao sob um VSL mais baixo (x = %%, VSL~ $1.9 Milhao).

As condigoes iniciais sao I(0) = 0.01 e S(0) = 0.97.

Na Figura 6, examina-se o efeito de aumentar o VSL para 30 vezes o PIB anual
per capita - que é o limite superior dos valores considerados por Hall, Jones e Klenow
(2020).2! Neste caso, o confinamento comega em duas semanas - um pouco mais rapido
que a referéncia, culminando em um més com cerca de 60% da populacao confinada,

e diminui lenta e linearmente, até ser abandonado levemente mais de seis meses apds

21Por exemplo, isso é consistente com o valor de cada ano extra de vida de 3 consumos anuais per
capita, vezes 15 anos de perda da expectativa de vida condicionada a morte pela infeccao.
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seu inicio. A fracao da populacdo confinada alcanca 10% apenas em pouco mais de 4
meses apés o inicio do confinamento. Nesse caso, a mais agressiva, e especialmente longa,
politica de confinamento implica que a fracdo de morte apds a epidemia é reduzida em
1%, proximo de 0.20% maior que a referéncia.

Para referéncia, também foram computados os casos onde o VSL é 80 e 140 ve-
zes o PIB anual per capita, apesar desses valores serem muito altos para esta aplicagao
particular. Como esperado, a taxa de confinamento ideal é muito alta, e por bastante
tempo. No primeiro caso, com VSL igual a 80 vezes o PIB anual per capita, a taxa de
confinamento comeca em duas semanas, e L(t) = L por cerca de 8 meses. A fracao da po-
pulacao confinada alcanca 50% em pouco mais de 3 meses apds o inicio do confinamento,
e aproxima-se de 15% com um ano de confinamento quando L(t) estd abaixo do médximo
permitido. No segundo caso — VSL igual a 140 PIB anual per capita, L(t) = L por cerca
de 10 meses. Outra pequena diferenca é que o confinamento comeca quase imediatamente
no caso do maior VSL.

Sem testagem dos recuperados. Neste caso, o confinamento é aplicado a
qualquer pessoa na populacao, incluindo aqueles que se recuperaram do virus. Lembre-se
de que, nesse caso, é menos eficiente confinar os agentes, porque os recuperados também
sao confinados, o que tem o custo de reduzir a producao, sem o beneficio de reduzir a
transmissao do virus. No caso de nao haver testagem, o confinamento diminui muito mais
acentuadamente do que no caso de referéncia com teste disponivel. E interessante notar
que, no total, o confinamento é aproximadamente o mesmo em termos de horas per capita
que o caso de referéncia, mas nao aproveita o aumento natural de pessoas recuperadas.

Detalhes do caso referéncia. A Figura 3 exibe a fungao valor e a politica étima
para os valores dos parametros de referéncia. A fungao valor esta plotada no painel direito,
para o espago do estado relevante (S, 1), e normalizada como explicada acima, entdo sao
exibidos rV (S, I)/w no eixo vertical. As unidades sao o custo de fluxo permanente como
uma fragao da producao total anterior ao virus. Desta forma, um valor de 0.02, significa
um custo equivalente a uma reducao permanente de 2% no valor da produgao, em relacao
ao fluxo de producgao antes do virus. Note que V', na fronteira do espago de estados com
S =0oul =0, tem as propriedades descritas na Secao 5.

O painel esquerdo da Figura 3 tem o mapa de calor da politica ideal L * (S, ).
Amarelo indica valor maior da taxa de confinamento L, e azul indica valores menores de
L. Note que proximo de ambas extremidades, isto é, S = 0 ou I = 0, é ideal ter taxa de
confinamento zero.

Dimensao do custo de bem-estar sob a politica ideal. A Tabela 2 resume os

valores seguidos pela politica ideal vs os valores onde nao hé confinamento (Sem Politica),
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para diferentes valores de parametros. 2> Como explicado acima, as medidas de resumo
favoritas sao relatar rV (5(0),(0))/w. Este nimero é a soma total descontada esperada
de perdas futuras, ambas devido ao PIB perdido causado pelo confinamento em periodos
futuros, bem como os valores de vidas perdidas, onde cada vida é avaliada em [w/r + X].
O multiplicagdo por r em rV(S(0),1(0))/w, converte a soma descontada esperada de
valores futuros em fluxo anual permanente, e a divisao por w o compara com o nivel da

produgao antes do virus dispersar. Também é apresentada a parte de V' (S(0), 1(0))/w
que se deve ao custo de producao da paralisacao. Isso é apenas r e_(r+”)t[1 - T+

TL(t)(S(t) + 1(t))]dt. Capitalizando o custo do confinamento, ou sej%, dividindo-se por
r, podemos obter uma simples estatistica mensurando a severidade do confinamento. Por
exemplo, se a medida capitalizada é 10%, entao o confinamento é equivalente a parar 10%
da populacao para trabalhar por um ano inteiro. Por fim, a ultima coluna exibe o valor
presente descontado por deixar o virus sem controle, nomeada de Sem Politica na coluna
da Tabela 2. Nesses trés casos, expressam-se a perda em porcentagem. Sobretudo, se
alguém quiser converter alguma das figuras para o equivalente em um pagamento tnico,
deve apenas dividi-los por r, ou seja, multiplica-los por 20 dada nossa taxa de juros anual
de 5%.

Por exemplo, para o caso referéncia, a segunda linha do painel superior da Ta-
bela 2, seguindo a politica ideal implica perda permanente de aproximadamente 1.5% da
producao. Em outras palavras, como consequéncia do surto do virus, mesmo seguindo a
politica ideal, bem-estar é comparavel a uma medida equivalente de ser 1.5% permanen-
temente mais pobre. Também pode-se recapitalizar esta perda e expressar como fracao
do PIB de um ano, obtendo 28%. Dos 1.5% de perda total permanente, 0.4% deve-se a
perda de producao por causa do confinamento, ou um equivalente a 8% ao PIB de um ano.
Enquanto para os mesmos parametros, se nao hé confinamento (Sem Politica), a perda é
equivalente a uma diminuicado permanente da producao em 1.9%. Assim, a politica ideal
reduz as perdas equivalentes a um aumento permanente de 0.40% do PIB por ano. As
primeiras trés linhas exploram diferentes valores da eficacia do confinamento.

O segundo painel, com quatro linhas, corresponde ao caso de diferentes VSL. Lem-
brando que o caso referéncia, y = 0 implica um VSL de cerca de 20 PIB anual per capita.
Considerado o caso com o menor valor, isto ¢, com um multiplo de 10, e caso com maior
valor (30 PIB anual per capita) e dois casos com valor muito maior, tipico do uso de VSL
em outros contextos, ou seja, 80 e 140 PIB anual per capita. Para o VSL de 30 PIB
anual per capita, a parte referente a perda de producao é um fluxo permanente de 0.6%

ou equivalente a fracao de 12% do PIB de um ano.

220 caso sem politica ndao deve ser interpretado como o que acontecerd na auséncia de uma politica, j4
que um equilibrio, mesmo que uma restricao eficiente, contara com um auto-isolamento dos individuos.
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O préximo painel, com trés linhas, corresponde ao caso onde a taxa de fatalidade
¢(I) é constante em ¢ = 0.01, ou equivalentemente k = 0. Neste caso, como explicado
acima, a politica ideal nao tem confinamento, entao as perdas da politica ideal e do caso
sem politica sao as mesmas, e muito menores, ja que a taxa de mortalidade nao aumenta.
Isso destaca a importancia da suposicao implicita em nosso caso referéncia de que ¢ esta
crescendo, o que captura as fatalidades extras devido ao congestionamento da sistema de
saude causada pelo grande nimero de infectados.

O dltimo painel, com quatro linhas, corresponde ao caso sem testagens, ou 7 = 0
na notagao usada acima. Para este caso, sao apresentados cinco diferentes valores para
X, correspondendo a cinco diferentes VSL. Cada linha com VSL é um miiltiplo do PIB
anual per capita, com multiplos de 10, 20, 30, 80 e 140, e caso contrario os parametros sao
os mesmos do caso referéncia. Comparando o caso referéncia (a segunda linha do painel
superior) com o mesmo caso sem testes (segunda linha do dltimo painel) sdo encontradas
pequenas diferencas. Em particular, o custo descontado esperado sob a politica 6tima é
expressa como custo permanente de 0.1% (10 pontos base) maior sem testagem do que
com testes, 1.6% vs 1.5%, ou em termos de valores tinicos aproximadamente 2% de um
ano de PIB. A diferenga aumenta conforme o VSL aumenta. Para menores valores de
VSL, descobriu-se que a diferenca é menor que 0.1%. Em vez disso, conforme o VSL
aumenta para multiplos de 30, 80 e 140, esta diferenca, medindo o valor do teste como
um custo permanente de perda do PIB, é 0.40%, 0.80% e 0.50%, respectivamente. Para
os valores parametros preferidos, VSL entre 20 e 30 vezes PIB anual per capita, o valor

do teste é equivalente a entre 2% e 8% do PIB de um ano.
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rV (S, 1 L. .
Tabela 2 - Perda de Bem-Estar ( (7)) com Politica Ideal vs. Sem Intevengao
w
Cas Parimetros Perda de Bem-Estar Perda de Produgao | Perda de Bem-Estar
aso arametros c¢/Politica ¢/Politica Sem Politica
Caso Referéncia

Baixa Eficicia 0 =0.3 1.7% 0.3% 1.9%
Média Eficacia 0 =05 1.5% 0.4$ 1.9%
Alta Eficcia 0=0.7 1.4% 0.5% 1.9%

VSL Alternativos, diferentes x

1
VSL = 10 x PIB per capita ~ x = _7% 0.9% 0.2% 0.9%
VSL = 30 x PIB per capita Y= 5% 2.0% 0.6% 2.8%
VSL = 80 x PIB per capita X = 3% 3.7% 1.6% 7.5%
VSL = 140 x PIB per capita X = % 5.7% 1.0% 13.2%

Taza de Fatalidade Constante k =0
Baixa Eficicia 0 =0.3 0.9% 0.0% 0.9%
Média Eficacia 0 =05 0.9% 0.0% 0.9%
Alta Eficicia =07 0.9% 0.0% 0.9%
Sem Testagem dos Recuperados T =0

1
VSL = 10 x PIB per capita  x = 75% 0.9% 0.1% 0.9%
VSL = 20 x PIB per capita X = 1.6% 0.4% 1.9%

1
VSL = 30 x PIB per capita X = 5% 2.2% 0.6% 2.8%
VSL = 80 x PIB per capita X = hd 4.5% 2.5% 7.5%

T
VSL = 140 x PIB per capita x =62 6.2% 2.7% 13.2%
r

Fonte: Alvarez, Argente e Lippi (2020)

Legenda: Perdas de Bem-Estar sao medidas pelo percentual de reducao permanente de PIB

per capita induzido pela politica (ou sua auséncia) sob diversas parametrizagoes.

Perda de producao é o componente do custo de bem-estar devido ao nivel reduzido

de atividade economica (isto é, excluindo fatalidades). Os valores dos parametros de

referéncia sao da Tabela 1. Multiplicando qualquer um dos nimeros na 1ltima

coluna por 1/r = 20, converte as perdas de fluxo permanente para pagamento inico

como uma fragao do PIB de um ano.
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CONCLUSAO

O objetivo deste estudo foi criar um detalhamento feito sobre o controle de con-
finamento (Cap. 5), buscando explicitar como funcionam os processos de cria¢ao de tais
controles para confinamento da populacgao, ainda que o modelo seja inteiramente tedrico e
utopico. Por intermédio de modelos SIR, conseguimos compreender a compartimentagao
das classes trabalhadas, imprescindiveis para alcancar os objetivos estipulados pelo mo-
delo de controle. Por outro lado, a Teoria do Controle Otimo atua no funcionamento e nas
restricoes do modelo de controle, através da maximizacao ou minimizacao dos respectivos
funcionais e utilizando as classes do modelo SIR como estado e controle do funcional.
Apesar de nao ser trabalhada, a dualidade de fungoes funciona como um fundo tedrico
para explicar e mostrar a equivaléncia entre os modelos funcionais trabalhados.

Finalizo, portanto, com os resultados obtidos por Alvarez, Argente e Lippi (2020)
- apresentados no capitulo acima, e somente integrados aqui com o propésito de gerar
discussao e andlise dos processos envolvidos. Tendo em vista que o tempo nao seria
habil para realizar testagem dos controles descritos no Capitulo 5, e a dificuldade para
obtencao dos dados para andlise, foi feita a escolha de seguir desta maneira. A partir
de analises preliminares, pode-se notar que, conforme hé variacao no VSL utilizado em
cada cendrio, ha também uma mudanca na duracao e na severidade do confinamento. Em
outras palavras, conforme o VSL aumenta, as politicas de confinamento tornam-se mais
rigidas e mais prolongadas. A partir dai, o VSL torna-se imprescindivel, pois para cada

cenario apresentado e cada VSL diferente, teremos uma calamidade diferente.
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