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Introducéao

“Numeros complexos” é um assunto abordado, fragiieente, no final do Ensino
Médio, objeto de muitas indagacdes a respeito daommaneira de apresenta-los em sala de
aula, bem como de suas aplicacbes e conexdes dons tdpicos da matematica. E notorio,
tanto nos livros didaticos, como na pratica em dalaula, que este conteddo é usualmente
exposto em uma ordem que ndo corresponde a histdradesenvolvimento deste conceito,
pois 0s numeros complexos sdo introduzidos apdsio®eros naturais, inteiros, racionais e
reais. Isto da a impressdo de que a histéria dopiims numéricos € linear e de que a
ampliacdo destes conjuntos foi motivada somente petessidade de se resolver um nimero
cada vez maior de equacdes. Isto ndo correspoacteen histérica, muito mais intrincada e
complexa.

E freqilente percebermos, entre os professores alematica, uma resisténcia em
abordar este tema. Embora conhecam a teoria, quavendefinicbes, operacbes e as
diferentes formas de representar estes niumerasp&lecem timidos quanto a legitimidade de
se ensinar este topico, 0 que vém provocando &lsumacdo pratica de muitos curriculos
escolares. Muitos justificam este movimento por @ata de aplicacdo concreta dos nimeros
complexos e pouco de discute sobre a importancistesleentes matematicos no
desenvolvimento da prépria ciéncia.

N&do nos deteremos sobre o questionamento da p@&nciandeste conteddo no
curriculo do Ensino Médio, embora acreditemos gseaacompreenséao € fundamental para o
entendimento do que é a matematica atual e de etarfoi estruturada ao decorrer do tempo.

Acreditamos que um dos grandes fatores que coetribpara que a matematica nao
tenha uma “concretude” vem da forma como aprendenssinamos a matematica. Por esta
razao, diante de um objeto matematico, € muito iapte conhecermos o0s “problemas” que
envolveram o seu surgimento e o seu desenvolvimento

Os termos utilizados para designar estas quamgadtualmente imaginarias e
complexas, fazem pensar freqientemente que esjetolforam criados de maneira
aleatoria, apenas com a finalidade de proporcis@ucdes “irreais” para equacdes
quadraticas que ndo possuiam solucdo durante tpdse periodo de escolaridade do aluno.
N6s mesmos, professores, ndo sabemos como estesosusurgiram, nem qual foi o seu

papel no desenvolvimento da matematica. Estaslgémas das questbes que alimentaram



nosso interesse para o desenvolvimento desta gasdResponder a estas questdes significa
muito mais do que deixar de perceber a matematiceoauma ciéncia pronta ou acabada,
implica refletir sobre nosso papel como educadgpesporcionando uma visédo critica de
nossas praticas pedagogicas.

Como trabalhamos sobre objetos abstratos porénaial procuramos na histéria da
matematica as respostas a estas e outras questdetreado conceitos e objetos
matematicos. Estudar histéria da matematica ndopénas buscar as origens dos
conhecimentos matematicos que temos atualmentenims/ver a matematica de uma outra
época a partir do ponto de vista do que ela reptage para 0os matematicos da época em
guestdo e, para isso, temos que perceber os prbleoe caracterizavam o modo de
pensamento em um contexto cultural, social e filosp

A historia da matematica tem adquirido, nos ulsraoos, um status de forte aliada do
ensino, fundando novas praticas e metodologiaatddue ela se faz presente atualmente em
cursos de graduacédo, de pds-graduacdo e na forrsagiiouada de professores, porém é
comum verificar que muitos professores de matematio exercicio de sua profissdo, ndo
tiveram contato com essa disciplina em sua graduaglgdm disso, varios livros didaticos,
utilizados por eles, ainda buscam encontrar a meitameira de oferecer uma opg¢éo para o
trabalho com conceitos matematicos a luz do prodaissdrico no qual estdo inseridos.

Buscaremos contribuir para estes esforcos apessdmt neste trabalho, o
desenvolvimento dos numeros complexos em determipadodo da historia, que vai desde
0 Renascimento, até o inicio do século XIX, antas fpsse estabelecida uma formalizacao
rigorosa para estes nUmeros com conceitos matewatsta dissertacdo é dividida em trés

capitulos:

) A resolucdo das equacOes cubicas por meio de mdica Europa
renascentista, em particular nos trabalhos de glat§1500-1557), Cardano
(1501-1576) e Bombelli (1526-1572). Procuramos nostqui como a busca
de uma solucdo para esta questdo abre espaco an@imento de novos

nameros que ainda ndo eram considerados legitimos.

1)) O desenvolvimento da matematica durante os séeddise XVIII, quando
estes numeros foram designados como “imaginariosdsematematicos

passaram a operar com eles sem se preocupar cau esktuto proprio.



Independente de alguns equivocos, o0 uso destass ngwantidades foi
fundamental para o surgimento de novos e impogdaetaltados.

1)) Os trabalhos de matematicos como Wallis, WessedeBal Argand que, na
busca de uma representacdo geométrica das quadtiohaaginarias, langaram

as bases para que pudesse ser fundado um novinctlbre estes objetos.

Apresentaremos, em anexo, a traducdo de algungasapaleEssai sur une maniére
de représenter les quantités imaginaires dans destructions géométriqué€s806), de Jean
Robert Argand.

Sabemos que a axiomatizacdo necessaria para obterque atualmente conhecemos
como “conjunto dos numeros complexos” sO sera fodaealguns anos mais tarde, a partir
dos trabalhos de Gauss, Cauchy e Hamilton. No &ntaiosso objetivo foi trabalhar
justamente sobre o periodo que antecede este mueimeée formalizacdo, para
compreendermos porque ele foi necessario e corestxezavam alguns de seus elementos.
Acreditamos que, para isto, este recorte histodeoaproximadamente trés séculos, atende
a0s Nossos objetivos iniciais.

Sempre que necessario, tentamos traduzir o pensamiesn matematicos antigos de
gue tratamos aqui em linguagem simbdlica atuatespondente aquela citada na época em
questao, para facilitar o entendimento. Os divetsoros utilizados em varias épocas para
designar os numeros complexos ndo reais foram duantiogo perceberemos a presenca das
designacgdes de “sofisticados”, “impossiveis”, “ipisaveis” e “imaginérios” e sua variacao
de acordo com o contexto historico no qual estaveeridos. E justamente esta mudanca de
nomenclatura que estrutura a divisdo em capitulog, vez que, de nosso ponto de vista, ela
traduz também a transformacdo da concepcéo episigice sobre estes niumeros em cada

época.
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Capitulo | — As equacdes cubicas e as

quantidades “sofisticadas™

Os numeros complexos sdo frequentemente assocadesolucdo de equagbes
quadraticas cujas solucdes sdo expressas por rpiadsadas de numeros negativos. Evoca-
se um contexto histérico para justificar a necesidde se introduzir estes numeros na
matematica, ainda que a sua histéria ndo sejehdeal

Estudaremos, aqui, a histéria dos métodos de Emldas equacdes cubicas, com
énfase nos trabalhos desenvolvidos por Cardanomeb8&8b em meados do século XVI.
Nosso objetivo neste capitulo € investigar que matieos trabalharam com raizes quadradas
de numeros negativos, analisando os problemas qtiearam a utilizagdo destes nameros e
de que maneira os matematicos lidaram com estetosbjquando eles ainda ndo eram
reconhecidos como nimeros no sentido proprio.

As equacdes quadraticas que apareciam na matemgggga surgiam de investigacdes
geomeétricas que utilizavam figuras como circulggebolas. No entanto, algumas solugdes
ndo podiam ser obtidas através destas construgdgee caracterizava a inexisténcia de
solucdo das equacbes quadraticas correspondeddesnvestigarmos, por exemplo, o
problema da existéncia de intersecédo entre umaeneta circulo, a solugdo € um numero que
deve estar associado a uma representacdo geometrieamtdo ndo € possivel encontrar tal
solugéo.

Com o desenvolvimento das equacgOes quadraticas estmatematicos arabes, as
solucbes ndo reais continuaram nao sendo amplansehtatidas, uma vez que estes
matematicos herdaram dos gregos a necessidadstifiegn geometricamente a legitimidade
de seus métodos algébricos.

Mesmo quando as equacdes quadraticas ja eramidasopor métodos de solucdo por

radicais, sempre que a férmula levava a resultagssciados a nUmeros negativos ou a raizes

1 Em nosso trabalho, optamos pelo emprego do tesofisticado”, em decorréncia das traducdes realizadmbora nos
pareca que o vocabulo sofistico fosse 0 mais ajagprNeste momento, consideramos interessanteaadae a traducao
preserva em si a nogdo de algo que foi afetadaupwr elaboracdo, passagem capaz de agregar, aogs&a primaria,
imagens que remetem a falsificado, adulterado lpsamente, requintado. A existéncia destas queail e a capacidade
de operar com elas ainda estio associadas a wh egtédelirio” do pensamento matematico.
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quadradas de numeros negativos, indicava-se astéagia de solucbes. Veremos adiante que
foi o problema de resolver equacgfes cubicas gueuoincontornavel admitir os nimeros
negativos e suas raizes como numeros legitimos atenmtica. Isto ocorreu no
Renascimento, sobretudo nas obras de que tratarestescapitulo.

Na matematica grega ja ha registro de situacbequalvem solugbes de equacdes
cubicas. Um exemplo disso € um problema classi@ntiguidade, o problema da duplicagédo
do cubo, que consistia em encontrar duas médigemionais entre 0 comprimento da aresta
de um cubo dado e o dobro da medida dessa arstdssittiacdo pode ser traduzida por:

a_x_y
X y " 2a

Outro trabalho com cubicas pode ser encontrado ranproblema da Aritmética de
Diofanto que nos leva a uma formulacdo que, emuéiggm atual, seria equivalente a
equacaox’ + x = 4x* + 4. Sabemos que a solucao 4 foi apresentada e eéaté verificada,
porém nao temos informacao a respeito de comaektgdo foi encontrada.

Escritores arabes também contribuiram na solucdmdacdes cubicas especiais. No
século Xl, em seu famoso livro chamabDemonstracdes de problemas de al-jabr de al-
mugabala o matematico arabe Omar Khayan, utilizando ascaénde Apol6nio, encontra
solucdes de diversos tipos de equagbes cubicasamnies em notacdo atual a equacdes do
tipo X’ +b’x+a’ =cx’.

Mas a resolugdo das cubicas utilizadas nos exengiteriores consistia em um
problema geométrico. Mesmo na algebra arabe, pémti€ncia dos métodos algébricos para
resolucdo de equacbes se verificava mais frequenternas equacdes quadraticas. Os
problemas cubicos de Omar Khayan eram plenameptadgcos e envolviam a interse¢édo
de cbnicas. Apenas no Renascimento 0s problemasosufjanharam uma conotacdo mais
geral e tornou-se importante responder a pergd@@mo encontrar um meétodo geral para
resolver equacdes do 3°.grau?”

Por centenas de anos, matematicos procuravam parfénmula de resolucdo de cubicas

através de radicais, analoga a que se usava psodugdo das equacbes quadraticas. Os
créditos pela descoberta desta féormula devem sbuigios a matematica italiana do século

XVI.

Um dos mais completos e detalhados estudos matematio século XV foi o
“Summa de arithmetica, Geometria, Proportioni ebportionalita’ (1494) de Luca Pacioli.

Pacioli terminou sué&ummaassegurando que a solu¢cdo de uma equacao cubid@oer
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impossivel quanto a quadratura do circulo. Este dédtanciou alguns matematicos do foco
desse trabalho, ao mesmo tempo que incentivousootatematicos na busca da solugéo.
Scipione Del Ferro (1465-1526), contrariamente r&vipdes de Pacioli, resolveu o

caso especial da cubicg& + px=q, com p e g positivos. Sem publicar seus resultados

divulgou-os a um pequeno grupo de amigos no gtav&sncluido seu pupilo Antdnio Maria
Fior.

Neste momento da histéria, Fior desafia publicam@&iattaglia, propondo a resolucéo
de algumas equacdes cubicas. Temos ai o relatonde das mais famosas disputas
matematicas envolvendo a resolucdo de equagOeserdeirt grau. A participacdo de
Tartaglig na histéria da resolucéo das clbicas tem seu jpoipasso em 1530, quando um

amigo o enviou dois problemas:

1. Achar um namero cujo cubo somado com o triplo degeadrado resulta em cinco.

Em linguagem atual isto quer dizer: achar o vatoxr djue satisfaz a equac&d+ 3x* =5.

2. Encontrar trés nimeros, o segundo excedendo oipvier®d 2, e o terceiro excedendo

o segundo também em 2, cujo produto é 1000. Oy seajalinguagem atual, resolver a

equacax(x+2)(x+4) = 1000, ou analogamente® + 6x* +8x = 1000

Em 1535, Tartaglia finalmente conseguiu encoraraolugcdo de qualquer equagéo do
tipo x*+ px’ =qg. Na disputa entre Fior e Tartaglia, o objetivo ar@olucdo de varios
problemas que um deveria propor ao outro. Fiorsgmeu a Tartaglia, 30 problemas que
eram solucionados pelo caso particular da cubiga, método de solugéo ja era conhecido
por ele.

Tartaglia € declarado o vencedor, ja que, alénredelver todos os problemas
propostos por Fior, ndo teve seus problemas propossolvidos pelo oponente, uma vez que
estes implicavam na resolucdo de equactes dotipopx® =q .

Enquanto isso, Girolamo Cardano (1501-1576), ipicd homem renascentista,
obtinha reconhecimento em suas contribuicbes naolagta, Medicina, Filosofia e na

2 Nicolo Tartaglia nasceu em Brescia no norte dialt§luando a Franga invadiu Brescia em 1512, mditaseus habitantes
se refugiaram na catedral local. Os soldados, tant@® violaram o0 santuario e massacraram os Imabitdocais. Nesta
tragédia, o menino Nicolo foi deixado a morte demt® um severo golpe de espada que cortou suabnémdimbora sua
mae tenha achado o rapaz e o tratado da melhoirmaossivel, ele ficou com um impedimento na fpla fez com que ele
ganhasse o cruel apelido de Tartaglia, “o gagohdide ele passou a utilizar formalmente este apait seus trabalhos
publicados. Embora os anos iniciais tenham sidoexteema miséria, Tartaglia adquiriu proficiéncia ematematica,
lecionando posteriormente em Verona e Veneza.
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Matematica. Durante anos, lecionou em varias usidades e teve seu nome associado a uma
vida desregrada e marcada por episodios tragicos.

Reza a lenda que a noticia do duelo travado drive e Tartaglia chega ao
conhecimento de Cardano que implora a Tartaglidoca desejada solucdo das cubicas,
prometendo publici-la com a devida autoria em $wa Pratica Arithmeticag(1539), obra
que ja continha racionalizacdo de denominadoreshegndo raizes cubicas.

Tartaglia recusou o convite, jA que possuia idtende publicar uma obra de sua
autoria contendo seus estudos em algebra. Mas i@aolem de Tartaglia a famosa formula
e a publica em suars Magna(1545), importante obra que atualmente poderialassificada
como um texto seminal sobre equacdes algébricasrsOMagnateve influéncia das obras
algébricas de alguns antecessores, contdber Abaci(1202) de Leonardo de Pisa e do
Summg1494) de Frei Luca Pacioli.

O trabalho de Cardano, em sua forma original, pogsa linguagem matematica
especifica do periodo em questdo. Para os contamgms de Cardano, Ars Magna
simbolizou uma nova etapa no campo da matematxdaindo publicamente pela primeira
vez os principios de resolucdo de equacdes cubitaguadradas, fornecendo as regras da
resolucdo por radicais de uma maneira similar a eu@e conhecida para as equacdes
quadraticas.

Cardano estuda o que ele considerava serem agdas de equacdes gerais, por
exemplo: relacdes entre raizes e coeficientesasaty localizacao de raizes e chega a abordar
timidamente o assunto do niumero de solucdes deeguacdo. Mas um dos aspectos mais
notaveis da obra de Cardano foi trazer a tona &t@oeda existéncia de quantidades
“sofisticadas”, como eram chamadas as raizes deem@mnegativos, denominacao
provavelmente herdada de Bombelli, como discutieathante.

Essas quantidades “sofisticadas” aparecem nasufésne ele ndo as coloca de lado,
nem as considera de pouca importancia como se fames dele. Ao contrario, Cardano
construiu exemplos que expressam o proposito de dioim estas quantidades.

Ao lidar com solucbes de equacdes de grau mamiqis, fica evidente que Cardano
nao possuia uma sistematizacdo algébrica que pEEeniima generalizacdo dos meétodos
utilizados. Pouco tempo depois, alguns de seussoi@s criaram uma linguagem algébrica
mais geral e eficiente, como é o caso de Viéte9X)L5que criou uma terminologia
matematica quase tao geral quanto a que usamas hoje

Cardano analisa casos particulares para a resotig@quacoes, cujas demonstracdes

sao retéricas e baseadas em argumentos geoméNieste momento histérico, havia ainda
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uma grande influéncia dos métodos gregos, printipale os encontrados nBkmentogle
Euclides.

As solucbes geométricas de Euclides para as egsiagdadraticas consistiam na
construcdo de quadrados, logo seria bem aproppedsar na solucado das equacdes cubicas
através da construcdo de cubos. Cardano pareceabperuma conexdo entre o fato do
espaco que ele conhecia ser tri-dimensional efiasldades em resolver equacdes de grau 3.

O trabalho com resolucéo das equacgfes cubicaé fél, por isso, em muitos casos,
Cardano utilizou exemplos numéricos, oriundos d@matica mercantilista italiana,
envolvendo distribuicdo de dinheiro entre soldasi@gens de negdcios e parcerias.

Os poucos problemas mais abstratos que aparecesnawobra sdo uma extensao do
problema da duplicacdo do cubo (cap. XVII), proldserenvolvendo triangulos (cap. XXXII)

e um capitulo em que Cardano trata livremente comimeros negativos (cap. XXXVII).

Cardano demonstrou que a férmula que recebeu ldédbre e Tartaglia estava correta
e encontrou um método para reduzir as formas nmigplexas das cubicas (aquelas que
incluiam todos os quatro possiveis termos e agpgsguiam trés termos envolvendo o termo
quadratico) a uma forma mais simples, de modo guesalucédo de Del Ferro e Tartaglia
pudesse atender a todos o0s casos de equacdesscubica

Cardano também encontrou e demonstrou a existéramultiplas raizes para varios
tipos de cubicas e biguadradas. Explorou e explicielagdes entre as raizes de um tipo de
cubica e outras de outro tipo diretamente relacdlasa ela. Estabeleceu uma relagcéao entre as
raizes da equacao e os termos numéricos nela am&lvAtribuimos a ele também o fato de
ter mostrado, em certos casos, que uma equacadadéxMeduas raizes idénticas. O mais
importante para nés € que o trabalho de Cardarendelyeu a consciéncia da importancia e
da inevitabilidade de solu¢cbes negativas e complerado encontrado solugdes envolvendo
raizes quadradas de quantidades negativas.

Dentre as inovacdes que Cardano introduzilAreMagnaestava um método para

transformar uma equacéo cubica em outra sem o tdemgegundo grau. Utilizando uma

linguagem atual, trata-se de reescrever a equacapax’ +bx+c= emOuma nova

variavel. Basta fazer a substituicdo= y—% para obter uma equacdo com coeficientes

arbitrarios onde o termo eng®fica ausente. Com esta nova variavel, a equacaoirada

forma y® + py=(q, que também é conhecida como uma forma reduzidegdagio cubica.

15



Cardano propde o seguinte método para efetuarredsgdo, que interpretamos em nossa

linguagem:

Sejax® + ax’ + bx+c = 0,fazendox =y —% obtemos

[r-5) +dr=3) {r-5)remo

2 2 3 3

2 3
y3+(b—%jy+(22i7—a—;+cj20

B (Za3 ab ]
e q=-|=——-—"+c| teremos

. a
Sendmssimse =b-
e P 27 3

2
3
y’+py=g com p>0 e g>0.

Vale ressaltar que, hoje, pensamos em equacfesasiutmmo sendo essencialmente
todas de um mesmo tipo e podendo ser resolvidasrmpeanesmo método, mas naquela época,
quando os coeficientes negativos ainda néo erdipadts, existiam 13 diferentes tipos de
equacdes cubicas, que dependiam da posicdo do tguadratico, do linear e do termo
numeérico.

Cardano trata a solucdo de cada um dos treze dp@xjuacao cubica em capitulos
separados. O capitulo XI, por exemplo, é destirmdesolucdo da cubica do tipo “cubo e
coisas igual a numero”. A demonstracdo € feitadeswino base um exemplo particular de
uma cubica e, posteriormente, estabelece-se uma degesolucdo dessas equagdes cubicas
particulares.

Exibiremos o método de resolucdo fornecido pord&@aw, método este que nao
utilizava a linguagem algébrica atualmente utilzael que possuia uma fundamentacéo
geométrica. Isto faz com que a demonstracdo fette @ardano ndo seja de féacil
entendimento. Por este motivo, acrescentaremomalode algumas etapas da demonstracéo
uma traducdo para a linguagem simbdlica que usdmfes a fim de proporcionar uma
melhor compreensao do raciocinio de Cardano.

No capitulo XI daArs MagnaCardano estuda a resolu¢do de um caso especéico d
equacao cubica representada @ p; 6 reb aeqlis 2@Gtualmente expressa pr+ 6x = 20.
Consideremos que o cubo de GH e seis vezes o lHdsefa igual a 20. Sejam dois cubos AE

e CL cuja diferenca deve ser 20.
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Logo, o produto do lado AC pelo lado CK deve seri2seja, a terca parte do nimero
de “coisas”. Fazendo BC igual a CK, teremos que éARBjual a GH, ou seja, o valor da
“coisa”.

Neste momento, podemos associar as grandezasGkCas variaveiue Vv, tais que

AC = U e CK =V, de modo quelLv = 2 o que equivale & do coeficiente de x na equacao,
3

sendo a solugéo desejada AB = Gl =V.

De um resultado apresentado no capitulo anteeitendemos DC como o cubo de
BC, DF como o cubo de AB, DA como trés vezes CBeseaz quadrado de AB e DE como
trés vezes AB vezes o quadrado de BC.

Nesta etapa, Cardano utiliza uma notacdo propia plguns solidos cujos volumes

serdo utilizados durante a demonstracdo. Em lireguagjual, temos que:
2
DC = V°, DF = (u—v)3= x*, DA = iu—\/) V e DE :iu—v)vze podemos observar a

igualdade geométrica através da representacaocabaix

u-v
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Ja que o produto de AC por CK resulta em 2,marile AC vezes CK resulta em 6
que é o numero de “coisas”. Como AB é igual a Gois@), temos que AB vezes o triplo de
AC vezes CK resulta em “6 coisas”. Sendo CK iguBlCa temos que trés vezes o produto de
AB, BC e AC ¢é 6 vezes AB. Pela hip6tese, temos ajuiiferenca entre o cubo de AC e o
cubo de CK é 20, que ¢ a diferenca entre o cul?Cde o cubo de BC.

Em outros termos, ja quav= 2, temos que 3u.v= 6, que é o coeficiente de x na
equacao dada. E o produto de AB pou¥.= 6x. De hipétese temos que-v’ =20

De resultado anterior, temos entdo que a somadmos DA, DE e DF é 20, o que
nos remete & equacde—v) +3.(u-v)'v+3.(u- v = 20.

Assumindo BC como negativo, teremos entédo quebo de AB € igual ao cubo de
AC mais trés vezes o produto de AC pelo quadradB@enenos o cubo de BC menos trés
vezes o produto de BC pelo quadrado de AC.

Neste momento, notamos que o fato de Cardano asBhmegativo esta relacionado
a idéia de ‘“retirada” de volume, podendo ser exareatravés da equacdo algébrica
(U-v) = +3uv - v’ - 3vui.

Por sua vez, a diferenca entre o triplo do prodlg BC pelo quadrado de AC e o
triplo do produto de AC pelo quadrado de BC é pldrdo produto de AB, BC e AC, o que
vale seis vezes AB, como foi mostrado.

Esta relacdo, em termos algébricos, pode serriteeda forma:
3vu’ —3uv: =3(u—Vv)uv, resultando em §u —Vv).

Adicionando 6 vezes AB ao resultado do produtdrigido de AC pelo quadrado de
BC teremos o0 produto do triplo de BC pelo quadrade AC, ou seja,
6(u—Vv)+3uv =3u'v.

Tendo assumido BC como negativo, fica claro quepto do produto de BC pelo
quadrado de AC3VU®) também é negativo. Logo, o triplo do produto & pelo quadrado
de AC mais o triplo do produto de AC pelo quadradéoCB mais 6 vezes AB resulta em
nada, o que pode ser compreendido pela equa@i’ + 3uv + 6(u —v) =0.

A diferenca entre os cubos AC e BC é o total dwoade AC, e o triplo do produto de
AC pelo quadrado de CB, e o triplo do produto depge® quadrado de AC (negativo), e 0

cubo de BC (negativo), e 6 vezes AB, o que powsae igual a 20.
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Cardano prop0s, portanto, acrescentar, ao vohasidtante da diferenca dos cubos
AC e BC, uma outra operacdo envolvendo volumesegidtam em nada, o que nao altera o
valor dessa diferenca, que era de 20. Essa opepadgi@oser observada na equagao:
U -V’ =u’ +3uv -3vu’ -V’ +6(u-v) =20

Sendo assim, utilizando um resultado anteriorsexto capitulo, considerando BC
negativo, o cubo de AB seréa igual ao cubo de ACsnaatriplo do produto de AC pelo
quadrado de BC menos o cubo de BC e menos o tiploroduto de BC pelo quadrado de
AC, representado pdu—v)’ = U’ +3uv: -V’ — 3vLi.

Podemos agora concluir que o cubo de AB mais 8sv&B sera igual a 20 e o cubo
de GH mais 6 vezes GH também sera igual a 20,4 qu

(u-v) +6(u-v)=u*+3uv: v’ —-3vu* +6(u-v) =20

ou

AB’+6AB=2C, ouGH®*+6GH =20
e, pelo que foi dito no volume 11 datementosde Euclides, GH sera igual a AB, portanto
GH é a diferenca entre AC e CB.

As grandezas AC e CB, ou AC e CK, sao numerosnbia$ contendo uma area igual
a terca parte do nimero de “coisas” cujos cubosda@émo diferenca o termo numeérico da
equagado. Logo, teremos a seguinte regra:

“Eleve ao cubo a terca parte do numero de coisapiabsera somado o quadrado da
metade do termo numérico da equacao e extraia guadrada deste total que serd usado, em
dois momentos. Em um deles, adicione a metaderdwmtaumérico da equacao e no outro
subtraia 0 mesmo numero. Teremos entdobimmiume 0 seuapotomerespectivamente.
Subtraia a raiz cubica dpotomeda raiz cubica dbinomiume o resultado final € o valor da
coisa.

No caso particular da equagéo “cubo e seis coiged a 20”7, teremos: eleve 2 ao
cubo, que € a terca parte de 6, o que resulta &hul@plique 10, metade do termo numérico,
por ele mesmo resultando 100; some 100 e 8, fazé@8oExtraia a raiz quadrada, que €&
J10€, e a utilize em um primeiro momento somando 1Gne um segundo momento
subtraindo a mesma quantidade, e teremdsnomium \/106+10 € 0 apotome./10¢-10.
Extraia a raiz cubica desses valores e subtraialar doapotomedo valor dobinomium e
teremos o valor da coisg./108+10-3%/~/108-10-
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Utilizando termos algébricos atuais, poderiamo®sagver como segue o0

desenvolvimento e a regra de Cardano para a résolles uma equacdo cubica reduzida do

tipo x>+ px=qg comp >0eq>0:

Considereros:

(a-b)’ +3abla-b)=a*-b°

Sel)p=3ab e I)g=a’*-b’

temoga-b)’ + pla-b)=q ouseja x=a-b.

De | e Il obtemos que:
Iy ab=§ elv) a-b*=q.

Elevando ao cubo os dois membros da equacabkteriormente multiplicando por
4 e, elevando ao quadrado os dois membros da exjhagdbtemos:

4p°

4a’=—— e a’-2av’+b°=¢q°
27
Adicionando as equacfes acima teremos:
3
a® +2a%h° + b° =q2+4_|0
27
4p°
aB+bf =g+ 22
o) =ate
3
ad+b° = q2+4_p
27
Logo:

27
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Como a solugéo desejadaxé a — h obtemos temos que
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2 3 2 3
X = i/ng %+% —?i/—%ﬂ/qj +% € a solucéo da equacéao cubica.

Nesta demonstracdo, Cardano utilizou resultadosigdonstrados em capitulos
anteriores de seu livro, atualmente conhecidos ameubo da soma e o cubo da diferenga. A
formula que atualmente chamamos de “cubo da somdoidetermos” foi enunciada por
Cardano da seguinte maneir&e“uma quantidade € divida em duas partes, o caboteiro
€ igual ao cubo das duas partes mais o triplo dodpto de cada uma pelo quadrado da
outra”. (Ars Magna, capVl, p.52)

A demonstracdo deste resultado é realizada atdevama extensao da proposicéo 1.4
de Euclides que tratava geometricamente do quadfackomma de dois termos. No mesmo
capitulo, ele demonstra alguns corolarios que sdedextrema importancia para o método
apresentado por Cardano para a resolucédo das eguagiicas.

E importante notar que, nas demonstracbes aprdssnpar Cardano para cada caso
particular das cubicas, ha uma preocupacédo em miopar uma fundamentacdo geométrica,
embora ele ja usasse ferramentas algébricas impesta

Observamos na demonstracdo do método de solugéabdzacub p; 6 reb aeqlis 20
atualmente expressa por +6x =20, que Cardano considera, no inicio da demonstragao,
dois cubos cuja diferenca vale 20 e cujo produteubes arestas vale 2. Isto indica que ele
tinha ciéncia de que estas consideracdes seriadarfuentais para a obtencao do resultado
final.

Nos treze capitulos que Cardano dedica a soluglo adbicas particulares, a
demonstracdo é sempre seguida de uma regra pdé&ticasolucdo. Em sua obra, nao fica
evidente como estas regras sao estabelecidasradpaiemonstracao realizada, mas devemos
ressaltar que dadas as consideracdes iniciais alelesnonstracdo, a cubica apresentada no
capitulo pode ser resolvida, a menos de uma muddacsaariaveis, pelos métodos de
resolucdo por radicais de equacdes quadraticasnbagsonhecidos na época.

Com esse trabalho, Cardano reconhece que umadeguabica deveria possuir trés
raizes, embora ndo exibisse por qual método eatassreram determinadas. No primeiro
capitulo doArs Magna ele estabelece relacdes entre tipos de equadbess e suas raizes.
Ele afirma, por exemplo, que as raizes verdadeaaxdacdo “cubo mais coisa mais nimero
igual a quadrado” sdo as ficticias da equacédo “cmlais quadrado mais coisa igual a

nimero”, sendo mantidos os mesmos coeficientes.
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No caso da cubica® + 3x +18=6x*, temos que 3 € uma raiz verdadeira, logo -3 sera
uma raiz ficticia da equagad +6x* +3x= 18

Cardano explora diversas relacdes envolvendogdiizécias e raizes verdadeiras das
equacdes cubicas, embora desvinculadas de um tmngeométrico. Logo o que hoje
entendemos como raizes negativas de uma equac@ma ;gfam descritas como raizes
ficticias, porém ainda ndo eram aceitas como sekitggitimas. Um problema envolvendo
quantidades negativas como solucdo aparece nallcapikXVIl: “O dote da esposa de
Francis é 100 auréimaior do que o valor que possui e o quadrado de 60400 a mais do
gue o quadrado do valor possuido. Encontre os valdcedote e de seus bens proprios.”

Adotando uma linguagem simbdlica atual, a solucAesentada assume que se
Francis possui-X, logo o dote de sua esposd@- x. Elevando ao quadrado ambas as
partes, teremox’e 10000+ x*-200x. A diferenca entre elas ¢é 400,
entdo: x> + 400+ 200x =10000+ x*>. Subtraindo termos comuns teremos que 9600

valem 200x , concluindo quex=4& que Francis estd com este débito pessoal. @ dalo
dote sera o que resta de 100, o que vale 52. Erafcif tem -4&urei e o dote de sua esposa
é 52aurei.

Trabalhando desta forma, Cardano afirma que podelvegsos mais dificeis e
emaranhados problemas.

Outro aspecto notavel na discussdo de Cardaraneaese neste mesmo capitulo: a
consideracdo do que atualmente chamamos de “numesogplexos” ou “numeros
imaginarios”. Cardano manteve esses numeros forrsidMagna com excecao de um caso,
quando ele considerava o problema de dividir 1@leas partes cujo produto fosse igual a 40.
Ou seja, dividimos 10 em duas partes iguais obté&nhdoe multiplicado por si mesmo resulta
em 25. Deste resultado devemos subtrair 40, queaédodo produto desejado, restamallb.

A solucéo deveria ser justificada geometricamen@ardano apresenta uma tentativa
geométrica baseada nas proposicbes de Euclides.justificativa deveria apresentar a
solucao através da construgcédo de um quadrado aen&be

O segmento AB (figura 1) de comprimento 10 é ddodem partes iguais, tendo que
AC = CB =5, logo pela proposicao 1.5 de Euclidesiamos que a medida de CD € a raiz da
diferenca entre o quadrado construido sobre CBpeoduto de AD por DB, indicado por
Rm15 (\/=15). A solucéo desejada € AC + CD e AC — CD que ewggistradas como “p R
ml15” e “6mR ml15”.

® Uma moeda de ouro da Roma antiga
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Fazendo o produto desses resultados, obtemos ‘2515 quad est40”. Logo,
Cardano afirma que podemos realizar com essasidades “sofisticadas” operagdes do tipo

(5++/~15)5-+/~15)=25-(~15) = 40.

A C D B
1 2 3
K C | H M
4 ]
E G F
(figura 1)

Cardano se referia as raizes quadradas de nimegasivos como sofisticadas
chegou a avaliar que esses resultados eram t&asiatito inuteis.

Podemos observar que, independente das operagiisniarem perfeitamente com
estas quantidades “sofisticadas”, era necessaa®,confuso, associar um sentido geométrico
a elas, permanecendo em aberto uma justificativa pacalculo de raizes de numeros
negativos.

A atencdo dada por Cardano a essas quantidaikda alo método de solugcdo de
equacdes cubicas através de radicais, da origenm gpnocesso longo e de extrema
importancia na histéria da matematica. A partirtelemomento, uma nova questao vai
alimentar o pensamento matematico: como justificpossibilidade de efetuarmos calculos e
admitirmos solucdes envolvendo raizes quadradasimeros negativos?

Um mateméatico que muito contribuiu para o estuds @imeros imaginarios foi o
italiano Rafael Bombelli, nascido provavelmente 526 na cidade de Bologna, embora néo
se encontrem informacdes precisas a este respegfande contribuicdo de Bombelli para a
Matematica é conhecida através da publicacdo detsaa’Algebra (1572), escrita por volta
do ano de 1560.

Diferentemente de muitos contemporaneos seus, Bbrpheece ter tido a intengéo

de elevar a matematica a um nivel superior, ndessaciamente ligada a problemas praticos.

4 O termo “sofisticado” associado as quantidadeslmiente conhecidas como imaginéarias, ja constavanamuscritos
datados de 1543 de Rafael Bombelli, localizados mterele na biblioteca do Vaticano. Presume-se quea@argh ciente do
conteldo desses manuscritos, tenha entdo adotaesma terminologia. (Flament.D, mini curso sobrhisiéria dos
nameros complexos, UFF 2008)
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Os problemas apresentados na obra de Bombelliesdsua grande maioria, influenciados
por Diofanto, mas tratados de modo mais abstrato, mitido interesse em generalizar varios
dos casos com que lidava.

A obra de Bombelli divide-se em 5 partes, que sAwiderados 5 livros, dos quais 0s
dois ultimos nao foram apresentados tais como Bbinfiavia pensado. Apds a sua morte,
aos 46 anos, os dois ultimos livros ainda incomogleforam dados como perdidos,
descobertos por E. Bortolotti e publicados em 193%ifkeira edicdo integral deAlgebra
foi publicada em 1966 e deixa clara a distincdo wés primeiros livros, relacionados a
algebra, dos demais, essencialmente dedicadosvetgén

Segundo Bortolotti, no prefacio a edigdo da Algeted 966,

(...) Nela se apresenta pela primeira vez uma campl
sistematizacdo logica da teoria das equacles dogipys quatro

graus; mas o conceito de informacédo de toda a abugsposicao e
ordenagdo da matéria, o procedimento construtideneonstrativo

essencialmente analitico nela seguido, representpasso notavel
na aritmetizacdo da Matematica. (Bombelli, 1966)

A contribuicdo de Bombelli foi notavel no que diespeito a linguagem simbdlica
utilizada, semelhante a linguagem ja utilizadalgiaolas Chuget em sua obfaiparty en la
science des nombré¢s484).

A notacédo algébrica de Bombelli foi ocupando o espdas abordagens retéricas
utilizadas anteriormente. Ele utilizéug para denotar raiz quadrad®gc para raizes cubicas

e expressdes similares para raizes de indices enaiOs simboloig j sao utilizados para

incluir longas expressdes, como por exemBIm:|_2p Rq 21J, gue atualmente é representado

por }/2++/21; e a utilizagdo de um semicirculo em torno de wmeron, indicando an-

3 2 1
ésima poténcia do termo desconhecido. Loga; 6x° —5x seria escrito coma p 6m5.

Esta forma de “ligar” os elementos de um mesmacaadio foi um grande avancgo na
representacdo simbolica de expressdes envolvenlittaig que muito se assemelha com o
objetivo do emprego do simbolo de raiz utilizadesahente.

O quadro abaixorelaciona a linguagem simbdlica utilizada por Betfibcom a

linguagem atual:

® Imagem disponivel em http://ww-groups.dcs.st-andik/~history/Mathematicians/Bombelli.html
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Motagdo Modetna Publicada por Bombeli MU _[:Dr
Bombelli
L oL
SR = £
2 e i
=1 E =
Fd+ 45 Rq|4pRag6 | Rl4pRE
Yo a ooz Rc|2pRg[Om 12 1] | R3|2pR|Om 121

Os numeros imaginarios sao abordados em seu pointigro, juntamente com
definicdes de conceitos elementares, como poténeiges, binbmios e as operacdes que 0s
envolvem. Ele reconhece a existéncia das raizediveeg@ segue adiante afirmando que
estas expressdes sao mais “sofisticadas” que pzaig) podemos perceber no trecho citado
abaixo, encontrado na pagina 133.gd&gebra:

“Encontrei um outro tipo de raiz cubica compostatandiferente

das outras, que nasce no capitulo do “cubo igudhnto e
namero”, quando o cubo da terca parte do tanto iérno@e o
quadrado da metade do numero, como nesse capiwlo s
demonstrard, (...) porque quando o cubo do tercamto & maior
gue o quadrado da metade do numero, o excessoengode
chamar nem mais nem menos, pelo que lhe chamarngiuddi
meno, quando se adicionar e meno di meno quandaoldeair.

(...) E esta operacao é necessaria (...) pois sdo smstgasos de
adicionar onde surge esta raiz, (...) que poderé&ceai@ muitos
mais sofisticada que real, tendo eu também essa opinido, até ter
encontrado a sua demonstracdo em linha (...) maseipam
tratarei de os multiplicar, escrevendo a regra dis & de menos.”

Bombelli, entdo enuncia as regras de multiplicagalas abaixo:
Piu via piu di meno, fa piu di meno

Meno via piu di meno, fa meno di meno

Piu via meno di meno, fa meno di meno

Meno via meno di meno, fa piu di meno
Piu di meno via piu di meno, fa meno
Piu di meno via meno di meno, fa piu
Meno di meno via piu di meno, fa piu

Meno di meno via meno di meno, fa meno
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Alguns historiadores da matematica, como BourbakseusElementgp.97), chegam
a afirmar quepiu, meng meno di mence piu di menosao respectivamente 1, -1,e 1.
Sobretudo por que Bombelli, no capitulummare di p.di m. et m.di’ mapresenta um
importante axioma que revela que ndo se pode spitnaom piu.di.meno Esta idéia é vista
como uma primeira no¢ao de independéncia lineae estvalores real e imaginario.

Poderiamos efetivamente estabelecer uma compaeat@as regras de Bombelli e
aquelas que utilizamos atualmente, porém dizempgyeneng meno di mene piu di meno
sao respectivamente 1, -1Lei nos parece perigoso. A razao mais forte para rezapermos
desta associacdo apressada é que noés utilizareaisgarde o simbolo como sendo uma
unidade imaginaria, ao passo que di menoe meno di men@ontém em suas expressoes as
idéias de adicdo e de subtracdo, ou seja, relaniseaa operacdes. Ou seja, nos parece

valioso insistir, do ponto de vista da historiangi@ematica, qupil di menoce meno di meno

mesmo tendo respectivamente o significado#dgl e -+/-1, ndo significam o nosdce —
i. Os sinais que precedem as raizes do numero idamdjue estas quantidades ndo sao
independentes, mas sdo sempre somadas a ou sadbttaidm namero real.

Bombelli mostrou que estava a frente de seus as#ems quando apresentou regras
operatdrias com raizes de numeros negativos quia aido tinham a sua legitimidade
assegurada, demonstrando uma capacidade de abs#igé€drica surpreendente para sua
época.

Vejamos agora o que acontece se aplicarmos o médesolucdo apresentado por

Cardano a equac&d =15x+ , donsiderada por Bombelli em sfilgebra

Se x®=15x+4 temogjuep=15 e =4 logo

_ |4 /16 15 |4 [16 15°

XxX=3—-+ |—— +3|—— [———
2 Va4 27 V2 Va 27

x=32+/—121+3/2-+J-121

Como acontece neste exemplo, quando o discrinen@nhenor que zero, ou seja,

2 3
(ﬂj <(§j , a féormula de Cardano nos leva inevitavelment@izes quadradas de niameros

2 3
negativos, logo %—% seria 0 que chamamos hoje de “nimero imaginahtgs no

exemplo acima, sabemos que a equacao possuiiizés raais: 4, 2+.3e-2-4/3.
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Equacdes deste tipo sdo ditas “irredutiveis”, oa, sgjuagdes cubicas que admitem 3
raizes reais e distintas que, quando resolvidasfpehula de resolucdo das cubicas por meio
de radicais, levam a numeros desconhecidos. Nesse particular, qualquer manipulacéo
algébrica que tivesse como objetivo descobrir &&esada cubica através da foérmula de
resolucdo de 3° grau, ndo obteria sucesso, 0 quetedazaria a “irredutibilidade” desta
equacao.

Este caso apresenta um problema fundamental n@idistos nimeros complexos:
como é possivel obter as trés raizes reais, logmapiente legitimas, através de um método
que faz aparecer niumeros ilegitimos, como € odaseoaizes de nUmeros negativos?

Bombelli sabia que a equagéo do exemplo pos&dgatiucdes reais e reparou que, de
maneira paradoxal, tinhamos, de um lado, uma Situan que a férmula produzia um
namero ndo reconhecido como tal e, de outro, t@s bolucdes que podiam ser descobertas
por esta formula. Bombelli foi o primeiro matemétiwcom coragem suficiente para aceitar a
existéncia dos numeros imaginarios, dando uma hawao quebra-cabeca das equacdes
cubicas. Sua habilidade em operar com numeros maags 0 capacitou a demonstrar a

aplicabilidade da formula de Cardano até nos casahutiveis de uma equacao cubica.
Bombelli conseguiu enxergar que os valores congglalos radicaig/2++/-121 e

3/2-+/-121deveriam ser relacionados com os préprios radiaaisseja, eles deveriam
diferir apenas no sinal. Bombelli sabia que 4 ena solucdo da clbica mencionada aéjma
exibindo o fato extraordinario de que numeros rgaosleriam ser obtidos através de
operacdes com expressdes contendo numeros imaginari

E importante ressaltar que Bombelli acrescenta“gdeerte-se que este tipo de raiz
cubica surge sempre acompanhada do binbmio comuaestdud. Podemos afirmar que

® Um método amplamente divulgado para a obtencédsotlzcdio 4 para a cubica dada é a seguinte: Considgre
{2++/-121= a+by/-1 e Y2-4/-121 = a-by-1, coma > 0 eb > 0 a serem determinados. Sendo assim, a relago
2++/-121= a+by-1 implica que:
2+4-121= (a+by=1J = a® +3a%by/=1+3ab?(y=1 +b2(V=1f = ala® - 30?)+ b(3a® -b? /=1

Dessa igualdade, segue ql@2 —3b2) =2 e b(3a2 - bz): 11. Se as solugdes forem inteiras, a primeira dessas
condicBes nos diz queedeve ser igual a 1 ou 2, e a segunda condicdguassqueb tem valor 1 ou 11. Como apenas as
opcbesa = 2 e b = 1 satisfazem a ambas simultaneamente, obtemos alizlaigaes:2+\/721:(2+\E_)3 e
2--121=[2-=1f -

Podemos concluir entdo que uma das solucdes papaagao clbica® =15x + 4 é dada por:

x=3/2+-121+3/2-J-121= 3{/(2+\ﬁ1)3 +3§/(2—\ﬁ1)3 =(2+ﬁ)+(2—ﬁ):4.
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Bombelli j& apontava aqui para o importante pape gs niameros imaginarios conjugados
irlam assumir futuramente.

Sabemos que as regras apresentadas por Bombedi tammbém séo validas para os
nameros reais, abririam caminho para que no futalgyns matematicos viessem conceber
esses elementos munidos de operacgdes e proprieslgmirdficas como uma valiosa estrutura
algébrica.

Assim, as vésperas do século XVI, as quantidadegiimarias eram empregadas em
calculos, possuindo nome e algoritmos definidoss sg emprego ainda causava incémodo.
Estas quantidades eram toleradas quando partiaeatipara se chegar ao real e pelo fato de
que a teoria sobre as equacOes ainda nao estdesgmeente definida. Aos numerosos e
longos célculos utilizados na resolucéo das cubréase substituir uma escrita formal que as
reduzira e fard os matematicos descobrirem a detedta que lhes faltava. Todas essas
pesquisas serdo feitas no fim do século XVI e pmssdo pelo século seguinte, ficando
aparentemente ocultos os resultados que Bomb#ik tbbtido. Mas foi a partir dos trabalhos
destes matematicos italianos que os numeros safisis comecaram a perder parte de sua
caracteristica mistica, ainda que sua plena aéeitag universo dos nimeros comece a ser
obtida apenas no século XIX com os trabalhos deis\ikessel, Buée e Argand.

Mostraremos no capitulo seguinte como o desenvehlionda matematica nos séculos
seguintes contribuira de maneira significativa ggara estes importantes resultados saiam do
estado de um “eclipse aparente” (FLAMENT, 2003, p&gunto com os demais, iniciem um
processo de edificacdo do pensamento matematicajuab as quantidades sofisticadas

desempenhardo um papel fundamental.
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Capitulo [l — Os numeros “imaginarios” na

matematica dos seculos XVII e XVIlI

Durante o século XVII, os trabalhos de Harriot,ra@ e Descartes, muito
contribuiram para a histéria dos nimeros conhecatéseste momento, como “sofisticados”.

Thomas Harriot, professor de Oxford, com sua oBréis' analyticae praxix”(1631),
pode ser considerado, com Viete, um dos pais déiskndlatematica. Ele é responséavel por
evidenciar a importancia da natureza e da formag&equacdes, transformando o modo
tradicional de lidar com as equacdes e apresentamdprocesso que conduz a uma forma
canOnica.

Em uma primeira fase, Harriot transporta todosaosnds do segundo membro de uma
equacdao, atribuindo sinais e iguala a zero. Estam@ pratica facilmente reconhecida
atualmente, considerar uma equacao na forma gevedm, na época, este procedimento
implicava em ultrapassar algumas barreiras, paialég um “objeto” a zero era igualar a
nada.

Na obra de Harriot, considerada por Cajori comerios retérica e mais simbdlica do

., L , - a+b
que talvez qualquer outra algebra que ja tenha siseritd ’, afirma-se que adicionar *

representa a soma+b-d.”

A linguagem simbolica utilizada ja representavaaumovacgdo, pois usava letras
minudsculas para representar as quantidades quecaparnas equag¢fes, dando o mesmo
significado que Viete atribuia as suas letras necaids. Expressava por uma consoante as
quantidades positivas conhecidas e os numerosivega&ram precedidos por um sinal. A
novidade ai ndo consistia em escrevved” e sim no fato de que néo era apresentada uma
expressdo precedente que indicasse diretamente sub#tacdo. Ele ndo explica a
ambiguidade gerada pelo sinal “ — ” que, em um dexiemplo, poderia significar uma
subtracdo, assim como uma adicdo de um numeroiviegat

E interessante observar que Harriot ndo utilizealaywas especiais para designar os
nameros “sofisticados”, embora quando deparado acequacad' eee=ccc++/—dddddd’
considere um caso de reducédo impossivel e dedierg gddddddé inexplicivel.

7 Cajori, Revaluation of Harriot's Artis Analyticae Praxig920), p.37.
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Independente da simbologia utilizada, ele aindavadida as raizes negativas de uma
equacdo. Sendo assim, ainda ndo podemos dizer gquétHtenha sido o primeiro a
reconhecer e utilizar as raizes negativas de unuiacéq de maneira similar as raizes
positivas. Este equivoco, encontrado algumas veadsstoria da matematica, deve-se ao fato
dele ter proposto uma formalizacdo inovadora natcogdo de equacdes candnicas a partir de
produtos de fatores binomiais, como podemos vegais

1) a-b =—aa—-ba-ca+bc
a-c

2) at+b =—aa+ba+ca+hbc
a+c

3) a=b | La-ba+ca-bc®
a+c

A partir dai, somos tentados a acreditar que ibtarinterpretava a equacao

aa-(b-cja—-bc=0 como sendo equivalenteaa—ba+ca—-bc= , €ujas raizes seriame

— ¢ Mas esta conclusao é falsa, j& que Harriot deapee- c como raiz da equacéao.
Considerando a equac@o=b e consequentemente-b= , poderiamos multiplicar
os dois membros dessa equacao petrc, obtendo entdo a equaca@aa—ba+ca-bc= , 0
que poderia ser escrita da forma—ba+ca=bc. Cajori conclui que gortanto a equacao
canbnica proposta obtida através de uma prévia iplidacdo €é aqui deduzida
considerando-sa = b.”
Como Harriot ndo reconhecia c como uma raiz da equacédo, ndo poderia fazer o
mesmo calculo partindo d&=—c, 0 que seria pertinente para uma equacao modemaeu

livro, diante a uma equacédo do terceiro grau dadofa—b)(a—c)(a—d) = 0, reconheceu
suas trés raizds ¢ e d, mas para o caso da equag¢ac-b)(a-c)(a-d)= , a@mitiuced

como raizes, ficando provado que nado existiriamagut

8 Em notag&o atual teriam¢g— b)(x+c) = x? —bx+cx—bc -
® Cajori, Revaluation of Harriot's Artis Analyticae Praxig920), p.37.
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Embora ndo tenha admitido raizes negativas comg@e$ das equacbes, 0 mesmo
valendo para os numeros “sofisticados”, suas e@sacé@ndnicas serviram como modelos
para determinar o niumero de raizes de equacdesrceird e quarto graus (nos casos
particulares em que todas séo estritamente positiieste fato ja seria suficiente para
ressaltar a importancia da contribuicdo de Hapdoa a matemética.

Outras de suas contribuicdes sdo a invengcdo ddsokimn> e <, que significam
respectivamente “superior a” e “inferior a”, um hmi desenvolvimento no processo de Viete
para a aproximacdo das raizes de uma equacdo opanera utilizacdo simbdlica para
representar a multiplicacdo cona@, a.a.a, a.a.aa,...

Nota-se a importancia do termo “inexplicavel”, izaldo em expressdes que aparecem

nos trabalhos de Harriot, como por exemm, pois 0s numeros ditos anteriormente
“impossiveis” recebem entre os anos de 1620 e 1L&3D outra denominagdo em razdo do
alargamento provocado pelas resolucédo das culsagificuldades da férmula de Cardano
para a resolucdo das equacgbes cubicas ainda saolasanesta época, sendo o termo
“inexplicavel”, caracteristico das consequénciasedalucdo matematica durante o século
XVII.

Albert Girard nasceu em 1595 em St Michel (Framcajorreu no dia 8 de dezembro
de 1632 em Leiden (Holanda). Era francés, mas emigomo refugiado religioso para a
Holanda. Apaixonado por musica, freqientou pela@ira vez a Universidade de Leiden, aos
22 anos, aonde estudou Matematica. No que tangst@id da legitimacdo dos numeros
impossiveis, podemos considerar que Girard foi radiante que Harriot, pois em seu livro
“Invention nouvelle em l'algebre” publicado em 1629, aparecem diversos resultades q
admitem raizes negativas para equacoes.

Na primeira parte de seu livro, Girard incorporsufeados de alguns contemporaneos.
Ele introduz dois novos sinais que seriam impogsein seus trabalhos:

ff - mais que

§ - menos que

Estes simbolos utilizados por Girard ndo sao plsis quanto aqueles ja utilizados
por Harriot e que se tornardo 0S nOsSsSOs sinaise“&”. Em relacdo a notacdo algébrica,
Girard utiliza, assim como Viéte, letras mailsculgsra representar grandezas,

desconsiderando a notagéo utilizada por Harriot.
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Para representar operacdes entre grandezas, @itizdva A+ B para a somaAB
para o produtog para a divisdo de A por B e o sinal de “ =" regrgava a diferenca entre

grandezas. Logo, para o caso geral da diferenga astgrandezas A e B, era utilizada a
notacdo A= B, mas, caso A fosse maior que B, a representagi@ofesia por A—B. Esta
dupla notacdo para uma mesma operacdo, nos ren@aresisténcia em trabalhar com
quantidades negativas.

Naquela época, a soma de todos o0s conhecimentq®ondieis ndo era
necessariamente utilizada pelos matematicos agjante vez que nao existia um padrdo de
notacdo matematica como hoje em dia. A linguageahzada dependia da preferéncia de

cada um. Girard, por exemplo, com a sua notacamsamdver a equacao quadratica “(2) igual
a 6(1) — 25*°, afirma que o valor de 1(1), ou seja, a raiz daedo, assume valdd ++/-16
ou 3—-4/-16, 0 que seria inexplicavel. Afirma também que alganequacdes do tipo (2)

igual a (1) — (0), ou em linguagem atusi,= ax—b, s&o impossiveis de serem resolvidas.

Na pégina 53 ddnvention nouvelle em l'algébre”Girard enuncia o famoso teorema
que relaciona 0 numero de raizes de uma equac@elwa@rau. Ele afirma que todas as
equacOes algébricas tém como numero de solugBessmannimero de seu maior grau e
estabelece relacdes entre os coeficientes dossaetrmos da equacao com as raizes, estando
0s termos, em ordem alternada de grau.

Ele explica este teorema através de um exempla &piacdo 1(4) é igual a 4(3) +
7(2) -34(1) - 24, 4 é o0 maior grau, o que significa que esta equpo&sui quatro solucdes.
Reescrevendo-a alternando seus graus, temos que X(2) — 24(0) € igual a 4(3) -34(1).
Desta equacéo, com excecdo do termo de maior geuemais coeficientes com seus
respectivos sinais, em ordem decrescente em redegagraus de seus termos, ou seja: 4, -7,
-34 e -24 sao as quatro “faccoesis quatro solucdes da equacédo. Estas faccOedomestas
por Girard sdo resultados envolvendo a soma edupyalas raizes da equacgéo, que recebem
atualmente o nome desse matematico.

Para o caso das equacoes incompletas, Girarccbomexemplo da equacéo 1(3) igual
a 7(1) — 6 que admite trés solucbes. Sao elasel;Xe ele reescreve a equacao da forma

completa 1(3) igual a 0(2) + 7(1) — 6 para enceorbdas as solucdes.

1% Em notacao atual, equivale & equagdo= 6x — 25.
1 Em notagao atual, equivale & equagdo= 4x° + 7x% — 34x — 24.
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Na citacdo a seguir, Girard nos mostra um exerdplequacao que evidencia o fato
dele ja admitir as quantidades “sofisticadas” deBelli: “Se 1(4) € igual a 4(1) — 3, entédo as
quatro faccbeserdo 0, 0, 4 e 3, logo as quatro solucdes serdb t1+y/-2e -1-v/-2.
(Note que o produto das duas Ultimas €3)

Girard afirma que pode dar trés nomes as solugi@mgadas: aquelas que sdo “mais

que nada”, outras que sao “menos que nada” e aasdlgue possuem/: ", Como J-3e
outras similares. Provavelmente ele foi o primardornecer uma idéia precisa sobre a
representacdo dos numeros negativos, quando dizolucdo por menos se explica em
geometria por retrocessao: 0 menos recua exatanwrde o mais avanta

Girard parece ter tido forte influéncia de diversosros autores. Parte de sua notacéo
tem inspiracdo em Chuquet, Stifel e Bombelli. Sepresentacdo para expressar uma raiz
permanece até os dias de hoje. Em relacdo as dadesi negativas e “inexplicaveis”, sabia
aceita-las e supera-las em seus calculos.

Sem muita precisdo, ao enunciar o teorema fundaéatalgebra, ele forneceu um
sentido mais amplo para os numeros “inexplicaveiste importante teorema, que podemos
considerar como uma breve declaragdo, ja que ndsuf@uma demonstracao formal, sera
abordado por diversos matematicos como Descartagtdd, Euler, D’Alembert e Gauss, que
fornecera uma prova rigorosa.

Passaremos agora ao trabalho de René Descartés1859), fildsofo, matematico e
fisico e, em particular, ao seu famoso li@eometria que foi concebido como o primeiro
apéndice de sua grande obra filosofibascurso do Método publicada em 1637.
Procuraremos evidenciar, nesta obra, as passageas situacfes em que 0S numeros
“inexplicaveis” se tornam presentes, de forma apeender quais as contribuicbes desse
grande matematico na historia desses numeros.

Podemos dizer que varias de suas idéias ja tinfdoregpostas por Harriot e Girard,
embora seja incontestavel que a clareza e a riqdezauas exposi¢cdes demonstrem a
independéncia de Descartes em relacdo a quaisailegnicias externas. Descartes foi o
primeiro a qualificar os nUmeros expressos poremide nuameros negativos como
“imaginarios”, ndo com o sentido de que eles na@mre‘reais”, mas como nameros que
podem ser imaginados.

Citaremos aqui, as primeiras paginas deGe@ametriaque explicam sua concepc¢ao:

2 Itard, J.op.cit, p.14
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“Todo problema em geometria pode facilmente sarzield a alguns termos,
gue o conhecimento de certas medidas de linhas seja suficiente para a
sua construcéo.

Assim como a aritmética consiste de somente quatrainco operagoes,
denominadas adi¢do, subtracdo, multiplicacdo, @visa extracao de raizes,
gue deve ser considerada, como um tipo de divisign na geometria, para
determinar linhas desejadas, € meramente necessficionar ou subtrair
outras linhas, ou seja, tomando uma linha, quénamarei de unidade, a fim
de relaciona-la 0 mais possivel a nimeros, e quie Eer escolhida
geralmente de maneira arbitraria e sendo dadasodtias linhas, encontrar
a quarta linha que deve estar para uma das lirddesdassim como a outra
estd para a unidade (que é o mesmo que a multi@abraOu novamente,
encontrar a quarta linha que esta para uma daaslidadas, assim como a
unidade esta para a outra (0o que € equivalent®isad). Ou finalmente,
encontrar uma, duas, ou varias médias proporci@mis a unidade e uma
outra linha (o que é 0 mesmo que extrair a raiziquha, raiz cubica, etc. da
linha dada). E eu ndo devo hesitar em introduzésetermos aritméticos na
geometria, por razdes de maior clareZa.”

Uma consequéncia do procedimento citado acimagégroduto de dois segmentos
pode ser visto como um segmento, 0 que nao poolesiaer na geometria euclideana, em que
o produto de dois segmentos deveria ser visto,ssagamente, como a superficie de um
retangulo, ou seja, como uma figura de naturezantfisle um segmento de reta.

Procedimentos deste tipo, exemplificado pela figbeaxo, permitirdo vencer a
guestdo da homogeneidade das grandezas que esementp na geometria euclideana.
Suponhamos, na figura, que AB seja a unidade.zdtitio construcbes geométricas simples,
com régua e compasso, teremos que BE é o prodstsegmentos BD e BC obtidos ligando-

se os pontos A e C e construindo DE paralela a AC.

T

B
D A

Baseando-se no texto de Descartes, e feitas asladeconstrucdes geométricas,
BE _ BD L
teremos que:B—C =a e, como BA é unidade, segue g8E = BC.BD.

Apés esta explicacdo, Descartes prop8e a aplicdgaoultiplicacdo e da extracdo de

raiz quadrada através de figuras geométricas, ntas aspecifica:

1 Descartes,RThe Geometry of René Descaytdsw York: Dover Publications, 1954. p 5.
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“...Portanto, geralmente ndo € necessério tragdmadi no papel, mas é
suficiente designar uma letra a cada uma delase desdo, para somar as
linhas BD e GH, eu chamo uma dee a outra dé e escrevaa+b . Entdo
a—b ird indicar queb é subtraido da ; ab que €a multiplicado porb ;

% que éa dividido porb ; aa ou a® que representa multiplicado por ele

mesmo; a’que é este resultado multiplicado patr e assim por diante,
indefinidamente. Novamente, se eu desejo extraizaquadrada de’ + b?,

eu escrevoya? +b® ; se eu desejo extrair a raiz cubicaale-b® +ab?, eu
escrevad/a® -b® +ab? ' e igualmente para outras raizés”

Até este momentoa® era comumente associado a superficie de um quadigd
lado éa e b® significava o volume de um cubo cuja aresta,énquantob*, b°, etc. ndo

eram associados a formas geométricas. Descartgsi@e ndo possui esse significado, mas
representa uma linha construida como a terceigopcmnal entre 1 &.

Assim como Harriot, Descartes utiliza letras moulias, além de expressar o radical
como Girard, porém a raiz cubica era expressa defarma mais complexa, o que poderia
acarretar alguns erros em célculos. O risco erampimuando se tratavam de grandezas
homogéneas, mas 0 mesmo ndo acontecia com as déueés, Descartes contorna esta

situacao afirmando:

“Se queremos resolver qualquer problema, primeindnsupomos que a
solugéo ja esta efetuada, e damos nomes a todiishas que parecem
necessarias para construi-la. Tanto para as gques@onhecidas como para
as que sao conhecidas. Em seguida, sem fazercdstiantre linhas
conhecidas e desconhecidas, devemos percorreicaldiide da maneira
mais natural possivel, mostrando as rela¢des estas linhas, até que seja
possivel expressar uma Unica quantidade de doigsnddisto chamamos
uma Equagado, uma vez que os termos de uma destaserpressdes sédo
iguais aos termos da outtd”

Além disso, Descartes introduz uma escrita siro@@bara representar equacdes de
uma maneira muito similar a utilizada atualmengenas com uma diferenca para o sinal de
igualdade, que ele representava utilizando o siont = ". Abaixo seguem alguns exemplos

de equacdes descritas por Descartes:

1 Descartes escrewtC.a® —b° + abb.

15 Descartes,RThe Geometry of Rene Descartdsw York: Dover Publications, 1954.

18 Descartes,RThe Geometry of Rene Descartdew York: Dover Publications, 1954, p 8-9.
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z » b
2> = —az+bb
22 » +aZ +bbz-¢?

2 wazZ-cz+d*

Em seguida, Descartes analisa alguns casos dedeguggadraticas, mostrando como
podemos interpretar a incognita como uma reta gde ger construida. Por exemplo, para a

equacdd® = az + If, esta reta incognita seria construida como nadigbaixo:

Queremos comparar os triangulos LMP e LOM. Os asguOM e MLP séo iguais e,

como o angulo LMP é comum a ambos, concluimos gqué&iangulos LMP e LOM séo

semelhantes. Logoc% =%:> OM.PM =LM?*.0 segmento LM tem comprimento b e

desenhamos o segmento NL, com tamaghqaerpendicular a LM. Construimos entdo um

circulo com raio% e desenhamos a reta por M e N que interceptaolaiem O e P. Temos

2
entdo queMN? =b? +a7 e 0 segmento OM %+ MN é 0z que procuramos, pois sabemos

da geometria qUOM.PM = LM 2, logo se OM =z, PM = z—a eZ = az + I¥, uma vez que

LM = b. Sendo assim, temos que OM, a raiz da equacaja@&mbrz = %a+1/%aa+ bb.

Observamos que a segunda raiz da equacgéo, quatd/agg ignorada por Descartes.
Em seguida, ele mostra como podemos construiriassrala equacds = az-bb

(equivalente & equacéx(b—xX) =c” cuja solucdo é apresentada na proposicdo 1.5 dos
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Elementos de Euclides). Para resolver esta Ultimeaagio, tracamos, como no exemplo

anterior, um segmento NL de taman%oe um segmento LM de tamanbo

\R

N O
a Q
2 /
L M
b

No entanto, ao invés de ligar M a N, tracamos M@Rilgla a LN e, tomando N como
centro, tragamos uma circunferéncia por L cortaNf@R nos pontos Q e R. A linha
procurada &MQ ou MR, expressas respectivamente por:

z m1a+1/1aa—bb e z mla— laa—bb
2 4 2 \ 4

Isto porqueQEM = LRM , uma vez gue sdo ambos angulos inscritos quentetan
0 mesmo arcoM é um angulo comum a ambos, logo os triangulos LRMPLM séo
semelhantes, Iogoﬂ :Q—M: LM?=MR.MQ. Se RQ= 2.(MR—1a), LM =b e
MR LM 2
MR=2z, temos de LM?=MRMQ que b*=zMQ e MQ=z-RQ. Sendo assim,
MQ=z- 2.(z—%a), MQ=a-z.Comob®=zMQ, b*=z(a-2z). Logo z=MR.
Para deduzir a formula algébrica a partir da cagéty geométrica acima, basta

observar na figura que.N :%a:NQ=NR. Se marcarmos um ponto O sobMR,
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obteremos também qudO = %a e NO=b. Como MR=z=MO +OR, chamandoOR de

a’ a
X, temos quez=x2+b2, logo x = I_bz'

Ao final desse resultado, Descartes afirma g8e: d circulo descrito por N passando
por L ndo corta e nem toca a linha MQR, a equacao tem nenhuma raiz, de forma que
podemos dizer que a construcdo do problema é immdss’

Podemos observar que, pelo fato de Descartes antifiguras euclideanas para
solucionar algumas equac0des, determinando o lieganétrico que representa os valores das
raizes, ele ndo garante a existéncia das raizemjifidrias”. Quando o circulo ndo corta e
nem toca a linha MQR, o problema algébrico é trabuzpor uma impossibilidade
geomeétrica.

A necessidade da construcdo geométrica das selud@® equacdes, fez com que
Descartes ainda considerasse separadamente a8esotieg equacées do ti@d = az+bb,

2* = az-bb e z* = —az+bb, ndo apresentando uma generaliza¢do para umadeqdac
tipo z> +az+b* = 0.

Em seu primeiro livro, Descartes também aplicaworaétodo na resolucdo do famoso
problema de Pappus. Em seu segundo livro, trateatiaeza das linhas curvas, utilizando a
Geometria para a resolucdo de problemas em DiaptNo terceiro livro, que investiga a
natureza das equacdes, Descartes levanta a quiest&asténcia e do numero de raizes de

uma equacgao qualquer, fornecendo a seguinte raspost

“Qualquer equacdo pode Yetantas raizes distintas (valores das quantidades
desconhecidas) quanto o numero de dimensdes dédadEndesconhecida
na equacdd. Suponhamos, por exemplg=2 ou x-2=0, e novamente,
x=30uU x-3=0 . Multiplicando as equa¢cbes-2=0 e x-3=0, temos
x*-5x+6=0 ou x> =5x-6. Esta € uma equagdo em quetem valor 2 e

ao mesmo tempo tem valor 3. Se nés apos, fizermest=0 e
multiplicarmos por x> -5x+6=0 , teremos x> -9x* +26x-24=0, uma
outra equacgdo, em que, tendo trés dimensdes, ter4 também trés valores
gquesao2,3e4.”

17 Descartes,RThe Geometry of Rene Descartdsw York: Dover Publications, 1954, p 15.
18 E importante notar que Descartes escreve “potle tefio “deve ter”, ja que considera apenas raias positivas.

19 Que é o ntimero que denota o grau da equagao.
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O fato do numero de raizes de uma equacdo estaciado a dimensdo do termo
desconhecido desta equacdo € uma antecipagdo utadesque conhecemos hoje como
“Teorema Fundamental da Algebra”, embora n&o dedigulesta forma em sua obra.

Descartes afirma que, muitas vezes, algumas ra&esalsas ou menos que rfida
Deste modo, quando considera guerepresenta a quantidade 5 subtraida de nada (o que
atualmente é representado por -5), conclui que5= , reBultado que, multiplicado por
x®—9x? +26x-24=0, resulta emx* -4x® -19x* +106x-120=0. Ele conclui entdo que esta
equacao possui quatro raizes, das quais 2, 3@assérdadeiras e 5 é a faSa.

Descartes afirma ainda que é possivel diminuirdimero de dimensdes de uma
equacao se conhecemos uma de suas raizes, baditaddia pelo binbmiox —a, em quex
representa a quantidade desconhecida & raiz conhecida. Trata-se de uma generalizagéo d
um fato ja conhecido no Renascimento e frequentenalicado a resolucdo da cubica, com
0 objetivo de reduzi-la a uma equagéo quadratica.

Outro fato importante, ressaltado por Descartegjeépodemos determinar o nimero
de raizes verdadeiras e falsas de qualquer equaasta, proceder da seguinte maneira: uma
equacao tem tantas raizes verdadeiras quanto fidmero de vezes em que ha a troca de
sinais de + para — ou de — para +; e tantas fglsasto for o numero de vezes que dois sinais

de + ou dois sinais de — forem encontrados segeidsen No caso da equagao
x* —4x* -19x* +106x-120=0, citada anteriormente, temos quex’ € seguido de-4x°,
sendo a primeira mudanca de sinal. Depois temb3x’seguido de+106x e finalmente

+106x seguido de- 120perfazendo um total de trés mudancgas de sinais especificado,
logo sabemos que existem trés raizes verdadeisés eguacio. Temos também cuéx’® é

seguido de-19x?, existindo, entdo, uma raiz falsa.

Esta regra é conhecida como a “Regra de sinai3edeartes”. Entretanto, ja havia
sido citada anteriormente por Harriot em sua &t analyticae praxig1631). Em (Cantor,
Vol I, p.496, p.725) encontramos que Descartesepadter tido acesso a tal regra nos
manuscritos de Cardano, porém o francés foi o pringeapresenta-la como uma regra geral.

Descartes também apresenta uma técnica para gemmaova equacdo em que as
raizes verdadeiras da antiga sejam as falsas da exawce-versa, utilizando-se apenas de
algumas trocas de sinais de alguns coeficientexjdacao. Isto € feito trocando os sinais do

segundo termo, quarto termo, sexto termo, ou asgjado desta maneira com os termos de

2 “Raizes falsas” era um termo formalmente utilizpdoa o que conhecemos hoje de raizes negativas.
2 Que sao trés raizes positivas, 2, 3 e 4, e urnaegjativa -5.
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ordem par e conservando os sinais dos termos demortinpar. Logo, a equacao
x* —4x® -19x* +106x-120=0, quando reescrita comg* +4x* -19x* -106x—-120=0, terd 5
como a raiz verdadeira e trés falsas raizes, qée 2¢3 e 4.

Caso fosse desejado aumentar uma quantidade dadianmwir de uma quantidade
dada os valores das raizes de uma equacédo, dewsrganstituir o termo desconhecido da
equacao por outro, acrescentando ou diminuindo aatmlade dada. Desta forma, se for
desejado aumentar 3 unidades do valor de cada rdia equacdo

x* +4x® -19x* -106x -120=0, trocamos o termo desconheciggor um outroy que exceda
x em 3 unidades, ou sejp—3=x. Desta maneira, teriamos que, no lugax*deolocar o

quadrado dey— Bparax®, colocar o cubo dg/— 8 assim por diante. Fazendo as devidas
substituicdes na equacgdo acima e efetuando as wagiieis possiveis, obtemos a equacéo
y4 _8y3 _ y2 +8y — 022'

Aumentando-se as raizes verdadeiras de uma equegéaisas diminuem da mesma
guantidade e também é valido o contrario, ou sdjainuindo as raizes verdadeiras,
aumentamos as falsas. Quando diminuimos tanto endadeira, quanto uma falsa raiz, uma
quantidade igual a ela prépria, temos a raiz Z@u@ando diminuimos do valor da raiz uma
guantidade maior do que ela, fazemos com que umaeraladeira se torne falsa e uma falsa
se torne verdadeira. No caso da equag@e4x® -19x*-106x—-120=0, em que tinhamos a
raiz verdadeira 5 e as falsas 2, 3 e 4, apés sanré de 3 unidades, faremos as seguintes

alteracdes para descobrirmos as raizes da equydcé®y’ - y* +8y = 0

» Araiz verdadeira 5 sera acrescida de 3 unidaddsndo a raiz verdadeira 8.
 Daraiz falsa 4, diminuiremos 3 unidades, obtendnzafalsa 1.
+ Daraiz falsa 3, diminuiremos 3 unidades, obtendozzero.

 Daraiz falsa 2, diminuiremos 3 unidades, obtendozaverdadeira 1.

Outro resultado extremamente importante, que t@amoobjetivo fazer desaparecer o
segundo termo de uma equacédo dada, é apresentadeguartes em seu terceiro livro:

“...Nés podemos sempre remover 0 segundo termo rda aquacéo,
subtraindo de suas verdadeiras raizes a quantididi®#a ao segundo termo
dividida pelo numero de dimensfes do primeiro ternm caso dos dois
termos terem sinais opostos; ou, se eles posssiras iguais, adicionando

? Em sua obra, Descartes registrgti- 8y® — y? + 8y* = 0, indicando por um asterisco, a auséncia de unoteion
polinbmio completo.
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as raizes a mesma quantidade. Logo, para remosegundo termo da
equacaoy* +16y° + 71y* - 4y —420= 0, divido 16 por 4 (expoente dgem
y*), sendo o quociente igual a 4. Entdo eu fagad = y e escrevo:

z* -162° +9672° -256z +256

+162° -1927° + 768 -1024
+ 71z* -568 +1136

-4z  +16
-420
z -25722 -60z -36 =0

A raiz verdadeira dessa equacdo que era 2 agorajé& due houve um
acréscimo de 4 unidades, e as raizes falsas, 3, 6&® justamente 1, 2 e 3,
ja que houve uma diminuicdo de 4 unidadés.”

Destacamos, no contexto desta discussdo, o quenpsdsonsiderar como a primeira

referéncia feita por Descartes as quantidadesaenagias por ele como “imaginarias”:

“Nem todas as raizes verdadeiras e nem as faleaegipre reais; as vezes
elas sdo imaginarias; ou seja, enquanto nds podemrmapre conceber a
quantidade de raizes de uma equacao como eu tinaido, ainda assim
nem sempre existe uma quantidade definida que spmnela a cada raiz
obtida. Logo, mesmo concebendo que a equagae6x’+13x-10=0
tenha trés raizes, ainda que s exista uma rdj2ress outras duas, embora
noés possamos soma-las, diminui-las ou multiplisada acordo com as
regras estabelecidas, permaneceréo sempre imagitfari

O termo “imaginarios” foi utilizado por Descarte outras situacOes para traduzir a
impossibilidade de uma representacdo geomeétricagsmequacdes. Em seu livro, ele também

faz referéncias as equacdes cubicas e ao métaesalacédo de Cardano:

“Além disso, deveria ser comentado que este méledexpressar as raizes
através de relacdes com os lados de certos culjos conteddos sejam
conhecidos ndo € mais claro ou mais simples quétoduo de expressa-las
por meio de relagdes envolvendo arcos ou porcbedrdelo, quando seu
triplo € conhecido. E as raizes das equacdes &lbjga ndo podem ser
resolvidas pelo método de Cardano podem ser egrdé® claramente
guanto qualquer outra, ou mais claramente do gtrasopelo método dado
aqui. Por exemplo, considerando dada a raiz dacéqua’ =-qz+ p,
sabemos que ela é a soma de duas linhas em quercada o lado de um

cubo cujo volume éEq somado ao lado de um quadrado cuja area
2

M-

2 Descartes,RThe Geometry of Rene Descartdew York: Dover Publications, 1954. p 167.
% Descartes,RThe Geometry of Rene Descartdew York: Dover Publications, 1954. p 175.
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L1q-L . e aoutra é o lado de um outro cubo cujo volénaediferenca
4" 27

entrel e o lado de um quadrado cuja arebé -1 2, 0 que representa a
2 4 27

determinacgéo das raizes como no método de CarNaiooha duvida que o
valor da raiz da equacd®’ =+qz- p também é conhecido e claramente
concebido quando considerado como o comprimentainte corda inscrita

em um circulo de raio/lp e subentendendo um arco que é um terco do
3

arco subentendido pela corda de compriméﬂto Esses termos sao menos
P
complicados do que os outros e eles poderiam S&0 mMais concisos

utilizando simbolos particulares que os expressassemo o simbolg/ é

usado para representar o lado de um cubo (...uppmela sua natureza,
essas raizes ndo podem ser expressas em termdsssanmem podem ser
determinadas por nenhuma construgéo que seja anantespo mais facil e

mais geral ®

Descartes ja havia mostradaravés da trissecgdo de um angulo e de meiasrpiopais,
como obter geometricamente a solugdo da equatdae3z—q, em que séo utilizados um circulo da
raio unitario e uma corda de medigaTambém tinha enunciado algumas conjecturas daeioram
o discriminante da formula apresentada por Cardampossibilidade desta construcao.

A influéncia de Descartes sobre seus contemporafmedsastante significativa na
Franca e 0os numeros batizados por ele de “imagsiaficaram conhecidos deste modo
durante o desenvolvimento dos estudos de algelargékise realizado pelos sucessores de
Descartes. Na época de que tratamos aqui ja ebtstante claro que estes numeros nao
podem ser descartados, ainda que néo se tenh&defprecisa ou uma representacéo deles
como entes matematicos plenamente legitimos.

O século XVII é o palco de uma verdadeira explosdamatematica: o estudo da
geometria pura cede espaco para o estudo de getasetrias; a aritmética se enriquece com
numerosos resultados e a sua transicdo para aral§efacilitada pelo estudo de formulas
vélidas para numeros arbitrarios e pela pesquisaldedes gerais, trazendo como resultado a
valorizagdo da linguagem simbdlica. A forma com@asac¢des sao tratadas, fazendo variar
os termos desconhecidos ou o0s outros termos dec@mua a maneira de representa-las
através de figuras colocam em evidéncia uma canedncia entre objetos algébricos e
geomeétricos que ird culminar com a nocao de furcés estudos relacionados as séries e ao
calculo diferencial e integral. No entanto, muitdsstas inova¢cdes ndo eram apoiadas em

demonstracdes consideradas rigorosas pelos matema@d século seguinte, que tentaram

% Descartes,RThe Geometry of René Descaytdsw York: Dover Publications, 1954, p 215-216.
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entdo fundar estas teorias sobre novas bases, abguwecaminho também para uma novo
tratamento dos nimeros imaginarios.

Segundo D. Flamefft trés campos de pesquisa parecem importantesspacéter
uma imagem precisa sobre a insercdo dos numeragni@n®s nos calculos matematicos e
sobre o progresso que a sua utilizacdo permitilizaea Cada um dos trés campos,
apresentados a seguir, possui suas dificuldadasysares:

1- Tentativas para banir os imaginarios dos resultados

Expressdes do tipd/a+\/—b +Q/a—\/—b nao sdo novas neste momento, pois 0S

italianos do século XVI ja procuravam calcular egstes deste tipo para o casonde . 3

Foi de fato através da resolugdo de uma equacdercero grau, que resultava no caso

“iredutivel” de Cardano, que Bombelli chegou aressdoi/2++-121+3/2-J/-121=4. E
dificil de acreditar, levando em consideracdo ooahetde resolucdo desta equacao utilizado
na época, gue ele tenha chegado a essa expressé&r seprévia certeza de que 4 é uma raiz
da equacao.

Um estudo mais sistematico destas férmulas foi pxado por Leibniz que, em 1675,

em uma carta enderecada a Huygens, comunica sgasiges e a “curiosa” relagao:

\/1+\/—_3 +\/1—\/—_3 =.6. Huygens, em sua resposta, demonstra uma famididei ja
avancada em relacdo a esses problemas, ao mespwdengue demonstra certa aversdo aos
nameros imaginarios, comentando que existia algorebdo dentro desta expressao que
continuava incompreensivel. Leibniz qualifica osnefios imaginarios comoum recurso
elegante e maravilhoso para a inteligéncia humama, nascimentgontra-naturaxo campo
do pensamento, quase um anfibio entre o ser e cseéo(Collete, 1979, p.131). Vemos
assim, que Leibniz ndo rejeita os nimeros imagisabntidos nas expressdes que utiliza,
mas isto ndo impede que ele ache que seria maisdmmetirar desses “ndmeros nao
interpretaveis” o direito de figurar em uma algebgarosa e de compreensao universal. Ele
afirma ter conseguido livrar essas expressdes deaseu carater de irrealidade, empregando
um método sobre o desenvolvimento de séries. Ns@stenderemos sobre este método, pois
fugiriamos do escopo deste trabalho.

O nome de Abraham de Moivre € certamente um dos immgiortantes no estudo das
expressdes citadas acima. Moivre nasceu na Frangamnde 1667, mas ap0s a revogacao do

Edito de Nantes buscou refligio em Londres. Devesnele a férmula que leva seu nome e

26 Histoire des nombres complexes, Entre algébre @ngérie CNRS Editions, Paris 2003.
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que permite resolver “com uma plena generalidadma perfeita elegancid’ uma questio
fundamental da teoria das func¢des trigonométrizasber, o problema da multiplicagdo dos
arcos circulares.

Foi a partir de 1706 que de Moivre conseguiu edtgler uma ligacdo entre as
expressdes gerais, que faziam parte de sua progoataivisdo de um arco de circulo. Ele
demonstra que estas expressdes estdo relacionatieis@ de um arco de circulo em
partes iguais. Podemos encontrar estes calculonaasactions philosophiqueda Royal

Academy de Londres, em que Moivre determina a 8olde uma equacao de grau impar:

+...=a admite como

nn-1 y3+ nn-1 nn—9nys

Para n impar, a equacaay+ n .
P quacaay 2.3 2.3 45

H

1 2 . ~
solugédo y==4 Jl+aa+ta-—2 . Como exemplo, ele utilizou a equacdo do

2 YVl+aa+a

quinto grau 5y +20y®+16y° = 4 Neste caso, temos que= eS5a=4, logo a raiz da

1

\Nl_7+4'

Moivre utiliza uma tabua de logaritmos e efetugualas operacfes para estimar um

equacdao seria apresentada pela formyna \/ 17+4 -

valor para a raiz quinta em questéo e conclui ged), 3134 uma solucdo aproximada para

a equacdo dada. No caso em que os termos da egs@gaalternadamente positivos e

1
negativos, a solucdo € dada pgr= 1\”/\/aa—1+ a+——2
2 Ya++aa-1

Em um outro exemplo, Moivre resolveu a equa&jo- 20y°® +16y° :g—j, em que

61 -375 1 61 -375 .
n=5. Pela solugdo sugerida terlamy$—5 —+ . |—— += ———, que fariam
2 64 4096 2 64 \ 4096

aparecer quantidades imaginarias. Neste momergoafeimna que, se os calculos forem

dificeis com a tabela de logaritmos, podemos atiliztabela de senos da seguinte maneira:

27 Flament, DHistoire des nombres complexes, Entre algébre @ingérie CNRS Editions, Paris 2003, p.48.
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a=g—j:0,953125, gue equivale ao seno de 72° 23, logo a sua aupdrte vale

aproximadamente 14° 28’, cujo seno € 0,24982 mmce’»dmadamentei—, solucéo exata da

equacao.

Neste procedimento, ele ndo justifica explicitaraeatvalidade da troca da tabela de
logaritmos pela tabela de senos, bem como nadigasti calculo da quinta parte da medida
do angulo.

A partir dos exemplos citados, podemos percebstarégpoca, como as tentativas de
“burlar” os calculos com as quantidades imagindidaam de extrema importancia para que
outros resultados matematicos fossem encontraddsialmente, ndo encontramos
dificuldades em relacionar as quantidades imagiearom relacdes trigopnométricas, ja que a
representacdo geométrica destas quantidades jé fassiliar. Entretanto, historicamente, a
relacdo das quantidades imaginarias com as relag@@Enomeétricas ndo passou pela
representacdo geométrica dos nimeros imaginauess@ foi desenvolvida no século XIX,
como veremaos no capitulo 3.

E justo esclarecer que a idéia desta relacdo ndma criacdo devida somente a
Moivre. Viete, em seSupplementum geometriggaublicado em 1590, ja havia notado que o
caso “irredutivel” das equacdes de terceiro gréavagelacionado a trisseccao do arco e que
todas as solucdes de uma dada equacado cubicaig@nhsido apresentadas por Girard. Viete
também ja havia obtido uma formula de multiplicacgor n através de regras
trigonométricas. Veremos que Moivre segue exataan@processo inverso.

As pesquisas de Moivre, por volta de 1730, peramti concluir um importante
resultado que o faria sair definitivamente do amato:

cosB = %Q/cosnB+ V- 1sin.nB +%Q/cosnB— - 1sin.nB.

Outra realizacdo de suas pesquisas foi 0 estude® apaofundado das expressoes

Ya++/—b, que o permitiu enunciar um resultado ainda nma®itante. Em 1738, em uma
carta enderecada a W. Jones, ele declara queeastiessdes admitem valores, todos da

forma p+gqv—-1, em quep e g sdo numeros reais. Este resultado se baseia randeatao

da expresséao particula&/cosah/—lsin.a, em que osnh valores sdo obtidos através da

divisdo do arcoa e dos arcosa+KkC (arcos que se diferenciam por um mdultiplo da

circunferéncia C).
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Trabalhando sobre os casos irredutiveis das egsai® terceiro grau, utilizando o

método inventado por Leibniz para fazer desapamee&imeros imaginarios das expressdes

Q/a+\/—b +Q/a—\/—b , F. Nicole, em seu artigBur le cas irréductible du troisieme degré

8 registra que é surpreendente que uma grandezsejaaxpressa por uma composicdo de
guantidades reais e imaginarias. Nicole verificole @ra necessario que essas quantidades
imaginarias fossem destruidas mutuamente durantéloglos. Em seu trabalho, os termos
“falsas” e “verdadeiras”, utilizados para qualifices raizes, ja cediam lugar para os termos
“negativas” e “positivas”.

Nicole apresenta um método com uma sequénciasdéiagos e corolarios que estdo

diretamente relacionadas as solu¢cdes de uma equal@Eoca do tipo x’—px+g= 0

resolvida pelo método de Cardano, visto no primeamitulo.
Y 3 1 2 ~ - 7 Ve
Em seu corolario I, mostra que, no caso—ée27 o) :Zq , @ equacao possuira raizes
reais, das quais duas delas sé&o iguais.
L —ée 3 1, ~
Em seu corolério Il, mostra que, no caso i p°ser menor quleq , & equacao
possuira duas raizes imaginarias.
. ya l 3 - 1 2
E finalmente, em seu corolario Ill, mostra quecaso deE p°ser maior queiq , a
equacao possuira trés raizes reais e todas dderentre si, embora elas aparecam através de

. e 1., 1 5. . . L
uma forma imaginaria, ja q 4q —2—7p € uma gquantidade imaginaria.

Um importante resultado de seu trabalho foi mostrpre a quantidade
n n
(%h/—lj +(%—\/—1j gue envolve quantidades imaginarias, sendam numero inteiro

ou fracionario, positivo ou negativo, sempre resdaltem uma quantidade real. Essa

explicacéo é feita através do desenvolvimento da cana das parcelas da expresséo acima,

em que:
(21 (8] +2.[gj”'l.ﬁ Rtk .[;j”_z.(-m n-2.0-2 @( WoT)+ete
e

28 Nicole,F.,Mémoire de I'Historie de I'Académie des SciencePales, 1738, p.97.
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(2] =[] - () e neoa 2] g RoBOD (@) ) e

b 12 b 123 b

A soma dessas duas expressdes acima sera dada por:

2{(a)” _n(n-1) (EJ ,n(M=2.(n-2.(n-3) (gj _n(n-12.(n-2).(n-3.(n-4).(n-5) (g) +etc}

b 12 b 1234 b 123456

Logo, a soma dessas expressdes nao sera afetladagp@ntidades imaginarias,
resultando em uma quantidade real. Ele segue darnplos de desenvolvimento quanuo
€ inteiro positivo, negativo e fracionario.

Este € um bom exemplo para que possamos observaataonento dado aos
imaginarios pelos matematicos do século XVIIl. Acessidade de demonstracdo €, na
verdade, uma necessidade de explicagdo, envohaeasdorita simbdlica.

A escrita simbdlica, neste momento, difere pouaautilizada por Descartes, porém
apresenta certas particularidades. O simbolo quegentava igualdade “se” 0 = ” da lugar
ao simbolo “=". O simbolo que traduz a extracdoude raiz ainda ndo estd unificado,
podemos encontrar diversas maneiras de represeridescartes utiliza para a extracao de

raiz quadrada o mesmo simbolo utilizado atualmentes Nicole utiliza para a extracdo da

raiz cubica o simbold/a, que é menos ambiguo do que'G.a adotado por Descartes.

A expressao escrita em linguagem moderna como:

2
3\/1q AP +3\/1q _ gL p* |, eraregistrada da seguinte maneira:
2972 T 27 297" T 27

2
1 1 1, 1 1 1 5
3 | =g+ ~ga--— +3/ | =Zqg- ~a0-— )
f[zq f&qq 27pﬂ f[zq f(4qq 27pﬂ
A linha horizontal acima do nimero 2 significavaedada a expressao abaixo deveria

ser elevada ao quadrado. A utilizacdogieno lugar deq® deve-se a escrita de Descartes e

n(n-1.(n-2) nxn-1xn-2 .
, por exemplo, era expresso pef , Cujo
1.2.3 1.2.3

numerador representa o produto dos trés nimeraecotivosn, n—1 e n— 2. A auséncia

Euler. O termo

de paréntesis poderia gerar outra interpretacagugapoderiamos calcularxn— domo

n?>-n ou como sendm® - 1.

Atualmente, ndo considerariamos as explicacdek. dé¢icole como demonstracdes

universais. A afirmacdo de que a quantidé%e& J—_lj +(%—\/—_1J é real é apresentada

29 As expressées citadas estdo em linguagem attibiréos em breve a simbologia utilizada nesta époc
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como uma generalizacdo da auséncia de quantidadggniarias nos primeiros termos da

sequéncia obtida apds a soma das duas expresdgess Anos mais tarde, Nicole, em um

trabalho apresentado a Academia de Paris, dem@nﬁlrmulaﬂh J-1 +V1—\/—_1 =34.

Prosseguindo nosso objetivo de entender o tratendado aos imaginarios pelos
matematicos do século XVIII, passamos a analisaraaglguns resultados de Euler que estéao
diretamente relacionados com o problema das sdugéeais da soma de dois radicais
particulares. Em algumas notas de susoducdo a analise infinitesimaEuler apresenta
resultados que, embora estejam diretamente ligadidemula de Moivre, esclarece como
devem ser utilizadas as quantidades imaginarias.eidemplo pode ser visto na nota 132
desta mesma obra:

‘De  (sin.zf +(coszf =1, decompondo em fatores temos

(cosz + J—_lsin.z)(cosz - J—_lsin.z) =1.

Esses fatores, apesar de imaginarios, sdo de gusiidade na combinagéo
e na multiplicagdo de arcos. De fato, fazendo dydmdos fatores

(cosz + J—_lsin.z)(cosy + \/—_lsin.y), encontraremos:

COSy CO0Sz-sinysin.z+ (cos.y.sin.z +siny cosz)\/—l , mas como

cosy cosz-sin ysin.z=cos(y + z) e
cosy sin.z+sin y cosz =sin.(y + z)

obteremos este produto:

(cosy +v=1sin.y)cosz -V~ 1sinz)= cos(y + z) + = 1sin(y + 2).
Analogamente:
(cosy - Flsin.chosz - Flsin.z) = cos(y +2)-+/- 1sin(y + 2).
Da mesma forma que:
(cosx * Flsin.x)(cosyi Flsin.y)(coszi Flsin.z)
=cos(x+y+2)++/-1sin(x+y+2).”

Euler fornece, assim, um enunciado da férmula, mhasm sua exposi¢cdo uma clareza
superior a explicacdo de F. Nicole. Podemos carstatm nitidez, no desenvolvimento de
Euler, a forte ligacdo entre as extracdes de raleeguantidades imaginarias e arcos de
circulos. Novos resultados aparecerdo e acresé@entars estudos ja realizados, mas nao

modificardo estes resultados.
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2- Tentativas para decompor toda fragdo em elemeimaogslas

Os matematicos Arabes e Hindus, ao buscarem relagiiee o grau de uma equagio e
0 numero de suas raizes, ja tratavam dos probldmakecomposicdo de uma equagdo em
fatores simples. Na Italia do século XVI, encomtoa estudos que apresentam um interesse
por assunto, pois para Cardano as equacdes ciimdagam possuir trés raizes, assim como
para Ferrari. Bombelli, com suas raizes “sofisisddfornece uma base mais solida para as
constatacfes de seus contemporaneos. Viéte amnesentonstru¢cdo de uma equacgdo do
quinto grau a partir de suas cinco raizes.

Com o conhecimento das equacgfes candnicas deotigue sdo obtidas a partir de
produtos de fatores de primeiro grau da foratab, ja se apresentava um método em que se
podia reconhecer que uma equacao de terceiro aua®o grau admitiria trés ou quatro
raizes, embora seja importante relembrar que Hagtusava as raizes negativas. Girard foi
mais audacioso quando apresentou 0s numeros “in@xgis”, ao enunciar que uma equacao
de graun possui necessariamente raizes. Quando ele encontrava um numero de raizes
menor que o grau da equacdo, ou ele repetia rgizeacontradas (apresentando o que
atualmente definimos como multiplicidade de uma)rau ele acrescentava tantas raizes
“impossiveis” quantas fossem necessarias, de moelaeu enunciado ndo perdesse o carater
de generalidade. Descartes ndo acrescentou muitafiemar que uma equacao de grau
poderia admitir no maximon raizes, entretanto sua contribuicdo foi notoriangio
relacionava o numero de raizes de uma equacadonais ¢os seus termos.

As pesquisas tentaram demonstrar justamente glaeetuacao algébrica poderia ser
resolvida através de métodos de radicais. O maieoridoruegués Niels Henrik Abel (1802-
1829) mostrou que este tipo de resolucdo geralpoderia exceder as equacdes de quarto
grau.

As contribuicdes de Leibniz e Jean Bernoullli parantegracédo de fungdes racionais,
decompondo-as em elementos simples, foi o primpmeso para o0 estudo de novos
problemas. Eles ampliaram para as quantidades niduwda@s as regras demonstradas, no
calculo integral, para os numeros reais. Assingsesstudos deveriam conduzir naturalmente
a decomposicao de uma funcéo racional inteira déwel x em um produto de fatores de
primeiro grau da formax-a ou x-a-byJ/-1 e os problemas de integracdo colocariam o

problema dos logaritmos dos nimeros imaginarios.
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Tomamos como exemplo a expresséé&Ll. Em uma primeira etapa chegamos a
X+

decomposigéo%|og(i_+i), cuja primitiva serdarctgx ou em um célculo formal
|

X=1 X+I
i|og(x__ij+c
2 X+i

Nicolas Bernoulli recusou-se a admitir que umacém racional inteira, com
coeficientes reais, pudesse ser representada poproduto de fatores de primeiro e de
segundo graus com coeficientes reais. Ele aprasestia idéia em carta a Euler que ficou
motivado a estudar o tema, admitindo que o teossria demonstravel.

Uma primeira demonstracdo completa deveu-se a UeaRond d'Alembert. Ela
pareceu tdo rigorosa na época que o Teorema Funtdmda Algebra chegou a ser
conhecido como o “Teorema de d’Alembert”. No eman®Gauss apresentaria em seus
trabalhos em 1799, algumas objecGes ao trabalhal'Akembert. Do ponto de vista
aritmético, esta demonstracdo deveria ser justificde uma maneira mais rigorosa, pois
d’Alembert admitia, como trivial, o fato de que urfingédo continua, definida em um
intervalo fechado e limitado possuia um valor mmem um de seus pontos.

Euler forneceu uma explicagdo um pouco difereatéochecida por d’Alembert. Em
sua obralntroducéo a andlise infinitesimabue pode ser considerada como um estudo da
algebra preliminar ao calculo diferencial e intégencontramos algumas notas em que
podemos observar resultados e expressdes impartggde a histéria dos numeros
imaginarios:

“144. Ha comumente uma dificuldade de encontratadesineira os fatores
imagindarios; por esta razdo apresento neste capitoi método particular,
através do qual poderemos encontrar, em muitosscasofatores simples
imaginérios. Sendo a natureza dos fatores simpheginarios tal que o
produto entre dois deles seja real, n0s os encentos todos, procurando 0s
fatores duplos, ou da form@-qz+rzz, que sé@o reais, mas cujos fatores
simples sejam imaginarios; pois € evidente quehemendo uma vez todos
os fatores duplos trindbmios da formaqz+rzz, que contém a funcéo

a+ fz+y? + &1 +&* +&c, nOs teremos ao mesmo tempo todos os fatores
imaginarios.”

“145. Logo o trindbmio p-qz+rzz terd fatores simples imaginarios se

4pr>qq, ou —9_ -1, mas como o seno e o cosseno dos angulos sdo
pr
menores que a unidade, a formula-qz+rzz tera fatores simples

imaginarios se 9 for igual ao seno ou ao cosseno de um angulo
2./ pr
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qualquer. Seja entéozizcow, ou gq=2/prcosp € O trindmio
pr
p-qz+rzz contera os fatores simples imaginarios, mas pd&a ser
atrapalhado por nenhum sinal de radical, escolhi farma
pp-2pgzcosp +qgzz, cujos fatores imaginarios sempre  serdo:
qz- plcosp +V=1sing) e qz- plcosp -~ 1sing). Vemos desta forma que
se cosp =+1, os dois fatores, pelo fato dgng =0, tornam-se iguais e
reais.”

“146. Considerando a fungéo inteira + fz+yz° +%° +&* +&c, noOs
conhecemos seus fatores simples imaginarios sardetemos as letras e
g com o angulog, de forma que o trindbmigp- 2pgzcosy +qqzz seja o

fator da funcdo. Logo, teremos como fatores simpiemginarios
gqz- p(cos¢+\ﬁlsin¢) e gz- p(cos¢—\ﬁlsin¢). Consequentemente a

funcdo proposta se reduzira a zero fazendozsaﬂ(005¢+ﬁsin¢) e
q
:B(Cow_ﬁsingj). Esta dupla substituicdo vai gerar entdo, duas

equacdes através das quais poderemos determirzggaf e o arcog.”

“147. Mesmo que estas substituicbes que faremeszgarecam dificeis em
um primeiro momento... podemos resolvé-la de fosfieaz, pois tendo

mostrado que(cos¢ +/— 1sin¢)n =cosng £+ - 1sinng, Nao precisaremos
mais escrever as formulas seguintes para as diésrpoténcias de

Para o primeiro fator Para o segundo fator
=8(cos¢+\/?:Lsin¢) z=§(cos¢—\ﬁlsin¢)
= % (cos 2¢ +~/- 1sin 2¢) = % (cos 2¢ —~/- 1sin. 2¢)
p’ p’
2= F (cos.3¢ + Flsin.3¢) 2= F (cos.3¢ - Flsin.3¢)
&c &c

Facamos para abreviarP ;. NO6s teremos apds as devidas
q
substituices, as duas equacdes seguintes:

_|a+ pBr cosp +yr? cos2p + x° cos3p +etc o
+ fr/-1sing + yr 2/ 1sin2¢ + & sin3p + etc

_|a+ pBr cosp +yr? cos2g + x° cos3g +etc .
— Br/-1sing — yr v/~ 1sin2¢ — & *sin3¢ + etc
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“148- Se somarmos estas duas equacfes, ou seirsoraima da outra e
dividirmos este resultado pax/-1, obteremos estas duas equagdes reais:
O=a+ [ cosp + y? cos2¢ + & ° cos3g + et

e
0=/ sing + yr? sin2¢ + &° sin3¢ + etcque podemos deduzir imediatamente

da fungéo propostar + fz+ yz° + &&* + &' + &c, fazendo inicialmente para
cada poténcia dg z" =r"cosng, € em seguida" =r"sin.ng.”

O século XVIII apresentou uma intensa atividadet@mo da forma do “imaginario”.
Uma primeira apresentacdo deste resultado podesrsmyntrada em 1747, na obra de
d’Alembert em sua dissertacdo sobre os véhtddo artigo 79, ele afirma que uma
quantidade qualquer composta de tantos imagingtiasto desejarmos pode ser reduzida a
forma A+Bv/-1 com A e B quantidades reais; de tal maneira que se a qaadetigroposta
for real, isto significa qu@ =0.

Em seguida sao apresentados os resultados:

1. a::l;\/\/z::ll::A+ BV-1;
g —

2. [a+by/-1]¢"7 = A+ BV-1;
3. a+bJ/-1x(g+J/-1)=A+BJ/-1 € que a+byV-1x(g++/-1)=A+BJ-1;

Euler aborda esta tematica em sua dRezherces sur les racines imaginaires des
équations (1749) apresentando diversos teoremas e corgladios quais ressaltamos o
teorema Xll que afirma que toda fracdo formadagub¢cdo, subtracdo, multiplicacdo ou por
divisdo, envolvendo quantidades imaginarias quaisga formam +N+/-1, terd a mesma
forma M +N+/-1, em que as letragl e N representam quantidades reais.

Deste teorema decorre o corolario lll, que diz queforma geral M +N+/-1
compreende todas as quantidades reais quando e@dN =0. Deste modo, as quatro
operacdes mencionadas anteriormente atendem n&enworaos imaginarios da forma
M +N+/-1, mas também aos nlmeros reais.

D’Alembert registra em 1784 nkncyclopédie Méthodigquea importancia de seu
proprio trabalho, nos artigos denominaddsytatiori e “Imaginaire. No primeiro, ele

afirmou ter sido o primeiro a demonstrar que havde fato sempre uma quantidade, sendo

ela real ou igual an+nv—-1 com m e n sendo reais, én podendo ser igual a zero. No

30 )'ALEMBERT, Jean Le RondRéflexions sur la cause générale des vétass, 1747.
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segundo artigo, ele ressaltou a importancia dsidero pioneiro em demonstrar que qualquer
quantidade imaginaria, tomada a vontade, poderngie ser reduzida a forma+ f+/-1,

com € e f sendo quantidades reais. Afirmou também que Ewaguns anos apos,

demonstrou esta mesma proposicdo, sem que exidifesenca significativa da sua e indica
as paginas das obras em que as duas demonstragéresogtram, no caso de alguma davida.
No caso do resultado que afirma que toda raiz indagi de uma equacdo qualquer pode ser

reduzida a formae+ f/-1, com € e f sendo quantidades reais, d’Alembert chamou

atencdo para o fato de que a demonstracado apr@segoda Euler, diferiria totalmente da
apresentada por ele mesmo.

Embora as realizacdes de d’Alembert e de Eulerat@ansido de extrema relevancia,
nem todos os problemas sobre a forma dos imagséstavam resolvidos. Citamos como
exemplo o artig&sobre a forma das raizes imaginarias das equa¢bés2), em que Joseph-
Louis de Lagrange retorna ao estudo deste temasifit@ando as demonstracbes de
d’Alembert como engenhosas, embora necessitassem darater mais rigoroso e de maior
generalidade.

Os trabalhos de Gauss viriam fornecer maiores resofaentos acerca deste tema,

mas dificuldades de outra natureza ainda exist@mtras reflexdes sobre a fornva+ Nv-1

seriam exploradas por Jean-Robert Argand que omarformaa+b\ﬁ1+c\ﬁ1ﬁpara
designar uma reta orientada em um espaco de tnésngdes, enquanto esta forma seria
redutivel & forma genéricas + N+/-1, como veremos adiante, associada entdo, a um
segmento orientado no plano.

Temos entdo que, todos os estudos que relacionavagrau de uma equacao
polinomial e suas raizes esbarravam necessariameritdo de escrevé-la através de fatores
simples. Para isso, foram indispensaveis conjectnm@speito dos nimeros imaginarios e de
sua forma genérica. Notorio foi o avanco nestacmeembora as tentativas de utilizar, para
estas quantidades, regras ja conhecidas para s oedminaram algumas falhas que
demonstraram que o percurso a legitimidade ainderideser trilhado.

O estudo da decomposicdo de uma fracdo em elem&npges vai ao encontro do
desenvolvimento da teoria dos logaritmos, que prasdo interesse em estender a concepcgao

dos logaritmos para 0os numeros negativos e imags)@omo veremos a seguir.
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3- Tentativas de generalizagdo dos logaritmos

John Napier (1550-1617), um lorde escocés admiradomatematica, ja havia
demonstrado, em fragmentos de uma obra publicada apsua morte, interesse pelos
nameros imaginarios. Muitos ressentem que Napidratenterrompido seus trabalhos, ja
gue provavelmente se questionaria sobre os logasithe nimeros negativos, embora nao
fossem encontrados em seus trabalhos indicioselsegupensamento seria conduzido para
uma correta interpretacdo dos nimeros imaginarios.

O primeiro registro de aluséo direta aos logarita®@sim nimero imaginario foi uma
carta escrita por Leibniz, enderecada a Jean Biitrem 1702. Leibniz ja tinha indicado
anteriormente que 0s numeros imaginarios introcamiuma relacéo entre a quadratura do
circulo, da hipérbole e de suas respectivas partes.

Atribuimos a Jean Bernoulli resultados importardesio a relagdo entre arcos de
circulos e logaritmos de numeros imaginarios etaroegnacdo de uma expressao para a
tangente de um multiplo de arco a partir da taregdatproprio arco.

Houve diversas descobertas consecutivas nestedperépe deram a impressao
equivocada de que a teoria dos logaritmos dos rasmesmplexos estava consolidada.
Ainda seriam necessarias algumas décadas parastpdeeria formasse bases soélidas,
fornecidas através dos trabalhos de Euler.

Alguns resultados devem ser destacados, pois gerewatrovérsias e dificuldades a
respeito deste tema. Obviamente estes resultadiepandentes de estarem corretos ou néo,
impulsionaram o desenvolvimento do pensamento datematicos da época, culminando
em uma teoria bem fundamentada que nos acompanba dias de hoje.

O problema de calculo ja apresentado no item Zianteos leva a primitiva da fracéo

. X =i
i1 apresentada no calculo formal p%rlog(—jm ou arctgx. Efetuando as duas

X+

mudancas de variaveis citadas abaixo:

_y y_
arctgx == e tg==t
g 2 g2
1 t—i . t—i
obteremos X:—Io -—— ou i =log—
2 2 9% V=00
: . t?2-2it -1
ou ainda =1
Yi 0g 2+1
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0 que nos da finalmentei = log[- (cosx +isin.x)| .
O sinal — da quantidade do logaritmo que estéeetolchetes foi a primeira
dificuldade que originou a divergéncia entre Letbe Bernoulli. Partindo do fato que

log(+1) = 0, Bernoulli conclui:

log(1) = log(- 1)’ = 2log(-1) = 0, ou sejajog(-1)=0.
Iog(x/—_l)= Iog(— 1)% = %Iog(— 1) =0, ou seja,log(\/—_1)= 0.

Desta forma, ele enuncia que todo nimero negatgsui um logaritmo real, sendo
ele o mesmo de seu valor absoluto. Esta falsa usfelpode ser expressa em linguagem
matematica por:

(-a)’ =a® = log(-a) =log(a)’ = 2log(- a) = 2.log(a) = log(- a) = log(a).

O que sustentava a idéia de que um numero e satogpassuem o mesmo logaritmo.
Este enunciado n&o poderia ser considerado comabgnrdo ou COmo um erro cuja origem
pudesse ser facilmente observada, sobretudo gumeéervaria a caracteristica univoca do
logaritmo.

Euler, através de uma carta enviada a Bernoullilé28, evidencia a contradicédo e
sugere que ele desconsidere a caracteristica anéimtogaritmo. Euler apontava para o fato
de que todos os numeros deveriam admitir uma ddae de logaritmos. Para que fique
notoria a diferenca dos autores citados em relagdoseus resultados sobre os logaritmos,

destacamos que Bernoulli em outra carta enviadariamhente a Euler, ao se questionar
sobre o valor da formulyg = (— 1)X, apresenta o seguinte desenvolvimento:

- y=(-n)

lI- log.y = xlog.(-n) e derivando:

dy
lll- —= =dxlog.{-n
Y = dxlog (1)

IV- Parallog.(- n) = log.(+ n)], ele se apoiou no fato seguinte:

dlog(-2)=—% = 2% = g10g(z), entaolog(- 2)=log(z).

Tendo esse resultado em mé&os e feita a substitiogi{— n) por log.(n) na relagéo
Il e, posteriormente, fazendo a integragéo, elewab a igualdaddog.y = xlog.(n). Dai

obtevey =n* que no caso em que= résulta enll* =1, que o permitiu concluir qug = 1.
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O desenvolvimento do estudo dos numeros imagwmanwito se deveu as
controvérsias entre Leibniz e Bernoulli, depoige®ernoulli e Euler, e posteriormente entre
Euler e d’Alembert. Elas chamaram atencédo tambémaastudo de outras fungdes.

Apés métodos antigos que utilizavam comparacdegprdgressdes aritméticas e
geométricas, o estudo da fungcéo exponencial relalipeincipalmente por Wallis, Newton e J.
Bernoulli revelou que a funcdo logaritmica seriaingersa desta nova funcdo, cujas
propriedades eram mais simples.

A aplicacdo das exponenciais sobre 0os nUmerosindnags, ja poderia ser observada

em 1740 em algumas notas do trabalho de Euler.dt& 1833 de sua obdatroducdo a
analise infinitesimal(1748), ele parte do resultat(imszi v —=1sin z)n =coshzxt+/—1sin.nz e
obtém as seguintes igualdades que podem ser aeiacsem maiores problemas:

(cosz + x/—_lsinz)n + (cosz - x/—_lsinz)n
2

(cosz ++/-1sin z)n - (cosz --1sin z)n
2V-1

A partir deste resultado, em sua nota 138, corsmide o arcoz infinitamente

cosnz=

sin.nz=

pequeno, e um numero infinitamente grande de modo a obter paia um valor finito ¢,

teremos entdoz =¢ e z=- e, consequentemente, substituin(:i;a'nz:-z e cosz= 1nas
[ [

igualdades citadas acima, teremos:

ke Ry

cosp= e sing=
* 2 ¢ 21

Vejamos como Euler apresentou um importante i@suoltelacionando as quantidades

exponenciais imaginarias ao seno e ao cossenocds @ais. De resultado anterior, temos

que (1+,—Zj =¢*. Considerandoz=¢/-1 e z=-¢gv-1, obtemos[1+—; I_lj =1 e

[1——; _1J =g?t respectivamente. Com as devidas substituicOesgaomes as
[

igualdades:
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o _e(/'\/jl+ e_‘”‘/j1 e sin —ew\ﬁl_ e_m e, por conseguinte:
sp ¢ 2J-1 P e

e = cosp++/- 1sing e e%?=cosp-+/-Ising.

Com esses resultados, podemos retornar a corgi@v@erada em relagdo aos
logaritmos de numeros negativos. Durante os anodl e e 1748, Euler remeteu a
d’Alembert diversas cartas que sustentavam que (0Beros negativos ndo possuiam

logaritmos reais, como pensavam d’Alembert e Bdlindsua objecdo em relacdo a teoria de

d’Alembert se baseava no fato de quea equacaq =e* poderia assumir um valor positivo

. . . ~ 1 1 1
e negativo. Euler afirma que, seassumisse o valor da expresdao- +§ +m +etc, X

seria 0 logaritmo hiperbdlico do numeroe seria impossivel encontrar um valor paraal

que €* fosse negativo. Isto faz com que ele considerenguegaritmos de nimeros negativos
devem ser impossiveis.

Esta denominacdo “impossivel’, dada por Euler #mgaritmos dos nuameros
negativos, remete a denominacao dos numeros imaggin&sta observacao pode ser notada
em sua obravollstandige Anleitung zur Algebrél769) onde encontramos as seguintes

citacdes:

“Uma vez que todos 0s numeros que sdo possiveimaginar sdo, ou
maiores ou menores que 0, ou sdo o proprio 0,ré diae ndo podemos
incluir a raiz quadrada de um namero negativo esgreaimeros possiveis,
entdo é necessario dizer que é uma quantidade sinpb<E desta forma que
nés somos conduzidos a idéia de numeros que peelprépria natureza sao
impossiveis. N6s nominamos ordinariamente esteermsde quantidades
imagindarias porque eles existem puramente na iraegm”

“...0s numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc., ou sejapdams nimeros positivos, sao
logaritmos da raiza (inteira natural>1) e de suas poténcias, e por
conseguinte, logaritmos de nimeros maiores quedads Contrariamente,

0S numeros negativos como -1, -2, etc., sdo ogitogs das fragﬁeé,
a

1
a.a
nada. Segue entdo que, se o logaritmo é positingntero é sempre maior
gue a unidade, mas se o logaritmo é negativo, eraigsempre menor que
1, e portanto maior que zero. Por conseguinte,saf@riamos indicar os
logaritmos de numeros negativos, e é necessariduiogque os logaritmos
de numeros negativos sdo impossiveis, e que efesnpem a classe das
guantidades imaginérias.”

, etc. que sdo menores que a unidade, entretamtairsda maiores que
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Utilizando os resultados de Euler e a linguagemheoida atualmente, teriamos que
€” = cosT+ iserr, ou seja,e” =- 1o que significaria escrever qda(—1)= 7Ti , logo os
logaritmos de numeros negativos ndo seriam reaB)ochavia suposto d’Alembert e

Bernoulli, e sim quantidades imaginarias. Devide seus estudos, Euler também ressalta que

0S numeros positivos e negativos possuem uma dafiel de logaritmos e, no caso dos

positivos, apenas um é real. Devemos a Euler umia dé resultados na formp+gv-1,

envolvendo expressodes cons'm.(a+b\/—_1), cos(a+ b\/—_l) e tg.(a+ b\/—_l), além de uma

teoria dos logaritmos muito proxima da que conhe@seatualmente.

*k%

Os trés campos de estudo que citamos, nos ajudpercaber como 0s numeros
“imaginarios”, embora ndo tenham sido o objeto qgpal de estudo neste periodo,
participaram do desenvolvimento de novas teoriatemmaicas que pretendiam fundar esta
ciéncia sobre bases mais solidas.

Durante este capitulo, destacamos as caractasighiincipais do que se conhecia
sobre 0s numeros “imaginarios”. As dificuldadesomiadas pelos matematicos nesta época,
inclusive alguns equivocos, demonstram que a i&@tou a incompletude de muitos
resultados podem representar um aspecto positerangpiica em reflexdes necessérias para o
desenvolvimento de uma nova teoria.

A presenca destas quantidades anteriormente“dafisticadas” na decomposicéo de
funcdes racionais em elementos simples favorecastodo de relacdes entre equacdes
polinomiais e suas raizes, o calculo de primitiea desenvolvimento da teoria dos
logaritmos. Temos ai um bom exemplo de que estastigades ja possuiam um espago no
desenvolvimento da matematica.

Todavia, faltavam ainda a estes numeros regrapripsd e 0 carater de entes
matematicos sobre o0s quais novos calculos pudessemrealizados. O nome de
“imaginarios”, atribuido a estes numeros, carazéebbem o contexto matematico no qual
estdo inseridos até este momento.

Veremos no capitulo seguinte como a busca de wepeesentacdo geomeétrica
constituiu um momento decisivo para a histériaateqguantidades ditas “imaginarias”, antes
que elas fossem concebidas como numeros “comple¥st® estudo, no final do século

XVIII e no inicio do século XIX, mostrara que a @stigacdo do estatuto destes numeros foi
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um problema para os mateméaticos durante dois a@ntes da criacdo da analise vetorial e,
consequentemente, da elaboracdo de novas regrafompeeerdo a estas quantidades o

estatuto de “numeros”.
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Capitulo Ill — A representacéo geomeétrica

dos numeros imaginarios

Desde os gregos, o critério de existéncia paratidaeles algébricas era dado a partir
de sua representacdo geométrica. As solucdes mabkempas que atualmente seriam obtidas
pela resolucdo de equacdes correspondiam a segmeéatoeta obtidos por construcdes
geomeétricas.

Durante o desenvolvimento da algebra, desde araudinabe até a européia na ldade
Média, nimeros como 0s irracionais, mesmo assogiadelacdo entre grandezas, apareciam
na resolucdo de equacfes, mas ainda nao possumdico sgeométrico. Como vimos, 0s
ndmeros negativos e suas raizes quadradas, aieqaegentes na resolugcdo de equacgdes, nao
eram admitidos como solucdo, uma vez que aindapp8suiam um estatuto definido. A
legitimacdo destes numeros como entidades matemadiceitaveis passa necessariamente
pela compreensdo de sua natureza, relacionadaeseamcao geomeétrica. Neste capitulo,
citaremos alguns matematicos e suas contribuicda p busca de uma representacao
geomeétrica para 0s numeros imaginarios.

Uma analise histérica deste assunto nos remetiwésas tentativas de representacao
e suas dificuldades particulares.

Durante o século XVIII buscava-se uma forma ligira representar da mesma
maneira grandezas geométricas e aritméticas, ¢mas objetos distintos. Um exemplo disto
é o fato de que sinais distintos ( “=" e “: :") grautilizados para representar a igualdade entre
quantidades aritméticas e a igualdade entre raygmsétricas.

Descartes foi quem deu o primeiro passo para swlaciesta questdo, introduzindo
uma nova maneira de utilizar a algebra na demayésirde problemas geométricos. A obra de
Descartes proporcionou uma concepcdo analitica etanetria euclideana, fornecendo
recursos tanto para a demonstracdo de antigosa@ssi quanto para a descoberta de novos.
A utilizagdo de curvas especificas para a resoldgdoovos problemas cede espaco para a
utilizagdo de uma classe mais geral de curvasua@g algébricas. Esta generalizacdo se
traduziria no desejo de que toda construcdo gemadiudesse ser traduzida por férmulas.
Com esta nova sistematizacéo, a distancia enteragjria e a algebra comecou a diminuir.

Relembramos que certas solu¢cdes de equacbes egehienominadas “falsas”,
“impossiveis” ou “irredutiveis” ndo eram represelais por um desenho. Nestas condigdes,
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surgem 0s questionamentos sobre as bases dasucdestrmatematicas e as primeiras
tentativas de representacdo dos numeros imagin&iatescoberta de uma representacao
geomeétrica para 0s numeros imaginarios fornecenigarater homogéneo a algebra.

John Wallis (1616-1703), professor de Geometri®gtord foi o primeiro a admitir
uma construcdo geométrica para raizes imagind&&ta. nova perspectiva constava em sua
obraTratado deAlgebra (1685), cap. LXVI (Vol. Il, p.286) da versdo emtina e ja havia
sido relatada em uma carta enderecada a John ahtada em 6 de maio de 1673, na qual
sugere uma construcao um pouco diferente das demasmtradas em seu livro.

Nesta carta, Wallis apresentou uma explicacdo de isterpretacdo das raizes
imaginarias como médias proporcionais, inseridagardexto da discussdo de Cardano na
resolucdo de equacdes polinomiais. Inicialment fainece uma representacdo do fato de
que uma magnitude pode ser “menos que nada”. Gaasido uma situacdo aplicada ao
movimento, supde que, se um homem avanca de ABagan linha reta, 5 jardas e entéo
retorna de B para C 2 jardas, pergunta-se: qudatdas ele avancou a partir de A até C?
Teremos entdo (+ 5 — 2 = + 3), ou seja, ele ter@m@ado de A para C 3 jardas. No caso de
ele ter avancado 5 jardas de A para B e, entémrneeto 8 jardas em direcéo a D, temos que
(+ 5 -8 = - 3), ou seja, ele avancou 3 jardas menee nada. Com este exemplo, Wallis
afirma que — 3 designaria o ponto D, assim comm®#p8nto C, ambos sobre a mesma reta.

Estes argumentos, baseados em deslocamentos dm a&vde recuo sobre uma reta,
sao pouco inovadores, mas 0 ponto que o destasauteantecessores € o fato de que ele
relata: “agora, 0 que era admitido para retas, éamhleveria ser, pela mesma razao,
permitido para planos>”

Os capitulos LXVI de seliratado de Algebragossui diversos exemplos acerca deste

tema, dois quais destacamos 0s seguintes:

“Por exemplo, supondo que em um lugar ganhemos smlnar 30 acres,
porém percamos em outro lugar 20 acres: se pergurgaquantos acres
ganhamos ao todo a resposta sera 10 acres ouid$@(p- 20 =10)*

Se, em seguida, perdermos ainda 20 acres, podemonoeber a idéia de um plano

negativo.

“Mas agora (supondo certa superficie negativa 860 perche& em forma
de guadrado) ndo € verdade que este suposto qoatdratth que ter um

31 wallis, J.A Treatise of Algebra_ondon (1685), p.265
3210 Acres equivalem a 1600 perches quadrados.
¥ Unidade de medida de superficie originada na Ramtiga.
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lado? E mesmo assim, qual seré este lado? N&o psdiirer que é 40 nem
-40 (pois qualquer um deles multiplicado por elesme resulta +1600 e ndo

-1600), podemos dizer entdo que/€1600(a suposta raiz de um quadrado

negativo) ou (ainda equivalentement@)/~16, ou 20y~ 4, ou 40J/-1. Em
que,/ indica uma média proporcional entre uma quantigenitiva e uma

quantidade negativa. Assim comcindica uma média proporcional entre
+b e 4c; ou entre b e «€; Logo /-bcrepresenta uma média proporcional
entre b e -€, ou entre b e +¢; que multiplicados resultambe: O que para
uma consideracdo algébrica, é a verdadeira nocaonderaiz imaginaria,

[_ bC .11

Wallis exemplificou sua argumentacdo algébricavasade diversas construcdes
geomeétricas, mostrando como algumas quantidadeginéras poderiam ser representadas

como segmentos trigopnométricos. No capitulo LX\&l gla obra, podemos observar como

ele representou geometricamente, atraves de exgnapl@lor algébrica/——bc.

Ele construiu um circulo cujo diametro é AC e tonmponto B seguido de A de
modo que AB = b e considerou BC =ct logo ele afirma que o diametro AC = +AB + BC =
+b + ¢ e que a média proporcional, ou 0 seno do arcaABP =+/bc. Mas quando toma B
anterior a A, de modo que AB h; e a partir deste novo ponto B, temos BCc=HEle afirma
entdo que o didmetro AC = - AB + BC H + c e que a média proporcional BPy/=bc agora

€ a tangente do mesmo arco AP do circulo dadoréfigibaixo).

P

Apos este exemplo, Wallis segue com mais dois ebenaje construcdo geometrica,
cujas solucdes seriam obtidas através da resotigcéquacdes quadraticas. No primeiro

exemplo, as raizes obtidas séo reais e no segumalginarias.
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Mostramos, utilizando uma representacdo atual, cosesiam interpretadas
geometricamente, as raizes da equacgdo quadrgtiea?bx+c’ =0, b,CZO.34 As

raizes dessa equacdo s30= —b++/b*> —c?, logo reais quandb = C. Neste caso, as raizes

poderiam ser interpretadas por ponte® ® sobre a reta real, determinados pela construcéo
representada abaixo.

Quandob < ¢, segmentos de comprimertioconstruidos a partir do ponto Q seriam
pequenos para alcancar a reta numérica, logo deéhne B ndo estariam sobre esta reta,
porém no mesmo plano. Esta situacao seria repeseda maneira abaixo:

%4 No texto original as construcdes sao feitas drpatequacédo quadraticA? — 2SA+ AE =0, de forma queA e E sdo

. . ~ =+ ~ -~ ~
linhas que representam as raizes da equacao, geﬂdgj Neste caso, com& e AE sdo sempre positivos, ndo

podemos considera-las como uma constru¢do gerahti®s de uma equacéo quadratica.
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Em linguagem atual, :Pe B estariam associados as raizes-b+i/c’ —b’.
Aparentemente em sua proposta, Wallis continuaveegmondendo os sinais + e — aos
sentidos “direita” e “esquerda”.

Podemos notar que a representacdo acima, baseadadéias de Wallis, néo
corresponde as representacdes atualmente utilizgdgsie no caso de assumir valor O,
teriamos =P, 0 que consequentemente nos levaria ao fato de que .

Embora néo tivesse resolvido o problema da reptas&m geométrica dos numeros
imaginarios, as tentativas de Wallis despertardmeresse nos matematicos em desvendar o
mistério que envolvia esta questao.

O Noruegués Caspar Wessel (1745-1818) € reconhexidwm 0 primeiro a ter
apresentado a atual representacdo geométrica pamaneeros complexos e suas regras de
composicdo. Seu trabalho, em dinamarqués, sobeeassunto foi apresentado Royal
Danish Academy of Sciences and Lettars1797 e publicado apenas dois anos apds nd jorna
da academia.

Muitos historiadores consideram Wessel como umog@miorado em sua época. Com
formacdo modesta e distante da intensa atividadetifica e das teorias mateméaticas
desenvolvidas no momento, apresentou, aos 52 arayalho que o faz ser lembrado até os
dias de hoje. Mas este trabalho foi esquecido deimam século e retornou ao conhecimento
dos matematicos gracas a tese de S.A.Christenserl8H. Sua obra é de extrema
importancia para a historia dos numeros imaginamosbora ndo tenha sido claramente
estudada.

A proposta de Wessel é claramente exposta desdeio, iquando ele afirma que,
sabendo como a direcdo deve ser representadaicamaéihte e como S30 expressos 0S
segmentos de reta, através de uma relacdo entresegmento desconhecido e outros
conhecidos, ele poderia encontrar uma expressaoreuesentasse de uma s6 vez, o
comprimento e a dire¢cdo do segmento desconhecido.

Sua proposta se baseia em uma consideracdo eviemjee a variacdo de direcdo
produzida por operacdes algébricas também dewverieepresentada por simbolos. Podemos
constatar que Wessel ndo pretendia isolar a alggbrgeometria. Sua atitude era mais
moderna, embora ela continuasse a ser, em grange fiigl ao espirito cartesiano. Para ele, a

geometria analitica era a aplicacao da algebradaeia.
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A terminologia “segmento” utilizada por Wessel esada para uma linha cuja direcao
e grandeza eram conhecidas. Ele apresentou unmagéefipara a soma de dois segmentos,

como podemos visualizar na figura abaixo:

Podemos observar que, na soma de dois segmenteseaiada por Wessel,
encontramos as noc¢Oes atuais de invariancia posléigio e de segmentos equipolentes,
embora a passagem de uma figura para a outrami@ s&lo matematicamente definida.

Em relacdo & soma de dois segmentos ele faz angegitacao:

“Da mesma forma, quando um dos lados de um triangpdjue da
parab e o segundo de parac, dizemos que o terceiro, que segue garac
€ a soma destes dois outros, e é designadabpobc, de forma quec eab
+ bc possuem o mesmo significado, ou @ee= ab + bc = - ba + bc, seba
significa 0 segmento opostah.”*

Ele apresenta, para a soma de dois segmentossabveropriedades que atualmente
estariam associadas a associatividade, comutat®jdisténcia do elemento simétrico e a
existéncia do elemento neutro, dando & soma umatwest de grupo. E importante observar,
através deste exemplo, que ele mostra de manei@es que as “quantidades” utilizadas
verificavam as mesmas relacdes aplicadas a adezaarderos “ordinarios”.

Em seguida, ele apresenta a operacao de multigbade segmentos. De inicio, ndo ha
muita diferenca em relagéo ao trabalho ja realizastdescartes, mas restava ainda a duvida
de como seria apresentado, por exemplo, o proellix¢-1) = 1.

A multiplicacdo de dois segmentos era perfeitamdefenida a partir da escolha de
uma unidade absoluta, o que seria representadarmposegmento absoluto igual a 1. A
operacdo de multiplicacéo é totalmente fundamemadanocdes geométricas de semelhanca,

como poderemos observar abaixo:

3 Wessel, CEssai sur la représentation analytique de la di@utParis, 1897. p.8
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O produto dos segmentos OA e OB é feito atravésodatrucdo, a partir de OB, de
um triangulo OBC semelhante ao triangulo OUA, o geea 0 mesmo que construir a partir
de OA um triangulo OAC semelhante ao triangulo OWBnbas as possibilidades nos
remetem ao fato que OC = OA.OB = OB.OA, o que naogtre independente dos segmentos
escolhidos, como diz Wessel, a multiplicacdo destgsentos ndo depende da ordem em que
0S tomamos, caracterizando o que atualmente camlesceomo comutatividade.

A partir desta construcdo, Wessel constata qugmesgto OC pode ser determinado
da seguinte maneira:

1°) A medida de seu comprimento € o produto dasidasdcorrespondentes aos
comprimentos dos segmentos OA e OB;

2°) A direcao pode ser obtida, em termos trigonooad, a partir da semi-reta Ou de
um angulo igual a soma dos angulos que a mesmarstardetermina com os segmentos OA
e OB.

Esta construcdo pode ser considerada mais simptesquke a apresentada
anteriormente, porém nao seria possivel obté-lap@ddentemente da primeira e sem que
fossem feitas numerosas observagoes.

O trabalho de Descartes, que mostra que o produtormdsegmento por outro poderia
ser representado por um segmento e ndo necessatigacoeno a superficie de um retangulo,
abre caminhos para se questionar, por exempl@rasentacdo geométrica afe= -1, ja que

seria inadmissivel pensarmos em superficie negativao lado de um quadrado com medida

igual av-1.
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O trecho descrito abaixo, traduzido de sua obEzsai sur la représentation

analytique de la directidh(1897- p.9) nos ajudara a perceber como comprimemtivecéo

estdo relacionados através de operacOes algéliaemmmente indicadas por seus sinais.

“Seja +1 a designacgéo da unidade positiva retilenea uma outra
unidade perpendicular a unidade positiva que p@ssusma origem; Entao
0 angulo da direcédo de +1 sera igual a 0°, o @180° o dega 90° e o
de < a -90° ou 270°. Pela regra que o produto dos ésglas direcdes deve
ser igual a soma dos angulos dos fatores, temby+H) = +1; (+1)(- 1) =
-1 (DE1) =41 (F1)(@) = 4 (F1)(-¢) = -& (- L)(¥e) =-& (- 1)(-¢)
=t (te)(+e) =-1; (#)(-e)=+1; (-e)(-¢) =- 1.

De onde temos que = /-1; e a divergéncia do produto é
determinada de tal maneira que nenhuma das regrasns de operacao
seja violada.”

Podemos compreender a citacdo de Wessel atrawéwaléigura, jA bem préxima da

representacdo que possuimos atualmente:

Através deste encaminhamento, uma consequéncidesimpimportante pode ser

observada:(+ ) = (i \/—_1)2 =-1.

Ainda nesta obra, encontramos diversas contribgicomo:

1)

2)

3)

A representacdo do seno e do cosseno de arcoscd® diembrando que
nesta época ainda nao se fazia distingdo entre teercirculo” e “angulo”)
e as relacfes entre eles e as representacfesatdisigdes imaginarias;

O produto de dois segmentos indiretos unitariosfqueam angulosi e v

com a unidade absoluta pode ser escrito da fors(a ¢w) + e.sin(u + v);

O estudo sobre a divisédo e a extracdo de raizesgieentos;
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4) Uma representacdo da direcdo de um raio em umaaesfe

N&o é de se estranhar que muitos tenham se suldifeasom o método apresentado
por Wessel, pois ele atinge plenamente seus obgesitravés de um método que possibilitaria
realizar operagfes consideradas impossiveis, fendecuma liberdade nova as quantidades
imaginarias.

Adrien-Quentin Buée, um exilado padre catdlico, ra considerado como um
matematico profissional e, além de suas publicag&éscionadas a tratados politico-
religiosos, teve seu artiglémoire sur les quantités imaginaireslido em 1805 e publicado
em 1806 pela Royal Society of London. Ele estaleelatma conexao entre dois conceitos
basicos: o de comprimento e o de direcdo de um egmque eram sistematicamente
separados na Franca durante o século XVIII.

A importancia de seu trabalho esté relacionadaeserd/olvimento do conceito de
nameros negativos e a representacao grafica dosrognmaginarios. Nas primeiras paginas
de sua obra, Buée tenta estabelecer uma fronteim@e @ aritmética e a geometria.
Comentando sobre os sinais “+ " e “—", ele s&gi algumas regras especificas. Como sinais
de operacdes aritméticas, o primeiro indicaria &wie o segundo subtracdo e, no aspecto
geométrico, eles denotariam simplesmente oriensagpestas. Um exemplo que nos permite

visualizar como ele aplicava estas operacfes gewslg citado abaixo:

“(...) ao descrever uma reta com um comprimenterdebhado, podemos
fazer duas coisas: 1°) damos a esta linha comptan@i) damos a esta
linha uma orientagdo. A primeira destas opera¢asr&mentearitmética

A segunda é puramentgométrica(...). Logo quando reunimos estas duas
operacdes, fazemos realmente uma operaiGéinético-geométrica®

Nesta citacao fica evidente, assim como nos exdtde Wessel, que a representacao
geométrica das quantidades imaginarias ndo pogeriancer exclusivamente a geometria e
gue seria necessario trabalhar sobre seu aspéotétaro.

Os sinais de “+ " e “ —" ndo estavam destinagioisamente a atender as regras. A
linguagem aritmética que Buée procura introduzsspo um objetivo maior e, para atingir
este objetivo, ele alia a nocéo de quantidade Edaque.

Buée admitia que uma letra precedida do sinal “ — ” ndo poderia existir
isoladamente, ao passo que a precedida pelo simal ‘era perfeitamente aceitavel. Ele

% Buée, A.Mémoire sur les quantités imaginairézoyal Society of London. 1805. p.24
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afirmava que a primeira situacdo poderia ser pi@wsso a segunda fosse previamente
definida. Um exemplo exposto pelo préprio autoretevque se “#” indicasse um “tempo
passado” logo “{” indicaria um “tempo futuro”, ou se “p” representasse uma “aquisi¢cao”
entao “-p” representaria uma “divida”.

Em uma éalgebra simples, esta prética relacionasgpeessdo simbdlica “&” com
uma simplificacdo da soma “0 &, porém a expressdo ‘@’ correspondia a uma forma
reduzida da diferenca nada trivial “0a*. Buée compreende que uma certa nogcao de
“qualidade” diferencia os numeros negativos dostipos e que o desconhecimento desta
“qualidade” afastava os niumeros negativos do Iggardeveriam ocupar na matematica.

Tudo comecava a ficar mais evidente. O empredoe dendo chocaria mais o espirito
se fosse levada em conta a sua “qualidade”. Néda seais necessaria a utilizacdo da
expressdo “seja a quantidade menos que nada”apmissma ja poderia ser traduzida pela
“qualidade” do sinal “ —".

Além de introduzir esta rica no¢ao de “qualidadei uma ciéncia que lidava com a
questdo da “quantidade”, Buée recorre a gramataca expressar a sua idéia de linguagem

matematica:

“Considerando o segundo significado dado aos sia@s , eles designam
duas qualidades opostas tendo como sujeito asdasdgue compde uma
guantidade. Como uma qualidade n&o pode ser sepdeadeu sujeito, 0s
sinais + e — ndo podem ser separados de suas esidan uma linguagem
algébrica, estas unidades séo os substantivossipais, 0S adjetivo§7’.

Neste momento podemos relacionar as express@se“+q’ ndo necessariamente
como as expressdes condensadas de (0et+“0 — ", e sim as expressoes “fl.e “-1.q"
respectivamente, nas quais a lersignifica 0 nimero de vezes que tomamos a unidade
ou —1, 0 que caracterizaria um numero abstrato.

Através de sua linguagem matematica, Buée apeesenigue entenderia por

“quantidades imaginarias”:

“Do sinal \/—_1 .

Eu considero o titul®o sinal -1 e ndoDa quantidade ou Da unidade

imaginaria +/—1 ,porque v—1é um sinal particular adicionado a unidade
real 1, e ndo uma quantidade particular. E um nadj@tivo junto ao
substantivo comum 1, e ndo um novo substantfo.”

7 Buée, A.Mémoire sur les quantités imaginairézoyal Society of London. 1805. p.25
% Buée, A.Mémoire sur les quantités imaginairézoyal Society of London. 1805. p.27
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Para Buée, 0 simbolov~1" tomado isoladamente nada significava e nenhuma

caracteristica operacional poderia ser atribuiele.aContudo, ele forneceria uma qualidade a
unidade quando percebido como-1.1. Ele afirma gue uma quantidade acompanhada do

simbolo “/=1" ndo era o oposto aquela indicada por “ + " nedidada por “ —".

Com a finalidade de explicar este novo simbolo,utorarecorre a geometria. Os
nameros reais obtiveram, com o passar dos tempog, posicdo natural sobre a reta. A
caracteristica do numero estava relacionada cooestd@p da linearidade e esta imagem se
tornou um grande obstaculo quando se tratavam algigades imaginarias. A concepcao que
se tinha era que esta reta ndo poderia recebes movoeros.

Qualquer especulacdo em relacdo a este assuntcagaalim dogma, ao se atribuir
uma espessura a um ponto ou a uma reta. O pomespondente ao numero 0 sobre uma reta
orientada faria com que 0s numeros positivos daliassem de um lado e os negativos do

lado oposto, 0 que geraria uma impossibilidadedalizar as quantidades imaginarias.

Para resolver o “mistério” que envolvia o sindh-1, ele supde trés linhas iguais AB,
AC e AD partindo todas do ponto A. Notemos que Bnéste momento considera como
linhas iguais as que possuiam mesmo comprimenstraaido a questdo de suas orientacoes,

entretanto ele continua afirmando: “Se designaralazha AB por +1, a linha AC serd -1, e a
linha AD, que é a media proporcional entre AB e #&€ta necessariamentgou mais

simplesmente/—1".

Buée considera/—1 como um “sinal de perpendicularidade” no momeni® cpnclui

que:

“N~—=1é um sinal de perpendicularidade, cuja propriedade
caracteristica € qutodos os pontos da perpendicular estdo igualmente
afastados de pontos igualmente distantes de umdattooutro de seu p@&.

sinal \/—_:Lexpressa toda esta e é a Unica que a expressairiadteolocado
antes de (a significando uma linha ou uma superficie) noseditfio que ele
deve dar aa uma situacdo perpendicular aquela que daria,véesemos
simplesmente a&ou -a.”*

Buée apresenta outra explicacdo geométrica basgadan quadrado ABCD, cujos
lados AB e AD representam, por exemplo, “+1”. Falweam quarto de rotacdo, considerando
A como o centro de rotagdo, ele obtém as difergmeg;des e as novas representacdes do

lado e da superficie deste quadrado como exengéfitgura:

%9 Buée, A.Mémoire sur les quantités imaginairézoyal Society of London. 1805. p.28
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D C
+1 +12
1/ de
A +1 B rotacio
+14-1
A IRy
+14-1 12
14 d
B ¢ rota;go
+14-1.4-1=-1
BII A
1 +14-1.4-1= -1
1/ de
C D" rotagio
+1 -1 -1 o-1=-14-1 g
CIII B
e +H AL A1 =14
1/ de
D A rotacio
D”” CIIII
1AL AL N 1= +
+12
A BIIII
HALALA- L=+

A definicdo que Buée fornece ao sinal-1” ndo pode ser plenamente introduzida
sem uma idéia de movimento. Ele considera o quadsBICD e os lados AB e AD

representando uma grandeaae em nenhum momento ele supde que eles pudessem

representar respectivameratee a+/—1. A acédo do sinal v/—-1" sobre a grandeza, que a

conduz a uma posicdo perpendicular & que ocupaeasiamente reforca a idéia de que a

expressao % J-1" provém dos adjetivos “+”, “-" e 4/-1" associados ao substantivo “1.
Embora tenha estado muito proximo de obter umaseptacdo geométrica, Buée nao
atinge o0 seu objetivo. Este exemplo mostra umadesd mais geral desta época, que diz
respeito ao fato de que a linguagem algébricazatlh contribuiu para ocultar varias
dificuldades relacionadas as operacfes com nunmaeggnarios. A necessidade de legitimar
as operagOes algébricas sobre as quantidades ariaginre a falta de precisdo destas
operagfes impedem o0s matematicos de conceber umatjpeto para o qual as regras de
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calculo deveriam ser aplicadas, como os segmeniestados de Wessel ou as linhas
orientadas de Argand.

O suico Jean-Robert Argand (1768-1822) em sua @esqle uma “realizacéo
geomeétrica” para 0os objetos contestados tem umec@imt muito similar a de Wessel. O
trabalho de Argand pode ser considerado como o @salarecedor sobre a representacao das
guantidades imaginarias. Este modesto pesquisaahrilmiu com uma obra que pode ser
considerada uma das grandes descobertas do sdéurni&io é sem motivos que até os dias
de hoje lemos e ouvimos expressbes como “represeni@e Argand”, “plano de Argand”
gue nos remetem a grande importancia de seu tmbalh

Matematicos de diversas nacionalidades e de gnamgene ndo pouparam palavras
ao descrever Argand como o verdadeiro “arquitetsta rica e importante descoberta. Este
reconhecimento ndo foi imediato e muitos desteemmgicos puderam presenciar diversas
transformacdes que conduziram a algebra das estslglas geometrias com esta “realizacao”
geomeétrica.

O suico, autor de “Ensaio sobre uma maneira deeseptar as quantidades
imaginarias nas constru¢cdes geométricesséi sur une maniere de représenter les quantités
imaginairesdans les constructions géométriquBsuis, Blanchard, 1971), teve seu trabalho
publicado em 1813 noAnnales de Mathématiques purés et appliguéeprimeiro jornal
especializado em Matematica.

Como Wessel, Argand inicia seu trabalho tratands duantidades negativas e
direcbes opostas. Em seu ensaio, encontramos unemmnada de idéias de seus
contemporaneos a respeito das quantidades negaiivagés de diversos exemplos, Argand
mostra que estas quantidades poderiam ser deréstis™

O ponto de partida no trabalho de Argand se bassoudiversas situacfes que
implicam na aceitacdo das quantidades negativasfléxao inicial € feita tendo como base
grandezas representadas ppRa, 3a, etc. e a idéia de que podemos sempre acrese@entar
grandezaa as grandezas anteriores. Mas o que fariamos exgamla operagdo inversa?
Poderiamos subtrair a grandezde cada um dos termos anteriores? Que represertagi
0-a?

Ao colocar estas questdes, Argand exple clarantentaotivos que impulsionaram
muitos matematicos a rejeicdo destas quantidadedraCiamente & Buée, ele € muito mais
convincente. Os exemplos apresentados revelam @repasta de forma clara e simples.

Argand prop6e uma construcao capaz de dar “reaidaas nUmeros ditos “imaginarios”.
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As guantidades relativas sdo apresentadas atravésndepcdo de uma balanga que
possui os pratos A e B, sendo que no prato A écadbp a grandeza, 2a, 3ae assim
sucessivamente, fazendo com que a balanca inalindirecdo ao prato A. O equilibrio da
balanca pode ser obtido, retirando-se do pratogkaadeza de modo a obtermos o 0. Caso
desejassemos continuar retirando esta grandezaralo A, teriamos uma situacdo que
poderia ser traduzida pela expressao & €uja existéncia ainda repousaria no campo da
imaginacao.

Esta situacao € representada considerando a gesamdemo um peso em gramas cuja
sequéncia ...,a} 3a, 2a, a e 0 ndo poderia seguir além de 0. Os termos possra 0 tém
existéncia apenas no campo da imaginacédo e, pemesivo, poderiam ser chamados de
imaginarios.

Utilizando o mesmo exemplo da “balanca”, Argandsidera os dois pratos contendo
pesos, tais que os movimentos dos bracos sejanorpropais aos pesos adicionados ou
retirados. Por exemplo, a acdo de adicionar a® grai pesm, corresponde a uma variagcao
n’ na extremidade deste braco e, adicionando sueessite ao prato A pesasobteremos
uma sequéncia de variacoes, Bn’, 4n’, etc. Mas no caso de retirarmos pesode uma
guantidade estipulada como, por exemplg,dbteremos a sequéncia’,2n'e 0. Porém estas
variagbes podem ser obtidas também de outra maseir@o invés de retirarmos pesodo
prato A, acrescentarmos ao prato B estes mesmos.pegrande diferenca entre estas duas
acOes é que a primeira é finita e a segunda iafigéra variacdes que Argand registra da

seguinte maneira:

“Ora, a adicdo de peso ao prato B pode ser repetigfinidamente;
assim, prosseguindo, formar-se-ao novos graus $te @gressos por
-n,-2n, -3n, ..., e estes termos, chamados negativos, exgomir
guantidades tdo reais quanto 0s termos positivositamo,
observamos que, se dois termos, de sinais difexetéim 0 mesmo
namero como coeficiente, con® n’, - 3 n), eles exprimirdo dois
estados da alavanca tais que a extremidade qua ms&graus de peso
sera, em ambos 0s casos, igualmente afastada do @oRode-se
considerar esse afastamento fazendo abstracadmtidoseo qual ele
teve lugar, e lhe dar ento o tituloatesoluto®

Neste momento, Argand introduz a nocao relativaqae retirarmos do prato A é

equivalente a acrescentarmos ao prato B. Deste ,namdovalores absolutos de grandezas

40 Argand, J. REssai sur une maniére de représenter les quarititéginairesdans les constructions géométriquearis,
Blanchard, 1971.
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associaremos a idéia de direcdo. A partir deste entonas quantidades negativas perdiam
seu carater “imaginario”, associando-se a elas iaoudos conceitos de quantidade e de
direcéo.

Nesta perspectiva, o zero poderia ser visto comoreferencial e a operacdo com
ndameros negativos, como por exemplo, a multiplioagér — 1 poderia ser compreendida

geometricamente, como uma reflexdo em relacamarari

+1

E interessante a simplicidade dos exemplos fodoscpor Argand. Entretanto, a
sensacao de “facilidade” e “tranquilidade” que &dsansmitida por suas idéias € proveniente
de uma grande familiaridade com as situacfes poraptesentadas como peso, capital,
temperatura, etc. Chega a ser dificil compreendemotivos que tornaram 0s numeros
negativos inaceitaveis durante séculos. Para mdierds de nossa época, parece mais que
suficiente que a legitimidade dessas quantidadegstinas seja garantida observando o
ndamero negativo como uma simples oposi¢cao ao nUpumitivo. Era também necessario que
0 contexto historico em que tais situacdes apamatdosse favoravel, como o espirito de
“realismo” e de “abstracdo” encontrado no inicio skculo XIX, que fundaram novas
estruturas matematicas. Os nameros imaginaridewdm seu caminho rumo a legitimidade

com as idéias de grandeza absoluta e dire¢do adas@s quantidades negativas:

“De resto, ndo se propde de modo algum dar aquEipios mais rigorosos
ou mais evidentes do que aqueles que encontransosbnas que tratam do
assunto; teve-se simplesmente por objetivo fazas dbservacdes sobre as
quantidades negativas. A primeira € que, segunespécie de grandeza a
gual se aplica a numeracédo, a quantidade negatieal @u imaginaria; a
segunda é que, duas quantidades de uma espéceiwlsde fornecer
valores negativos estando comparadas entre si¢ia @k sua ligagédo é
complexa. Ela compreende: 1°) A idéia da relacdnénica dependendo de
suas grandezas respectivas consideradm®lutamente 2°) A idéia da
relacéo daslirecoesou sentidosaos quais elas pertencem, relacdo que é sua
identidade ou oposicad®

41 Argand, J. REssai sur une maniére de représenter les quarititéginairesdans les constructions géométriquearis,
Blanchard, 1971. p.4
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Identificadas as noc¢Oes de valor absoluto e dd@ir como elementos fundamentais
de sua representacdo geométrica, Argand investigssibilidade de combinar estas no¢des
de modo a encontrar uma representacdo também paquantidades imaginarias. As
quantidades imaginarias ndo podem estar sobreasacgide se encontram as quantidades
positivas e negativas, colocadas em dire¢cdes apoates devem estar sobre 0 mesmo plano.

Tendo associado grandezas relativas com grandeea®dadas, ele sugere entdo que
seja interpretada no plano a proporcdo 1 :--11= 1. Sabendo que a média proporcional
entre grandezas de valor absoluto 1 e com mesmbdsre ser + 1 ou — 1, como determinar
a média proporcional caso essas grandezas tivessais opostos? Ou seja, que valores de x
satisfariam as proporgbes —1:x=x:+1 e:kEx:-17

Pensando em dias atuais, os valores de x procunsa® proporcdes acima seriam
aqueles que solucionam a equagfd=—1. Argand encontra, com o auxilio de um

diagrama, a solucao desta questao.

As grandezas unitarias positiva e negativa sgueotisamente compreendidas como
os segmentos direcionados KA e KI. Encontrar a enpthporcional entre as grandezas + 1 e
— 1 seria entdo, combinando as idéias de grandezduga e direcdo, encontrar a direcdo da
grandeza unitaria x, de modo que a direcdo da geantepresentada por KA esteja para a
direcdo da grandeza x , assim como a direcao dalega x esteja para a direcdo representada
por Kl.

Podemos observar que tanto KE como KN séo segsdirecionados e KE pode ser
obtido através de uma rotacdo de 90° a partir deassim como Kl pode ser obtido através

de uma rotacao de 90° a partir de KE. O mesmo ecemara o segmento KN, portanto KE e
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KN sdo as grandezas geométricas procuradas queesegpam geometricamente
+J-1 e -J-1

Expandindo sua perspectiva, Argand nao restrimgiuquantidades imaginarias as
linhas perpendiculares. Ele construiu geometricaenéodas as dire¢cbes e, deste modo,
construiu outras médias proporcionais associadagras quantidades imaginarias, 0 que nos

fornece uma generalizacao:

« KB KD KF KH K] KM KO KQ» 550 médias entré® e FC KC ¢ KE

.., e assim por dianté®

Esta relacdo entre a representacdo geomeétricaloiosros imaginarios e as meédias
proporcionais pode ser utilizada nos dias de hogeno uma importante ferramenta no
processo de representacdo geomeétrica das solugagmarias de equagdes quadraticas.

Tendo como referencial as idéias citadas por Arggmberiamos atualmente

determinar as solucfesdi da equacédo quadraticd = —16 da seguinte maneira:

42 Argand, J. REssai sur une maniére de représenter les quarititéginairesdans les constructions géométriquearis,

Blanchard, 1971. p.9
43 Argand, J. REssai sur une maniére de représenter les quarititéginairesdans les constructions géométriquearis,

Blanchard, 1971. p.9
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1. Representar geometricamente a grandeza x, talf@e:x =x: - 8

2. Representamos geometricamente as grandezas + 2B erespectivamente pelos
segmentos direcionados OA e OC.

3. Adirecdo da grandeza procurada deve ser a mestiasgariz de AOB.

4. O valor absoluto da grandeza procurada é 4, pdis 2:8.

5. Considerando juntamente o valor absoluto e a dirégdgrandeza procurada, temos

que X é representado pelos segmentos direcionagias @D.

Um aspecto importante introduzido por Argand fdat de que as linhas orientadas,
que representavam a solucdo das relacbes de piiopodo deveriam ser fixadas a um anico
ponto K. Se KA=K'A’; KA=K"A”, etc. e tendo estadinhas a mesma direcdo, Argand
fornecia a uma linha orientada uma infinidade deagugue representariam o mesmo objeto.

Esta nocdo de equipoléncia forneceria condi¢cOesjude um determinado objeto
considerado pudesse ter uma infinidade de repaegestlegitimos. Baseando-se na fidtira

abaixo poderemos fazer algumas observacoes:

B
®)

+3 A
+2
+1

« LIEUX »

4 B 2 o | 414 43 g s

O S e

44 Flament, D Histoire des nombres complexes, Entre algébre @ngéie CNRS Editions, Paris 2003. p.175
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Na visdo de Descartes, os objetos (a) e (b) séintdis, pois ocupam lugares
geométricos distintos, enquanto para Argand, edtés objetos sdo iguais, ja que sao

representantes de uma mesma classe, caracterizaradmatematica das “formas”.

Dada uma unidade primitiv@, todas as linhas direcionadas paralelas a estiadmi

representam um numero real. As perpendicularegss@m 0s numeros imaginarios da forma

+av/-1 e todas as outras linhas direcionadas represesgamimeros da formaa+ bv-1,
compostos de uma parte real e de uma parte imaginar

Ao fundar esta nova teoria, Argand sugere tambéntilzacdo de um novo
simbolismo que tornaria mais simples a notacdodpsignava as quantidades imaginarias.
Ao passo que Buée escrevia ‘@le “-1.a” no lugar de “&” e “-a’, com a finalidade de

diferenciar a aritmética universal da sua “linguagigébrica”, Argand caminha no sentido
contrario, ndo fazendo esta dissociacdo. Ele cheghrmar que 4+ a/-1" apresenta um
fator x/—_lque multiplicaa e, assim como o fator 1 multiplicado ppem “+1a” pode ser
representado por apenas, +€ possivel agir de modo semelhante para as dades
imaginéarias. Ele utiliza os simbolos™ e “+tr no lugar de “w/-1" e “+/-1"

respectivamente e apresenta de maneira simplestalsela de multiplicacao:

oo
'“”_"l" =+
'+‘_ ™= 4

Através deste simbolismo, Argand faz uma associagiimsa para reconhecer a
periodicidade das poténcias da unidade imaginknicialmente, ele atribui valores aos seus

simbolos da seguinte maneira: atribuimos ao sinmepi@sentado por uma linha curva)o
valor numérico 1 e, para cada linha vertical ouzomtal, o valor numérico 2. Desta forma,
teremos que cada simbolo serd constituido da sawavalores das linhas que possuli,

constituindo a seguinte associacao:
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Assim, através de regras expressas por Argand,eoatpalmente relacionamos ao
calculo “mddulo 47, a tabela de multiplicagdo ddsisolos pode ser estabelecida e a
periodicidade das poténcias facilmente verificada.

A utilizacdo de sua linguagem simbdlica para a esgmtacdo da expressao
“a+by—-1" resulta em um novo objetoa™b". Tal representacdo se aproxima muito do par

ordenadod,b) de Hamilton, que daria a"+ bv-1” um novo estatuto matematico.

Apos definir a multiplicacdo de linhas direciona@asbter o que chamamos hoje de
“formula de De Moivre”, Argand julgou desnecessdridetalnamento da divisdo e encerra a
parte tedrica de seu ensaio com a seguinte afirmaiCom estas regras, operaremos uma
construcdo qualquer com linhas direcionadas comajwes praticamos com as linhas
absolutas™®

Os resultados de Argand ndo despertaram muitcesgerna comunidade matematica
até suas idéias serem publicadas em 1813, tidas demm autor desconhecido. Esse fato o
levou a participar de varios debates publicos, ® garantiu a conquista da autoria de téao
importante trabalho.

O gque ele propbe possui uma grande riqueza coat@tsimplifica a resolucédo de
diversos problemas, mas este critério ndo eraisofepara garantir a adesdo da comunidade
matematica da época. O trabalho de Argand se @destac‘realizacdo” geométrica das
quantidades imaginarias, mas nao chega a defisirogaracdes podem ser aplicadas as suas
“linhas orientadas”, logo ndo fornece a necesgasificativa de um calculo algébrico com
0s simbolos imaginarios. O carater convencionakeigas de calculo é deixado de lado para
privilegiar aplicagbes imediatas.

Desta forma, apesar da grande importancia do trabd¢ Argand, as quantidades
imaginarias ainda ndo podiam ser consideradas ¢ntmeros”, dignos de figurar em uma
ciéncia rigorosa. Sao apenas expressfes simbdlieaspara facilitar o calculo, mas indignas
para aparecer nos resultados. A representacdo geamédas quantidades imaginérias

48 Argand, J. REssai sur une maniére de représenter les quarititéginairesdans les constructions géométriquesris,
Blanchard, 1971. p.25.
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funcionava como um instrumento que forneceria umatea de ‘“realidade” a estas
quantidades, mas para parte da comunidade matandatiépoca esta representacédo ainda ndo
trazia o critério de rigor para que estas quanédddssem aceitas. No entanto, os esforcos
realizados para buscar uma representacdo geomglaie as quantidades imaginarias
contribuiram para aprofundar as exigéncias do peestd matematico da época.

Podemos considerar que a obra de Argand constitniimportante marco na histéria
dos numeros complexos uma vez que, na represenigedmétrica das quantidades
imaginarias, estas quantidades ja comecam a seelmoas como um ente matematico
distinto dos reais, que possuem um carater compgsi levard Gauss a designar estas
quantidades como “complexas”.

A historia das quantidades “sofisticadas”, da matera italiana renascentista, até a
representacdo geométrica das quantidades “imag#iadom as linhas orientadas de Argand,
congrega os elementos principais que motivarao $;&esuchy e Hamilton a desenvolver, no
periodo subsequiente, uma teoria propriamente gita,forneca o estatuto aritmético que

garante a existéncia matematica dos niumeros cooglex
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Consideracoes finais

Quando propusemos um trabalho sobre a histériandoweros complexos, visamos
resgatar o ambiente que proporcionou seu surgimebservando a linguagem utilizada na
época e o0s “problemas” que contribuiram com o dedeimento da matematica e
conseguentemente destas quantidades ditas “safiatt, “impossiveis”, “inexplicaveis” ou
“imaginarias”.

Pesquisar os numeros complexos a luz da historiandematica faz com que
compreendamos que um dos grandes problemas nooeéisin fato de que a ordem de
exposicdo ndo condiz com a ordem da invencao,dega pertinente que nds recridssemos o
modo de ensinar a fim de proporcionar aos alunosxgeriéncia de conviver e de
compreender como a matematica estudada nos diagjeléoi produzida por descobertas ao
longo de séculos.

O acesso a histéria dos numeros complexos nos @emevitavelmente a uma
reflexdo sobre a metodologia utilizada em sala di. aSeria impossivel apresentar a
matematica na ordem histérica em que ela foi dedeidda. Mas com a histéria temos
condicbes de oferecer respostas as muitas quegti@esurgem durante o processo de
aprendizagem.

No desenvolvimento deste trabalho, percebemosginseinto dos niimeros complexos
como fruto de um “problema” que significava deteranias solucdes de equacdes cubicas por
meio de radicais. Em relacéo a este aspecto, rpade ser desenvolvido em sala de aula. A
forma com que geralmente trabalhamos e expomosrasailas de resolucdo de equacdes
qguadraticas e cubicas pode gerar uma falsa congireate que estes importantes resultados
foram frutos de trabalhos isolados de matematioosocBhaskara e Cardano. A forca destes
resultados algébricos faz com que seja criado ustamtiamento cada vez maior da
geometria, 0 que nao condiz com seu desenvolvintestorico.

Ter acesso a historia destes numeros proporcioraminiente favoravel para diversas
discussbes em torno de resultados envolvendo egsiagdlinomiais e suas raizes, o
desenvolvimento da teoria dos logaritmos e o adveatcalculo infinitesimal.

As tentativas de representacdo geométrica paralogers complexos, com as
dificuldades experimentadas, contribuem para acsseicdo de uma concepgao, por parte
de muitos alunos, de uma matematica “pronta” e lgomeas situacdes até arbitraria, em que

sao apresentadas definicbes seguidas de teoramheasomstracoes.
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Um trabalho diferenciado, ao lecionar numeros cemygs, abre espaco para
guestionamentos e reflexdes por parte dos alunescaage muitos conceitos explorados
durante mais de uma década até a conclusdo desieo enédio como, por exemplo:

» O papel da geometria no ensino de matematica,

» A exploragéo do conceito de numero;

* O desenvolvimento da algebra e a contextualizagdomditos de seus
resultados;

* Arelacdo entre os numeros complexos e a geometria;

* O conceito de nimero negativo;

« A conexdo entre a representacdo geomeétrica dos lexospe a analise

vetorial;

Uma reestruturacdo na abordagem metodoldgica nnoedes complexos representa
mais do que fornecer uma “concretude” para estessnentes matematicos. Trata-se de abrir
oportunidades para investigacbes que despertemtevesse pelo desenvolvimento da
matematica.

N&o seria utopia nossa acreditar que a historiandaseros complexos e, de forma
mais ampla, a historia da matematica, possam despers professores uma pratica docente
menos centrada em uma matemética de resultadosersuma matematica de descobertas e
conexdoes.

A partir de uma fundamentacdo histérica sobre amemds complexos € possivel
vislumbrar o desenvolvimento de pesquisas voltapasa a elaboracdo de materiais
pedagogicos para os alunos e para a formacao vaddrde professores que valorizem mais
0S aspectos geométricos, as investigacoes e, d@rgeqente, a compreensdo deste novo
conceito, para além das manipulacdes algébricdgoeitanicas. Pretendemos explorar estes

caminhos em um trabalho futuro.
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Anexo

ENSAIO SOBRE UMA MANEIRA DE REPRESENTAR AS QUANTIDABS IMAGINARIAS
NAS CONSTRUCOES GEOMETRICAS

(JEAN ROBERTARGAND)

1. Sejaa uma grandeza tomada a vontade. Se a esta granciezaeantarmos uma
segunda que lhe seja igual, para formar um Unido, tieremos uma nova grandeza, que sera
expressa por 4. Fazendo a partir desta Ultima grandeza uma neweelbante operacédo, o
resultado sera expresso pomr3e assim por diante. Obter-se-4 assim uma confioude

grandezas

a 2a 3a,4s, ...,

da qual cada termo nasce do precedente, por umagdpeque € a mesma para todos os
termos, e que pode ser repetida indefinidamente.

Consideremos esta mesma série ao contrario, & sabe

..., 4a,3a,2a a

Podemos ainda conceber, nessa nova série, catla demo subtraido do precedente,
por uma operacao inversa aquela que serve a foondagPprimeira série; mas existe uma
diferenca notavel entre as duas: a primeira podkgada tdo longe quanto se queira; ndo se
passa 0 mesmo com a segunda. Apds o terreacontraremos o termo 0; mas, para ir mais
além, é preciso que a natureza do valseja tal que se possa operar com respeito a 0 como
fazemos com relacdo aos termos .a, da, 2a, a. Ora, isto ndo é todavia possivel.

Sea, por exemplo, designa um peso material, como ma@ra série das quantidades
..., 4a, 3a, 24, a, 0 ndo pode ser continuada para além de 0; pguge-se tirar 1 grama de
3, de 2 ou de 1, mas néo se podera tira-lo de lmAgs termos que deveriam seguir-se ao 0
s6 podem ter existéncia na imaginacdo; podem, mesite por isso, ser chamados
imaginarios

Mas, no lugar de uma série de pesos materiaisjdgnemos os diversos graus de peso
que agem sobre o prato A de uma balanca que cqre€os em seus dois pratos, e vamos
supor, para dar mais apoio as nossas idéias, queoesnentos dos bracos dessa balanca
sejam proporcionais aos pesos acrescentados dmglqs, efeito que ocorrerd, por exemplo,
por meio de uma mola adaptada ao eixo. Se a adzd@son no prato A faz variar com a
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quantidaden’ a extremidade do braco A, a adicdo dos p23us3 n, 4 n,.. ocasionara, nessa
mesma extremidade, variag@eg’, 3 n’, 4 n, ..., e essas variagdes poderdo ser tomadas como
medida do peso agindo sobre o prato A: esse p8smaéa o0 caso da igualdade entre os dois
pratos. Poder-se-a, acrescentando no prato A pegos, 3 ..., obter os pesas, 2 n’, 3 n,

.., ou, falando do pes8 n’, obter, suprimindo pesos, os valo2sV’, n’, 0. Mas esses
diversos graus podem ser produzidos ndo someateltirpesos do prato A como também
acrescentando-os ao prato B. Ora, a adicdo de pes@rato B pode ser repetido
indefinidamente; assim, prosseguindo, formar-sa€dms graus de peso expressos-por -
2n,-3n), .., e estes termos, chamados negativos, exponginantidades tao reais quanto
0s termos positivos. Portanto, observamos queposetdrmos, de sinais diferentes, tém o
mesmo numero como coeficiente, cogn’, - 3 n), eles exprimirdo dois estados da alavanca
tais que a extremidade que marca os graus de pedpesn ambos os casos, igualmente
afastada do ponto 0. Pode-se considerar esseméagtafazendo abstracdo do sentido no
qual ele teve lugar, e Ihe dar entéo o titulallsoluto

Consideremos ainda, em outra espécie de grandezgeracdo de quantidades
negativas. Se, para conter uma soma de dinheiotarmds ofrancd®® material, poder-se-a
operar diminuigbes sucessivas nessa soma, e redaziero pela subtragdo de um certo
namero de francos. Chegados a esse termo, vemas suteracdo cessa de ser praticavel, e
gue, por conseqléncia, - 1 franco, - 2 francoséa.quantidades imaginarias.

Tomemos agora o franco financeiro como unidad®, @&antencdo de avaliar a fortuna
de um individuo, que se compde de valores ativde galores passivos. O que chamamos
diminuicdonessa fortuna podera ocorrer seja pela subtragdonddeterminado nimero de
francos ao ativo, seja pela adicdo de um determimadnero de francos ao passivo, e,
levando a certo termo essa diminui¢cdo por um deksissmeios, chegaremos a uma fortuna
negativa, tal qual - 100 francos, - 200 francogssas expressoes significardo que o namero
de francos de valor passivo, considerado abstrat@mn@ maior de 100, de 200, ... que aquele
dos valores ativos. Assim, - 100 francos, - 208dos, ..., que sé exprimiam no primeiro caso
quantidades imaginarias, representam aqui quamsdaid reais quanto aquelas que designam

as expressoes positivas.

2. Essas nocBes sdo muito elementares; todavieé n@o facil como poderia parecer a

principio estabelecé-las de uma maneira bem aaeajprestar-lhes aquela generalidade que

8 Antiga moeda francesa, substituida atualmente efo com a criagéo da Uni&o Européia. (Nota daliTiar).
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sua aplicacdo aos calculos exige. Nao se pode aludd dificuldade do assunto, se

refletirmos que as ciéncias exatas foram cultivallaante um grande namero de séculos, e
que elas fizeram imensos progressos antes de saddeirido as verdadeiras nocfes de
quantidades negativas e de se ter concebido a raayezal de emprega-las.

De resto, ndo se propde de modo algum dar aquiiprds mais rigorosos ou mais
evidentes do que aqueles que encontramos nas @beadratam do assunto; teve-se
simplesmente por objetivo fazer duas observacda® s quantidades negativas. A primeira
€ que, segundo a espécie de grandeza a qual sa apiumeracado, a quantidade negativa é
real ou imaginari; a segunda é que, duas quantidades de uma espécéivel de fornecer
valores negativos estando comparadas entre sigia @k sua ligagdo é complexa. Ela
compreende: 1°) A idéia da relacdo numeérica depelodele suas grandezas respectivas
consideradasbsolutamente2°) A idéia da relacdo dabrecfesou sentidosaos quais elas

pertencem, relacédo que € sua identidade ou oposi¢cédo

3. Agora, se, fazendo abstracdo da relacdo dasi@gas absolutas, considerarmos 0s
diferentes casos que pode apresentar a relacadicg®es, perceberemos que elas se

reduziam ao que oferece as duas proporgdes seguinte

+1:+1:-1:-1,
+1:-1:-1:+1.

A inspecdo dessas proporcdes e daquelas que famuaripela inversdo dos termos
mostra que os termos médios sdo sinais semelhanteéferentes, conforme os extremos
sejam eles mesmos sinais semelhantes ou diferentes.

Que nos proponhamos agora a determinar a médiarpiopal geométrica entre duas

quantidades de sinais diferentes, ou seja, a glaal®x que satisfaz a proporcao

+1 XX -1

Somos impedidos de continuar aqui como o fomosequier continuar para além de 0

a progressao aritmética decrescente, porque npodgeigualax a nenhum ndmero positivo

470 sentido com o qual se toma essas palavras@esuéimente determinado por aquilo que antecedrtemsao que se da
aqui a sua significacdo ordinaria parece permitidalias, ndo é absolutamente nova. O que se ¢ham®tica,centro
imaginario, por oposi¢éo ao centro real, € o ponto de reuthi&oraios que ndo tém uma existéncia fisica epqdem, de
certa maneira, ser considerados como raios negativo
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ou negativo; mas, ja que encontramos mais que @tidade negativa, imaginaria quando a
numeracéao era aplicada a certas espécies de gaanti@nada real quando a combinamos de
uma certa maneira a idéia geandeza absolutaom a idéia delirecdo, ndo seria possivel
obter o mesmo sucesso relativamente a quantidadealase trata, quantidade considerada
imaginaria pela impossibilidade em que estamoshdeehcontrar um lugar na escala das
grandezas positivas e negativas?

Refletindo sobre esta questdo, pareceu que comsggas atingir esse objetivo se
pudéssemos encontrar um género de grandezas apugigsise se aliar a idéia de direcéo, de
maneira que, adotadas duas direcoes opostas, umapaalores positivos, outra para 0s
valores negativos, existiria uma terceira, tal candirecdo positiva foi para aquela da qual

tratamos e como esta a dire¢cao negativa.

4. Ora, se tomarmos um ponto fixo K (fig. 1) etadmos por unidade positiva a linha

KA considerada como tendo sua dire¢cdo de K em dueopoderiamos designar E para

distinguir esta quantidade da linha KA na qual @dstderamos aqui sua grandeza absoluta, a

unidade negativa sefd, o traco superior tendo a mesma destinacdo queleagolocado

KA

sobre ™%, e a condicdo a qual se trata de satisfazer sex@nghida pela linha KE,

perpendicular as precedentes e considerada condo taima direcdo de K em E, e que

exprimiremos igualmente po}?E.

Com efeito, a direcao de &, com respeito a direcédo BE o que esta Ultima € com respeito

a direcéo deﬁ Além do mais, vemos que essa mesma condicada pegenchida poﬁ
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guanto porKE, estas duas ultimas quantidades estando entre@ias +1 e -1, assim como

—a N
deve ser. Elas so, portanto, o que expressamasmemnte por ¥ -1 =1

Por um movimento analogo, poder-se-& inserir nonédias proporcionais entre as

quantidades que acabamos de ver. Com efeito, pasirgir a média proporcional enti€ e

KE sera preciso tracar a linha CKL que divide o &m@E em duas partes iguais, e a média

buscada serf¢ ou L. A linha GKP dara igualmente as médids e K ou entref4 e KN,

Obter-se-a igualmente as quantidaﬁ%s@. KF KH K] KM KO KQ para as médias ent
eKC KL KE e assim por diante. Poder-se-a da mesmaforserir um maior nimero de
médias proporcionais entre duas dadas quantidadesiimero de constru¢cdes que poderao

resolver a questao sera igual ao numero de ligap@espresenta a progressao buscada. No

caso de se tratar, por exemplo, de construir dudiastl, KQ, entre¥4 e KB, o que deve

originar as trés relacdes

EZEIIK‘FZ

Bl

. KQ.KB
€ preciso haver

angulo®FF = anguloP ¥ = anguloQEE,

Fig. 2 bis.
1}

e r—

o traco superior indicando que esses angulos estgoosicdo homodloga sobre as bases AK,
PK, QK. Ora, podemos atingir esse objetivo de m@&meiras, a saber, dividindo em trés

partes iguais: 1°) o angulo AKB; 2°) o angulo AKRimuma circunferéncia; 3°) o angulo
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AKB, mais duas circunferéncias, o que resultaratrésconstrucdes representadas plidas

2, 2 bis, 2 tef®.

Tig. 2 ter,

B
7
/
Qr--—--m... ..ML_ A
\

N
\ !
E

xﬁ_ﬁlli__,,,

5. Observemos agora que, para a existéncia dadesl que acabamos de estabelecer

entre as quantidadé%’*, KB KL ndo é necessario gue o ponto de partidareigdd, que

constitui uma parte da esséncia dessas quantidagadixada em um ponto Unico K; mas

que essas relacdes igualmente ocorram, se supisquaacada expressao, corftd, designa
5_’2'!5." K”A” I_‘:Hn'AHu

geralmente uma grandeza igual a KA, e tomada nenmdgecao, com

BK  fig. 3).
Fig. 3.
I?FLJ' . AF
SR
I K” KK A” A

®0 principio sobre o qual se fundam essas constsj@hunciado de uma maneira geral, consiste em gglacdo de dois
raios K‘P, KQ, fazendo entre eles um angulo QKP, depende degtdd quando consideramos esses raios como traigado

em certa diregdo, e que esta relagdo é a mesmaqueda dos outros dois raig”sR, KS, formando entre eles o mesmo
angulo; mas, embora esse principio seja, em ceritide, uma extensdo daquele sobre o qual se &staba relacdo
geométrica entre uma linha positiva e uma linhaatieg, s6 0 apresentamos aqui como uma hipétege,legitimidade
ficara por ser estabelecida, e cujas consequércstir dai, deverdo ser confirmadas por outra vi
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Com efeito, seguindo, em relacdo a essa nova espeégrandezas, 0s raciocinios que

] ) =% WAl T AN 5 ] T AT AT
foram feitos acima, veremos que, & K4 K'A° 550 unidades positivadf, 4 K A K

..., serdo unidades negativas; que a meédia prapaioéntre + 1 e — 1 podera ser expressa por
uma linha qualquer, igual as precedentes, perpgliadia sua direcao, e que poder-se-a tomar

a vontade em um de seus dois sentidos, e assidigme. Podemos, para ajudar as idéias a se

fixar, considerar um caso particular, como, porngxe, se designarmos p(@, uma
determinada for¢ca tomada como unidade, e cuja agédexerce sobre todos os pontos
possiveis, paralelamente a KA e no sentido de K paessa unidade podera ser expressa por
uma linha paralela a KA, tomada a partir de um @apialquer. A unidade negativa sera uma
forca igual em acéo, e cujo efeito acontece paalehte a mesma linha, mas no sentido de A
para K, e podera igualmente ser expressa por umna fiartindo de um ponto qualquer, a qual
sera tomada em sentido contrario ao da preced®rde.basta que as qualidades positivas e
negativas, que nos atribuimos as grandezas de emasespécie, depende de dire¢cdes opostas
entre as quais existe uma média, para que possaquiiorar as idéias desenvolvidas ha
pouco com relagdo aos raios partindo de um cemticple conceber, entre todas as linhas
que representardo uma tal espécie de grandezaesma® relacbes que ofereceram esses

raios.

6. Em consequiéncia dessas reflexdes, poder-seedatjear o sentido das expressdes

da formaﬁ, ﬁ, ﬁ, ..., € toda expressdo semelhante designara, conseqiéncia, uma
linha de um certo comprimento, paralela a uma cditacdo, tomada em um sentido
determinado entre os dois sentidos opostos quedaega#io apresenta, e cuja origem € um
ponto qualquer, essas linhas podendo elas mesmasgpressao de grandezas de um outro
tipo.

Como eles devem ser o assunto de pesquisas queeveaguir, € a ocasido de lhes
aplicar uma denominacédo particular. N0s as chan@sdmhas em direcdoou, mais
simplesmentdjnhas dirigidas Elas serdo assim distinguidas de lindlasolutasnas quais s6
consideramos o comprimento, sem nenhuma relacd@abracad’.

7. Reportando as diversas denominacdes de udiversas espécies de linhas em

direcdo que se engendram a partir de uma unidaichétipa ﬁ, observa-se que toda linha

paralela a direcdo primitiva € expressa por um aranreal, que aquelas que lhe sé&o

4 A expressdo dénhas em direcdd somente a abreviacdo desta frase: “linhas ceraslds como pertencendo a certa
direcdo”. Essa observacgéo indica que ndo se pretieimdlar novas denominagfes, mas que se empregmeasgira de se
exprimir seja para evitar confuséo, seja para arevdiscurso.
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perpendiculares sdo expressas por nimeros imaggndui pela féormula av—1 @ enfim,

que aquelas que sao tragcadas em uma outra diregdasgduas precedentes pertencem a

formata £ E’""__'l, gue se compde de uma parte real e de uma patgnania.

Mas essas linhas sdo quantidades tdo reais qaama@ade primitiva; derivam dela
pela combinacdo da idéia de dire¢cdo com a idégraladeza, e sdo, nesse aspecto, o que é a
linha negativa , que ndo € de modo algum encarma@ émaginaria. Os nomes deal e de
imaginario ndo combinam, portanto, com as noc¢des que acabdearser expostas. E
desnecessario observar que aquelesng@ssivele deabsurdg que se encontra por vezes,
sdo ainda mais contrarios. Podemos, alids, nosremumper ao ndo ver esses termos
empregados nas ciéncias exatas sendo para qualificee é contrario & verdade

Uma quantidade absurda seria aquela cuja exist@isasse a verdade com uma
proposicao falsa: tal seria, por exemplo, a quadgd que satisfaria ao mesmo tempo duas
equagbex = 2,x = 3, de onde resultaria que 2 = 3. Admitindo séargle quantidade no
calculo, chegariamos a consequéncias tdo contraditjuanto a da equacdo 2 = 3; mas 0s
resultados obtidos pelo emprego de quantidades iditaginarias sao inteiramente conformes
agueles que se deduz dos raciocinios nos quaisligamos quantidades reais. Poderiamos,
portanto, pressentir um vicio nas denominacdes aplecariam nas mesmas classes as
guantidades de fato absurdas e as raizes de orderdap quantidades negativas, € é 0
sentimento secreto dessa inconveniéncia que faneepo germe das idéias que recebem seu
desenvolvimento neste EnsdidSomos, entéo, conduzidos a empregar outras deages.

Observemos que, embora exista uma infinidade g@géces diferentes de linhas

derivadas da unidade primitiva, levamos, na praticecalculo, e pelos meios de que nos

ocuparemos em breve, todas as linhas em direcaspiciest®, K& KB KD KA g ymg

unidade primitiva positiva@ € uma unidade negativ@' e XD sz0 unidades médiafiy( 4).

0 Houve uma época em que, conduzidos pela forcaeddagle a ser admitida, nas quantidades abstraiasyadores
negativos, os gedmetras, tendo aparentemente aldifitaldade em imaginar queenos que nadpudesse ser alguma
coisa, deram o nome dalsosaos valores em questdo. A palavra parou de seregagia com o sentido a ela associado,
guando foram corrigidas as primeiras idéias queatindado origem a essa denominagao viciosa.

L E quase desnecessario observar que falamos agomasmla confusdo existente nas palavras, e queode migum
afirmamos que essa confusdo esteja também nas.idéia

92



1~
)

Além do mais, é conveniente juntar sob um mesmmen@s espécies opostas,

positivas e negativas reciprocas. A reunidao de eégagcies assim relativas formara uma

ordem. Chamaremawdem primeiraaquela que forma a espécie primitﬁr‘ée sua negativa

KC e ordem medianaaquela que contém as espécies mé@m ﬁ. Diremos também
guantidade primeiraquantidade medianaparaquantidade de ordem primeira@e ordem
mediana Essas denominacdes sdo extraidas da geracés dassdidades e da maneira pela
qual nos concebemos sua existéncia. Poder-seearaane geral determedianas todas as

outras, que ndo é necessario designar particuléerfien

8. Poderiamos também, segundo as idéias precederutgificar a expressao das quantidades

ditasimaginarias de maneira a dar mais simplicidade a essa pametcao.

Quando escrevemos 2¥~1 ou ~2V—1 indicamos explicitamente a geracdo da

quantidade"'_'l, 0 que pode ser bom em certos casos; mas, pardimamo, fazemos

abstracédo dessa geragéé‘i‘él nao € outra coisa que a espécie particular dedeid qual se

aplica o numera. Portanto, ndo é essencialmente necessario leisbidessa geracao. Além

de que a express#" 1 apresentd’ =1 como um fator que multiplica; mas, no fundo,

V=1 em@¥~1 nao é mais um fator que +1 emmou - 1 em a. Ora, ndo se escreve 4l.

- 1.a, mas simplesmentea;-a, € 0 sinal que precedeindica ele mesmo que espécie de

%2 Foi observado acima que as relagdes que se adixistir entre as linhas, em virtude das direcBeguasgs pertencem, sé
podem ser observadas, no presente momento, conmtétitas. Estamos, portanto, bem longe de pretegder as
denominagfes propostas neste artigo sejam aprapreadubstituir aquelas que o uso consagrou; seaaggmpregamos €
que, em geral, convém evitar servir-se de termge significacéo correta esteja em contradi¢do certéias que se quer
exprimir, mesmo quando se trata de suposicdes.

93



unidade exprime esse numero. Pode-se, portanfregar um meio semelhante em relacao
as quantidades imaginarias, escrevendo, por exempoe +a, no lugar det a¥—1 gy

-4 ‘__l 0s signos” e +sendo positivos e negativos reciprocos.

Para a multiplicacdo desses signos, observareoeswltiplicados por eles mesmos,
dado —, e que, por conseguinte, multiplicados uno eitro, eles dao +. Podemos, alias,
estabelecer uma regra Unica para todos os sinsssajestende para um numero qualquer de
fatores.

Que designemos o valor 2 a cada um dos tracos, @m perpendiculares, sejam

horizontais, que entram nos sinais de multiplieag valor 1 a cada um dos tragos curvos:
teremos, para 0s quatro sinais, 0s seguintes galore

:1,
+:3,
+ =4,

Isto posto, tomaremos a soma do valor de toddatoees, e subtrairemos 4 quantas
vezes forem necessarias para que a sobra sejasunuoheros 1, 2, 3, 4; esse resultado sera o
valor do sinal produzido; e, da mesma forma, palevigédo, subtrairemos a soma dos tragos
do divisor daquela dos tracos do dividendo, a tpr@mos acrescentado, se for preciso, um
multiplo de 4, e a sobra indicara o sinal do quuteieDeve-se observar que essas operacdes
sdo multiplicacbes e divisdes por logaritmos; @ssdogia se colocard em outro dia.

Esses novos sinais abreviardo a notacéo e tortelw@a mais comodo o calculo das

quantidades imaginarias, no qual € por vezesdaaileter erros relativos aos sinais.
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