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RESUMO

LUCA, Vitor Tocci Ferreira de. Equagao de Fokker-Planck nao-linear: evolugao
temporal na presenca de forca rotacional e potencial assimétrico. 2018. 108 f.
Dissertacao (Mestrado em Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2018.

Praticamente toda a literatura sobre a equagao nao-linear de Fokker-Planck e suas
aplicagoes trata de equagoes de Fokker-Planck onde a forga externa que age sobre o sistema
pode ser derivada de uma fungao potencial, levando a densidades estacionérias que sao
g-exponenciais do potencial. Este trabalho tem por objetivo estudar solu¢oes dependentes
do tempo de uma equacao de Fokker-Planck nao-linear, que possui um campo de drift
com uma componente que deriva de um potencial assimétrico e uma componente que nao
deriva de um potencial. Em duas ou trés dimensoes espaciais, essa situacao corresponde
a ter forcas com um rotacional ou curl nao nulo, que geralmente sao denominadas forcas
rotactonais. Varias aplicagoes podem ser abordadas com base nessa dindmica, dentre as
quais uma possivel nova abordagem para o problema da assimetria sindptica em redes
neuronais.

Palavras-chave: Equacao nao-linear de Fokker-Planck, Forca rotacional, Potencial assi-
métrico, Evolugao temporal



ABSTRACT

LUCA, Vitor Tocci Ferreira de. Nonlinear Fokker-Planck equation: time evolution in
the presence of rotational force and asymmetric potential. 2018. 108 f. Dissertacao
(Mestrado em Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2018.

Practically all the literature on the nonlinear Fokker-Planck equation and its applica-
tions deals with Fokker-Planck equations in which the drift forces can be derived from a
potential function, leading to stationary densities which are g-exponentials of the poten-
tial V. This work aims to study time-dependent solutions of a nonlinear Fokker-Planck
equation, which has a drift field with a component that derives from an asymmetric poten-
tial and a term that does not come from a potential. In two or three spatial dimensions,
this situation corresponds to having forces exhibiting a non vanishing rotational or curl,
which are usually referred to as curl forces. Various applications can be approached ba-
sed on this dynamics, among which a possible new approach to the problem of synaptic
asymmetry in neural networks.

Keywords: Nonlinear Fokker-Planck equation, Curl forces, Asymmetric potential, Time
evolution
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INTRODUCAO

A equagao nao-linear de Fokker-Planck [1] constitui uma ferramenta poderosa para o
estudo de diversos fendmenos em sistemas complexos [2-8|, com aplicagdes incluindo (entre
muitas outras) supercondutores tipo II |9], meios granulares [10] e sistemas autogravitan-
tes [11,12]. Ela regula o comportamento de uma densidade F'(x,t) dependente do tempo,
em que * € RV designa uma posicao em um espaco de configuracio N-dimensional. A
evolugdo de F' & determinada por dois termos: um termo de difusdo nao-linear [13, 14]
e um termo de drift linear (equagoes mais gerais com termos de drift ndo-lineares tam-
bém foram propostas, mas ndo vamos considera-las no presente trabalho). Em vérias das
aplica¢oes acima mencionadas, a densidade F' é uma densidade fisica real (em oposigao
a uma densidade de probabilidade de um conjunto estatistico), descrevendo a evolugao
temporal da distribui¢cao de um conjunto de particulas que interagem entre si e executam
movimento super-amortecido no espago de configuragao relevante [8,15]. Nestes tipos de
cenarios, o termo de difusao nao-linear constitui uma descrigao efetiva da interacao en-
tre as particulas, enquanto o termo de drift descreve os efeitos de outras forcas externas
agindo sobre elas. As equagoes nao-lineares de Fokker-Planck recentemente abordadas na
literatura exibem véarias propriedades interessantes e fisicamente relevantes. Elas obede-
cem a um teorema H em termos de uma quantidade parecida com a energia livre [16]. Em
alguns casos importantes, as equagoes nao-lineares de Fokker-Planck admitem solugoes
analiticas exatas da forma ¢-Gaussiana, que podem ser interpretadas como densidades
que maximizam a entropia (¢g-maxent) podem ser obtidas da otimizagao, sob restri¢oes
apropriadas, de funcionais entrépicos nao-aditivos S, com forma de leis de poténcia, S,
[17,18]. De fato, existe uma conexao profunda entre a dindmica nao-linear de Fokker-
Planck e a termoestatistica generalizada baseada nas entropias .S,. Embora essa conexao
tenha sido apontada pela primeira vez ha mais de vinte anos [19], suas implicagoes fisicas
completas estao sendo sistematicamente exploradas apenas recentemente.

Praticamente toda a literatura sobre a equacgao nao-linear de Fokker-Planck e suas
aplicagoes lida com equagoes de Fokker-Planck, onde a forca de drift K pode ser derivada
de uma fungao potencial V (), levando a densidades estacionarias que sdo g-exponenciais
do potencial confinante V. Aqui, consideramos cenarios mais gerais, em que a forga de
drift K tem, além de um componente dado por menos o gradiente de um potencial V,
um termo K que nao deriva de um potencial. Em duas ou trés dimensdes espaciais, essa
situagao corresponde a ter forcas com um rotacional ou curl nao nulo, que geralmente
sao denominadas forgas rotacionais [20]. A incorporagao de forgas rotacionais enriquece
as caracteristicas dinamicas das equagoes nao-lineares de Fokker-Planck, permitindo-lhes
descrever um conjunto mais amplo de fendmenos. Embora as forgas rotacionais nao sejam
dinamicamente fundamentais [21], elas s@o, no entanto, relevantes como descrigoes eficazes
de diversos problemas fisicos. Sistemas dindmicos com forgas rotacionais tém propriedades
interessantes que ainda nao sao totalmente compreendidas e sao objeto de pesquisas atuais
[21].

Neste trabalho de dissertacao exploramos uma possivel conexao entre um problema
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oriundo do estudo de modelos neuronais e a equagao nao-linear de Fokker-Planck. A
neurociéncia supoe como hipétese de trabalho, que a memoria humana é codificada na
rede neuronal do cérebro, e que a associatividade desempenha um papel importante na
descrigao de processos mentais, tanto no funcionamento normal quanto no patolédgico.
Em modelos de redes neuronais de memoria tradicionais, como o modelo de Hopfield [22],
a simetria das conexoes sindpticas é um requisito matemético necessario para alcangar
estados estacionarios (memorias). As redes neuronais bioldgicas reais, no entanto, nao
satisfazem essa condicgao.

Existem semelhancas entre o problema de simetria sinaptica e alguns aspectos da
dindmica nao-linear de Fokker-Planck. Foram identificados casos em que uma equagao
de Fokker-Planck nao-linear, com um campo de drift contendo uma componente que nao
deriva de um potencial, ainda possui uma solu¢ado estacionaria [23|. Essa componente que
nao deriva de um potencial descreve as interagoes nao-simétricas entre os constituintes
do sistema. A questdo da (as)simetria permanece como um problema aberto quase que
inexplorado [23|. Isso sugere a necessidade de se considerar abordagens alternativas para
esse problema, o que nos motivou a explorar semelhancas entre o problema de simetria
sinaptica e aspectos da dindmica nao-linear de Fokker-Planck.

No capitulo 1, sao introduzidos alguns aspectos basicos do formalismo de Fokker-
Planck. No capitulo 2, revisamos em detalhes o artigo [23], onde foi introduzido um
termo de drift que nao deriva do gradiente de um potencial, e que esté relacionado a
conexoes assimétricas, e o sistema ainda evolui para estados atratores estacionarios da
funcao de densidade de probabilidade, no espago de fase que descreve o sistema. No ca-
pitulo 3, é apresentada a contribuicao original deste trabalho de dissertacao, onde explo-
ramos um exemplo bidimensional, que admite solucoes analiticas dependentes do tempo,
onde o campo de drift K possui uma componente que deriva de uma funcao potencial
nao-simétrica. As solugoes g-gaussianas das equagoes diferenciais acopladas da segao 3.4,
revelam trajetorias de particulas que compoem um sistema submetido a uma forga ro-
tacional e a um potencial assimétrico. No caso neuronal, elas podem ser vistas como
trajetorias neuronais individuais, exibindo ciclos limites estacionarios elipticos, causadas
pelas assimetrias do sistema.

Esta se¢ao introdutoria esté baseada nas referéncias |23, 24].
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1 SISTEMAS DINAMICOS E REDES NEURONAIS CONTINUAS

A solugao das equacoes que descrevem o comportamento dindmico de um sistema ma-
croscopico consiste em resolver todas as equagoes que descrevem a evolucao dos elementos
microscopicos que compoem o sistema. Como isso é geralmente muito dificil de se fazer,
uma descri¢ao estocastica do sistema é adotada, onde variaveis macroscopicas, utilizadas
para descrever o sistema, podem estar sujeitas a flutuacgoes estocéasticas. A equagao de
Fokker-Planck é, portanto, uma equacao de movimento para a fungao distribuicao de
densidade de probabilidade de variaveis macroscopicas estocasticas.

Um sistema dindmico determinista sem ruidos com N variaveis, 1, xs, ..., Ty, conti-
nuas no espaco de fases tem equagoes de movimento

dx
d—tl:Kl ((L’l,x‘g,...,(L’N), (11&)
d
% - K2 (xl’xQW"axN)? (11b)
t
(1.1c)
dx
d—;V = Ky (21, 22,...,2N) (1.1d)

que em notagao vetorial pode ser expressado como,

dx
p7i K(x), (1.2)
onde ¢, K € RV. A evolucdo temporal de x é assim descrita por um fluxo de espaco de
fase dado pelo campo vetorial K.

Redes neuronais tém sido amplamente estudadas dentro dessa estrutura [22]. Em
modelos de redes neuronais, o peso sinaptico w;; expressa a intensidade da influéncia do
neurénio j no neurodnio ¢. Logo, o sinal de entrada resultante do neurdnio ¢ é

ui =Y wiVo,, (1.3)
J

onde Vp, ¢ o sinal de saida do neurénio j. E possivel generalizar a propriedade de ati-
vacao discreta, do modelo neuronal de McCulloch-Pitts, considerando variaveis de estado
continuas [22,25,26|, de modo que Vp, é atualizado por uma fun¢ao de ativagao continua,
g(u), de u;,

Vo, (t + At) = g(u;(t)) - (1.4)

Na equagao (1.4), g(u) é geralmente nao-linear e satura para valores de |u| muito grandes,
assim como uma sigmoéide ou tanh(u). O conjunto de equagoes diferenciais

dt = P - Ki(VONVOg: .- ) ) (15)
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onde 7; sdao constantes temporais especificas, constitui uma possivel regra de atualizagao
continua para Vp, [25,26]. Em modelos de redes neuronais tradicionais, como o modelo de
Hopfield, BM (Boltzmann Machine) e GSA (Generalized Simulated Annealing), w;; = wj;
¢ uma condi¢ao necessaria para atingir estados estacionarios.

Considerando agora um conjunto de réplicas de um sistema de N particulas que evo-
luem a partir de diferentes condigoes iniciais, descrito por uma funcao distribuicao de
densidade de probabilidade F'(x,t), dependente do tempo no espaco de fases, esta densi-
dade de probabilidade evolui de acordo com a equacao de Liouville

%—Z;+V~[FK]—O, (1.6)

A adigao de ruido ao sistema resulta em um novo termo de difusao na equacao de evolugao
para F', e temos entao a equagao de Fokker-Planck linear

oF

T DV?*F -V - [FK], (1.7)
que descreve a evolugao temporal da densidade de probabilidade de um grupo de particu-
las, sob a agao de uma forga externa, onde D é o coeficiente de difusao e o ultimo termo

a direita de (1.7) é conhecido como termo de drift, e K é o campo de drift. Se

K =-VV(x) (1.8)
para algum potencial confinante V' (&), existe uma solugao estacionéria do tipo Boltzmann-
Gibbs Fpg para a equagao (1.7) (satisfazendo ‘9F£G = 0), dada por

Fo = Ly (e) (19)
BG — 7 €xp D r ) :

onde Z é uma constante de normalizacao apropriada. A distribuicdo Fpg otimiza a
entropia de Boltzmann-Gibbs, sob as restri¢ges de que a norma e o valor médio (V') do
potencial V' tenham valores especificos.

Um sistema dindmico com um fluxo no espago fase da forma (1.8) (ou seja, da forma
gradiente) evolui sempre morro-abaizo na superficie da energia potencial, de forma a
minimizar a funcdo de energia potencial V(x). Para um tal campo K da forma (1.8),
tem-se

0K, 0K; 9%V
8:cj N 8$Z N 8@8:6] '
Em uma rede de Hopfield, se g(u) é uma funcao linear, por exemplo K; o Y w;;zr; na
j

(1.10)

equagao (1.5),

0K,

0z
corresponde a forgas lineares, e pela equacao (1.10), w;; = wj;. A condicao (1.10), que
garante que a dinamica de Fokker-Planck evolui para a distribui¢cao de Boltzmann-Gibbs
(1.9), é muito similar a simetria sinéptica necesséria para que as redes neuronais evoluam
para o minimo da superficie da energia potencial. Isso sugere a relevancia desses cenarios
de Fokker-Planck com campos de drift que nao derivam de um potencial, para tratar o
problema da (as)simetria sinaptica.
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2 A EQUACAO DE FOKKER-PLANCK NAO-LINEAR

A equagao de Fokker-Planck nao-linear (FPNL) [1| descreve a evolugao temporal de
uma funcdo distribuicdo de densidade de probabilidade dependente do tempo F(x,t),
onde & € RNV representa uma posicdo em um espaco de fase N-dimensional. Em diversas
aplicagoes, a densidade F' é uma densidade fisica real, que descreve a evolucao temporal da
distribuicao de um conjunto de particulas que interagem entre si e executam movimento
super-amortecido no espago de configuragao relevante [8,15|. Nestes tipos de cenérios,
o termo de difusao nao-linear e o termo de drift, que determinam a evolugao da F,
constituem respectivamente uma descricao efetiva da interacao entre as particulas e uma
descricao dos efeitos de outras forcas externas agindo sobre elas. Consideremos equacoes
de Fokker-Planck nao-lineares da seguinte forma

OF

¥ = DV?[F* 1 -V - [FK], F>0, (2.1)

onde D é uma constante de difusao, K(x) é uma for¢a de drift (um campo externo) e
g € um numero real que denota o cardter nao-linear do termo de difusao. No caso mais
estudado da equacdo (2.1), supoe-se que a forga de drift K deriva de uma funcdo potencial
V(x) (1.8). As solugdes estacionarias da equagao de Fokker-Planck (2.1) satisfazem

V.- DV (F*1) + F(VV)| =0. (2.2)

Consideremos a seguinte tentativa de solucdo (ansatz) utilizada na mecénica estatistica

generalizada [18],
Fy = Aexp,[~BV (@) (2.3

onde A e (3 sdo constantes a serem determinadas, e a fungao exp,(z) = [1 + (1 — q)z]jr q,
0.

normalmente chamada de fungao g-exponencial, se anula sempre que 1+ (1 — q)z <
equagao (2.3) pode entdo ser expressa da forma,

1

F, = Aexp,[-V ()]
— Al +(1—q) (—BV (@)
— Al (1- )8V (@)

“ (2.4)
Verifica-se que o ansatz (2.4) satisfaz a condi¢ao (2.2) porque

+T

DV (F*7%) + F(VV)=0. (2.5)
De fato, substituindo o ansatz (2.4) na equagio (2.5), obtemos
0 = DV (F*9)+F(VV)
= 09 ((an- -9 @]™) ) + (A1~ (- Vi) (TV)
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= DV (41— (- V(@) ) + (A - (1 = BV (@)]77) (VV)

- 0D - v - 0By
+ (41 - (1= BV (@)™ ) (V)
= [1—(1—-q)8V(x)]|=5(VV) (~(2 - ¢)BDA> " + A) (2.6)

para valores de F' e K arbitrarios. Note que o lado direito da equagdo (2.6) é igual a zero
se

—(2—q)BDA* 1+ A = 0
A = (2-q)pDA*1
AT = (2—-¢q)BD. (2.7)

Logo, o ansatz (2.4) satisfaz a equagao (2.5), e portanto, satisfaz também a equagao (2.2),
sendo assim uma solucao estacionaria da equacao de Fokker-Planck nao-linear. Desta
forma, o ansatz g-exponencial (2.4) serd uma solugao estacionéaria, se a forga de drift K
deriva de um potencial e A e [ satisfazem a relagao (2.7).

Suporemos que a distribui¢ao estacionaria Fj tem norma finita, de forma que

/quNw:I<oo.

As condigoes especificas para que Fj, tenha norma finita dependerao da forma particular
da fungao potencial V(x), e por isso nao podem ser formuladas de maneira geral. Como,
em muitas aplicagoes, a solugao da equacao de Fokker-Planck é interpretada como uma
densidade fisica (em oposi¢ao a uma densidade de probabilidade), assumimos que a norma
¢ finita, mas nao necessariamente igual a 1. Note que, devido ao carater nao-linear da
equacao de Fokker-Planck em questao, o fator multiplicativo A, que aparece no ansatz
(2.4), nao pode ser escolhido arbitrariamente (como seria o caso da equagao linear de
Fokker-Planck). O parametro A depende do valor de 3 através da rela¢ao (2.7), implicando
que uma solugao estacionaria com norma unitaria corresponde a um valor [ particular,
que por sua vez depende do valor de gq.
A densidade estacionaria F, pode ser considerada como uma distribui¢ao g-maxent,
porque extremiza o funcional g-entrépico nao-aditivo
1 N
Sq[F]:F (F—F9) dx, (2.8)
sujeito as restrigoes de que a norma e o valor médio do potencial V' [18,19] tenham valores
especificos. No limite ¢ — 1, a equagao de Fokker-Planck linear,
%—f = DV*F -V -[FK], (2.9)
é recuperada. Neste limite, a densidade g-maxent estacionéria (2.3) se reduz a densidade
exponencial do tipo Boltzmann-Gibbs (1.9), com a condigao (2.7) sendo expressa por
BD = 1, independente da constante de normalizacdo A. A densidade Fpg tem norma
unitaria desde que Z = [exp[—4V(x)]d"x. A densidade Fpq otimiza a entropia de
Boltzmann-Gibbs Spg = — [ FIn Fd¥a, sob as restrigoes de que a norma e o valor médio
(V') do potencial V' tenham valores especificos (o que é consistente com o fato de que, no
limite ¢ — 1, o funcional entrépico S, se reduz a entropia padrao de Boltzmann-Gibbs).
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Como vimos no capitulo 1, um sistema dinamico com um fluxo no espaco fase da forma
(1.8) (ou seja, da forma gradiente) evolui sempre morro-abaizo na superficie da energia
potencial, de forma a minimizar a fun¢do de energia potencial V(x). As componentes
{K;, i=1,...,N} de um tal campo satisfazem a relagao (1.10). Isto corresponde a dizer
que em duas ou trés dimensoes, campos K que nao possuem a forma de um gradiente
sao campos com rotacional que nao se anula, i.e.

K+#-VV & VxK#0. (2.10)

2.1 Equagao de Fokker-Planck nao-linear com forgas de drift rotacionais

Consideraremos agora que a forga de drift K tem, além de uma componente derivada
de um potencial V', um termo K que néao deriva de um potencial 23|, o que corresponde a
ter forgas rotacionais [20] que nao se anulam. Isto nos permite descrever uma quantidade
maior de fenomenos. Como descrito em [23], alguns exemplos de sistemas fisicos que
podem necessitar de uma descricao com forcas rotacionais sao: sistemas de geofisica e
astrofisica, a descricao espaco-temporal do comportamento da difusao de populagoes em
sistemas biologicos, e também em modelos de memoria de redes neuronais. Assim sendo,
consideraremos campos de drift com a forma

K=G+K, (2.11)

onde
G=-VV, (2.12)

e K nao deriva de um potencial, ou seja, 8l~(i/8x]~ #+ E)f(j/@a:i para pelo menos um i # j.
Devemos determinar sob quais condi¢oes uma densidade proporcional & g-exponencial do
potencial V' ainda fornece uma solucao estacionaria da equacao de Fokker-Planck nao-
linear, preservando assim a ligacao entre esta equacao e a termostatistica nao extensiva
generalizada. Substituindo o campo de drift K com a forma (2.11), e a densidade g¢-
exponencial F, (2.4) na equacao estacionaria (2.2), obtemos

DV?[F> )+ V - [F(VV)] - V- [F,K] =0. (2.13)

Se A e (3 satisfazem (2.7), a soma dos dois primeiros termos na equagao (2.13) é nula,
ja que F, é uma solugao estacionéaria da equacdo (2.2), quando o campo de drift K é
composto apenas pelo campo gradiente G. Portanto, para que Fj satisfaca a equacao
(2.13), incluindo a contribuigdo do campo de drift associada ao termo K que nao deriva
de um potencial, é necessario que

V. [F,K]=0. (2.14)

Se a relacao (2.14) for satisfeita, a densidade F, constitui uma solucdo estacionaria da
equagao de Fokker-Planck nao-linear, correspondente ao campo de drift (2.11).

Para obtermos a solugao estacionéria g-maxent, substituindo (2.4) em (2.14), é entéao
necessario que

V.<RAH—(L—@5VFi>:0, (2.15)

0 que nos leva a seguinte relagao entre a componente do drift que nao deriva de um
potencial, K, e a fun¢do potencial V(x),

[1—(1-¢q)BV](V-K)-B(K-VV)=0. (2.16)
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Esta ¢ uma relacao de consisténcia que a funcao potencial V', o campo de forca que nao
deriva de um gradiente K , o multiplicador de Lagrange 3 e o parametro entropico ¢ tém de
satisfazer, para que a equacgao nao-linear de Fokker-Planck admita a solucao estacionaria
g-maxent (2.4) respeitando a relagao (2.7) entre A e 5. A equagao geral (¢,5)-dependente
(2.16) constitui uma relagao bastante complicada entre o campo Kea funcao potencial
V', dificil de ser caracterizada. Além disso, essa relagdo depende explicitamente do valor
de f (além de depender, é claro, do valor do parametro entropico q). Isto significa que,
para determinadas formas de K (z) e V(z) e um dado valor de ¢, pode-se ter solucdes
estacionarias da forma g-maxent (2.3), apenas para valores particulares de 5 = ((q), que
em geral serao fungoes de ¢, entrelagando assim a [-dependéncia e a g-dependéncia. Nao
prosseguiremos com a analise desses tipos de cenarios e focaremos, em vez disso, no caso
em que (para determinados valores de ¢) existem solugoes para um intervalo continuo de
valores de 3. Neste caso, veremos que a condigao (2.16) se separa em duas condigoes,
cada uma delas independente de ¢ e 5. Ter uma faixa continua de valores de 3 permitidos
tem a importante vantagem de nos dar a liberdade de escolher solugoes com diferentes
normalizagoes (note que a constante A na solugao estacionaria (2.3) é uma funcao de f3).
Em particular, pode-se escolher solu¢oes com norma igual a 1. Com relacao a este tultimo
ponto, vale a pena mencionar que a g-dependéncia de 3 reaparece quando se considera
apenas solugoes com norma unitaria.

Segue da relagao (2.16) que, para que a equagao de Fokker-Planck nao-linear admita
a familia de solugoes estacionarias f-parametrizadas (2.3), com uma faixa continua per-
mitida de valores 3, duas condi¢oes devem ser satisfeitas. Por um lado, o componente do
drift que nao deriva de um gradiente de um potencial, K , deve ser um campo vetorial
sem divergéncia,

V-K=0. (2.17)

Por outro lado, K deve ser ortogonal ao gradiente do potencial,

K- (VV)=0. (2.18)

Note que, as condigoes (2.17) e (2.18) sao nao apenas suficientes, mas também necessa-
rias para que o ansatz (2.4) seja uma solucao estacionéria da equagao de Fokker-Planck
nao-linear (2.1), para uma faixa continua de valores de 3. De fato, se (2.4) resolve (2.1)
para tal conjunto de valores 3, o lado esquerdo de (2.16), que é uma fungao linear nao
homogénea de 3, deve desaparecer para um intervalo de valores de . Isto implica cla-
ramente que, tanto o termo independente, quanto o coeficiente do termo [-linear, devem
desaparecer individualmente, levando, por sua vez, as condicdes (2.17) e (2.18). E interes-
sante que, como ja foi mencionado, essas condi¢oes nao dependem explicitamente do valor
do parametro ¢, constituindo, portanto, uma estrutura ¢-invariante. Essa g¢-invariancia é
notavel, pois incorpora os casos ¢ < 1 e ¢ > 1, que em aplicagoes especificas geralmente
correspondem a dindmicas bastante diferentes. A solucao estacionéria garantida por estas
condigbes é uma solugao fisica, quando é normalizavel (caso contrario, nao é fisica embora
formalmente seja uma solugao da equagao de Fokker-Planck nao-linear). A normalizagao
da solucao estacionaria depende da forma particular do potencial V' e do valor de ¢ e,
como ja mencionado, s6 pode ser estudado caso a caso.

2.2 Potencial quadratico

Consideramos agora, como exemplo de uma solugao dependente do tempo de uma
equagao nao-linear de Fokker-Planck com um K (x) que nao emerge de um potencial, e
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que admite uma solucao estacionéria ¢g-maxent, um sistema bidimensional submetido ao
seguinte potencial quadratico e termo de drift linear nao-gradiente [23]. Para simplificar
a notagao, nomearemos as variaveis de estado do espago de fase como r = x1 e y = o,
de forma que o potencial e campo de drift possam ser expressos como

V(x) = a(z? +y?), (2.19)
K(x) = (—by, +bx). (2.20)
Sendo assim,
K = -VV+K
= (_20’I7 _2ay) + <_by7 —|—b[)§')
= (—2ax — by, —2ay + bx) . (2.21)

E bem conhecido que a maioria das equacoes diferenciais nao-lineares em fisica, biologia
e areas afins nao admitem solugoes analiticas gerais. Em alguns casos, no entanto, existe
pelo menos uma solugao particular analitica exata. Como mostraremos a seguir, € isso
que acontece com a equagao nao-linear de Fokker-Planck associada ao potencial (2.19)
e ao campo de drift (2.20). Nao ha solucao analitica geral, mas é possivel obter uma
solucao particular, exata e dependente do tempo da forma ¢-Gaussiana. Solu¢oes anali-
ticas particulares de equagoes diferenciais nao-lineares sao, por uma variedade de razoes,
de consideravel valor. Elas fornecem exemplos concretos, onde o tipo de comportamento
exibido pelas solugoes pode ser estudado de forma detalhada e transparente (embora as so-
lugbes gerais possam ter uma dindmica muito mais rica). Solugoes analiticas particulares
podem constituir pontos de partida muito tuteis para a construcao de solucoes analiticas
aproximadas, mais gerais. Elas também sao tteis para testar a precisao de abordagens nu-
méricas para resolver as equagoes nao-lineares em questao. O caso de equagoes dinamicas
que admitem solugoes g-gaussianas exatas é especialmente relevante, pois as densidades
g-gaussianas sao de fato observadas na natureza, em diversos cenarios fisicos e biologicos
[18], sendo indispensavel a identificagao e investigagao de todos os diferentes mecanismos
dindmicos que podem levar a elas. A divergéncia do produto da funcao distribuicao F
pelo campo de drift K, que aparece do lado direito da equagao (2.1), é portanto a soma
das derivadas de primeira ordem do mesmo,

J[(—2ax — by) F| N J[(—2ay + bx)F] '

V. .[FK] = o 5 (2.22)
Propomos uma solucao tentativa do tipo ¢g-exponencial da seguinte forma
F(z,y,t) = n(t) [ = (1 - g)(a(t)z® + 6(t)zy + V(t)yz)]ﬁ%f” : (2.23)
Se definirmos
p=1—(1-q)(az®+ dzy +vy*), (2.24)
podemos reescrever 1
F(x,y,t) =n(t)pT-a . (2.25)

2.2.1 Derivadas da equacao de FPNL

Para calcular o primeiro termo da equagao (2.1), derivamos o ansatz F (2.25) em
relacao a t, obtendo

oF o1 . . . g
o P n(aax® + dxy + y° )T (2.26)
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onde 7, &, 7 e 0 representam as derivadas temporais dos respectivos parametros. O la-
placiano de uma funcao é a soma de todas as suas derivadas parciais simples de segunda
ordem. Comecemos calculando as derivadas parciais de primeira ordem de F?79,

2- 1
gl

= —(2— QP (203 + dy)pTe (2.27)

OF* 4

%qn 1~ (1 - q)(§x + 2yy))pT
= —(2—q)n* 6z + 2’yy)c,0ﬁ : (2.28)

Derivando a equagao (2.27) em rela¢do a x novamente obtemos

O F?1 2-¢q . L o
[3:,;2 e —1—_3772 U(—(1 - q)(2az + 6y))(2ax + dy)pT=1 — 2(2 — q)n* TopTa
= (2- o7 | (20 + 5y e - 20&0&] ) (2.29)

e derivando a equagao (2.28) em relagdo a y novamente obtemos

D [F*1 2 — e I
% = -1 er "(—(1 = q)(07 + 27y)) (07 + 29y) T — 2(2 — q)n* Ty
= 2—-qn’ [(5m + 2vy)? gol @ — 2ypT-a q} . (2.30)

Calculando agora as derivadas referentes & —V - [ K| obtemos,

0 0
%[(an +by)F| = p [(2@37 + byl)ncp q}
= 2anpT + 1—_q(2afv + by)n(—(1 — ) (20 + dy))p e
= [Qago%q — (2az + by)(2az + oy)pT (2.31)
€
0 0 1
a—y[@ay —bx)F] = a [(2ay — bx)ne ]

1 1 q
= 2anpTa + 1—_q(2ay — ba)n(—(1 — q)(6z + 2vy))p™e

=7 [Qagoﬁ — (2ay — bx)(6x + 2yy)pTa | . (2.32)
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Somando as equagoes (2.29) e (2.30) obtemos,

VIFT] = [(2 —q)n° |:(204I + 5y)2<pl%q _ 20@%{,]
+(2—q)n* [(595 + 2yy) 2T — QW,%Q} } ' (2.33)

Somando as equagoes (2.31) e (2.32) obtemos,

-V .[FK| = n[Qagpl ¢ — (2ax + by)(2ax + dy)e }
+n [2@@1 7 — (2ay — bx)(x + 2yy)pT ] : (2.34)

Reescrevendo gol%q COmo ¢ - 9T nas equagdes (2.33) e (2.34), obtemos

VIFTT] = [(2 — ) [(2041’ +0y)*eTT — 2000 - soﬁ}
+2—q)n? [(5$+2vy) P — 2y - P } } (2.35)
€
_V.[FK] = 7 [Qago - 0T — (2az + by) (20 + 5y)<pf"q}
1 [200 - T — (2ay — be) 0z + 27y)p7 | (2.36)

Multiplicando a equagao (2.35) pelo termo de difusdo D e somando o resultado a equagao
(2.36) obtemos,

DVI[F* 4 -V .[FK] = D [(2 — Q)P [(zax +oy)%emh — 2ap - gpl%q}
+H2 =) [(51’+27y) P — 270 - T q”
+n [2atp . goﬁ — (2azx + by)(2ax + 5y)¢f}
+1 [26190 Lot — (2ay — bx)(dz + 2fyy)¢ﬁ] . (2.37)

Reescrevendo gol%q como ¢ - T na equacio (2.26), obtemos

OF , : o
— = w1 — n(aa? + by + Fy?)pT . (2.38)

Substituindo os termos do lado direito da equagao (2.37) no lado lado direito da equagao
de FPNL (2.1), e substituindo os termos do lado direito da equagao (2.38) no lado esquerdo
da equagao de FPNL (2.1), obtemos

0 - o™ = n(aa® + dwy + wg)wqﬁ =

D [(2 —qn* [(20@ + 6y)2pTa — 200 ]

+(2 = q)n’* [(5I+2w) P =290 ¢ H

+n [2@@ pTd — (2az + by) (2ax + dy)p }

+n [2@90 T — (2ay — bx)(0x + 2vy) ] (2.39)
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Dividindo ambos os lados da equagao (2.39) por gpﬁ, obtemos

i —n(aa® +oxy +3y°) = D [(2 — o’ [(2az + dy)® - 2ayp)]

+2 = " [(0z + 29y)” — 29¢] }
+n[2ap — (2ax + by)(2ax + dy)]
+n [2ap — (2ay — bx)(0x + 27y)] . (2.40)

Desenvolvendo os termos do lado direito da equagao (2.40), obtemos

np —n(aa® + dzy +4y°) = (2—q)Dn*™" [552(4042 +62) + zy(4ad + 407) + y* (62 + 497)
—2p(a + 7)}

+4nap
—n [w2(4aa — b) + xy(40a + 2ab — 27b)

+4%(0b + 47@)} : (2.41)
Reescrevendo os termos do lado direito da equagao (2.41), obtemos

i —n(aa® +0xy +35°) = ¢ (2= q) Dy’ (=2(a+7)) + 4na)
+n [xQ (2= q)Dn'"9(40* 4 6%) — (4aa — 6b)]
+xy [(2 — ¢)Dn'~(4ad + 467) — (46a + 2ab — 27b))
7 [(2 — @)D 9(8% + 49%) — (5b + 4va)] } L (242)

Reorganizando os termos da equagao (2.42) e substituindo ¢ pela expressao que o define
(2.24), obtemos

( — (1 —q)(az” + dzy + 7)) (11 — (2 — q) Dn* (=2 +7)) + dna) =
x [77 [(2—19) )Dn' (40”4 6%) — (4aa — ob)] + na]
+zy |0 [(2 = ¢)Dn'"9(4ad + 467) — (46a + 2ab — 2b)] + 775]
e [ [(2 q)Dn*~9(8* + 44%) — (b + 47a)] + nﬂ . (2.43)

l—|

Se definirmos
0= (2= q)Dp*9(=2(ac + 7)) + 4na = H (2.44)

podemos reescrever a equagao (2.43) como
H+ 2" H(—a(l - q)) + ayH(=(1 — q)) + y"H(—(1 —q)) =
= 2 [7] [(2 —q)Dn'"(4a* + 6%) — (4aa — 5b)} + no’z}
+ay [n [(2 = ) Dn'~1(4ad + 467) — (46a + 2ab — 29b)] + 775}
+y2 [ [(2 = q)Dn'~9(6% + 49%) — (6b + 4va)] + 0] (2.45)
Para que a equagao (2.45) seja valida para todos os valores de x e y, igualamos os coefi-

cientes de 22, zy, y* e os termos independentes de ambos os lados desta equacao. Note
que, do lado direito da equagao (2.45) o termo independente é igual a 0 Logo,

H=0 (2.46)



23

e entdo, substituindo a equagao (2.46) na equagao (2.44), obtemos
7N =dna —2(2 — q)Dn* " (a +7). (2.47)

Note que, como H = 0, os coeficientes de 22, zy e y? do lado esquerdo da equacao (2.45)
sdo todos iguais a 0. Igualando os coeficientes de 22 obtemos

0 = n[(2—q)Dn'"%(4a* + 6%) — (4aa — 6b)] + na
—na = n[(2—q)Dn*"(4a® + 6%) — (4aa — 5b)
& = —(2—q)Dn'"(4a* + 6%) + dac — b3 . (2.48)

Igualando os coeficientes de xy, obtemos

0 = n[(2—q)Dn'""(4ad + 46v) — (46a + 2ab — 29b)] + nd
—nd = n (2= q)Dn'~%(4ad + 467) — (46a + 2ab — 2vb)]
0 = —4(2—q)Dn' (o + ) + 4ad + 2b(a — ). (2.49)

Igualando os coeficientes de 2, obtemos

0 = 7[2—-q)Dn'"%8* +49°) — (b + 4va)] + 7y
-y = n[(2—q)Dn"U* +49°) — (6b + 4va)
Y o= —(2—q)Dn'"(4y* 4+ 6%) + day + bS . (2.50)

Logo, teremos o seguinte conjunto de equacoes de movimento

W ana—2(2— ) D0 ), (251a)
Cfﬁ —(2—q)Dn'"(4a® + §%) + daa — bS, (2.51b)
Z—’Z = —(2 — q)Dn'" (4> + 6*) + day + b3, (2.51c)
Z—i = —4(2 — q)Dn* " 16(a 4+ ) + 4ad + 2b(a — 7). (2.51d)

Portanto F' serd uma solu¢ao da equacao de Fokker-Planck (2.1) desde que as fungoes
n(t), a(t), v(t) e 4(t) satisfagam o conjunto de equagdes diferenciais ordinarias (2.51).

2.2.2 BExcentricidade

Em um dado tempo ¢, as curvas de nivel da densidade descrita pela equagao (2.23)
sao elipses de mesma excentricidade. Com efeito, a expressao

flzyt) = a(t)z® + 6(t)zy + (t)y? (2.52)

pode ser reescrita na forma matricial como,
)
2 | 7). (2.53)
Y Y

flayt) ==y )- (
) . (2.54)

Diagonalizemos entao a matriz
M = (

wie O

vl O
2 NI
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Para tal, precisamos calcular seus autovalores. Calcular os autovalores A, associados aos
autovetores u, u # 0, da matriz M equivale a encontrar os valores de A que satisfazem a
equacao,

Mu = \u. (2.55)
Desenvolvendo a equagao (2.55) obtemos,
Mu = M\u
Mu—-Xu = 0
w(M—\) = 0. (2.56)

Como, por hipotese, u # 0, isso significa que o nicleo de M — X, N(M — \I), é
nao-trivial. Em outras palavras, N(M — AI) ndo contém somente o vetor nulo. Logo, as
colunas de M — AI sao linearmente dependentes e, portanto, M — Al nao é invertivel, e
seu determinante deve ser igual a zero. Portanto,

[
det(M —AI) = det || T 2 ] —n L0 —y
_ 5
det Oéé)\ 2 =0
3 VA
52

(0= X7 =)~ 2 =0
A (a+’y))\+a’y—§20

4
L (o +7) £ \/(a+7)2—4(ay - 2)

B 2
y = (a+7v)+ 2(04—7)2—%52. (2.57)

Logo, podemos reescrever a equacao (2.53) da seguinte forma

T
/

[y 1) = ( sy ) : y

(at7)—/(a=7)?+48? 0 /
) +62 : Y (2 58)

(at+y)+4/(a—y
0 2

e a equagao (2.52) torna-se

., a+7v)—(a—7)2+ a+y)+(a—7)2+6 ,
it = N NETET (o) 4 O P

A equagao (2.59) representa uma elipse onde

(2.59)

)\1 \/a+7 Ve —7)2+ 682

>\2 \/a+7+ — )2+

Definimos a = \/1/\7’ para representar o semieixo maior de uma elipse cuja equagao tem a

forma geral

2 2
S+5=1 (2.60)
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Como \; é o menor autovalor, temos —— > —.
1 ) VAT Ve

Podemos obter a excentricidade da elipse da curva de nivel da densidade dada pela
expressao (2.23), calculando

e =
a
1 _ 1
A1 A2
- T
VA1
Ao — Ap
= S\
A !
(e —M)
A
T
— .
(et +V/ (@=7)?+6%  (aty)—y/(a—7)?+6?
= 2 2 : 2.61
RN T (261)
2

De forma que

e= \/ 2yl =) 4 & (2.62)

(@+7)+(a=—7)?2+6

A equacao (2.59) nada mais é do que a elipse descrita pela equagao (2.52), reescrita em
um outro sistema de coordenadas, cuja base é {u1,us}, onde u; e uy sdo os autovetores
associados aos autovalores

(a+7) —V(a—7)?+0?

A = ) (2.63)
Ny — (a—l—’y)—l—\/Q(oz—fy)?—l—(V‘ (2.64)

Para determiné-los, investiguemos o ntucleo da transformacao determinada pela matriz

M—)Jz( >—)\<1 0):(“;A 3 ) (2.65)
01 5

Portanto, para A\; temos,

i, O
2 NI

0 = (M—)\ll)ul

0 o o — )\1 g ) T
0 51—\ Y
0 o — ety lamy)4e 5 7
_ 2 2 . . (2.66)
_ (a—v)2+42

g
2
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Podemos reescrever a equagao (2.66) como um sistema de equagoes lineares nas variaveis

T € Y1,
@ —/ (a—v)2+62

at+y)—+/ (a—7)2+62
§x1+(v—(+v) el )y1 = 0.

Dividindo os dois lados da primeira equacao pelo coeficiente de x7, obtemos

) _
SRy Ll =0
s (o) /(a7 192

5I1+< 2 >y1 = 0.

)

Substituindo a segunda equagao por ela menos a primeira equagao multiplicada por §

obtemos,
{.Il—f— g Y1 = 0

(a=)+1/(a—)2+62
01'1 + Oy1 = 0.

Logo,
)

Y1 -
(a=7)+(a—=7)?+6
Portanto, o autovetor associado ao autovalor \; é

_ g _ )
wm=| )= evivee | oy [ Teniere |
n U1 1

onde y; € R.
Para A, temos,

xr1 = —

(2.67)

0 = (M_)\QI)U2

(0) - (e 20 ()

0 o — Loty (amy)?+e? 5 "
= 2 2 . (2.68)

0 5 (a47)+4/ (a—7)2+62 Yo
2 v 2

| NS,

Analogamente ao que fizemos para wy, podemos reescrever a equagao (2.68) como um
sistema de equacgoes lineares nas variaveis zs e s,

a a—7v)2+4§2
(a_(ﬂ” ; Ll )xg—l—gyz = 0

aty)+4/ (a—7y)2+62
gx2+<7_( +y/fo=) )y2 _ 9

Dividindo os dois lados da primeira equacao pelo coeficiente de x5 obtemos,

0
-0
B e a2

—a) S (a—)2 182
é:152—1-<(7 ) ; 7)M)yz = 0.

2
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Substituindo a segunda equacgao por ela menos a primeira equagao multiplicada por g
obtemos,
To + 0 =0
ST e
O.Tg + 0y2 = 0.
Logo,
)

R B e e i

Portanto, o autovetor associado ao autovalor Ay é

_ ) _ )
= 2= e e | _y. [ e e |
Y2 Yo 1

onde y, € R.
Para normalizar os vetores u, e ug, basta dividi-los por suas respectivas normas. Para
uy obtemos,

_ 0
13112L = . ! . (=) +/ (a—)2+62
Tl = ol E— |
[(@=)+/(a=7)>+5]
_ 0
- ! B (= Ty vz
\/52+(a7'7)2+2(a77)\/m+(a7'y)2+52 1

[(@=7)+/(a—)?+52]
B P
= =+ 1 . ( (a77)+\/(a7'y)2+62 )
25+ (e +/fam a2

[(@=7)+y/(a=7)?+02]
0

25+ e+l 482

(0@ )15
V25 e+l 422

= + (2.70)

Normalizando ug obtemos,

B 5
=22 = B L . ( (0l )7+ )
s+ 1

A |32 5 1
[(a—v)—\/ (a—7)2+62]

o é
= = L . (a—7) =/ (a—7)2+52
/824 (0=)?—2(a=) (a7 T+ 5+ (a—)2+52 1

[(@=7)—y/(a=7)>+e7]

o )
= =4 1 . ( (oz—fy)—\/(a—'y)Q—HS? )
V2= (e e+ )) 1

(
[(a=7)—y/(a=7)>+0?]
)
2+ e+ a2
= 4 (a*‘r)*\/m . (2.71)
V2= (0 a7 ))
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Tomaremos
p)

L (@t e e))

(=) 4/ (a—7)2+42
V2 (e (0= amP+2))

(2.72)

)

25+ ((a=+yfam P +82))
Uz = (0-9) /@771 ) (2.73)

V2 (e ((a=+y/ a2

pois dessa forma 11 estaré no segundo quadrante, ja que teré sua componente x negativa
(considerando o valor inicial de § positivo) e sua componente y positiva. E Gz, por sua
vez, estaré no terceiro quadrante. Com isso, teremos o angulo 6, formado por 0 e o vetor
X, entre 0 e m. Observe na Figura 1 a escolha dos autovetores.

Figura 1 — Escolha dos autovetores

2.2.3 Angulo entre @; e %

Munido do nosso novo sistema de coordenadas, formado pelos vetores 17 e Uz, obtidos
na secao 2.2.2, investiguemos a evolucao temporal do angulo formado por 0; e o vetor da

. A 1 . N .
base canonica X = ( 0 ) Fazendo o produto interno entre i; e X obtemos,

x = |[[ol[-[|x]] - cos

) _ 5 (-9 +y/@ 7o 1
st = J2(Ha (anrami2)) | fa( e (e va)) | o
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)
\/2 (52+(a—fy) ((a—v)—ir (a—’y)2+52>>

cos = —

0 = arccos | — 4 : (2.74)

\/2(52+(a—7) ((a—7)+ (a—7)2+52>>

onde # ¢ o angulo formado pelos dois vetores.

2.2.4 Discriminante

Para obtermos curvas de isodensidade elipticas, o discriminante

(=ay— 1 (2.75)

deve ser positivo. Com efeito, ja vimos que a equagao (2.52) pode ser reescrita como

posn=(e (3 8)-(2).

Também vimos que a matriz
s
M = 2,
~

diagonalizada, tem seus autovalores, \; e Ay, na diagonal principal,

A0
Mdiag = < 01 Ay ) : (276)

Com isso, a equacao (2.52) torna-se,

flzyt) = Ma" + Xy (2.77)

vl O
2 N>

vl O

Note que, para que a equagao (2.77) descreva uma elipse, A; e Ag devem ser ambos

positivos. Isso implica que
det(Mdmg) = )\1)\2 > 0.

Logo, o produto dos autovalores de M é positivo. Mas o produto dos autovalores de
uma matriz é igual ao seu determinante. Para mostrarmos isso, consideremos uma matriz
quadrada A, «n,

ai; ... Qip
A= Lo . (2.78)
Qp1 -+ Qpp

Como ja vimos anteriormente, para obtermos os autovalores de A, precisamos calcular
o determinante de A — AI. Esse determinante serd um polindmio na variavel \, e os
autovalores serao as raizes desse polindémio. Assim,

aip — AL Q1n
p(A) = det(A — M) = det : : : (2.79)

Qn1 ann_)\
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O polinémio p(A) tem, portanto, a seguinte forma,
p(A) =co+ X+ XN+ .+ e\, (2.80)

onde cg, ¢y, ...,c, € R.
Note que, ¢, = 1 se n for par e ¢, = —1 se n for impar, pois o coeficiente de A"
depende apenas da multiplicacao dos termos da diagonal principal. Note também que,

p(0) =co, (2.81)
e na equagao (2.79) temos,
p(0) =det(A—07) =det A. (2.82)
Logo,
co=det A. (2.83)

Considerando que A possui autovalores distintos, podemos reescrever a equagao (2.80)
como,

PO = (A = M)A —A) oo (A — A, (2.84)

onde Ap, Ay, ..., A, s@o as raizes de p(\).
Note que, na equagao (2.84), o termo independente (sem \) é obtido quando multipli-
camos todos os A\, 1 < k < n, presentes nos fatores. Logo,

Co = )\1)\2 ce )\n . (285)

Das equagoes (2.83) e (2.85) concluimos que,

Com isso,
52
det M = ary — Z = )\1/\2 . (287)

Para que tenhamos curvas de isodensidade elipticas, é necessario entao que

2

=ay——>0.
¢=ay 1

Calculando sua derivada em relagao ao tempo, utilizando (2.51b), (2.51c) e (2.51d)

d¢ do dy §do
dt @ T 2
= (=(2—q)Dn'(4a” + &%) + dac — b6) v
+ (=(2 = q)Dn' (47> + 6°) + 4day + bd) o
—g (=42 — q)Dn'"96(a + ) + 4ad + 2b(a — 7))
= D(q—2)n'? [40427 + 0%y + 4% + %o — 20 — 2(527}
+daay — bdy + 4aary + béa — 2a6* — béa + by
= D(q—2)n"""[4®y — 6*y + 47%a — §%a] + 2a (4ay — 6?)
D(q—2)n""" [a (4ay — 0°) + v (4ay — 6°)] + 2a (4ay — 6%)
D(q—2)n"""(a+7) (day — 6%) + 2a (4ay — %)
(4ay — 6%) [D(q — 2)n' "9 (a + ) + 2d]
= 4¢[D(g—2)n""(a+~) + 24| . (2.88)

Note que o valor do discriminante nao ¢ constante em relagao ao tempo.
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2.2.5 Norma

Ao interpretarmos uma solucao da equacao de Fokker-Planck como uma densidade
fisica de particulas, devemos exigir que a norma I da funcao F,

I = /F dl‘ldl'g Ce dl’N s (289)

seja finita. Para que a tentativa de solugao proposta (2.23) tenha norma finita, é suficiente
que a forma quadratica a(t)z?+§(t)xy+7(t)y? seja positiva. Isso garante que as curvas de
densidade constante, dadas por «(t)z? +§(t)xy +(t)y? = const. > 0, sejam elipses. Para
g < 1, a densidade (2.23) assume valores diferentes de zero, dentro da regiao delimitada
pela fronteira dada pela elipse a(t)z? + §(t)zy + v(t)y* = 1i_q'

Substituindo a solugao proposta (2.23) na equagao (2.89) obtemos,

1 = //Fx,ydxdy

_ / / [1— (1= g)(a(t)e® + §(t)zy + 1)) 7 dedy.  (2.90)

Podemos reescrever a expressao a(t)z? + 6(t)zy + v(t)y* na base de autovetores, usando
a equacao (2.59), deduzida anteriormente, e entao a equagao (2.90) pode ser reescrita da
forma

I= // [1—(1—=q) Mz + Aoy )}ﬁ dx'dy’, (2.91)

onde \; e Ay dados pelas expressoes (2.63) e (2.64), sdo os autovalores obtidos na segao
2.2.2 e o jacobiano da mudanga de variaveis ¢ igual a 1. Facamos a seguinte substituicao,

n=v{0-gha (2.92)

e
gp=vVI0=9 y, (2.93)
e portanto
dgidgs = (1 — q)\/ M\ do'dy . (2.94)

Com isso, a equagao (2.91) torna-se,

_1
= (1—q) m / / — (91 +92)] 7 dgadgs . (2.95)
- 11\2

Usando coordenadas polares, facamos a seguinte substituigao
=g +g. (2.96)

Portanto,

1
(1 q)
(1 2 \/m // rdrdf , (2.97)
onde r ¢ a variavel radial e também o determinante do jacobiano da mudanca de varidveis
polares para cartesianas. O angulo 0 varia de 0 a 27 e r varia de 0 a 1, pois lembremos que
a equagao (2.23), que representa a densidade, esta definida apenas para valores positivos
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de ¢ dado por (2.24). Portanto, para ¢ < 1, como a expressao 1 — r? deve ser sempre
positiva, temos

1—r =) rdrdf

(1—q\/W/ /

27r77
= 1—r°| 09 = d 2.98
(1—61)\/)\1)\2 0 [ ' } e ( )

Note que A; g ¢ 0 determinante da matriz M (2.54) diagonalizada e, de acordo com (2.87)
2

)\1)\2 = a7y — Z . (299)

Fagamos agora a seguinte substitui¢ao na equagao (2.98),
s=1-r%, (2.100)

e portanto,
ds = —2rdr. (2.101)

Note que, pela equagao (2.100),
r—-0=s—1

r—-1=s—0.

Assim, teremos

1—q)\/ay—
- il / sTD ds. (2.102)
1—q)yJay— %70
Logo,
1— 1
I= ™ (2 13=5 ) . (2.103)
(I—gyfay=F =71 °
Desta forma -
I= 1 (2.104)

2-gfar— 2

Consideremos agora o caso onde 1 < ¢ < 2. Reescrevamos a equagao (2.23) da seguinte
forma,

Fla,y.t) = n(t) [L+ (¢ — () + 6ty + (1)) T7 . (2.105)

Substituindo a fung¢ao (2.105) na equacao (2.89) obtemos,

I = //F:I:,ydxdy

= // [1+ (¢ — D(a(t)2® + 6(t)zy + y(t)y?)] G drdy.  (2.106)
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Podemos novamente reescrever a expressao, a(t)x? + §(t)zy + v(t)y?, usando a expressao
(2.59), deduzida anteriormente, e entdo a equagao (2.106) torna-se,

= [ [ o) [+ ta= D0 40?77 ditay, (2.107)

onde \; e Ay dados pelas expressoes (2.63) e (2.64), sdo os autovalores obtidos na segao
2.2.2. Fagamos a seguinte substituigao,

hy =+/(qg— 1)\ o (2.108)

e
hy ==y, (2.109)
e portanto,
dhldhg = ((] — 1)\/ )\1)\2 d:v’dy' . (2110)

Com isso, a equacao (2.91) torna-se,

Izm//[w(h%@}@ dhydhs . (2.111)

Usando coordenadas polares, facamos a seguinte substituigao
r? =hi+h;. (2.112)

Portanto,

n 2 T
1:—// 14720 rdrdf, 2.113
(@ — 1)V [ } ( )

onde 7, como em (2.97), é a variavel radial e também o determinante do jacobiano da
mudanga de varidveis polares para cartesianas. O angulo 6 varia de 0 a 27 e r varia de 0
a 00, pois a equagao (2.105), que nada mais é do que a equagao (2.23) reescrita de outra
forma, representa a densidade que agora (com 1 < ¢ < 2) esta positiva e definida para
todos os valores positivos de r. Assim,

27 0
S +r 9 rdrdd
(g — %)\/ A Jo  Jo [ }
o0 1
= — [ 14T rdr. (2.114)

(¢ — DV Jo

Substituamos novamente A Ay pelo determinante da matriz M (2.54),

52

Fagamos também a seguinte substitui¢ao na equagao (2.114),
p=1+7r% (2.116)

e portanto,
dp = 2rdr . (2.117)

Note que, pela equagao (2.116),
r—-0=p—1
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r—00=p— 00.

Assim, teremos

- ™ / D dp (2.118)
52
(¢ —1y/ay—=F 71
Logo,
™) 1—q 2=
I = 1—q . 2.119
(2_qp 1) (2.119)

(q—DyJay— %

Note que, f%g ¢ um numero negativo, pois estamos considerando o caso onde 1 < q < 2.
Assim,

_ ™
= = (2.120)
(2 - Q) oy —

Portanto, para ¢ < 2, a norma da solu¢ao proposta (2.23) é dada por,

I= ™ . (2.121)
2—qh/ay -5

Isolando 7 na equagao (2.121) obtemos,

n:I@—wvav—Z. (2.122)

e

A norma [ é uma quantidade que nao Varia com o tempo. Com efeito, calculemos sua
derivada em relacdo ao tempo. Escrevendo 4 E como a soma de suas derivadas parciais
temos,

dl  0Ion 0lda 0I0y 0I0

—_——. 2.123
@ oot oaot ovor T dsor (2.123)
Portanto,
ol 0 T _
B 8722 = = [4a77 —2(2 - q)(a+ ) Dn? q}
2—q/ov— T
1
2 52\ 2 B
= @_Z)Qm_~2> [2a+ (¢ — 2)(a+~)Dn'~] | (2.124)
e, desenvolvendo g—i%—’j + gfy 88;’ + %% temos,

0100 010y 010 _
da ot  Oyot 050t

2\ ~3
S [—1 <a'y — 6—) ] (D(q — 2)n' "9y (4a? 4 6%) + daary — bdy
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+D(q — 2)n' 90 (6® + 49°) + bdar + daary

+D(q — 2)5" " 1(=20%(a + 7)) — 2a6? — bdar + b(w)
_ ™ __1 _5_2 2] oV 1—a [42 2 2 52 952 2
= 7.4 2(047 4) (D(q 2)n' 71 [4aPy + 6% + day® + 6o — 20%a — 26°7]

(D(g —2)n" " [4a®y — 6%y + 4ay® — §%a]

)
<a7 _ 5_2> ) (D(g —2)n' "7 (4ay — 6*) (a +7) + 2a (day — 6%))
)

_ o om | 1
2—q| 2 4
= ™ __1 _ 5_2 _%_ _ 1—q i 5_2
T 24| 2 (04’7 1 4(D(g—2)n"""(a+7)+2a) (ay :
2 0N\~ B
= 75 _nq (‘W - z) (D(g—2)n"""(a+7) +2a) . (2.125)

Substituindo a soma das equagoes (2.124) e (2.125) no lado direito da equagido (2.123),
verifica-se que

dl 0
dt

2.2.6 Solugbes estacionérias

Analisemos agora as solugoes estacionéarias dos parametros 7, «, v e . Para tal,
investiguemos quando os mesmos deixam de variar com o tempo, ou seja, quando suas
derivadas em relagao ao tempo sao iguais a zero. Para 1 temos,

dn
T —
I
dansar — 2(2 — g)(stat + Ystat) Dllsrat = 0 2—
Aansar = 2 (2 - C]) (aStat + VStat)Dnstag

gl 4a
stat 2(2 - Q)D<astat + ’Ystat) L
2a 1-q
stat | = . (2.126
n o (2 - Q)D(Oéstat + ’)/stat) ( )
Desenvolvendo Ccll—i‘ = 0 temos,
da
0 = —
dt

= (¢g— Q)Dﬁitgg(‘lafm + 5§tat) + 4adstar — bostat

2a(40? 62
— CL( Olgtat + stat) + 4aastat _ b5stat . (2127)
Qigtat 1 Vstat

Desenvolvendo CC% = 0 temos,

dy
dt
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= (¢—2)D 77511;3 (47s2tat + 5s2tat) + 4aYstat + DOstat

20(475ia + Oda
= — ( Py tat t t) ‘I— 4cwstat + b5stat . (2128)
gtat + Vstat

Subtraindo a equagdo (2.127) da equagao (2.128), obtém-se

2a (492, + 62
O;Stat + /VSQtat
2a(4 —4
_ ( Ogtat fYStat) + 4a'}/stat — 4CLO€stat + 2b5stat
< Olgtat + Vstat
stat T Vsta stat — /sta
_ a(Qstat + Ystat) (Cstat — Vstat) — 4da(astas — Ystat) + 260stat
Olgtat + Vstat

_ 2a(405 4 + Ogiar)

Qstat + Vstat

+ 4aastat - b(sstat

- 4a(astat - 75tat) + 2b(;stat 5 (2129)
e entao,
_ b5stat
Qlgtat — Vstat — —
2a
o . _ b2(astat - f)/stat)
) stat Q'Ystat , 4@2 S
4a Qlgtat — da Vstat = —b Qigtat 1 b Vstat
4a2astat + b2astat - 4a2/75tat + b2/}/stat
Ostat (4(12 + b2) = f)/stat (4&2 + b2)
Qgtat =  Vstat - (2130)
Desenvolvendo % = 0 temos,
do
0 = =
dt 5
= (q - 2)Dnstag45stat (astat + 7stat) + 4a53tat + 2bozstat - 2b/ystat
2a = o
= —-2)D 455 a sta sta
(q ) [((2_Q)D(a5tat+75tat)) ] tt(&tt—i_f)/t t)
+4a(sstat + 2bastat - 2b'75tat
_8a§stat + 4a55tat = _(Zb(astat - Vs)tat)
b Qlgtat — ’Ystat
Oy = ooistat — Tstat) 2131
. - 2.131)

Substituindo a equagao (2.130) nas equagoes (2.131) e (2.126) obtemos,

5stat - 0 . (2132)
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3 POTENCIAL ASSIMETRICO

Neste capitulo encontra-se a principal contribuicao desta dissertagao. Aqui, é analisada
uma solugao onde K tem uma componente derivada de um potencial eliptico V', com a
forma,

V(x) = a1z® + agy?, ai,a; € R, (3.1)

que é um caso mais geral do que o tratado na se¢ao 2.2. Tomaremos novamente
K(x) = (—by, +bx). (3.2)

Note que, de fato, K nao deriva de um potencial. Com efeito,

0K,
— = —b
dy
0K,
— = b
oz .
0K, 0K,
" : 3.3
% T on (3.3)
Sendo assim,
K = -VV+K
(—2a1z, —2asy) + (—by, +bx)
= (=2a1z — by, —2asy + bx) . (3.4)

Um potencial V() da forma (3.1), ¢ um campo de drift K da forma (3.2) podem ser
interpretados, na estrutura usual de modelagem de redes neuronais, como um sistema de
dois neurdnios, onde a energia da rede tem apenas os termos de auto-interacao e o drift
gera interagoes assimétricas entre os dois neurénios. Como os termos de auto-interagao
sao tais que a; # as, estamos de fato considerando um sistema de dois tipos diferentes
de neurdnios, conectados por sinapses assimétricas, que sao suposigoes biologicamente
realistas.

A divergéncia do produto da funcao distribui¢ao F' pelo campo de drift K, que aparece
do lado direito da equagao (2.1), é portanto a soma das derivadas de primeira ordem do
mesmo,

O[(—2a1x — by)F]  O[(—2agy + bx)F]

V. [FK] = - + o . (3.5)

3.1 Derivadas da equacao de FPNL com potencial assimétrico

Para calcular o primeiro termo da equagao (2.1), derivamos o ansatz F' (2.25) em
relacao a t, obtendo
oF

-5 = e —naa® + Sy + 4y)e T (3.6)
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O laplaciano de uma funcao ¢ a soma de todas as suas derivadas parciais simples de
segunda ordem. Comecemos calculando as derivadas parciais de primeira ordem de F279,

3[F2_q] B 0 . 2—q
ox - %(77%0 q)
_ 2—q %3
9z (77 ¥y )
= L (- 2 by
— — (2=’ (20z + y)pT (3.7)
(§]
8[F2_q] B 0 S 2—q
dy B 8_y<mp )
_ 9 2—q %
- 4
= 1—_377“ (=(1 = q)(0x + 27y)) ™=
= —(2— Q) (x + 2yy )T . (3.8)

Derivando a equagao (3.7) em rela¢do a x novamente obtemos,

O?[F?—a 2—q . L o
E?:ﬁ 1 —1—_2772 1(—(1 = q)(2az + 6y)) 2ax + dy)pT™ — 2(2 — @)n* ‘T

= 2-qn [(an +0y)%pTa — 204901*1‘1] : (3.9)

e derivando a equagdo (3.8) em relagdo a y novamente obtemos,

62 F2_q 2 — _ g _ 1
—[8?;2 I - —1—_2772 "(—(1 = q)(dz + 2yy)) (0 + 2yy) ™7 — 22 — q)n* Ty
= 2-qn [(595 +2yy)2pT — QWﬁ] - (3.10)

Calculando agora as derivadas referentes & —V - [F K| obtemos,

%[(Mlx +by)F] = % [(2@195 + by)ngpﬁ]
= e + 20Tt (1 )20 + by)
= 2a177g0ﬁ — (2a1z + by) (20 + Sy)npT (3.11)
e
%[(Qagy —bx)F] = gy (2a2y — bm)mpﬁ]
= 2ayp + %quq(—(l —q)(0z + 27y))
= 2&2779017;1 — (2agy — bx)(dz + 2vy )T . (3.12)

Somando as equagoes (3.9) e (3.10) obtemos,

\V& [FQ_q] = [(2 — q)nz_q [(Qam + 5y)290ﬁ — 2ag0ﬁ}
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+(2 = @) (62 + 29y) @0 — 2T qH
= (2— P [((40 + 8)2 + (408 + dyd)ay + (57 + 492 )yP)pT
(=20 — mmﬁ]
= 2-agn’ [((40z2 +0%)2? + 46 (v + )y
(02 + 4P)yP)e™ — 2(a+ )T | (313)

Somando as equagoes (3.11) e (3.12) obtemos,

-V .[FK| = Qamgol%q — (2a12 + by) (2ax + 5y)77901%q
1 1
+2asmpT-i — (2a0y — bx)(0x + 2yy)np -
1
= 7 [(2@1 + 2a2)gpﬁ] +n[(—daro + b6)z” + (—2ba — 2a16 — 2a26 + 2by)zy

q

+(—=bd — 4a2fy)g{2]<pfq
=7 [2(@1 + az)gpﬂ} +n[(—4aro + b)x? — 2(b(ev — ) + 0(a1 + az))zy

q

+(—bd — daxy)y?] T . (3.14)

Reescrevendo golflq como ¢ - T nas equacoes (3.13) e (3.14), obtemos

VIF>) = (2— g YT [(4042 +6%)2® + 40(a + v)xy
(0 + 492)y7 = 2+ 7)¢] (3.15)
~V - [FK| = neta [(—4aia + bd)z® — 2(b(a — ) + 6(ar + a2))zy
+(=b6 — 4azy)y® + 2(a1 + az)¢] . (3.16)

Multiplicando a equagao (3.15) pelo termo de difusdo D e somando o resultado a equagao
(3.16) obtemos,
DV2[F* 1 -V .[FK] = (2—q) D g [(4@2 +62)22 + 48(a + 7)zy
+(0% + 472)y2}
—2(2 — @)Dy pTa (0 + 7)p
+npi-a [(—4a1a +b8)x* — 2(b(ac — ) + 6(ay + ag))xy
+(—b6 — 4@2’7)y2]
2o ap(ar + as) . (3.17)

Substituindo os termos do lado direito da equagao (3.17) no lado lado direito da equagao
de FPNL (2.1), e substituindo os termos do lado direito da equagao (2.38) no lado esquerdo
da equagao de FPNL (2.1), obtemos

ne - @1 —n(dx” + dzy + Y )T =
= (2 gDy e (40 + 6%)2® + 45 (a + 7)ay

+(0* + 472)y2}
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~2(2 = ) D* pTa (0 + )
+npi-a [(—4@1(1 +b8)z? — 2(b(ac — ) + d(ay + as))xy
+(—b6 — 4@27)y2}
+277<p1%<1g0(a1 + ag) . (3.18)
Dividindo ambos os lados da equagao (3.18) por gpﬁ, obtemos
i — n(ca® + dxy + %) =
= (2—q)Dn* 1 [(4042 + 632 + 40(a + v)wy
+(0* + 49y
—2(2 =)D~ (a+7)p
+n[(—4a10¢ +b8)2? — 2(b(av — ) + 6(ay + az))ry

+(=b6 — 4@27)y2}
+2np(a + as) . (3.19)

Reescrevendo os termos do lado direito da equagao (3.19), obtemos
i —n(aa® + dxy +4y°) =
= ¢ [2n(ar + a2) =22 = q) Dy (e + 7)]
+n [x2 (2= q)Dn'~9(40* 4 6°) + (—4a1a + bd)]
+ay [(2 = ¢)Dn'M46(a+ ) = 2(b(a = ) + 6(a1 + az))]
52 [(2 = ) Dy (6% + 49%) + (~b8 — dazy)] | (3.20)

Reorganizando os termos da equagao (3.20) e substituindo ¢ pela expressdao que o define
(2.24), obtemos

( (1 —g)aa® +dzy +7y°)) (11 +2(2 = ) D *(a +7) = 2n(ar + az)) =
2* [n[(2 = ¢)Dn'79(40* 4 6°) + (—4aia + bd)] + né]
+xy |n[(2 = ¢)Dn'"46(ac + ) — 2(b(av — 7) + §(a1 + a2))] + 775}
y* [1[(2 = q)Dn' =48 + 49%) + (=06 — 4ay)] + 7] . (3.21)

l_|

Se definirmos
0+2(2—q)DP (o +7) = 2n(ar +as) = J (3.22)

podemos reescrever a equagao (3.21) como

J +2*J(—a(l = q)) + a2y (=0(1 — @) + y* T (—(1 = q)) =

= 2 [n [(2 —q)Dn' " (4a? + 6%) + (—4a1a + 65)} + nd]

+xy [7] (2= q)Dn'~946(c + ) — 2(b(av — v) + (a1 + a2))] + 775}

+y* [n[(2 = @)Dn' 746> + 49%) + (=bS — daxy)| + 7] . (3.23)
Para que a equagao (3.23) seja valida para todos os valores de x e y, igualamos os coefi-

cientes de 22, zy, y* e os termos independentes de ambos os lados desta equacao. Note
que, do lado direito da equacao (3.23) o termo independente é igual a 0. Logo,

J =0 (3.24)
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e entdo, substituindo a equagao (3.24) na equagao (3.22), obtemos
i = 20 + a2) — 202 — )PP+ 7). (3.25)

Note que, como J = 0, os coeficientes de %, zy e y* do lado esquerdo da equagao (3.23)
sao todos iguais a 0. Igualando entdo os coeficientes de 22, obtemos

0 n [(2 — q)Dn*"9(4a? + 6%) + (—dara + bd)| + ne
—nd n (2 — q)D771 q(4a + 6%) + (—daya + bd)
= (2 q)Dn' " (4a® + 6%) + dajo — b6 . (3.26)

Igualando os coeficientes de xy, obtemos

0 = n[(2—q)Dn'""d(a+7) —2(b(a —7) + d(ar + az))] + nd
—nd = n[(2-q)Dn'"4d(a+7) = 2(b(e — ) + 5(ar + az))]
§ = —4(2— @)Dy 16(a+ ) + 2(b(a — 1) + 6(ax + a2)) (3.27)

Igualando os coeficientes de 12, obtemos

0 = n[(2-q)Dn'"9(8 +49%) + (—bd — 4asy)]| +
—ny = n[(2=q)Dn""U* +49°) + (—bd — 4azy)
yo= —(2—q)Dn*9(6* + 44%) + b0 + dayy . (3.28)

Assim, obtemos o seguinte conjunto de equagoes de movimento,

dn

i =2n(a; + az) — 2(2 — q)D* (e + ), (3.29a)
‘;‘;‘ —(2 - q)Dn*~1(4a® + 6%) + da;a — bs (3.29b)
%%:_@—qﬂmkaﬁ+4%y+w+4@% (3:29¢)
fl—f = —4(2 = q)Dn'~%6(a + ) + 2(ar + a2)d + 2b(a — ). (3.29d)

Portanto, F' ser4 uma solu¢ao da equagao de Fokker-Planck (2.1) desde que as fungoes
n(t), a(t), v(t) e §(t) satisfacam o conjunto de equagoes diferenciais ordinarias (3.29).
Note que, ao tomarmos a; = ay, recuperamos as equagdes de movimento (2.51) obtidas
no caso quadrético.

3.2 Norma

Neste caso (em que K tem uma componente derivada de um potencial eliptico), a
norma ainda ¢ dada pela equagao (2.121) e ela também nao varia com o tempo. Com
efeito, calculemos sua derivada em relacao ao tempo,

dl  0Ion 0lda 0I0y 0I06

donot oaot ovor "ot (3:30)

Teremos portanto,

ordn m [2n(ar + as) — 2(2 — g)(a + 7) D]

on 0t (2—q)/ar =
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2 52\ 72
- (2 iﬁq) <a7 - Z) la1 + az + (¢ — 2)(a + ~)Dn' 9] (3.31)
e desenvolvendo 5L %« %% + 9% obtemos

o100 010y 0105 _

da Ot Oy Ot 060t
3
T 1 52\ 2

- 9 _nq [_5 <a7 - Z) ] (D(g — 2)n" "y (4a” + 6%) + dayory — béy

+D(q — 2)n* (0 + 49%) + bda + dagay + D(q — 2)n' " 1(—=28%*(a + 7)) — 6%ay
—6%ay — béa + bé’y)

1 52 -2
_ _27i7q 2 (av 1 (D(q — 2)n' "7 [daPy + 6%y + 4oy’ + 6% — 26% — 207

+ (a1 —|E as) (4@7 — (52) )

_oom |1 _5_2 2] _ oy,.1—g 2. 2 2 2

= 3 2(047 1 [D(q 2)n' 79 [4aPy — 0%y + 4ay® — 6°a
+ (a1 + as) (4@7—52)]

o [T Y )

= 5 .2\ [D(q—Z)n (4ay = 6%) (e + )

4

[Dla =2 k) a1+ oo 4 (a’r - 6_2>

= — (ory — 5—2) : [D(q — 2" (a+7) +a; + GQ} . (3.32)

Substituindo as equagoes (3.31) e (3.32) no lado direito da equacao (3.30), verifica-se que

dl
%—O.

3.3 Solugoes estacionarias

Analisemos agora as solugoes estacionarias dos parametros 7, a, v e 6. Para tal,
investiguemos quando os mesmos deixam de variar com o tempo, ou seja, quando suas
derivadas em relacao ao tempo sao iguais a zero. Para 1 temos,

dn
dt .

= 2((11 + a2)ns2tat - 2(2 - Q)Dnstag(@stat + ’Ystat)
2(@1 + a2)7]stat = 2(2 - Q)Dnst;g(astat + fystat)

nliq _ ay + as
et (2 - Q)D(astat + ’Ystat) .
a; +a =a
Tstat = -2 . (3.33)

(2 — ¢) D(vstat + Ystat)
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Desenvolvendo Cfi—‘;‘ = 0 temos,

da

0 = &
dt 1- 2 2
= (q - Z)Dnstag (4astat + 5stat) + 401 0tstat — b(sstat

1

= (a-2)D [((2 B >) ] o+ 52

D<astat + fystat

+4a104stat - béstat

a1 + as 9 9
= -—— 40[ +5 +4(l Olgta _bdsa . 334
Qgtat + ’Ystat( stat stat) 1C0Gtat tat ( )

Desenvolvendo ‘fi—z = 0 temos,

dry
0 = —
dt

= (q - 2)D77§t§5 (47s2tat + 552tat) + 4asstar + b(fstat
1 71—q

a1 + as 1—q 5 )
— (¢—2)D I
<q ) [((2 - Q)D<a8tat + f}/stat)) ( Tsta - stat)

—|—40J2’75E?t + béstat

a a

- _#f}it(é‘q@iat + 552tat) + 40'2’75‘5211; + béstat . (335)
sta sta

Subtraindo a equagao (3.34) da equagao (3.35), obtém-se

a + ap 2 2
—— 0 4 sta bdsta
Oést;j;_—i‘ %tat( Vatat T Ostar) + 4@27stat + Ddstas
a a
+ 1—2(4a§tat + 0dr) — 401 0tar + bstar = 0., (3.36)

Qgtat — Vstat

Desenvolvendo (3.36),

4 2 A2
0 = (al i a2)(astat 7stat) + 4a275tat - 4a1astat + 2b58tat
Qstat + IYstat

= 4((11 + a2>(astat - '7stat) + 4a275tat - 4a1astat + 2b53tat
= 4a1astat - 4a1’75tat + 4a2astat - 4a2’}/stat + 4a2’ystat - 4a1astat + 2b55tat

= _4a175tat + 4a2astat + 2b(sstat ) (337)
e entao,
_4a178tat + 4a205stat + 262M =0
a; + as )
(a1 + az)(—4a17stat + 4a20star) = —2b°(Oistat — Vstat)
_4a%75tat + 4a1a2gstat - 4a1a2’ystat + 4a§astat - _2b2astat + 2b2’Ystat

Qstat (403 + 4aray + 20%) = gae(4ad + 4ajay + 2b°)

2a% + 2a1a9 + b2

stat — stat » 3.38
et 2a%+2a1a2+b2&tt (3.38)

obtendo assim
2@2((11 + CLQ) + b2

2&1(&1 + CLQ) + b2

Olgtat - (339)

Vstat =

Para % = 0, temos que

4<q - 2>Dnslt;tq§stat(astat + 78tat> + 2(@1 + a2>5stat + 2b(astat - Vstat) =0. (340)



44

Desenvolvendo (3.40),
1—q

a1+ a T—q
((2 Q)D1<Oé 2+ ¥ )) ] 46stat(astat + ’Ystat) + 255tat(a1 + ag)
- stat stat

+2b(astat - f}/stat>
- _465tat<a1 + a2) + 255tat(a1 + a2) + 2Z)(Oéstat - f)/stat)
b(astat - /ystat) (3 41)
ai + ao . '

0 = (¢g—2)D

6stat

Podemos entao substituir a equagao (3.39) na equagao (3.33) e obter ag,; em fungao de

Tistat s
- _1
I—q
77 - ai + as
stat —
2a3(a1+az)+b?

| (2= @)D (o + B2 S )
! =

B ay + as

_ 2((a1+a2)2+b2)
_(2 — q)DCVstat <m)

_ [ (a1 + a2)(2a1 (a1 + az) + b?) } =

12(2 — q)((a1 + a2)? + b?) Dovstat

_ _(mra)Culatw)+F) (3.42)
2(2 — q)((ar + a2)? + 0?) Dy

Olstat

Agora, podemos substituir a equagao (3.39) na equacao (3.41) e obter dgat em funcao de

gtat

b ( 2a3(a1+az)+b? >

Olstat — 2a1 (a1+a2)+b2 Olstat

5stat a1 +a
1 2

_ 2a(a1+ag)+b?
bovsta <1 2a1(a1+az)+b?

ay + as

2(ai+az)(a1—asz)
bastat <W>

" Eh + as )
2 Astat (A1 — A2
= . 3.43
2a4 (Ch + ag) + b2 ( )

Se substituirmos a equagao (3.42) na equagao (3.43), teremos dgay em funcdo de 7gpat-
Com efeito,

(a1+a2)(2a1(a1+a2)+b2) B
20 <2(2—f1)((a1+a2)2+b2)[)nslt;g> (al CLQ)

2&1 (a1 + CLQ) + b2
b _
_ (a1 + a2) (1 — a) — (3.44)
((a1 +a2)® + 0*)(2 — q) Dngeat
Por fim, substituindo a equacdo (3.42) na equacao (3.39) teremos Ysgay em funcao de 7ggas.
Com efeito,

5st at

2a2(a1 + a2) + b2 _ (CL1 + ag)(2a1(a1 + a2) + b2)
2a1(a1 + a2) + 02 2(2 — ¢)((ay + az)? + b2) Dt

78‘5 at
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(a1 + a2)(2az(ar + az) + b?)

= T - (3.45)
((a1 + a2)* + b*)2(2 — q) Dyt
Se definirmos
C= (a1 + as) (3.46)
(a1 + as)? +2)(2 — ) D
podemos expressar as solugoes estacionérias da seguinte forma,
C
Qstat = 5 [2CL1 (ay + ag) + 52} ; (3.47a)
C
Tstat = 5 [2a2(ay + az) + %] | (3.47b)
dstat = Cb(ay — az). (3.47¢)

Note que a solugao estacionéria nao é tnica. O que encontramos foi uma familia de
solucoes parametrizadas por 7.,.. Para diferentes valores deste pardmetro, encontram-se
diferentes solugbes estacionérias através das equagoes (3.47). Cada uma das diferentes
solugoes possui uma normalizagao diferente dada por

7T77$tat

I = (3.48)

2

(2 - Q) \/astatf)/stat - aszat

Substituindo as equagoes (3.39), (3.42) e (3.43) na equagao (3.48) obtemos,

T (a1+a2)(2a1 (a1+a2)+b2) 171(1
2(2_(1)((@1+a2)2+b2)DO¢stat

e o [l
az(al+az 2a1(a1+ag)+b
(2 - q) Olstat 2a1(a1taz)+b2 Ostat — 4

- [2(a1+az)(2a1(a1+a2)+b2) ]1iq

(2—q)((a1+a2)?+b%) Dastat

2
2a2 (a1 +az)+b2 b(ai—a2)
(2 - q)aStat\/Qal(a1+a2)+b2 - |:2a1(a1+a2)+b2]

T [2(a1+a2)(2a1(a1+a2)+b2) }11‘4

(2_Q) ((al +a2)2+b2)Dastat

V/ (2a2(a1+az2)+b2)(2a1 (a1+a2)+b2)—(b(a1—az))>
(2 - Q)astat 2a1 (a1 +az)+b2

7 [(ar + a2)(2a1 (a1 + az) + B2)] 79 [2a1 (ar + as) + 7]
[2((a + a2)* + B) D] [(2 = Qo] = /B + da1a2) (7 + (a1 + a2)?)
m(ay + a2) ™ (2a1(ay + az) + bQ)TZ
(2D)77 ((2 - 0)ttar) 1 (02 + darag) 3 (B2 + (a1 + a0)2) 20D
- [al + ag] T-q [Zal(al + ay) + b?

:| (b2 +4CL1(L2)7§

2D 37q(2 - Q)astat
(b2 + (a1 + CL2)2)2( - (349)

Combinando as equagoes (3.39), (3.42) e (3.43) com a equagao (3.49), é possivel expressar
a solucao estacionaria em funcao da norma I. Com efeito, isolemos gt Na equacao
(3.49),

1—gq 3_

1
=g 2—q 1— q
Ostat, = (E) o <a1 i a2> (0* + daras) %) (0* + (a1 + a)?)*@?

I 2D
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2a;(a; + az) + b?
()
() ()7 ()
(B2 + daya2) 70 (B2 + (ay + a2)2) 20
(5) (25 ™ (s ) +17)
(2= ) (87 + 4a1az) ™ - (B2 + (a1 + ag)?) 250 (B2 + (a1 + az)?)

D) Catara) ) -

q
(2-4q) (%) 02 + (a1 + ap)?)

De forma que

B T I (ay + as) 2a;(ay + as) + b? b + (ay + az)? sy (351
ot I(2—q¢) \m 2D b2 + (a1 + ay)? b? + dayay ‘

Como vimos no desenvolvimento da equagao (3.42), sy pode ser expresso em fungao de
Qstar da seguinte forma,

(a1 + a2)(2a1(ay + az) + b?) } e ' (3.52)

Nstat = [2(2 — q)((al + a2)2 + bQ)DOéstat

Substituindo a equagao (3.51) na equacao (3.52) obtemos,
1
Ntar = [(a1 + a2)(2a1(ar + as) +b [2(2 —q)((ar + az)* + b*) D] =T
™ ( a1+a2 > ( ay a1+a2)+b2)
[(2 — q a1 + CLQ)

2 2(2 q)
(b (a1 + CZQ ] (353)

b? + 4aas

Reescrevendo a equagao (3.53) obtemos,

. ](2 — q) v 2D rlq 1 (CL1 + ag)(Qal (a1 + ag) + 52)
etat = [ T (7 (aq + a2)> (2D(2 — q)) 2a1(a; + ag) + b2

b? +4dayas ) x|
: 3.54
(b? + (a1 + a2)? (3.54)

Simplificando os termos do lado direito da expressao (3.54) teremos a seguinte expressao
para Tjstat,

I (27D 1 \7u (0 + ) b+ dayay ) TED
stat — a a
Tlstat 2rD I (a1 -+ CZQ) ! 2 b2 + (a1 + 0/2)2

1—q

I (ay + ap) e b2+ dagay | TED
= a1 +a
orD TP b2 + (a1 + ag)?

1
1—gq




A7

(a1 + as)\ 4 2t daas \T |
= (T . 3.55
( 2rD ) (\/b2 + (a1 + (12)2 ( )

De forma que

1
2—q

nstat -

(3.56)

I(a1 + ag) b2 + 4a1a2
21D b2 + (a1 + az)?

Substituindo a equagao (3.56) na equacdo (3.45) podemos expressar Ygas em fungao da
norma I,

N
|

Vstat

(a1 + az)(2az(ay + az) + b2)(27TD)% [bQ + (a1 + a2)2] =)

(a1 + az)? + b2)2(2 — ¢)D(I(ay + ay)) b% + dajay
B 2w D = a; +ay [2ax(ay + az) + %] [b* + (ay + az)? =)
N [I(al + ag)} 2(2—q)D [ (a1 + a2)? + b2 } [ b2 + 4aqas }

2w D I(a; + ag) 7 ar+as  [2as(ay + ay) + b

I(ay + as) [ 2r D } 2(2—q)D { (a1 + ag)? + b2 }
b + (a1 + az)? B
[ b? + 4dayay } '

q

(3.57)

De forma que

__ T I(a; + ap) = 2a9(a1 + as) + 0*] [0 + (a1 + as)? ey (3.58)
Tstat = I(2 - q> 27TD (al + CLQ)Z + b2 b2 + 4@1(12 ' '

Substituindo a equagao (3.56) na equagao (3.44) podemos expressar dg .y em fungao da
norma I,

5 B b(aj + as)(ay — as) [ 21D ] = [b2 + (a1 + (12)2:| ey
stat ((a1 +a2)®>+b*)(2—q)D | I(a1 + as) b2 + 4aja,
_ 21D {I(al + ag)} =a  Dlay + az)(a; — as)
- ((

I(a1 + as) 2D a; +a2)?+0%)(2 —q)D
b2 + (a1 + CLQ)2 ﬁ
[ b2+ dara, - (3.59)
De forma que
S 27 I(a; + az) = b(a; — as) b2 + (a; + ag)? e (3.60)
T2 — ) 27D (a1 +a2)?>+0%) | b+ 4ajas ' '

Se definirmos

7r b2 + (a1 + az)?
_ 3.61
M Tl ar + b?)\/ P daray (@61)
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teremos as equacgoes estacionarias expressas da seguinte forma,

I(a1 + CZQ) b? + 4&1&2 o
stat — y 3.62
Thstat oD b2 + (a1 + ag)? (3.62a)
Qstat = Mstat [52 + 2ay(a; + az)} ; (3.62b)
Ystat = Mjstat [52 + 2as(ay + az)} ; (3.62¢)
Ostat = 2Mnstaib(ar — ag) . (3.62d)

3.4 Trajetoéria de particulas

Podemos reescrever a equagao de Fokker-Planck nédo-linear (2.1) como uma equagao
de Liouville (1.6). De fato,

%—f = DV?*[F* 1 -V .[FK]

= DV|[V(F* %] -V :[FK]

= DV|[2-qF"'VF] -V - |[FK]
= DVI[F(2—q)F 'VF] -V -[FK]

= DV |F (? V(F' )| - V. [FK]
= -V |F-D <%> V(qu)] — V- |[FK]
- -V |F (K +D (%) V(Fl‘q)ﬂ . (3.63)
Portanto, a equacao (2.1) toma a forma
OF q—2 1-q B
EJFV{F (K+D(1—_q) V(F ))} ~0. (3.64)
Se definirmos )
K=K+D <‘1’L_q> V(F'Y, (3.65)
teremos o formato desejado,
F
%—t L VI[FK]=0. (3.66)

Na equagao (3.66) acima, F'(x,y,t) é uma solugao da equagao de Fokker-Planck e IC é
o campo de forca externo efetivo experimentado por uma particula do sistema. Cada
particula se move de acordo com a equagao de movimento,

dr

pri K, (3.67)
onde r = (z,y) e, com isso, & = (L&, %) donde

dx

i ’Cza

dt

b

=K,.

dt
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Substituindo a solugao proposta (2.23) na equagao (3.65) teremos,

K = K+D<—

(¢ — 1)(2az + by), (¢ — 1)(27y + 6z))

= K+ (2—q)Dn'"1 (2ax + by, 2yy + 6x)
= (—2a17 — by, —2asy + bz) + (2 — q) D'~ (20 + dy, 27y + 0x)
= (=2a1z — by + (2 — ¢)Dn' (20 + by), — 2asy + bz + (2 — ¢)Dn'~(2vy + éx)) .

E entao,
K = (w(2(2 —q)Dn' "% — 2a,) + y((2 — ¢) D' 96 — b),
2((2 =)Dy ~16 + b) + y(2(2 — ) Dy' "y = 2a3) ) (3.68)

Teremos portanto as seguintes equagoes de movimento,

% =22((2— q)Dn' o —a1) +y((2 — q) Dy’ %0 — b), (3.69a)
d
d_? = 2((2 = q)Dn* 15+ b) + 2y((2 — ) D'~y — ag) . (3.69b)
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4 OS METODOS NUMERICOS

Neste capitulo, serao apresentados os métodos utilizados na integracao numérica dos
conjuntos de equagdes diferenciais ordinérias acopladas (3.29) e (3.69). Sao eles:

e Runge-Kutta
e Bulirsch-Stoer.

Para uma analise completa dos métodos ver referéncias [27,28|.
Consideremos o problema de encontrar as solu¢oes numéricas de equagoes diferenciais

Y~ ). (4.1)

Devido a presenca de y do lado direito da equagao, nao podemos simplesmente integrar
f(x)dx. Precisaremos de um método iterativo para calcular novos valores para y e usa-
los para calcular a funcao f. Felizmente, existem técnicas para a resolucao de equacgoes
diferenciais ordinérias que sao relativamente faceis de implementar e usar, e que possuem
extensa aplicabilidade.

O algoritmo para a resolu¢ao de uma tnica equagao diferencial de primeira ordem
pode ser generalizado para sistemas de equagoes

dy

dr :fl(‘r7y17"'7yN)7 (42&)

d

%:fQ(I7y17"'7yN)a (42b)
(4.2¢)

d

dx
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y(x) + hf(z,y(x))

Figura 2 — Método de Euler

Gostarfamos também de encontrar uma férmula aproximada para relacionar y(x + h)

a y(x), para um passo h pequeno. Uma forma de fazer isso é usando expansao em série
de Taylor de y

dy d*y

h) = h— h*—=
o th) = o)+l )

= (o) + (o)) + e fley(e) + O, (1.3

+ O(h?)

T

Um esquema de aproximagao numérica deve reproduzir os termos desta série, de forma
a convergir para o valor dos termos da expansao em série de Taylor, até alguma ordem
desejada.

Os dois primeiros termos da expansao

y(e +h) = y(x) + hf(zy(z)) (4.4)

podem ser usados para encontrar y(x + h) dado y(z), e podemos repetir este passo para
encontrar y(z + 2h) = y(x + h) + hf(x + h,y(x + h)), e assim por diante. Este é o
algoritmo mais simples para a resolugao de equagoes diferenciais, chamado de método de
Euler. A cada passo o erro ¢ O(h?), e entdo ¢ necessario um passo muito pequeno para
que uma solucao razoavelmente precisa seja encontrada. Os erros podem até se acumular
tao rapidamente que a solugao numérica torna-se instavel e explode.

A Figura 2 mostra porque o método de Euler é uma aproximagao tao pobre. Como a
derivada é avaliada apenas no inicio do intervalo, se um passo de tamanho muito grande
for escolhido, a extrapolagao pode ultrapassar a ponto de a solucao inclusive mudar de
sinal. Uma melhoria natural seria usar um passo de Euler para estimar a inclinacao no
meio do intervalo e, em seguida, usar essa inclinacao para atualizar y

oo+ ) = (o) b ot 0 y(e) + o f @) (1.5
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O erro causado por essa aproximagao pode ser encontrado fazendo a expansao da f em
série de Taylor como uma fungao de h:

ot v+ 5 e

2
= Jloa@) + g f o+ G0+ G r(e)]| o+ 00
= Sl +0 |57+ LiteaanSE] +oue), (46)
e entiio a equacio (4.5) pode ser expressa por
y(x +h) =y(x)+ hf(x,y(z)) + h; {% + fg—i] + O(R%). (4.7)

Comparando a equagao (4.7) com a equagao (4.3), vemos que esta é exatamente a expansao
da solucao da equacao diferencial até a segunda ordem. Este é o chamado método de
Runge-Kutta de segunda ordem ou o método do ponto médio. Encontramos uma maneira
de calcular a funcao que nos da uma resposta correta de segunda ordem, mas que nao
requer uma expansao de fato em série de Taylor.

4.1 Método Runge-Kutta

Esse procedimento pode ser executado usando mais avaliagoes da fungao para cor-
responder a termos de ordem superior na expansao de Taylor. A derivacao se torna
rapidamente muito entediante, e nao héa solugcao tnica para uma dada ordem, mas de
longe a aproximagao mais comum é a aproximacao de quarta ordem de Runge-Kutta.

ky = hf(z,y(z)) (4.8a)
ko = hf (:c + g,y(:r;) + %) (4.8Db)
ks = hf <x + g,y(:ﬁ) + %) (4.8¢)
ky=hf(x+h,y(zx)+ ks) (4.8d)
y(:c+h):y(x)+@+@+@+@+0(h5). (4.8¢)

6 3 3 6

No método do ponto médio, melhoramos a precisao, avaliando a fung¢ao no meio do inter-
valo. A férmula de quarta ordem do método de Runge-Kutta melhora isso usando duas
avaliacoes no meio do intervalo e uma no final, para tornar a solucao correta até o termo
de quarta ordem na série de Taylor. Para um sistema de equacoes, isso se torna:

kl,i = hfl(xa Yiye - yN) (49&)
h k k

kZ,i:hfi <$+—>y1+£>---,9N+1—’N) (49b)
2 2 2
h k k

ksi = hf; $+—7y1+£7---,3/N+2—’N (4.9¢)
2 2 2

kii=hfi(x +h,yr+ksa, . yn + ks ) (4.9d)

kii Koy ksi kay
6 + 3 + 3 + 6

yi(z + h) = y;(x) + + O(h%). (4.9e)
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Existem refinamentos das técnicas de Runge-Kutta, produzindo por exemplo o método
de Runge-Kutta de quinta ordem. Embora a forma fucional deste método seja mais com-
plexa que a forma tradicional do método de Runge-Kutta de quarta ordem, estimativas
de erro podem ser realizadas sem que mais avaliagoes da funcao sejam necessérias, o que
¢é algo extremamente desejavel, se essas avaliagoes forem computacionalmente custosas.

4.2 Método Bulirsch-Stoer

U

Yy

Y

Figura 3 — Extrapolacao de Richardson

Y

= > ——
Lo > ——
-

h
~
Figura 4 — Extrapolagao de Richardson - continuagao

A ideia de extrapolagao junto com as técnicas de redugao dos passos utilizadas nos
métodos de Runge-Kutta, sugerem um outro método numérico: a extrapolacao de Ri-
chardson. Vimos que dois passos de tamanho % geram um erro final menor do que um
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passo de tamanho h. Quatro passos de tamanho % geram um erro menor ainda, e infinitos
passos de % seriam ainda melhores (exatos, na verdade). Apesar de nao ser muito pra-
tico pensar em tomar infinitos passos, a seqiiéncia que nos leva a isso pode nos dar uma
visao do limite no infinito. A idéia é calcular o valor no final do intervalo muitas vezes
com passos sucessivamente mais refinados, e depois ajustar uma funcao para extrapolar
para o limite magico de um passo de tamanho infinitamente pequeno (ver Figuras 3-4).
O método de Bulirsch-Stoer usa polinémios ou razoes de polindmios para fazer a extra-
polagao. Configura-lo requer um algoritmo mais complexo com uma quantidade muito
maior de parametros internos do que a quantidade usada pelo método de Runge-Kutta,
mas em troca um tamanho de passo muito maior pode ser usado se a solu¢ao nao for
muito complexa. Os métodos de corregao e previsao de erros sao mais antigos e mais bem
estudados do que os métodos de extrapolagao de Richardson, mas é razoavel acreditar
que é mais facil prever a convergéncia de uma sequéncia do que a extrapolagao de uma
funcao complicada e, por isso, os métodos de extrapolagao estao se tornando cada vez
mais comuns.

Nesta dissertacao utilizamos as técnicas de Runge-Kutta de quarta e quinta ordem e
o método de Bulirsch-Stoer na integracao numérica das equacoes diferenciais acopladas
(3.29) e (3.69).

Este capitulo esta baseado na referéncia [27].
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5 RESULTADOS

A seguir, observaremos a evolugao temporal da solugao ¢-Gaussiana (2.23), da excen-
tricidade (2.62) e do angulo 6 (2.74), para diferentes valores do conjunto de parametros.
Nas figuras, mostramos a evolucao temporal dos parametros 7, «, v e 9, que determinam
o tamanho e a forma da solugao bidimensional (2.23). As diferentes curvas mostradas em
cada figura correspondem a solu¢ao numérica da equagao de Fokker-Planck (2.1), com
diferentes condicOes iniciais. As curvas foram, portanto, obtidas a partir da integragao
numérica [27,28] do conjunto de equagoes diferenciais ordinarias acopladas (3.29). Para
realizar a integracao numérica utilizamos as seguintes técnicas, abordadas no capitulo
anterior: Runge-Kutta de quarta e quinta ordem e o método de Bulirsch-Stoer. Os re-
sultados obtidos através dos trés métodos, coincidiram. Além de solugoes com norma
unitaria (ou seja, I = 1 na equagao (2.121)), também veremos experimentos variando a
norma. Veremos também trajetorias de particulas geradas a partir da integragao numé-
rica do conjunto de equagoes diferenciais acopladas (3.69), e neste caso, a densidade F'
(2.25) ¢ interpretada como uma densidade fisica real.

5.1 Experimento 1: ¢ = —1

Nesta secao, realizamos a integracao numérica do conjunto de equagoes diferenciais
ordinarias acopladas (3.29) considerando os seguintes valores para o conjunto de parame-
tros:

Cll:1,@2:2.5,():4,D:O.5,q:—1,06021,(50:0. (51)

Sendo assim, o potencial eliptico V' (3.1) e a funcao distribui¢ao de probabilidade F; (2.23)
assumem a seguinte forma,

V(x) = 2® + 2.59%, (5.2a)
Fla,y,t) = n(t) [1 = 2(a(t)e® + 5(t)ey +1()y?)] 2 - (5.2b)

Observemos nas Figuras 5-8, a evolucao temporal dos parametros 7, a, v e §. O paradmetro
~ assumiu diferentes valores iniciais conforme especificado nas figuras, e o valor inicial do
parametro 7 foi calculado substituindo os valores iniciais dos outros parametros na equagao
(2.122) e considerando a norma I = 1. Calculemos o coeficiente M (3.61), considerando
T & 3.141592654,

M = T b2 + (a1 + ag)?
- [(2 — q)((a1 + a2)2 + 62) b2 + 4@1&2

3.141592654 \/42 + (1 +2.5)2
2—(-1))(1+25)2+42)V 42+4-1-25

~ 0.038639609.  (5.3)

Analisemos a evolugao temporal do parametro n na Figura 5.
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Figura 5 — Evolugao temporal de n para diferentes valores de 7, com o conjunto de
parametros (5.1), a; = 1,a0 =2.5,0=4,D =05, = —1,a0 = 1,00 = 0.

Note que, 1 aproxima-se de um valor proximo de 1 e, como podemos observar na figura
menor, ha um decaimento aproximadamente exponencial da diferenga 7(t) — 1s.¢ durante
parte da evolugao temporal. Utilizando a soluc¢ao analitica dada pela equagao (3.62a),
obtemos o seguinte valor para 7,

nstat

~
~

~
~

_1
2—q

_](al + as) b2 + 4a,a.
2nD b2 + (a1 + as)?
[ (1+25) 244.1.25 77"
23141592654 - 0.5 |/ 42 + (1 + 2.5)2

1

02.

O valor obtido integrando numericamente foi 7. &~ 1.02.

Note na Figura 6, a evolugao temporal do parametro a. Note que ele aproxima-se de
um valor préoximo de 0.9 e, como podemos observar na figura menor, ha um decaimento
aproximadamente exponencial do quadrado da diferenga () — gar com picos nos valores
de t que fazem a(t) — gay se aproximar de 0.
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Figura 6 — Evolugao temporal de a para diferentes valores de vy, com o conjunto de
parametros (5.1), a; = 1,a0 =2.5,0=4,D =05, = —1,a0 = 1,00 = 0.

Utilizando a solug@o analitica dada pela equagao (3.62b), obtemos o seguinte valor para

gtat,

Qtat = Mnsar [b° + 2a1 (a1 + ao)]
0.038639609 - 1.02 - [4% +2(1 + 2.5)]
0.91.

Q

O valor obtido integrando numericamente também foi aggay &= 0.91.

Facamos o mesmo com o parametro 7, observemos na Figura 7 sua evolucao temporal.
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Figura 7 — Evolugao temporal de v para diferentes valores de vy, com o conjunto de

0.1

t

parametros (5.1), a; = 1,a0 =2.5,0=4,D =05, = —1,a0 = 1,00 = 0.

o8

Note que vy também aproxima-se de um valor entre de 1.2 e 1.4 e, como podemos obser-
var na figura menor, ha um decaimento aproximadamente exponencial do quadrado da
diferenca () — 7star com picos nos valores de t que fazem 7(t) — Ysar Se aproximar de 0.
Utilizando a solugao analitica dada pela equagao (3.62¢), obtemos o seguinte valor para

Vstat

Vstat

QN

O valor obtido integrando
Finalmente, observemos na Figura 8 a evolucao temporal do parametro 9.

Mstat [b2 + 2az(a; + a2)}
0.038639609 - 1.02 - [4* +2-2.5- (14 2.5)]

numericamente foi Ygia ~ 1.32.
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Figura 8 — Evolugao temporal de § para diferentes valores de 7y, com o conjunto de
parametros (5.1), a; = 1,a0 =2.5,0=4,D =05, = —1,a0 = 1,00 = 0.

Note que § aproxima-se de um valor entre —0.4 e —0.5 e, como podemos observar na
figura menor, ha um decaimento aproximadamente exponencial do quadrado da diferenca
d(t) — dstas com picos nos valores de ¢t que fazem 0(t) — dgtar Se aproximar de 0. Utilizando
a solucao analitica dada pela equagao (3.62d), obtemos o seguinte valor para Jgas,

5stat = 2M7]statb(a1 - a2>
2.0.038639609 - 1.02 - 4 - (1 — 2.5)
—0.47.

QN

O valor obtido integrando numericamente foi dg.c ~ —0.47.
Considerando ainda o mesmo conjunto de parametros, analisemos nas Figuras 9 e 10
a evolugao temporal da excentricidade (2.62) e do angulo 6 (2.74).
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Figura 9 — Evolugao temporal da excentricidade para diferentes valores de vy, com o
conjunto de parametros (5.1), a; = 1,a0 =2.5,0=4,D =05, = -1, = 1,00 = 0.
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Figura 10 — Evolugao temporal do angulo 6 para diferentes valores de vy, com o
conjunto de parametros (5.1), a; = 1,a0 =2.5,0=4,D =05, = -1, = 1,00 = 0.

Como podemos observar nas figuras menores das Figuras 9 e 10, hd4 um decaimento
aproximadamente exponencial do quadrado da diferenca ey, — e(t) e do quadrado da
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diferenga 6y, — 0(t) com picos nos valores de t que fazem egay — €(t) € Ospay — 0(1) se
aproximarem de 0.

5.2 Experimento 2: g = 0.5

Consideremos agora um novo conjunto de valores dos pardmetros onde apenas o valor
de g foi alterado, em relacao ao experimento anterior.

a1 =1,a5=25b=4,D=0.5,q=0.5,ap0=1,00=0. (5.4)

Neste caso, o potencial eliptico V' (3.1) e a fungao distribuigao de probabilidade F; (2.23)
assumem a seguinte forma,

V(x) =2 +2.5y°, (5.5a)
F(z,y,t) =n(t) [1 = (0.5)(a(t)z” + 6(t)zy + 7(t)y2)ﬁ : (5.5b)

Novamente, o parametro v assumiu diferentes valores iniciais, especificados nas figuras,
e o valor inicial do parametro 7 foi calculado substituindo os valores iniciais dos outros
parametros na equagao (2.122), e considerando a norma I = 1. Calculemos o coeficiente
M (3.61) para este conjunto de parametros,

M T \/b2+(a1+a2)2

‘[(2 - q)((a’l + (12)2 + b2) b2 + 4(11&2
3.141592654 \/42 +(1+2.5)2
(2—05)((1+25)2+42) V 42+4-1-25
~ 0.077279217. (5.6)

Analisemos a evolucao temporal do parametro n na Figura 11.
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Figura 11 — Evolucao temporal de n para diferentes valores de 7,5, com o conjunto de
parametros (5.4), a; = 1,a0 =2.5,0=4,D =05, = 0.5, = 1,50 = 0.
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Note que n aproxima-se de um valor entre 1 e 1.1 e, como podemos observar na figura
menor, ha um decaimento aproximadamente exponencial da diferenca ns.; — 7(t) durante
parte da evolugao temporal. Utilizando a solu¢ao analitica dada pela equagao (3.62a),
obtemos o seguinte valor para 7,

B _I(al + as) b2 + 4a as
Ttat = 2mD b2 + (a; + az)?
1

[ (1+25) 244.1.25]77
23141592654 - 0.5 \/ 42 + (1 + 2.5)
~ 1.04.

1
2—q

~
~

O valor obtido integrando numericamente foi 7.y &~ 1.04.

Note na Figura 12 que a aproxima-se de um valor entre 1.8 e 2 e, como podemos
observar na figura menor, ha um decaimento aproximadamente exponencial do quadrado
da diferenga ayay — (t) com picos nos valores de t que fazem gy — a(t) se aproximar

de 0.
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! «// Yo= ]g
& Yo=106 —=—=
Fd Yo=1.8
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1 1 1 1 1 Yo=¢e9 —m
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 12 — Evolugao temporal de o para diferentes valores de 7y, com o conjunto de
parametros (5.4), a; = 1,a0 =2.5,0=4,D =05, =0.5,0p = 1,50 = 0.

Utilizando a solugao analitica dada pela equagao (3.62b), obtemos o seguinte valor para

Qlstat

Ostat = Mjgia [b° + 2a1 (a1 + as)]
0.077279217 - 1.04 - [4* +2(1 +2.5)] ~ 1.85.

Q

O valor obtido integrando numericamente foi oy = 1.86.
Facamos o mesmo com o parametro v, observemos na Figura 13 sua evolugao temporal.
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Figura 13 — Evolugao temporal de + para diferentes valores de 7, com o conjunto de
parametros (5.4), a; = 1,a0 =2.5,0=4,D =0.5,¢ = 0.5, = 1,50 = 0.

Note que 7 aproxima-se de um valor entre 2.5 e 3 e, como podemos observar na figura
menor, ha um decaimento aproximadamente exponencial do quadrado da diferenca sias —
~(t) com picos nos valores de t que fazem 7oy — Y(t) se aproximar de 0. Utilizando a
solugao analitica dada pela equagao (3.62c), obtemos o seguinte valor para vsat,

Vstat = Mnstat [bQ + 2a2(a1 + a2)]
0.077279217-1.04 - [4> +2-2.5- (1 4 2.5)]
2.69.

QN

O valor obtido integrando numericamente foi vgat =& 2.70.
Finalmente, observemos na Figura 14 a evolucao temporal do parametro 9.
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Figura 14 — Evolugao temporal de § para diferentes valores de 7, com o conjunto de
parametros (5.4), a; = 1,a0 =2.5,0=4,D =05, = 0.5, = 1,50 = 0.

Note que § aproxima-se de um valor proximo de —1 e, como podemos observar na figura
menor, ha um decaimento aproximadamente exponencial do quadrado da diferenga (t) —
dstat cOm picos nos valores de ¢ que fazem §(t) — dgay Se aproximar de 0. Utilizando a
solugao analitica dada pela equagao (3.62d), obtemos o seguinte valor para dgas,

5stat = 2M7]statb(a1 - a2>
2.0.077279217 - 1.04 - 4 - (1 — 2.5)
—0.96.

QN

O valor obtido integrando numericamente foi dg.c ~ —0.97.
Analisemos nas Figuras 15 e 16 a evolugao temporal da excentricidade (2.62) e do
angulo 6 (2.74).
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Figura 15 — Evolugao temporal da excentricidade para diferentes valores de 7, com o
conjunto de parametros (5.4), a; = 1,a2 =2.5,b=4,D = 0.5, =0.5,00 = 1,50 = 0.
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Figura 16 — Evolugao temporal do angulo 6 para diferentes valores de vy, com o
conjunto de parametros (5.4), a; = 1,a3 =2.5,b=4,D = 0.5, =0.5,00 = 1,50 = 0.

Como podemos observar nas figuras menores das Figuras 15 e 16, hd4 um decaimento
aproximadamente exponencial do quadrado da diferenca e(t) — egay € do quadrado da
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diferenga 6(t) — Oy .y com picos nos valores de t que fazem e(t) — egpay € () — Ospar S€
aproximarem de 0.

5.3 Experimento 3: ¢ = 1.3

Consideremos agora um novo conjunto de valores dos parametros onde apenas o valor
de ¢ foi alterado, em relagao ao experimento anterior

a1 =1,ay=25b=4,D=05¢=13,0a0=1,80=0. (5.7)

Neste caso, o potencial eliptico V' (3.1) e a funcao distribuigdo de probabilidade Fj, (2.23)
assumem a seguinte forma,

V(x) = 2® +2.597, (5.8a)
10

F(a,y,t) = n(t) [1+ (0.3)(a(t)2® + )y +v(1)y?)], * . (5.8b)

Assim como nos experimentos anteriores, o parametro y assumiu diferentes valores iniciais
especificados nas figuras, e o valor inicial do parametro n foi calculado substituindo os
valores iniciais dos outros parametros na equagao (2.122). Calculemos o coeficiente M
(3.61) para este conjunto de parametros,

M = 7r b2 + (a1 + ag)?
- I(2 — q)(((ll + (12)2 + b2) b2 + 4&1&2

3.141592654 \/42 + (1 +2.5)2
(2—-13)((1+25)2+42)V 4244-1-25

~ 0.165598322 . (5.9)

Analisemos a evolugao temporal do parametro n na Figura 17. Note que ele se apro-
xima de um valor entre 1 e 1.2 e, como podemos observar na figura menor, ha um decai-
mento aproximadamente exponencial da diferenga 7., — 7(t) durante parte da evolugao
temporal.
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Figura 17 — Evolugao temporal de n para diferentes valores de 7y, com o conjunto de
parametros (5.7), a; = 1,a5 =2.5,0=4,D =05, = 13,00 = 1,50 = 0.

Utilizando a solucao analitica dada pela equacdo (3.62a), obtemos o seguinte valor para

Tstat
_ 1
| (a1 + ay) b? + 4aa, o
Ttat = 27D b2 + (a1 + az)?
[ a+2s) 2441257
1243141592654 - 0.5 \/ 42 + (1 4 2.5)2
~ 1.10.

O valor obtido integrando numericamente foi 7.y &~ 1.10.

Note na Figura 18 que a aproxima-se de um valor entre 4 e 4.5 e, como podemos
observar na figura menor, ha um decaimento aproximadamente exponencial da diferenca
Qstat — (t) durante parte da evolugao temporal.
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Figura 18 — Evolugao temporal de « para diferentes valores de 7y, com o conjunto de
parametros (5.7), a; = 1,a5 =2.5,0=4,D =05, = 13,00 = 1,50 = 0.

Utilizando a solug@o analitica dada pela equagao (3.62b), obtemos o seguinte valor para
Qlstat,
Ostat — Mnstat |:b2 + 2&1 (al + (12)]

0.165598322 - 1.10 - [4* 4 2(1 + 2.5)]
419.

Q

O valor obtido integrando numericamente foi oy =~ 4.19.
Facamos o mesmo com o parametro 7, observemos na Figura 19 sua evolugao temporal.
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Figura 19 — Evolugao temporal de « para diferentes valores de 7, com o conjunto de
parametros (5.7), a; = 1,a5 =2.5,0=4,D =05, = 1.3, = 1,50 = 0.

Note que v aproxima-se de um valor préximo de 6 e, como podemos observar na figura
menor, ha um decaimento aproximadamente exponencial da diferenga gy — (t) durante
parte da evolugao temporal. Utilizando a solu¢ao analitica dada pela equagao (3.62c),
obtemos o seguinte valor para Ysat,

Vstat = Mnstat [bQ + 2a2(a1 + &2)]
0.165598322 - 1.10 - [4> +2-2.5- (1 4 2.5)]
6.10.

QN

O valor obtido integrando numericamente foi gt =& 6.10.
Finalmente, observemos na Figura 20 a evolucao temporal do parametro 9.
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Figura 20 — Evolugao temporal de § para diferentes valores de 7, com o conjunto de

parametros (5.7), a; = 1,a5 =2.5,0=4,D =05, = 1.3, = 1,50 = 0.

Note que § aproxima-se de um valor entre —2 e —2.5. Utilizando a solugao analitica dada
pela equagao (3.62d), obtemos o seguinte valor para dgas,

6stat == 2Mnstatb(a'l - a2)
2-0.165598322 - 1.10 - 4 - (1 — 2.5) ~ —2.19.

Q

O valor obtido integrando numericamente foi dgar ~ —2.19.

Analisemos nas Figuras 21 e 22 a evolugao temporal da excentricidade (2.62) e do
angulo 6 (2.74).
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Figura 21 — Evolugao temporal da excentricidade para diferentes valores de 7p, com o
conjunto de parametros (5.7), a; = 1,a2 =2.5,b=4,D = 0.5, = 13,00 = 1,50 = 0.
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Figura 22 — Evolucao temporal do angulo 6 para diferentes valores de 7y, com o
conjunto de parametros (5.7), a; = 1,a3 =2.5,b=4,D =0.5,¢q = 1.3,00 = 1,50 = 0.

Como podemos observar na figura menor da Figura 21, h4 um decaimento aproximada-
mente exponencial do quadrado da diferenga eg,, — e(t) com picos nos valores de ¢ que
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fazem egay — e(t) se aproximar de 0.

5.4 Experimento 4: I = 2

Consideremos novamente o conjunto de parametros (5.7), mas desta vez tomaremos
I = 2. Neste caso, o potencial eliptico V' (3.1) e a func@o distribuigao de probabilidade
F, (2.23) assumem a seguinte forma,

V(x) = 2* + 2.59%, (5.10a)
10

F(z,y,t) = n(t) [1+ (0.3)(a(t)2® + 6(t)zy +v()y?)], * . (5.10b)

Assim como nos experimentos anteriores, o parametro  assumiu diferentes valores iniciais,
especificados nas figuras, e o valor inicial do parametro n foi calculado substituindo os
valores iniciais dos outros parametros na equagao (2.122). Calculemos o coeficiente M
(3.61) para este conjunto de parametros com a nova norma considerada,

M = 7T b + (a1 + ag)?
12— q)((ay + ag)? + b?) b + dayay

3.141592654 \/42 + (1 +2.5)2
2-(2-1.3)((1+2.5)2+42)V 424+4-1-25

~

~ 0.082799161.  (5.11)

Analisemos a evolu¢ao temporal do parametro 1 na Figura 23. Note que ele se apro-
xima de um valor entre 2.5 e 3 e, como podemos observar na figura menor, ha um decai-
mento aproximadamente exponencial da diferenga 7., — 7(t) durante parte da evolugao
temporal.
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Figura 23 — Evolugao temporal de n para diferentes valores de g, com [ =2 e o
conjunto de parametros (5.7), a; = 1,a2 =2.5,b=4,D = 0.5, = 13,00 = 1,50 = 0.
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Utilizando a soluc¢do analitica dada pela equacao (3.62a), obtemos o seguinte valor para

nstat )

1
2—q

. _I<CL1 —+ CLQ) b2 -+ 4@1@2
Tetat = 2rD b2 -+ (CLl + a2)2

~
~

_ 1
2. (1+2.5) 244.1.25|7"7
2-3.141592654 - 0.5 \/ 42 + (1 4 2.5)2

~ 2.96.

O valor obtido integrando numericamente foi 7.y &~ 2.96.

Note na Figura 24 que « aproxima-se de um valor entre 5 e 6 e, como podemos observar
na figura menor, ha um decaimento aproximadamente exponencial da diferenga aggay —a(t)
durante parte da evolugao temporal.
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Figura 24 — Evolucao temporal de o para diferentes valores de v, com I =2 e o
conjunto de parametros (5.7), a; = 1,a3 =2.5,b=4,D =0.5,¢=13,00 =1,90 = 0.

Utilizando a solugao analitica dada pela equagao (3.62b), obtemos o seguinte valor para

Ogtat
Qgtat, = Mnstat [b2 + 2CLl (al + QQ)}

0.082799161 - 2.96 - [4* 4 2(1 + 2.5)]
5.64.

Q

O valor obtido integrando numericamente foi oy ~ 5.64.
Fagamos o mesmo com o parametro 7, observemos na Figura 25 sua evolucao temporal.



74

9 T T T T T T T
8 - -
7 - -
6 - -
= 51 i
P—.
4 | i
3 Yo=1.2 —-- 7
Yo=14
Yo = 1.5 ..
2 Yo = 1.6 ———— -
Yo=1.8
Yo =20
1 1 1 1 1 1 1 %o =25 T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Figura 25 — Evolugao temporal de v para diferentes valores de vy, com [ =2 e o
conjunto de parametros (5.7), a; = 1,a2 =2.5,b=4,D = 0.5, = 13,00 = 1,50 = 0.

Note que 7 aproxima-se de um valor entre 8 e 9 e, como podemos observar na figura
menor, ha um decaimento aproximadamente exponencial da diferenca gy — (t) durante
parte da evolugao temporal. Utilizando a solu¢ao analitica dada pela equagao (3.62c),
obtemos o seguinte valor para Ysat,

Yotat = Msar [b° + 2a2(a1 + az)] &~ 0.082799161 - 2.96 - [4> +2-2.5- (1 +2.5)] ~8.21.

O valor obtido integrando numericamente foi 4. ~ 8.21.
Finalmente, observemos na Figura 26 a evolugao temporal do parametro 9.



75

NN = — =
oo~ N

FEssss
R

t
Figura 26 — Evolugao temporal de ¢ para diferentes valores de vy, com I =2 e o

conjunto de parametros (5.7), a; = 1,a2 =2.5,b=4,D = 0.5, = 13,00 = 1,50 = 0.

Note que § aproxima-se de um valor entre —2.5 e —3. Utilizando a solugao analitica dada
pela equagao (3.62d), obtemos o seguinte valor para dgas,

6stat == 2Mnstatb(a'l - a2)
2.0.082799161 - 2.96 - 4 - (1 — 2.5) ~ —2.94.

Q

O valor obtido integrando numericamente foi dga ~ —2.94.

Analisemos nas Figuras 27 ¢ 28 a evolu¢ao temporal da excentricidade (2.62) e do
angulo 6 (2.74).
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Figura 27 — Evolucao temporal da excentricidade para diferentes valores de 7y, com
I =2 ¢ o conjunto de parametros (5.7),
ap = ]_,CLQ = 25,b:4,D = 05,(]2 1.3,0[0 = 1,(50 =0.
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Figura 28 — Evolugao temporal do angulo 6 para diferentes valores de vy, com [ =2 e o
conjunto de parametros (5.7), a1 = 1,a0 =2.5,b=4,D =0.5,q = 13,090 = 1,90 = 0.

Como podemos observar na figura menor da Figura 27, ha um decaimento aproximada-



7

mente exponencial do quadrado da diferenga eg,; — €(t) com picos nos valores de t que
fazem egay — €(t) se aproximar de 0.

5.5 Experimento 5: Trajetorias

Nesta segao, realizamos a integragdo numérica das equagoes de movimento (3.69), ob-
tidas na segao 3.4. Neste caso, a densidade F' (2.25) ¢é interpretada como uma densidade
fisica real. O objetivo aqui é analisar as trajetorias de particulas que compoem um sis-
tema submetido a um campo de drift K, que contém uma componente que deriva de um
potencial assimétrico V' (3.1) e uma componente que nao deriva de um potencial. Ob-
servemos nas Figuras 29-31 as trajetorias de particulas com diferentes condigdes iniciais,
considerando os conjuntos de parametros dos experimentos realizados nas se¢oes 5.1-5.3.

Observemos na Figura 29 as trajetorias obtidas a partir do conjunto de parametros

15 ; : . : .
10 | |
5 i =
> 0} i
_5 - |
-10 |
Xg=0.1,y5=-40 ——
x00= -4.0, yg =-4.0
Xp=-8.0,yg=-4.0 --------
Xg=-10.0,yy=-4.0 --------
0 0
-15 1 1 | | )
-15 10 -5 0 5 10 15
X

Figura 29 — Trajetorias de particulas geradas a partir dos parametros (5.1),
a1 =1,a0=250=4,D=05,g=—1,a0 = 1,7 = 2.5,0p = 0, para diferentes
condicoes iniciais.

Na Figura 30 encontram-se as trajetorias obtidas a partir do conjunto de parametros
(5.4).
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Figura 30 — Trajetorias de particulas geradas a partir dos parametros (5.4),
a1 =1,a0 =250=4,D=0.5,¢g=0.5,00 = 1,7 = 2.5,00 = 0, para diferentes
condicoes iniciais.

Por fim, na Figura 31, observemos as trajetérias obtidas a partir do conjunto de
parametros (5.7).
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Figura 31 — Trajetorias de particulas geradas a partir dos parametros (5.7),
a1 =1,a0 =250=4,D=05,¢g=13, 00 = 1,7 = 2.5,00 = 0, para diferentes
condicoes iniciais.

Temos entdo uma familia de sistemas dindmicos com ruido (descritos pela equagao
de FPNL) que possuem solugoes estacionarias do tipo g-maxent, caracterizadas pelos
parametros n, o, v, 0, D, q,ay,as e b, apesar de termos um campo de drift que nao deriva
necessariamente de um potencial. Podemos interpretar esses resultados, por exemplo,
para o caso em que as variaveis de estado, x e y, poderiam representar esquematicamente
os potenciais de ativagao continuos (sinais de saida) de dois neurdnios conectados por
sinapses assimétricas. As formas para o potencial V' (x) e para o campo de drift K, dadas
pelas equagoes (3.1) e (3.2), podem entdo ser interpretadas, dentro da estrutura usual de
modelagem de redes neuronais, como um sistema de dois neurdnios, onde a energia da
rede, dada por

V(iB) = Z Qi3T5 (5].2)
ij
tem apenas os termos de auto-interagao, e o drift, expresso na forma

K,J(QZ) = Z Cij Ty, (513)
j

gera interacoes assimétricas entre os dois neurdnios. Como os termos de auto-interagao
sao tais que a; # as, estamos de fato considerando um sistema de dois tipos diferentes
de neurénios, conectados por sinapses assimétricas, que sao suposicoes biologicamente
realistas. Como K nao deriva de um potencial, este sistema de dois neurénios nao obedece
necessariamente a restrigdo da simetria descrita pela equagao (1.10), que é semelhante &
condicao de simetria padrao em redes neuronais. As Figuras 29-31 mostram que as funcoes
de ativagao dos dois neuronios espiralam até atingir ciclos limites, de modo que, em uma
situagao de equilibrio estacionario, os valores de ativagao dos dois neurénios giram no
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plano (z,y) do espago de fase, seguindo uma orbita eliptica. A presenga destes ciclos
limite constitui uma manifestacao notavel dos novos tipos de dindmica que emergem das
interagoes assimétricas. Isso se contrasta com os modelos usuais de redes neuronais, como
o de Hopfield e Méquina de Boltzmann, onde o sistema converge para estados atratores
estacionarios, que sao pontos fixos no plano (z,y).



81

CONCLUSAO

Neste trabalho, estudamos o comportamento de solugoes dependentes do tempo de
uma equacao de FPNL, dotada de forcas rotacionais e forcas derivadas de um potencial
assimétrico. A equagao de FPNL considerada possui uma nao-linearidade no termo de
difusao: em contraste com a equagao linear de Fokker-Planck padrao, o operador lapla-
ciano que aparece no termo de difusao da equacao de FPNL age sobre uma poténcia da
densidade F'(x,t). Além deste termo de difusao, a equagao de FPNL possui um termo de
drift linear caracterizado por um campo de drift K(x). Este campo, por sua vez, tem
duas componentes: um termo de forga rotacional e um componente de forca dado por
menos o gradiente de uma fungao potencial V' (x). Consideramos sistemas bidimensionais
onde a fung¢ao potencial V' é uma fun¢ao quadrética assimétrica (isto é, sem simetria ro-
tacional) das coordenadas espaciais x e y. A inclus@o de um potencial assimétrico estende
e generaliza um trabalho anterior [23], no qual solugoes explicitas, dependentes do tempo
foram obtidas apenas para potenciais simétricos. As solu¢oes que investigamos sao semi-
analiticas. A dependéncia espacial das solugoes F'(z,y,t) é analitica, no sentido de que
é dada por um ansatz com uma dependéncia analitica explicita de F' sobre as variaveis
espaciais = e y. Este ansatz tem uma forma ¢-gaussiana bidimensional que consiste de
uma g-exponencial cujo argumento ¢ uma forma quadratica em x e y. Os parametros que
aparecem nesta forma quadratica, bem como uma constante de normalizacao global mul-
tiplicando esta g-gaussiana, sao dependentes do tempo. Toda a dependéncia de tempo de
F(z,y,t) ocorre através desses parametros. Também obtivemos um conjunto de equagoes
diferenciais ordinérias acopladas que descrevem a evolugao desses parametros dependen-
tes do tempo. Essas equagoes diferenciais nao admitem solugoes analiticas (para ser mais
preciso, nao conseguimos encontrar solugbes analiticas para elas). Consequentemente,
para explorar o comportamento das solugoes ¢-gaussianas, integramos numericamente
as equagoes diferenciais para os parametros, usando os métodos de Runge-Kutta e de
Bulirsch-Stoer.

Apesar de nao ter sido possivel encontrar uma solucao analitica completa para as
equacgoes que descrevem a evolugao dos parametros, conseguimos obter analiticamente al-
gumas informacoes parciais relativas as solugoes. Por exemplo, a preservacao da norma de
F" pode ser expressa como uma integral das equagoes de movimento dos parametros, cuja
constancia no tempo provamos analiticamente. Também determinamos analiticamente
os pontos fixos das equagoes de movimento dos parametros, que correspondem & solugao
estacionaria da equagao de FPNL. Estes resultados analiticos, além do terem um valor
intrinseco, sao tteis para a verificagao dos calculos numéricos.

As equagoes de FPNL com forma de lei de poténcias sao ferramentas tteis no estudo
de diversos sistemas complexos. Elas estao intimamente relacionadas a termodinamica es-
tatistica generalizada, baseada nos funcionais entrépicos nao-aditivos. De fato, a conexao
entre a dinamica nao-linear de Fokker-Planck e as g-entropias demonstrou ser bastante
frutifera, ajudando a realizar varias aplicagoes interessantes da termoestatistica baseada
em S, a sistemas complexos incluindo a recente confirmacao, no estudo de meios granu-
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lares, de uma previsao feita por Tsallis e Bukman ha mais de 20 anos [29]. Esperamos
que os resultados aqui reportados ajudem a desenvolver outras aplicagoes da equacao de
FPNL e suas conexoes com a termoestatistica baseada em S,,.

Com os resultados obtidos, estendemos aspectos relacionados a S;, da equagao de
FPNL em (pelo menos, tentamos fazer pequenas incursoes em) varias diregoes que foram
relativamente inexploradas até agora:

e Consideramos solugoes g-gaussianas para uma equacao FPNL com forgas rotacio-
nais. Esta linha de pesquisa tem sido amplamente inexplorada, sendo que os pri-
meiros resultados tém sido relatados apenas recentemente [23.

e Exploramos a combinagao de forcas rotacionais com um potencial assimétrico, es-
tendendo assim os resultados de [23].

e Estudamos em detalhes um problema envolvendo g-gaussianas bidimensionais. A
maioria das aplicagoes anteriores da termoestatistica S; envolvendo g-gaussianas
foca em densidades unidimensionais.

e Investigamos detalhadamente as trajetorias de particulas individuais (considerando
a densidade F'(z,y,t) como uma densidade fisica de particulas que interagem entre
si). A maioria dos trabalhos anteriores se concentram na densidade F' e néo no
comportamento de particulas individuais.

Além dos pontos listados acima, notamos que o formalismo matematico da equagao
de FPNL com forgas rotacionais tem similaridades intrigantes com o formalismo de redes
neuronais com sinapses assimétricas. Isso sugere que esses tipos de rede podem ser can-
didatos interessantes a serem modelados com equagoes de evolugao como as introduzidas
nesta dissertacao. A funcao potencial nao simétrica e o componente rotacional do campo
de drift corresponderiam respectivamente a redes com diferentes tipos de neuronios, co-
nectados por interagoes nao simétricas. Mostramos que estas trajetorias resultantes dos
sinais de ativagao individuais exibem ciclos limites com forma eliptica. O formalismo de
Fokker-Planck talvez possa, assim, fornecer uma abordagem bastante versatil e potenci-
almente 1util para estudar alguns aspectos da dinamica neuronal. Esta abordagem ainda
estd em estigio embrionario e ainda h& muito trabalho a ser feito.

Neste trabalho, investigamos as solucoes dependentes do tempo de uma equagao de
FPNL. Embora este assunto tenha antecedentes e motivagoes nas ciéncias naturais, nos
o tratamos como um problema mateméatico. Esperamos, no entanto, que o presente
desenvolvimento possa servir para a anélise de problemas em fisica ou biologia. A histéria
anterior da linha de pesquisa que conecta a entropia S, e a equagao de FPNL, que comegou
hé mais de 20 anos [19], sugere que nossas expectativas possam se concretizar.
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APENDICE - Programas numéricos

Segue abaixo o procedimento 7%/ escrito em linguagem C, retirado da referéncia 28|,
que executa o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

void
rk4 (float y[l, float dydx[], int n, float x, float h, float yout[], void (*derivs) (float,
float [],
float [1))
{
int i;
float xh, hh, h6, *dym, *xdyt, *xyt;
dym = vector (1, mn);
dyt = vector (1, n);
yt = vector (1, n);
hh = h * 0.5;
h6é = h / 6.0;
xh = x + hh;
for (i = 1; i <= n; i++) yt[i] = y[i] + hh * dydx[il; /* First step. x/
(xderivs) (xh, yt, dyt); /* Second step. dyt = k2/h */
for (i = 1; i <= n; i++) yt[i]l = y[i]l + hh * dytl[il;
(*derivs) (xh, yt, dym); /* Third step. dym = k3/h %/
for (i = 1; i <= n; i++)
{
yt[il = y[il + h * dym[il;
dym[i] = dym[i] + dyt[i]; /* dym = (k3 + k2) / h */
}
(xderivs)(x + h, yt, dyt); /* Fourth step. dyt = k4/h
*/
for (i = 1; i <= n; i++)
yout [i] = y[i] + h6 * (dydx[i] + dyt[i] + 2.0 * dym([il); /* y[i]l] + ( k1 + k4 + 2(k2
+ k3) ) / 6 %/
free_vector(yt, 1, n);
free_vector(dyt, 1, n);
free_vector(dym, 1, n);
} /* end rk4 () */

Seguem abaixo os procedimentos rkgs e rkck escritos em linguagem C, retirados da
referéncia [28|, que juntos executam o método de Runge-Kutta de quinta ordem.
Procedimento rkgs:

void

rkgqs (float y[], float dydx[], int n, float #*x, float htry, float eps,
float yscal[]l, float *hdid, float *hnext,
void (*derivs) (float, float [], float []))

void rkck(float y[], float dydx[], int n, float x, float h,

float ytemp[], float yerr[], void (*derivs) (float, float [], float []));
int i;

float errmax, h, htemp, xnew, *yerr, *ytemp;

yerr = vector(l, n);

ytemp = vector(l, n);

h = htry; /* Set stepsize to the initial trial value. */
for ( 5 ;)

{
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rkck(y, dydx, n, *x, h, ytemp, yerr, derivs); /* Take a step. */
errmax = 0.0; /* Evaluate accuracy. */
for (i = 1; i <= n; i++) errmax = FMAX(errmax, fabs(yerr[i] / yscallil]) );
errmax = errmax / eps; /*Scale relative to required
tolerance. *x/
if (errmax <= 1.0) break; /*Step succeeded. Compute size of
next step. */
htemp = SAFETY * h * pow(errmax, PSHRNK) ; /* Truncation error too large,
reduce stepsize. */
if (h >= 0.0) h = FMAX(htemp, 0.1 * h);
else h = FMIN(htemp, 0.1 * h); /* No more than a factor of 10.
xnew = (*x) + h;
if (xnew == *x) nrerror("stepsize underflow in rkqgs");
} /% end for ( ; ; ) */
if (errmax > ERRCON) xhnext = SAFETY * h * pow(errmax, PGROW);
else *hnext = 5.0 * h; /* No more than a factor of 5
increase. */
*x += (*xhdid=h);
/* xhdid = h
*X = *x + (h); */
for (i = 1; i <= n; i++) y[i] = ytempl[il;
free_vector(ytemp, 1, n);
free_vector(yerr, 1, n);
} /* end rkqgs() */
Procedimento rkck:
void
rkck(float y[], float dydx[], int n, float x, float h, float youtl[],
float yerr[], void (*derivs) (float, float [], float [1) )
{
int ij;
static float a2 = 0.2, a3 = 0.3, a4 = 0.6, ab 1.0, a6 = 0.875,
b21 = 0.2, b31 = 3.0 / 40.0, b32 = 9.0 / 40.0,
b41 = 0.3, b42 = -0.9, b43 = 1.2,
b51 = -11.0 / 54.0, b52 = 2.5, b53 = -70.0 / 27.0, b54 = 35.0 / 27.0,

b61 = 1631.0 / 55296.0, b62 = 175.0 / 512.0, b63 = 575.0 / 13824.0,
b64 = 44275.0 / 110592.0, b65 = 253.0 / 4096.0,
cl = 37.0 / 378.0, c3 = 250.0 / 621.0, c4 = 125.0 / 594.0, c6 = 512.0 /
1771.0,
dcb = -277.00 / 14336.0;
float dcl = cl1 - 2825.0 / 27648.0, dc3 = c3 - 18575.0 / 48384.0,
dc4 = c4 - 13525.0 / 55296.0, dc6 = c6 - 0.25;
float *ak2, *ak3, *ak4, *akb, *ak6, *ytemp;

ak2 = vector(1,n);
ak3 = vector(1,n);
ak4 = vector(1,n);
ak5 = vector(1,n);
ak6 = vector (1,n);
ytemp = vector(1l,n);

for (i = 1; i <= n; i++) ytemp[i] = y[i]l + b21 * h * dydx[il; /* First step. x/
(xderivs) (x + a2 * h, ytemp, ak2); /* Second step. */
for (i = 1; i <= nj; i++) ytempl[il]l = y[i] + h * (b31 * dydx[i] + b32 * ak2[il);
(¥derivs)(x + a3 * h, ytemp, ak3); /* Third step. */
for (i = 1; i <= n; i++) ytemp[i] = y[i] + h * (b4l * dydx[i] + Db42 * ak2[i] + b43 *
ak3[il);

(*derivs)(x + a4 * h, ytemp, ak4); /* Fourth step. x/
for (i = 1; i <= n; i++)

ytemp[i] = y[i] + h * (b51 * dydx[i] + b52 * ak2[i] + b53 * ak3[i] + bb54 * ak4[i]);
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(*derivs)(x + ab * h, ytemp, ak5); /* Fifth step. */
for (i = 1; i <= n; i++)
ytemp[i] = y[i] + h * (b61 * dydx[i] + b62 * ak2[i] + b63 * ak3[i] + b64 * ak4[i] +
b65 * ak5[il);

(xderivs) (x+a6*h,ytemp,ak6); /* Sixth step. */
for (i = 1; i <= n; i++) /* Accumulate
increments with
proper weights. x/
yout[i] = y[i]l + h * (c1l * dydx[i] + c3 * ak3[i] + c4 * ak4[i] + c6 * ak6[i]);

for (i = 1; i <= n; i++)
yerr[i]l = h * (dcl * dydx[i] + dc3 * ak3[i] + dc4 * ak4[i] + dcb * ak5[i] + dc6 * ak6
[i1);

/* Estimate error as difference between fourth and fifth order methods. */

free_vector(ytemp, 1, n);
free_vector(ak6, 1, n);
free_vector (ak5, 1, n);
free_vector(ak4, 1, n);
free_vector (ak3, 1, n);
free_vector (ak2, 1, n);

/% end rkck() */

Segue abaixo o procedimento bsstep escrito em linguagem C, retirado da referéncia

[28], que executa o método de Bulirsch-Stoer.

void
bsstep(float y[], float dydx[], int nv, float *xx, float htry, float eps,

float yscal[l, float *hdid, float *hnext,
void (*derivs) (float, float [], float []))

void mmid (), pzextr();

int i, iq, k, kk, km;

static int first = 1, kmax, kopt;

static float epsold = -1.0, xnew;

float epsl, errmax, fact, h, red, scale, work, wrkmin, xest, test_alf, test_alf2
float *err, *yerr, *ysav, *yseq;

static float a[IMAXX + 1]; /* IMAXX = KMAXX + 1 defined above */

static float alf [KMAXX + 1][KMAXX + 1]; /* KMAXX = 8 defined above *x/
static int nseq [IMAXX + 1] = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18};
int reduct, exitflag = 0;

d_BS = matrix(1, nv, 1, KMAXX);
err = vector (1, KMAXX);
x_BS = vector (1, KMAXX);

yerr = vector (1, nv);
ysav = vector(l, nv);
yseq = vector (1, nv);
if (eps != epsold) /* New tolerance, so reinitialize */
{
*hnext = xnew = -1.0e29; /* Impossible values */
epsl = SAFE1 * eps; /* SAFE1 is a "safety factor" in the stepsize selection
*/
al1] = nseql1] + 1; /* Compute work coefficients A_k. Eq. (16.4.6) Numerical

Recipies */

for (k = 1; k <= KMAXX; k++) al[k+1] = alk] + nseql[k+1]; /* Eq. (16.4.6) Numerical
Recipies */

for (iq = 2; iq <= KMAXX; iq++) /* Compute alpha(k, iq), Eq. (16.4.10)
Numerical Recipies */
{

for (k = 1; k < iq; k++)
alf[k][iq] = pow( epsl, (alk+1] - aliq+1]) / ( (aliq+1] - al1] + 1.0) =* (2%k +
1) ) )
} /* end for iq = 2... */

epsold = eps;
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for (kopt = 2; kopt < KMAXX; kopt++) /* Determine optimal row number for
convergence. *x/
if ( alkopt+1] > alkopt] * alf[kopt-1][kopt] ) break;

kmax = kopt;
} /* end if x/

h = htry;

for (i = 1; i <= nv; i++) ysav[i] = y[il; /* Save the starting values. */
if (*xx != xnew || h != (xhnext)) /* A new stepsize or a new integration: */

¢ first = 1; /* re-establish the order window. Eq. (16.4.16) Numerical Recipies */

kopt = kmax;
} /* end if =/

reduct = 0;

for (5 ;)
{
for (k = 1; k <= kmax; k++) /* Evaluate the sequence of modified midpoint
integrations. */
{
xnew = (*xx) + h;
if (xnew == (*xx)) nrerror ("Step size underflow in bsstep.");

mmid (ysav, dydx, nv, *xx, h, nseqlk], yseq, derivs); /* yseq =y (*xx + h), is
output
estimate from midpoint method */

xest = SQR( h / nseqlk] ); /* Squared, since error series is even. */
pzextr (k, xest, yseq, y, yerr, nv); /* Perform extrapolation of y values obtained
from

midpoint method for different values of step sizes.
yseq = y (*¥xx + h) and y = y(h/nseq[k]) = y(xest)
is output, so that stepsize tends to
zero. */

if (k !'= 1) /* Compute normalized error estimate eps (k). */
{
errmax = TINY;
for (i = 1; i <= nv; i++) errmax = FMAX(errmax, fabs(yerr[i] / yscallil) );
errmax = errmax / eps; /* Scale obtained error relative to required error (
tolerance). */
km = k - 1;
err [km] = pow( errmax / SAFE1, 1.0 / (2 * km + 1) ); /* Eq. (Eq. 16.4.17)

Numerical Recipies */

} /* end if */

if ( k '= 1 && (k >= kopt-1 || first) ) /* In order window. */
{
if (errmax < 1.0) /* Obtained error is less than required error. Converged.
*/
{
exitflag = 1;
break; /* exit loop for (k = 1; k <= kmax; k++) */
} /* end if */
if ( k == kmax || k == kopt + 1 ) /* Passed convergence column. Check for
possible

stepsize reduction. x/
{
red = SAFE2 / err[km];
break; /* exit loop for (k = 1; k <= kmax; k++) */
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else
if (k == kopt && alf[kopt-1][kopt] < err[km]) /* (Arrived at convergence
column, km = kopt-1.
Test criterium in Eq. 16.4.15) x/

{
red = 1.0 / err[km];
break; /* exit loop for (k = 1; k <= kmax; k++) */
} /* end if x/
else
if ( kopt == kmax && alf[km][kmax - 1] < err[km] ) /* 7?77 (Convergence

column is kmax.
Test criterium in Eq. 16.4.15) */

{
red = alf[km][kmax - 1] * SAFE2 / err[km];
break; /* exit loop for (k = 1; k <= kmax; k++) */
} /* end if */
else
if (alf[km][kopt]l < err[km]) /* 7?77 (k = kopt, test criterium in Eq.
16.4.15) */
{
red = alf [km][kopt - 1] / err[km];
break; /* exit loop for (k = 1; k <= kmax; k++) */
} /* end if */
} /* end if In order window */
} /* end for (k = 1; k <= kmax; k++) Evaluate the sequence of modified midpoint

integrations. */

if (exitflag) break; /* exit loop for ever. */
red = FMIN(red, REDMIN); /* Reduce stepsize by at least REDMIN and at most REDMAX.
*/
red = FMAX(red, REDMAX);
h = h * red;
reduct = 1;
} /* end for ever. Try again. x/
*XX = Xnew; /* Successful step taken. */
*hdid = h;
first = 0;
wrkmin = 1.0e35; /* Compute optimal row for convergence and corresponding stepsize.
*/
for (kk = 1; kk <= km; kk++) /* Eq. (16.4.9) Numerical Recipies */
{
fact = FMAX(err[kk], SCALMX);
work = fact * alkk+1]; /* Eqs. 16.4.7 and 16.4.5 Numerical Recipies */
if (work < wrkmin)
{
scale = fact;
wrkmin = work;
kopt = kk + 1; /* optimal row for convergence */
} /* end if */
} /* end for x/
*hnext = h / scale; /* Eq. 16.4.5 and Eq. 16.4.17 Numerical Recipies */
if (kopt >= k && kopt != kmax && !reduct)
{ /* Check for possible order increase, but not if stepsize was just
reduced. */
fact = FMAX( scale / alf[kopt-1][kopt], SCALMX);
if ( alkopt+1] * fact <= wrkmin ) /* Eq. 16.4.13 */
{
*hnext = h / fact; /* Eqs. 16.4.14, 16.4.17 and 16.4.5 Numerical Recipies
*/
kopt = kopt + 1;
} /% end if x/
} /% end if x/
free_vector(yseq, 1, nv);

f

ree_vector (ysav, 1, nv);
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free_vector (yerr,
free_vector (x_BS,
free_vector (err,

free_matrix (d_BS,

1, nv);

1, KMAXX);
1, KMAXX);

1, nv, 1,

KMAXX) ;
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