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RESUMO

MORGADO, 1. Métodos miméticos aplicados em equacgoes diferenciais parciais. 2019. 92
f. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matemaética e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

Neste trabalho serda estudado o Método Mimético de Castillo-Grone aplicado a
um problema hiperbdlico, unidimensional sobre malha escalonada homogénea. Este mé-
todo baseia-se no Método de Diferencas Finitas na elaboracao da malha discreta, mas
diferencia-se na elaboracao do operador diferencial, que, em particular, é formulado para
que as caracteristicas da mecéanica do continuo sejam preservadas. Esta formulacao per-
mite que este operador seja aplicado a problemas onde o Método de Diferencas Finitas nao
obtém convergéncia satisfatoria e nem permite um tratamento das condicoes de fronteira
efetivo. Para validagao sera modelado o problema da corda eléstica com extremidades
fixas atendendo as condi¢oes de contorno de Dirichlet e Neumann. Sera estudado tam-
bém o comportamento da alteracao da resolucao da malha temporal e espacial utilizando
um esquema de diferengas espacialmente centralizado e progressivo no tempo (FCTS).
Dadas as caracteristicas oscilatorias, para malha temporal utilizamos um modelo do tipo
Leapfrog. Um estudo comparativo com o Método de Diferencas Finitas e a solugao ana-
litica seré apresentado. O MMCG demonstrou convergéncia levemente superior ao MDF
na maior parte dos casos. Além disso apresentamos o formulacao computacional para o
problema, algoritmos e um codigo fonte para ser usado como referéncia.

Palavras-chave: Métodos Miméticos. Equacoes diferenciais parciais. Métodos Numeéricos.

Equacao da Onda.



ABSTRACT

MORGADO, 1. Mimetic methods applied to partial differential equations. 2019. 92 f.
Dissertagao (Mestrado em Ciéncias Computacionais) — Instituto de Matemaética e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

In this work we will present the Castillo-Grone mimetic method that will be ap-
plied to a hyperbolic problem over an uni dimensional, homogeneous and staggered grid.
This method is based upon the Finite Differences Method in grid discretization, but stand
apart in how the differential operator is built, where the continuum mechanics is preser-
ved. This method is applicable in situations where the standard Finite Difference Method
cannot be applied satisfactorily and neither allows a correct handling of boundary condi-
tions. To validate this method we will use an elastic string model with fixed boundaries
satisfying the Dirichlet and Neumann boundary conditions. It will be also studied the
model behavior while changing the grid resolution in time and space. For the time-space
discretization it will be used a Forward-Time Central-Space (FTCS) model. Given the os-
cillatory behavior, it will be used a Leapfrog model in the time discretization. An analysis
will be done, comparing the Castillo-Grone Mimetic Method, the Finite Difference and
the analytical solution. In this analysis the Castillo-Grone method has shown slightly
better results in most of the analyzed cases. Besides that we also present a computational
formulation with algorithms and a source code to be used as reference.

Keywords: Mimethic methods. Partial differential equation. Numerical methods. Wave

equation.
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INTRODUCAO

Na natureza ocorrem diversos fenémenos que tentamos representar através da lin-
guagem matemaética, sendo modelados através do uso de equagoes diferenciais parciais
(EDP). Estas equagoes sao caracterizadas por apresentar a derivada da fungao solugao

como parte de seus termos. Por exemplo a equacao

0%u (x,t)

BT = *V%u (x,1) (1)

descreve a propagacao da onda wu(x,t) sobre um meio com velocidade constante ¢ em
funcao do tempo t e de uma posi¢ao X no espaco.

Resolver a EDP (1) em questao, significa encontrar uma fun¢ao u que satisfaga a
igualdade apresentada. A demonstragao da obtengao dessa funcao pode ser encontrada

em lorio (2010) e ¢ dada por
u(z,t) = @z + ct) + Y(x — ct). (2)

Considerando as fungoes ¢ e ¥ que compdem a solugao geral u como sendo curvas

do tipo senoidal, a equagdo (2) torna-se

ul(, 1) = sen (x + ct) —2k sen (x — czﬁ)7 3)

que é representado por duas ondas senoidais com metade da energia inicial cada, veloci-
dade constante e movendo-se em diregoes opostas.
Por outro lado, em uma grande familia de problemas a solugao analitica pode ser

extremamente complexa ou ainda pior, inexistente. Por exemplo, em

0%u (x,t)

52 AV (x,t) + F (x,1), (4)

onde F' é uma funcao qualquer. Para um grande conjunto de func¢oes F', principalmente
quando F' nao atende os critérios de integrabilidade, ou u nao é suficientemente continua,
as solugoes analiticas podem nao existir.

Para estes casos, métodos foram criados para aproximar a solu¢ao de uma equacao
qualquer, ou seja, encontrar resultados que estao proximos o suficiente da solucao analitica,
sem necessariamente conhecer sua solucao, estes métodos sao denominados de métodos
numeéricos.

Um dos métodos numéricos amplamente utilizados ¢ o Método das Diferengas Fi-
nitas (MDF), que foi introduzido por Lewy, Friedrichs e Courant (1928) e amplamente

discutido posteriormente com exemplos emblematicos em Trefethen (1996), Hyman e Lar-
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routurou (1992), Yee (1966), Reynolds (1978) e Shashkov (1996).

O MDF é construido a partir da discretizagao do operador diferencial analitico
sobre uma malha pontualmente discretizada. Estas técnicas permitem aproximar-se do
resultado analitico para uma dada precisao desejada, mas quanto mais preciso, mais caro
computacionalmente o problema se torna. Infelizmente estas discretizagoes normalmente
apresentam artefatos numéricos de natureza nao fisica que podem dar origem a solugoes
oscilatérias ou relacionadas com a propagacao do erro no passo temporal, por isso se
faz necessaria uma anélise aprofundada das condigoes de convergéncia, estabilidade e
consisténcia de um dado modelo.

No caso da existéncia de descontinuidades na solu¢ao de uma EDP foi desenvolvido
o Método de Volumes Finitos, que é baseado na forma integral ao invés da equacao
diferencial. Ao invés de tomar pontos discretizados em uma malha, utiliza-se de células
sobre a malha que aproximam a integral total de uma funcao f sobre um determinado
intervalo na malha utilizando a média de uma célula, detalhes dos volumes finitos aplicados
a problemas hiperbdlicos pode ser visto em LeVeque (2002).

Em geral quando uma forma variacional do problema é apresentada, o uso do
Método dos Elementos Finitos pode ser aplicado, que normalmente resulta num sistema
de equagoes algébricas, onde a quantidade de equagoes esta diretamente ligada aos graus
de liberdade do modelo relacionado. Estas equacoes que buscam minimizar o erro do
sistema algébrico com relagao a func¢ao que ele aproxima(BATHE; WILSON, 1976).

Os Métodos Miméticos de Castillo-Grone (MMCG) estéao inclusos na categoria de
métodos de diferengas finitas, sendo sua principal caracteristica ser baseado na construcao
de um operador matemético que modela a mecanica do continuo do sistema fisico, isto
é, propoe-se a modelar as leis fisicas constituintes como a lei de conservagao de energia
mimetizando as restri¢coes das leis fisicas. O MMCG baseia-se numa extensao do teorema
da divergéncia de Gauss e utiliza-se deste para impor as condi¢oes dos operadores dife-
renciais do continuo e das integrais de fluxo, sendo vélidos invariavelmente em modelos
de até trés dimensoes (CASTILLO; MIRANDA, 2013).

O principal ponto de diferenca é que os métodos tradicionais discretizam o pro-
blema e somente entao verificam sua estabilidade. O MMCG busca operadores que sejam
intrinsecamente estaveis pois sao limitados pelas leis que regem o problema continuo, e
este processo diretamente contribui para a estabilidade.

E importante ressaltar que no MMCG devemos discretizar o problema fisico como
um todo baseando-se na teoria do continuo que formula o problema, e por outro lado,
os métodos tradicionais preocupam-se somente em discretizar o operador. Consequen-
temente é muito provavel que se o problema colocado for estavel, seu analogo mimético
provavelmente sera.

Os MMCG tiveram sua primeira apresentacao no artigo “A matrix analysis approach

to higher order approximations for divergence and gradients satisfying a global conservation
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law” (CASTILLO; GRONE, 2003). Foi utilizado para malhas nao retangulares (BREZZI,;
LIPNIKOV; SHASHKOV, 2005), nao uniformes unidimensionais (BATISTA; CASTILLO,
2009) e bidimensionais (CASTILLO et al., 1995), em discretizagdes de alta ordem com
formulagoes regulares ou compactas(ABOUALI; CASTILLO, 2012).

Foi aplicado em problemas encontrados na sismica como a propagacao de ondas
acusticas 2D (CORDOVA et al., 2014), ondas Rayleigh com baixa dispersividade (RO-
JAS et al., 2013) e propagacao em modelos com rupturas e fricgado (ROJA et al., 2007)
(ROJAS et al., 2009), modelagem sismica anisotropica viscoelastica 3D (FERRER. et
al., 2014) e simulagao de cenarios de sequestramento de carbono(SANCHEZ; PAOLINT,;
CASTILLO, 2014). Também utilizado em problemas de processamento de imagens e visao
computacional (BAZAN et al., 2011).

O objetivo principal desta dissertacao é construir um texto que introduza o MMCG
de forma didatica e gradual desde sua concepgao teoérica sobre malhas ortogonais regulares
unidimensionais, a construcao dos operadores gradiente, divergente e laplaciano; demons-
trar um algoritmo funcional, bem como um coédigo fonte capaz de reproduzir o algoritmo
usando a linguagem de programacgao Python; modelar um problema hiperbélico e para
validar todas as etapas citadas acima e compara-lo com a solugao baseada no Método de
Diferencas Finitas.

Esta abordagem foi tomada por diversos motivos: o primeiro deles é que muitos
dos artigos referenciados dao enfase a uma parte ou outra do método sem haver em
um Unico material com todo o processo, isso dificulta a compreensao pois muitas vezes
os exemplos trabalhados entre os diversos artigos sao diferentes e em muitas vezes a
notacgao nao é consistente. O segundo motivo é a inexisténcia de material deste tépico
em portugués e pode se tornar uma referéncia para alunos lus6fonos interessados em
modelagem matemaética, principalmente alunos de curso de graduacao. Assim sendo este
material foi dividido em seis capitulos e trés apéndices.

O Capitulo 1 apresenta os operadores miméticos, suas condi¢oes bem como apre-
senta o processo de construgao dos operadores ea modelagem dos operadores miméticos e
suas caracteristicas.

O Capitulo 2 apresenta a forma computacional de obtencao do mesmo operador
mimético apresentado no Capitulo 1 e assim sendo uma base necessaria para preencher
algumas das lacunas na passagem entre o modelo algébrico e o modelo computacional.

O Capitulo 3 apresenta a modelagem de um problema hiperbodlico utilizando os
métodos miméticos. Alguns conceitos apresentados anteriormente foram reintroduzidos,
mas neste capitulo um cuidado especial foi dado para que toda notagao apresentada
seja estritamente relacionada com o problema proposto evitando eventuais confusoes em
nomeclaturas.

O Capitulo 4 apresenta os resultados obtidos no capitulo trés e compara o método

mimético de Castillo-Grone com o MDF.
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Os Capitulos e apresentam resumidamente as conclusoes e topicos para serem
trabalhados no futuro.

Os apéndices foram divididos em trés partes, o apéndice A apresenta alguns teore-
mas que sao utilizados durante a elaboracao do operador e o apéndice B apresenta algumas
demonstragoes de afirmacoes feitas durante o texto. Estas partes foram separadas para
tornar a leitura do texto mais direta.

O apéndice C apresenta uma uma implementacao referéncia em Python 3, que é
totalmente funcional, que apesar de nao otimizada pode ser um ponto de partida para im-

plementagoes futuras, otimizacoes e reescrita em outras linguagens como C ou Fortran.
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1 OPERADORES MIMETICOS

Iremos nas proximas sessoes demonstrar como obter operadores miméticos necessa-
rios para resolver equagoes diferenciais numericamente. Um grande nimero de equagoes
diferenciais sao criadas usando operadores diferenciais de primeira ordem: divergentes,

rotacionais e gradientes.

1.1 Discretizacao do dominio: A Malha Escalonada Uniforme

Unidimensional

Como nao computacionalmente possivel representar as noc¢oes de infinitesimal e in-
finito nos computadores, é necessario transformar o espago continuo de um intervalo sobre
a reta em uma regiao discreta. Esta transformagcao toma valores de uma fungao continua
em pontos discretos, isto é, sem valores em sua vizinhanga (LIMA, 2012a). Assim, neste
trabalho dada uma funcao qualquer, tomaremos valores desta funcao igualmente espaca-
dos, com espagamento fixo que chamaremos de h, como mostrado na Figura 1. Seja entao
o intervalo M sobre a reta real, dado por M = [0, 1], particionaremos M em N intervalos,
igualmente espagados, com distancia h = %

Cada intervalo [z;, z;41], com 0 < i < N — 1, serd chamado de célula e os extremos
de cada célula serd chamado de nd e indicado pela notagao x;. Em particular, dois nos
(0 e xy) sao especialmente nomeados como nds de contorno, por estarem no extremos do
intervalo. Enderecamos os centros das células por z; L1 que é exatamente o ponto médio
da célula, isto ¢, z; 1 = (@4 2i1) para 0 < i <n—1.

A unido de todos estes nos, células e extremos é chamada de malha intercalada

Figura 1 - Funcao seno discretizada
f(z)

= h f(x) =sinx
Zo T1 T2 Z3 4 Ty Te

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 2 - Malha intercalada uniforme.

vo>Dvev—oDvev—oDvev v—Dvé+-v
—h —
o T1 Tl X3 Ty Tz T3 TN-1 N-3 TN
2 2 2
I f f f I f
Gf\ Gf\ JGf\ JGf Gfx G

Legenda: Malha intercalada uniforme (M), discretizada em N partes igualmente
espagadas (h), onde v é calculado nos nos (mostrados como um circulo

vermelho) e f é calculado nos centros das células e nos pontos de
contorno(mostrado como um quadrado azul).

Fonte: O autor, 2019.

uniforme. Chamamos de intercalada® pois queremos aproximar as derivadas dos valores
nos centros das células com valores em seus nos (e vice-versa), conforme podemos ver na
Figura 2.

Tomaremos entao duas fungoes v(z) e f(x) sobre o intervalo M, onde v(z) é uma
fungao vetorial avaliada sobre os nos do intervalo e f(z) uma fungao escalar calculada nos
centros das células e nos nos de contorno (veja Figura 2).

Para simplificar nossa notacao consideraremos os vetores v e fg, dados por:

v = (v(wo),v(x1), . .., v(Ta 1), v(zn))",

fo = (F(20), f(@1)2), f(@apa)s s F(@nje), fl@a)) - (5)

Assim sendo, v representa os valores de v(z) em cada no6 e tem dimensao N + 1.
Da mesma forma fg, representa o valor de f no centro de cada célula e na regiao de
contorno, que por sua vez tem dimensao N + 2.

Iremos representar o operador do divergente como D e o operador gradiente como
G. D é atribuido ao centro da célula e é calculado com os valores de v obtidos pelos
valores dos nés. Em contrapartida G é atribuido aos nos e calculado pelos valores f
obtidos dos centros das células e dos pontos de contorno. Em outras palavras D mapeia
os nos aos centros das células e G mapeia dos centros das células e pontos de contorno

nos nos (veja Figura 2).

I Podemos utilizar de forma equivalente a intercalada os termos intercalada ou deslocada. Neste tra-
balho optamos utilizar o termo intercalada por ser uma traducao direta do inglés staggered. Nao foi
encontrada na literatura em portugués referéncias a este tipo de malha.
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Queremos que os operadores diferenciais criados nao sejam somente aproximagoes
baseadas nos valores vizinhos, mas também que possuam propriedades adicionais que

sejam matematicamente consistentes. Estas sao:

CM.1 A derivada da funcao constante deve ser zero;

CM.2 O Teorema Fundamental do Calculo deve ser satisfeito:
Yd
| gtz = £1) - 50 (6
o dr
CM.3 Integragao por partes deve ser satisfeita:

[ e [ e =ems) - w0 50). g

Chamamos estas de condigoes miméticas (CM) e sao necesséarias para que um
operador seja definido como mimético (CASTILLO; GRONE, 2003). Tomando a derivada
baseando-se nos pontos vizinhos da malha intercalada obtemos os seguintes operadores

discretos, baseado nas diferencas finitas centrais:

DUH%:WWG 0,N — 1], (8)

Gfi:L}L‘}Ci‘%vz'e[1,N—1]. (9)

Nos nés de contorno calculamos G f baseado nas diferencas finitas laterais como

G fo= f;;fo) (10)
2

Gpy= T (11)

|

Nestas aproximagoes o erro da diferenca central é da ordem O(h?) e da lateral é
O(h), como demonstrado em Trefethen (1996) e Shashkov (1996).

Como D e G sao operadores lineares podemos entao representa-los como matrizes
D e G, aplicadas sobre os vetores v e g, respectivamente, onde D tem dimensoes N x N+1
¢ G tem dimensoes (N + 1) x (N + 2). Estas dimensoes permitem a composigao dos
operadores para obter operadores diferenciais de segunda ordem que mapeiam funcoes
sobre os pontos dos nés e dos extremos em pontos nos centros das células.

Desta forma, D ¢ um mapa linear RV *! — RY

(D)NXN+1 (V)N+1><1 =(Dv)y- (12)

Fazendo com que D v represente a aproximacao discreta do operador divergente V - v, ou
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na forma matricial como

-1 1
-1 1
-1 1
p_l (13)
h
-1 1
-1 1
-1 1
Da mesma forma, a matriz G é um mapa linear RV*2 — RV+!
(G)(N+1)><(N+2) (fcb)(N+2)><1 = (G fcb)(N+1)><1 ) (14)

que aplicado sobre f.}, representa a aproximagao discreta do operador gradiente V f, isto

é G f., = V[, assim reescrevemos a matriz G como

(15)

> -

Repare que a primeira e dltima linha de G, tem agregada a condigao de contorno

do gradiente conforme definido em (10) e (11).

1.2 Condigoes miméticas

A representacao na forma matricial, mesmo ja incluidas as condi¢oes de contorno
nao sao suficientes para a construcao dos operadores miméticos. Devemos também adi-
cionar as condi¢oes miméticas definidas em CM.1, CM.2 e CM.3, como discutido a

seguir.
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1.2.1 CM.1: Mimetizando a derivada da funcao constante

O primeiro critério que deve ser satisfeito é que a derivada de uma fungao constante
deve ser zero, conforme definimos em CM.1. Seja uma fungao N-dimensional represen-

tada pelo vetor

1=(1,1,...,1)" erRV (16)
entao a condicao CM.1 discretizada pode ser escrita como

D1 =0. (17)

Esta equagao equivale dizer que a soma de todos elementos das colunas de cada linha de

D deve ser zero. Equivalentemente,
G1=0. (18)

Podemos perceber que ambos operadores matriciais D e G gozam desta proprie-

dade, como podemos ver em (13) e (15). Assim, satisfazem a primeira condigado mimética.

1.2.2 CM.2: A versao discreta do Teorema Fundamental do Célculo

A segunda condicao representa uma equivaléncia discreta do Teorema Fundamental
do Calculo. Para tal precisamos definir a integral sobre uma malha discreta. Iremos
utilizar duas estratégias, uma para aproximar a integral de uma funcao definida nos
centros das células (fep,), outra para aproximar a integral da fungao definida nos nos (v).

Usaremos a notagao (-,-) para representar o produto interno euclidiano que apa-
rece de maneira natural ao tomarmos a aproximagao discreta da integral como veremos.
Equivalentemente podemos utilizar uma multiplicagao vetorial fazendo (a,b) = b’a por
construcao.

Para as fungdes f(x) definidas nos centros utilizaremos a regra do ponto médio

(conforme Figura 3b) que é dada por:

JRCEED SR RN} (19)

Da mesma forma a operacao Dv também é mapeada nos centros das células.
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Utilizando a mesma férmula obtemos:
N—-1

L d Vi — U;
/0 —-v(x)dz ~ (Dv,h1) = MTDv = ; %h — vy —vo=0v(1) —v(0).  (20)

Note também que o operador D em conjunto com a regra do ponto médio para
integracao numeérica satisfaz exatamente a versao discreta do Teorema Fundamental do

Calculo. Iremos entao expressar esta condicao de forma matricial como
h1'D = (-1,0,---,0,1), (21)
o que implica em

(Dv,hl) = vy —vy Yo € RV (22)

que equivale a restringir as somas das colunas de A D sendo iguais a (—1,0,...,0,1), que
¢ verdadeiro para D apresentado em (13).

Como para a func¢do v(x) mapeada aos nés da malha é mais conveniente utilizar
a regra trapezoidal (mostrada na Figura 3a) de integra¢ao numérica(CONTE; BOOR,
1980) dada por

/01 v(x)dr ~ ‘ % (Vi1 + vi) h. (23)

2 2 2

i=1

— 1 1 1 1
Z 5 (Ui—l—l — Uz‘) h = (-UO + - (vi-l-l — Ui) + —Un> h = <V, h].)p (24)
com P sendo a matriz de pesos associada ao produto interno ponderado® dada por
1 1 (N+1)x(N+1)
P =DIAG 5,1,1,...,1,175 €R . (25)

Da mesma forma o operador G é mapeado aos nos do intervalo discreto, por isso
também usaremos a integragao numérica pela regra do trapézio assim como foi feito com

a fungao v(z). Desta forma obtemos

(Gfep, hl)p = h1"P Gt = fnv — fo. (26)

2 O produto interno ponderado é introduzido com mais detalhes no apéndice A.1.



24

Figura 3 - Comparacao entre os métodos de integragdo numérica na malha intercalada

Y y=fz) y y=flz)
x xT
22 2 2 2 2 2 22 w2 2 2y R Ry 2 @ -
4 < 5. P 4 < ? L o @
R o e R R
< <

(a) (b)

Legenda: A Figura (a) mostra os poligonos utilizados para a integracao numérica
através da regra do trapézio. A Figura (b) mostra os retangulos utilizados
para a regra do ponto médio calculados nos centros das células da malha
intercalada.

Fonte: O autor, 2019.

Expressando em funcao de P e G, temos
h1*PG = (-1,0,0,...,0,0,1) (27)

demonstrando que h1? P G satisfaz o Teorema Fundamental do Calculo para qualquer fgy,
dado. Esta restricao é equivalente a exigir que as somas das colunas de hP G seja igual
a(—1,0,...,0,1).

Concluindo: com os operadores D e G dados em (13) e (15) respectivamente,

mostramos que
hPG =hD (28)

e que a soma das colunas de hP G e h D resulta em (—1,0,...,0,1), isto é, satisfazem o

Teorema Fundamental do Céalculo.

1.2.3 CM.3: Integracao por partes: Relacionando os operadores D e G

Como ultimo critério a ser satisfeito temos a integragao por partes (ver CM.3)
que relaciona os operadores D e G. O primeiro problema a ser resolvido é a diferenca das
dimensoes de Dv € RN e f, € RV2, conforme mostrado em (13) e (15) respectivamente.

Adicionaremos ao operador D condigoes de contorno de Neumann, isto é, a derivada da
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funcéo v(z) é nula nas bordas,
(29)

Na forma matricial criaremos o operador D que mapeia o operador D ja obtido,

acrescentando as condi¢oes de Neumann, ou seja
D— D (30)

fazendo com que independente dos valores do primeiro e dltimos elementos de v, a sua

derivada é sempre nula. Resolvido o problema de dimensionalidade pois D € RV +2x(N+1)

podemos reescrever a integracao por partes (CM.3), como

<]5Va fen) + (v, Gfep) = onfv — vofo
(Dv, fy,) + (v, G ) = (Bv, fop)

h < (15 el P) v, fcb> = (Bv, fp) (31)

que nos leva a igualdade

. T
n(DrGr)-s

A T 1
com
-1 0 0
0 0 . .o
: 0
0 1

que é a condi¢do mimética para satisfazer a integragao por partes (CM.3). Sendo também
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equivalente dizer que G deve ter a forma:

1.3 Acuracia uniforme em todo dominio

Nesta sessao iremos incluir a acuricia uniforme ao operador em todo dominio, isto
é, a acuracia nos pontos de contorno sera a mesma que a existente nos pontos internos,
assim a acurécia sera a mesma em todos os pontos onde o operador é definido.

Adicionalmente o Método Mimético de Castillo-Grone (MMCG) permite criar ope-
radores discretos que sao uniformemente precisos até a k-ésima ordem, para qualquer k
par. Nas proximas sessoes iremos obter os operadores de quarta ordem, conforme mos-
trados em Castillo et al. (2000), Runyan (2011) e Abouali e Castillo (2012),

Para ilustrar, tomemos como exemplo o operador mimético de Castillo-Grone (que

ainda nao aprendemos a encontrar) de segunda ordem dado pelas matrizes

39 9 3
P = DIAG (g, EIRIERPTR g) e RIWVHDX(N+1) (35)
8 —1
5 3 3
0 -1 1
0 —1 1
-1 1 0
1 0
8



0
-1 1
-1 1
D— % e RAV+2x(N+1)
-1 1
-1 1
0
-1 0 0
0 0
0 0 :
B = . c R(N+2)><(N+1)
0 O
: 0
0 1

é facil ver que
. T
h (D +G P) #+ B.
Por isso definimos a matriz B dada por
. . T
B=h <D +G P) .

Desta forma por defini¢do reescrevemos (31) como

h<(15+(T?.P) v,f>:<f>’v,f>

27

(37)

(38)

(40)

(41)
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que nos da
—1
r _1
8 8
1 1
-5 5 U
~ 0
B= . (42)
1 1
0 -5 3
1 1
0 5 —%
1

Os operadores D e G apresentados possuem acuracia de segunda ordem em todo

dominio (inclusive nas bordas), veremos agora como construir este operador.

1.4 Construindo o operador mimético de Castillo-Grone

A contribuigao de Castillo e Grone (2003)® aos operadores miméticos foi a elabora-
¢ao dos operadores que além de atender as restrigoes das leis fisicas constituintes, possuem
a mesma ordem de acuricia em sua regiao de contorno.

O MMCG, permite construir operadores de ordem arbitraria k, para qualquer k
par (CASTILLO; GRONE, 2017). Neste exemplo construiremos os operadores divergente

e gradiente de quarta ordem (k = 4).4

1.4.1 Esténcil de k-ésima ordem

Iniciaremos elaborando um esténcil que aproxima a derivada em cada ponto de
interesse com precisao arbitraria k, devido a simetria esperada nas formula¢oes miméticas
construiremos coeficientes centrais.

E importante que, como estamos em uma malha intercalada, para obter o operador
gradiente utilizaremos os nés da malha e para obter o operador divergente utilizaremos
os centros das células (veja Figura 2). Por construgao as fungoes vetoriais sao calculados

nos noés e as fungoes escalares sao computadas nos centros das células.

3 A presente sessdo baseia nos algoritmos e técnicas descritas em Runyan (2011) e Sanchez e Castillo
(2013).

4 O codigo fonte em Python pode ser encontrado no apéndice C.
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Aproximaremos as fungoes em torno dos pontos de interesse utilizando as expansoes
de Taylor (LIMA, 2012b), de forma que possamos encontrar a melhor aproximacao dada
a acuracia desejada 5.

Para encontrar os coeficientes de Taylor utilizaremos o método apresentado por
Spitzbart e Macon (1957) e Gregory (1957), que consistem em resolver um sistema linear
cujo a matriz de coeficientes é dado por uma matriz de Vandermonde®.

Desta forma, os coeficientes do esténcil do divergente de ordem 4 da diferencga finita

central é encontrado ao resolver o seguinte sistema linear
Ts =e,, (43)

onde T' é a matriz de Vandermonde cheia gerada pelo vetor g, uma outra forma de escrever

¢ T =V(g), que é dado pelos k pontos vizinhos mais proximos relativos ao ponto que
3 113

20720272
esténcil que queremos encontrar e e, é um vetor na forma que possui 0 em todo lugar,

queremos aproximar, em particular g = ( ) Continuando, s é o vetor do
exceto no indice da fun¢do que queremos calcular, isto é e, = ey = (1,0,0,---), caso
desejemos aproximar a fungao, e, = e; = (0, 1,0, - - -), para o caso de queremos aproximar
a funcdo primeira derivada, e, = ey = (0,0, 1,0, --+) caso desejemos aproximar a fungao
da segunda derivada. E importante notar que neste caso nao é possivel aproximar um
grau de derivada maior do que a ordem do esténcil. Logo para encontrar os coeficientes

do esténcil que aproximam a primeira derivada da funcao com acuracia k = 4, precisamos

resolver

1 1 11 50 0

3 1 1 3

3 T3 3 3 st _ (1 14
97070 Q| =] o ”
(=2)" (=2)" )" (B)7) \ss 0

: s (1 99 1
Cujo a solucao s = (ﬂ, — % 5 —ﬂ).

1.4.2 Operador diferencial central

O préximo passo é construir o operador diferencial. Como estamos interessados

em aproximar as derivadas nos pontos de contorno, devemos comegar por estes pontos.

5 A expansao detalhada da aproximacdo de Taylor para o problema exposto pode ser vista no apéndice
Ad4.

6 A abordagem utilizada relacionada as matrizes de Vandermonde sdo explicadas no apéndice A.2.
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Iremos entao gerar uma matriz D(A) (ou G(B)), cujo a maior parte da sua diagonal

é composta pelos elementos do esténcil obtido, isto é:

D(A) = D . (45)

A*

1
h

As dimensoes da submatriz A (e analogamente B)”, dependem exclusivamente da
acuracia do operador sendo construido. Em geral a submatriz A tem dimensoes k x [,
com [ = %k, que no caso de quarta ordem (k = 4) temos | = 6, entao para o operador D

gerado pelo esténcil s teriamos:

@11 a2 @13 A4 A1z Qe
Q21 QAg22 (A23 QA24 Q25 A2

a31 Q32 a3z aAz4 Q35 Azp

1 |6 aq2 a43 Q44 Q45 G4p
D(A) = h 1 _9 9 _1 (46)
24 s 8 24
1 _9 9 _1
24 8 8 24
1 _9 9 _1
24 8 8 24

A matriz (46) esta sendo representada somente na sua por¢ao superior esquerda,
como vimos anteriormente D(A) € RWV+2x(N+1) " devemos ajustar a submatriz A dentro
de D de forma que D possua as propriedades miméticas e tenha acuracia similar ao
operador nos pontos interiores, que no caso em questao é de quarta ordem.

Os elementos de A ainda devem ser descobertos. Da mesma forma iremos utilizar as
expansoes de Taylor, aplicadas com as matrizes de Vandermonde para encontrar cada uma
das linhas de A. Para a primeira linha em particular queremos encontrar D v ao redor do
indice z s, para tal utilizaremos os [ pontos vizinhos na malha intercalada que contribuem
para o divergente (veja Figura 2), isto é os pontos w1, s, x3, T4, X5, Tg, cujo a distan-
cia relativa ao indice de interesse ¢ dado por (1 — %,2 — %,3 — %,4 — %, 5 — %,6 — %)
(_ % 135709

21313155 5) = g1, nosso vetor gerador, entao precisamos resolver

V(gi1)Ar = ey (47)

" Devido a simetria do operador diferencial D(A), A* é encontrada em conjunto com a matriz A e serd
discutido adiante. O mesmo vale para G(B).
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com
113579
g1 = (—575757 5; 5; 5) (48)
isto é
[ 1 1 1 1 1 ]| 0]
113 s 1 g |0 1
12 2 12 2 32 2 52 2 72 2 92 2 a3 o 49
(-3 ) G 6 G) 3) =10 (49)
1\3  [1\3 (3\3 (5\3 (7\3 [9\3| |%14
(=3 ) G) 6G) @) @) 0
N4 s1vd r3nd 5\Ad A son4| @15
(-3 () G) &) G) () 16 0]

Para simplificar a notagao faremos referéncia a i-ésima linha da submatriz A por
Ai = (@i, Qig, @iz, Qig, Ais, a6) 0 < i < k (50)

Em geral a matrizes de Vandermonde cheias (isto é quadradas) sao nao singulares,
isto é, possuem solugao tnica (MACON; SPITZBART, 1958) (VERDE-STAR, 1988).
Este nao ¢ o caso em (49), pois nao ¢ quadrada®.

Neste caso em particular a solucao para A; é dada por:

a1 —% —1
a19 5—1 5
3
2 —10
AT = "Bl = | 8 | 4 (51)
) 5 )
a14 94 10
15 i -5
Q16 0 1

onde a; é um escalar real qualquer e (—1,5,—10,10,—5,1), é o nucleo de V(g1)A.2.

Faremos o mesmo para as outras 3 linhas de A, isto é Ay, A3 e Ay, com os respectivos

8 No apéndice A.2.1 algumas caracteristicas das matrizes de Vandermonde utilizadas nesta sessdo.
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geradores g;.

AT=[n o5 s o]+a1 [—1 5 —10 10 —5 1] (52)
Ap=[g =28 4 0 0f+a[-15 —10 10 -5 1] (53)
Af=lo & -2 8 ~% o]+as[-15 ~10 10 5 1] (54)
Ar=foo L -2 9 —2ltaf[-15 -10 10 -5 1], (55)

de forma resumida, podemos reescrever como

Ala) =TI+ av’, (56)
com

_uo1wo3 _5 1

12 24 8 24 24

1 9 9 1
mo|2# s s —=2 0 0 (57)

1 1

0 5 —§ & —m O

0o 0 % -3 i %
a = [041 as Qs a4] (58)
u:[—1 5 10 10 -5 1}. (59)

Existe um conjunto infinito de solugoes possiveis para a e consequentemente para
A(a), destes deveremos procurar as submatrizes A(a) que satisfazem as condigdes mimé-

ticas de Castillo-Grone.”.

1.4.3 Contorno mimético

O proximo passo é encontrar os coeficientes a; eq. (58) da submatriz eq. A(«a) (56)
da matriz eq. D(A) (46), que tornam D(A) mimético e preservam a acuracia do operador

em todo dominio.

9 As solucdes para este problema foram encontradas utilizando o software de computacdo simbélica
SymPy (MEURER et al., 2017) baseado na linguagem Python (ROSSUM, 1995).
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1.4.3.1 A derivada deve ser zero para funcao constante

Queremos entao que dada uma fun¢ao constante a derivada seja sempre zero. Re-
presentamos uma funcao constante sobre uma malha discreta como o vetor v cujo todos

os elementos sejam iguais, em particular tomemos

V:[llllll (60)
que quando aplicada sobre a submatriz A, deve ser 0 sempre isto é:

v-A, =0V (61)

que ¢é equivale dizer que a soma das colunas de A deve ser sempre zero.

1.4.3.2 O Teorema fundamental do Calculo deve ser valido

Para que o Teorema Fundamental do Calculo seja verdadeiro, precisamos encontrar

um operador D (ou anélogamente G) que satisfaz:

Dv =1v(1) —v(0) (62)
em particular para a funcao constante discretizada temos

1"D(A(@))=1]-1 0 --- 0 1]. (63)

Tomando a equagao (46), percebe-se que seus pontos interiores sdo simétricos e a
soma de cada linha é 0. Por isso devemos nos preocupar somente com as colunas de D
que também possuam elementos da submatriz A.

Queremos que a soma das [ = 6 primeiras colunas de D(A) sejam (—1,0,0,0,0,0)
que ¢ um dos extremos do intervalo do Teorema Fundamental do Céalculo discreto (o outro
extremo do intervalo é obtido por anti-simetria, como veremos adiante), mas queremos
fazer isso somente em fungao de A sem necessitar de toda matriz D(A).

Queremos entao que a soma das colunas de A seja dada por

1 13 1
1"A=(-1.00——, — —— | =d". 64
(-10.0- 57 1575 ) (69

E interessante notar que os elementos da soma das colunas de D que nao dependem

somente da submatriz A (da coluna 3 & 6), devem ter suas somas compensadas pelos
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valores do esténcil dos pontos internos'?.

Baseado no resultado da equagao (64), devemos entao procurar os coeficientes «;

da submatriz A que satisfazem esta restrigdo. De (56) e (64) temos
1"A(a) =1" (H+a’) =1"I1 + (17a) V7. (65)

Reescrevendo (65) substituindo (64), temos
1711 + (1Ta) v =d”

1T’ =d’ — 171
kv =d" —171IL (66)

pois 17 € R, uma constante diferente de zero (a soma de todos os ;). E demonstrado
em Castillo e Grone (2003) que a equagao (66) nao possui solugao com relagao ao produto
interno padrao. Em particular podemos notar que d — 171l tem elementos somente
em um subespaco de R® enquanto v possui elementos em todo R®, assim é impossivel a
igualdade e é exatamente baseado neste argumento que a demonstracao é apresentada.

Dado esta impossibilidade teremos que procurar outros espacgos onde este produto

interno nos resulte em vetores paralelos. Usaremos entao os conceitos apresentados no

apéndice A.1 para gerar tais produtos.

1.4.3.3 Produtos internos ponderados

Iremos entao construir uma matriz quadrada N x N definida como:

Q = D]AG(QhQQv v ooy Ql—1,5 Gk, ]-a RS 17Q1€7Qk—17 B 7q2aq1> (67)

que chamaremos de matriz de peso.

Desta forma, ao invés de resolver a equagao (63) resolveremos

1TQD(A(04)):% ~10 ... 0 1] (68)

que equivale a resolver a condi¢gao mimética

17QA(a) = d”. (69)

10 Uma abordagem algoritmica sera apresentada no capitulo 2, bem como o codigo fonte deste algoritmo
que é visto no apéndice C.
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Fazendo
'Q=q (70)
podemos reescrever (69) como

q’A(a) =d”
Ala)'q=d (71)

Substituindo com (56)

A(a) q = (HT + VaT) q
=Tq+v (aTq) (72)

aTq é escalar pois a € RM e q € R¥! (k é a ordem de acurécia) definiremos como
afq= A\ (73)
podendo entao reescerver (72) substituindo (73)

Ala)'q=1"q + \v (74)

Iremos reordenar os termos de (74) de forma que possam ser expressos por um

produto de matrizes e também para isolar os termos desconhecidos. Assim teremos

[m~y}k” (75)

que sao as matrizes II” aumentada com o vetor v a direita e o vetor q. Pelo exposto na

eq. (75) e a igualdade (71), temos entdo que resolver
fg=d (76)

com II e q sendo a primeira e segunda matrizes de (75) respectivamente. Dados explici-



tamente no nosso problema por

11 1
~Hl0 00 1 o ~1
17 9 1
s L0 5 N 0
3 9 9 1
s s s mu 10 _ |0
5 19 9 10l BT |21
24 24 8 8 24
1 19 5| | 13
24 8 )\ 12
1 L"" 1
i 0 0 —5 1 | | — 31 ]

A solucao para este sistema é tnica dada por:

~T _ 649 143 75 551 25
aQ = [ﬁ 192 64 576 _13824]
Desta forma encontramos a matriz () e a constante \ sao dadas por:
49 14 1 1 143 64
O prac (819 143 75 551 551 75 143 649
57671927 64" 576 576" 64" 192" 576
e
B 25
13824
Assim como
alq= A\,

podemos escrever

a’q =X\

a7

649 143 75 @] 2

576 192 64 576 s 13824
Q4
649 143 75 551
5760 T 102 T o™ T Ere ™ T 13824

36

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

Esta equacao define a hiper superficie 3D em R* no qual a deve pertencer, desta

forma D(A(«)) é uma familia de 3 parametros.

Em particular se tomarmos

a2:a3:a4:O

(85)

de forma que cada linha exceto a primeira e a tltima sejam as derivadas de quarta ordem
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nas diferencas finitas centrais, teremos

649 25
T, _ " _ Y
C T 6™ T T 1382 (86)
25
= "o o

Assim podemos rescrever (88) como

[ 4751 909 6091  _ 1165 129 _ 25 0 0 0
5192 1298 15576 5192 2596 15576
1
= —3 3 - 0 0 0 0 0
0 = —3 3 -5 0 0 0 0
1 0 0 L -2 g L 0 0 0
D(A) =7 2 18 89 924 1 (88)
hl 0 0 0 = 3 2 - 0 0
0 0 0 0 = -3 g -5 0
0 0 0 0 0 = -2 2 2L
dados
649 143 75 551
_ (922 189 (o ool 89
4 (576’192’64’576) (89)
(§]
Q = DIAG <q1a q27 QS7 q47 17 17 ) 17 17 q47 QS7 q27 ql) . (90)

1.5 Caracteristicas do operador

Adicionalmente as condig¢bes miméticas, existem outras propriedes esperadas que
o operador possua dada suas caracteristicas geométricas.

A primeira delas é que a matriz do operador seja uma matriz esparsa em compa-
racao com a ordem da matriz, visto que somente os valores diagonais e adjacentes serao
diferentes de zero, do contrario o custo computacional do operador sera elevado.

O segundo ¢é que a computacao de uma aproximagcao qualquer é dada somente pelos
pontos vizinhos, assim a matriz do operador é formada em banda.

O terceiro ponto é a similaridade com uma matriz do tipo Toeplitz, isto é, os valores
das diagonais sao repetidos, que pode ser utilizado como uma vantagem computacional,
tanto para armazenamento como para computabilidade.

A quarta caracteristica é a simetria, isto pode ser melhor representado dado uma
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matriz de permutagao de ordem n

0 0 0 1
0 0 10
P,=100 1 00 (91)
0 1 0 0
1 0 0 0]
e um operador mimético M, é verdadeira a equagao:
P,MP,, =—-M (92)

com n e m sendo a dimensao necessaria para que a multiplicagao matricial faca sentido.
Chamamos a matriz que satisfaz a condi¢ao (92) de centro simétrico deslocada.
Assim sendo as caracteristicas esperadas do operador mimético M (divergente ou

gradiente) sdo a saber:

e )M tem soma de linhas zero;

e M tem soma de colunas —1,0,...,0,1;

M é em banda;
e M tem estrutura Toeplitz em suas linhas interiores;

M é centro simétrico deslocada.
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2 ALGORITMOS

Nesta sessao iremos apresentar os algoritmos para resolver alguns dos problemas
encontrados. Estes algoritmos serao utilizados para a elaboragao do programa de compu-
tador capaz de realizar as diferencas finitas através dos métodos miméticos. O algoritmo

¢ dividido nas seguintes partes:
1. Discretizacao do dominio;
2. Célculo do Esténcil (MDF);
3. Calculo do operador de Suporte (MOS); e
4. Calculo do operador mimético de Castilho Grone (MCG).

Iremos apresentar cada um deles de forma objetiva fazendo referéncia aos codigos

fontes do apéndice C e da descri¢cao do método apresentada no capitulo 1.

2.1 Discretizacao do dominio

E necessario que o nimero de pontos discretizados da malha N seja maior que
3k—1, onde k é a ordem do operador. Esta se faz necessaria para que durante o calculo do
operador mimético o sistema linear da submatriz dos pontos de contorno de um dos lados
do intervalo nao se sobreponha ao outro lado do intervalo. No caso exemplo, precisaremos

de uma discretizacao minima de 11 pontos na malha.

2.2 Calculo do esténcil

O esténcil tem como pardmetro a acuracia do operador que pretendemos obter.
Quanto maior acuracia, maior o operador e consequentemente maior o custo computaci-
onal para obter o operador e computar cada passo temporal.

Apesar do MDF permitir a criacdo de operadores de qualquer acuracia, o MMCG
somente existe para valores pares de acurécia, por isso esta restricao deve ser levada em
conta quando gerado o esténcil inicial. Para representar a acuracia (também chamada de
ordem), utilizaremos a constante k, que nao seré alterada durante todo o processo. Ao
expandir nossos exemplos utilizaremos sempre k£ = 4. Pois k£ = 2 é trivial e k£ > 6 cria
operadores demasiadamente grandes para serem confortavelmente apresentados em uma
dissertagao, sem acrescentar em nada no método, visto que os algoritmos neste capitulo

serao generalizados para um k par qualquer.
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Algoritmo 1 - Calcula os pontos vizinhos na malha intercalada.

DOCUMENTACAO
TITULO
Pontos vizinhos na malha intercalada

PROPOSITO
Calcular os pontos em uma malha intercalada vizinhos ao ponto de interessa para

obtengao da aproximacao de Taylor.
ENTRADAS

k: Ordem/Acuréacia do operador
h: Tamanho do intervalo entre pontos

SAIDAS
s: Pontos vizinhos para o operador de ordem k

OBSERVACOES, RESTRICOES, REQUISITOS
Para que o esténcil gerado possa ser transformado em operador mimético de
Castillo-Grone é necessario que a ordem k seja par. Nao iremos colocar esta
restricao no algoritmo para simplificacao mas ela deve constar em qualquer im-

plementagao real.
FIM DOCUMENTACAO

ALGORITMO VETORGERADOR
declarar k£, h,7 numéricos
declarar g vetor

1. 141

2. para z de % até g passo h, fazer

3. | g+

4 | i<+i+1

5. fim para

FIM ALGORITMO

Legenda: O algoritmo apresentado tem como objetivo dados a ordem de acuracia k e o
espagamento uniforme h entre os pontos da malha intercalada, retornar as posicoes
vizinhas a um ponto qualquer para a obtencao das aproximagoes de Taylor para a
derivada.

Definida a ordem, precisamos identificar os pontos na malha que serao os vizinhos
ao ponto sendo calculado na malha intercalada. Tomando a distancia entre pontos como
sendo h (quando representado numericamente utilizaremos a constante h = 1, pois a
malha é uniforme), o operador mimético tem como caracteristica ser centro-simétrico por
isso optaremos por utilizar um estencil de diferencas finitas centrais, para tal obteremos
% pontos a esquerda e % pontos a direita. do ponto de interesse onde estamos calculando
o operador derivada.

Para o caso exemplo o algoritmo 1 nos dé o vetor g = (—3/2 -1/2 1/2 3/2).
O proximo passo é obter os coeficientes do esténcil das diferencas finitas, utilizaremos

a matriz T' = V(g) de Vandermonde cheia gerada pelo vetor g conforme mostrado no
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apéndice A.2. Como queremos obter as aproximacoes da primeira derivada utilizaremos

o vetor resultado o = (O 10 O). Agora precisamos resolver
Ts=o. (93)

Para obter a solu¢ao de (93) podemos utilizar tanto o método dos minimos qua-
drados (detalhado em Trefethen (1997)), como uma solugao simbolica (vistos em Gathen
(2013) e Geddes Stephen R. Czapor (1992)), ambas resultam no mesmo vetor s =
(1/24 -9/8 9/8 —1/24)7 pois T é sempre nao singular (MACON; SPITZBART, 1958)
para qualquer valores de g diferentes entre si. Desta forma computacionalmente obteria-

mos o algoritmo 2.
Algoritmo 2 - Computa o esténcil utilizando as matrizes de Vandermonde.

DOCUMENTACAO
TiTuLO
Estencil de diferencas finitas centrais
PROPOSITO
Obter o esténcil de ordem k das diferencas finitas centrais para a primeira derivada
ENTRADAS
k: Ordem do operador

g: Vetor gerador
SAIDAS

s: Esténcil de ordem k associado a diferenca finita central da primeira derivada
OBSERVACOES, RESTRICOES, REQUISITOS
As fungoes vandermonde e linsolve sao definidas no pacote matemaético.
FIM DOCUMENTACAO
ALGORITMO ESTENCILMDF
declarar k,i numéricos
declarar g, 0, s vetor
declarar 7' matriz
para i de 1 até k | fazer
| se (i # 1), entao
| | 0,0
| senao
| | 0; — 1
| fim se
fim para
T <+ vandermonde(g)
s < linsolve(T', o)
FIM ALGORITMO

© ® N o ok W=

De posse do vetor s podemos entao fabricar a matriz D do operador diferencial

para os N pontos da malha discreta, conforme mostrado no algoritmo 3.
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Algoritmo 3 - Calculo da matriz para esténcil.

DOCUMENTACAO
TIiTULO
Matriz do esténcil de diferencas finitas
PROPOSITO
Obter a matriz do operador diferencial aplicado aos N pontos da malha discreti-

zada.
ENTRADAS

s: Vetor esténcil
N: Ntmero de pontos da malha discretizada

SAIDAS
O: Matriz do operador de diferencas finitas para os N pontos da malha intercalada.

OBSERVAGOES, RESTRIGOES, REQUISITOS
As dimensoes da matriz O de saida dependem diretamente do tamanho do estencil
s e do numero de pontos discretizados N. Para o gradiente temos N = n + 2 e
para o divergente N = n + 1, com n sendo o niimero de nés da malha intercalada.

FIM DOCUMENTACAO
ALGORITMO MATRIZESTENCIL
declarar N,/ numéricos
declarar g vetor
declarar O matriz

1.l < tamanho(g)

2. 0, 0Vi,j|1<i<Nel<j<N+I {Inicializa O}
3. paraidel até N , fazer

4. | parajdel atél, fazer

5o || Oiivg < g;

6. | fim para

7. fim para

FIM ALGORITMO

Legenda: Obtém a matriz baseada no esténcil s para o calculo do operador central das
diferencgas finitas nos N pontos da malha discretizada.

2.3 Calculo do operador de suporte

Devemos entao modificar o operador O obtido no algoritmo 3, de forma que satis-
faca as condi¢oes miméticas em especial nos pontos de contorno. Este método é ligeira-
mente diferente caso desejemos obter o operador gradiente ou divergente, principalmente
por que sao computados em pontos diferentes da malha intercalada conforme mostrado

na Figura 2.
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Operador divergente

Nos pontos interiores o operador O satisfaz as condi¢goes miméticas, mas na borda é

necessario um tratamento adicional. Computaremos as matrizes de Vandermonde nestes

pontos em especial, para as k linhas da borda, serao necessario computar %k colunas,

chamaremos este valor de [ para simplificar, isto é [ = %k: Serao criados entao k vetores

geradores com 1 < j < k, e j o indice para os vetores gerados. Conforme pode ser visto

no algoritmo 4.

Algoritmo 4 - Calcula vetor gerador do operador Divergente no contorno.

DOCUMENTACAO

TiTUuLO
Vetor gerador para o contorno do Divergente

PRrROPOSITO
Calcular o vetor gerador da matriz de Vandermonde associada aos pontos de con-

torno do dominio discretizado.
ENTRADAS

k: Ordem/Acurécia do operador.
l: Namero de colunas da submatriz.
h: Tamanho do intervalo entre pontos
i: Indice do i-ésimo elemento do gerador. 1 <1 <[
j: Indice da j-ésimo vetor gerado. 1 < j < k
SAIDAS
¢’ j-ésimo vetor gerador.
OBSERVACOES, RESTRICOES, REQUISITOS
Para que o esténcil gerado possa ser transformado em operador mimético de
Castillo-Grone ¢é necessario que a ordem k seja par. Nao iremos colocar esta
restricao no algoritmo para simplificacao mas ela deve constar em qualquer im-
plementacao real.

FIM DOCUMENTACAO
ALGORITMO GERADORCONTORNODIVERGENTE

1
2
3
4.
5
6

declarar k,[, h,7, 7 numéricos
declarar g vetor

[+ 3k

141

para de —% até h (l — %) passo h, fazer
| gl x =]

| i+i+1

fim para

FIM ALGORITMO
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Operador gradiente

Os pontos de fronteira do operador gradiente sao obtidas de forma similar, exceto

que, para o primeiro e ultimo pontos da malha o gradiente possui tratamento especial,

assim sendo esta condi¢ao deve ser inserida no vetor gerador. O algoritmo 5 mostra esta

abordagem.

Algoritmo 5 - Calcula vetor gerador do operador Gradiente no contorno.

DOCUMENTACAO

TIiTULO
Vetor gerador para o contorno do Gradiente

PrROPOSITO
Calcular o vetor gerador da matriz de Vandermonde associada aos pontos de con-

torno do dominio discretizado.
ENTRADAS

k: Ordem/Acurécia do operador.
I: Ntamero de colunas da submatriz.
h: Tamanho do intervalo entre pontos
i: Indice do i-ésimo elemento do gerador. 1 <1 </
j: Indice da j-ésimo vetor gerado. 1 < j < k
SAIDAS
¢’ j-ésimo vetor gerador.
OBSERVACOES, RESTRICOES, REQUISITOS
Para que o esténcil gerado possa ser transformado em operador mimético de
Castillo-Grone ¢ necessario que a ordem k seja par.

FIM DOCUMENTACAO
ALGORITMO GERADORCONTORNOGRADIENTE

declarar k[, h,i, j numéricos

declarar g vetor

I+ 3k

g1 <0

i+ 2 {0 lago para comega no segundo elemento}
para z de % até h (l — %) passo h, fazer

| gl

| i+ i+1

fim para

FIM ALGORITMO
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2.3.1 Esténcil na borda

Sanchez e Castillo (2013) mostram que é necessario computar somente os d primeiro

pontos de contorno, onde d ¢ a dimensao do nticleo (nulidade) da matriz de Vandermonde!*

gerada pelo primeiro ponto de contorno. Para o gradiente o posto é d = g e para o

divergente d = g — 1. Que no nosso caso temos dg = 2 e dp = 1, como pode ser visto no

algoritmo 6.
Algoritmo 6 - Calcula o esténcil na borda do operador.

DOCUMENTACAO
TiTuLO
Esténcil nos pontos de contorno para o Divergente

PROPOSITO
Calcular os coeficientes de Taylor para os pontos do contorno do operador diver-

gente.
ENTRADAS

k: Ordem/Acurécia do operador.

h: Intervalo entre pontos.

d: Dimensao do ntiicleo da matriz de Vandermonde associada ao contorno.
g: Matriz dos geradores da matriz de vandermonde dos pontos do contorno.
i: Contador auxiliar.

1: Vetor auxiliar.
SAIDAS

Pi: Estencil da borda do operador.

Nu: Nucleo da matriz de Vandermonde associada ao esténcil do contorno.
Fim DOCUMENTACAO

ALGORITMO CONTORNODIVERGENTE
declarar k, h,7,d numéricos
declarar g matriz

declarar II matriz

declarar v matriz

d=%-1

o = VetorSeletor(k + 1)

g = GeradorContornoDivergente(k, h)
para i de 1 até d , fazer

|V « Vandermonde(g')

| r <« linsolve(V,0)

| linha;(IT) = r

| linha;(v) = Nucleo(V)

fim para

FIM ALGORITMO

© o NS oW N

1A demonstracdo pode ser vista em A.2.1.
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2.4 Condigoes miméticas

Obtemos os elementos da matriz II (da equacdo (57)) que diferem do esténcil
padrao do operador de diferencas finitas centrais ao utilizar o algoritmo e o nicleo v
pelo algoritmo 6. Estamos proximos de construir a matriz que seré o operador definitivo,
mas antes precisamos forgar as condi¢oes miméticas no operador de forma que satisfacam
CM.1, CM.2 e CM.3, para tal devemos entao encontrar os coeficientes o (58) corretos
de A(a). Tal sistema nao possui solucdo, construiremos entdo um sistema linear que
coloca os valores conhecidos separado dos desconhecidos como mostrado na equagao (75).
Vamos direto a construcao deste sistema, pois todo desenvolvimento ja foi realizado no
capitulo 1. Para tal devemos resolver o sistema linear II§ = d. Podemos obter II através
do algoritmo 7, e para garantir as propriedades miméticas encontraremos o vetor d pelo
algoritmo 8.

Uma vez definidos todas as fungoes, o codigo principal para o calculo do operador
¢ dado pelo algoritmo 10.

Obtidos II e d, nos resta resolver o sistema linear de forma que os pesos ¢; € A sejam
encontrados. Com estes poderemos obter os «; que preservam as propriedade miméticas

e obter a submatriz A («) através do algoritmo 9 para o operador desejado.



Algoritmo 7 - Construcio da matriz II.

DOCUMENTACAO

TiTuLo
Construcao da matriz II
PROPOSITO

47

Construir a matriz Il que sera utilizada para encontrar os pesos para satisfazer a

condi¢cao mimética.
ENTRADAS
II: Submatriz com o esténcil de borda
v: Ntucleo da matriz de Vandermonde da borda

s: Esténcil de diferencas finitas
SAIDAS

II: Matriz estendida com o ntcleo

FIM DOCUMENTACAO
ALGORITMO MATRIZPITILDE

© ® N o ok ®w N

NN N NN NN NN e e e e e e e e e
e O N R - B =R I B = TN R CR S

29.

declarar II, II, v matriz
declarar s vetor
declarar k,[,n,m, o, p numéricos
k <— tamanho(s)
I+ 3k
m < #linhas(Il)  {Niumero de linhas de 11}
n < tamanho(v)  {Nulidade de v}
M, < 0  {Inicializa a matriz com 0}
para i de 0 até m , fazer
| para jdeO até!l, fazer
| iy 1y
| fim para
fim para
o< m  {Deslocamento de linhas}
p<m—1  {Deslocamento de colunas}
para i de 0 até k — o , fazer
| para j de 0 até i+ p, fazer
| | ﬁi—&-o,j <0
| fim para
| parajdei+patéi+k, fazer
|| Migoy < 85—
| fim para
| parajdei+katél, fazer
| | Hi—&-o,j <0
| fim para

o<+ k  {Deslocamento de linhas}
para ¢ de 0 até n , fazer

| para jdeO até!l, fazer

|| iy < vy

| fim para

fim para

FIM ALGORITMO



Algoritmo 8 - Computa vetor mimético da submatriz de contorno.

DOCUMENTACAO
TITULO
Obtencgao do vetor mimético da submatriz A («)

PRrROPOSITO
Obter o vetor que garante as condigdes miméticas da submatriz A ().
ENTRADAS
s: Esténcil de diferencas finitas
SAIDAS
d: Vetor mimético para submatriz A («)
OBSERVACOES, RESTRICOES, REQUISITOS
A obtencao deste vetor independe do operador sendo modelado
FIM DOCUMENTACAO
ALGORITMO VETORMIMETICO

1. d<« 0  {Inicializa vetor d com 0}
2. dg+ —1

3. paraidel até %k: , fazer

4. | soma <0

5. | parajdel atéi, fazer

6. | | soma < soma +s;

7. | fim para

8. | d._ r < -soma

9. fim IZ);}a

FIM ALGORITMO
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Algoritmo 9 - Calcula a submatriz A («).

DOCUMENTACAO
TITULO
Calculo da submatriz A («)

PROPOSITO

Calcular a submatriz A () na borda do operador diferencial.

ENTRADAS
I1: Matriz II utilizada para obtencao dos pesos .
v: Nucleo da matriz II.
q: Pesos para ajustar o produto interno.
A;: Constantes de proporcionalidade dos pesos.

SAIDAS
A («): Submatriz da borda do operador diferencial.

FIM DOCUMENTACAO
ALGORITMO SUBMATRIZA
declarar k£ numeérico
declarar n numeérico
declarar A («) matriz
declarar o vetor
k + tamanho(q)
n < tamanho(\)
para i de 0 até k , fazer
| linha(A;) < linha(II;)
fim para
para ¢ de 0 até n , fazer
| Q; < %
fim para '
para i de 0 até n | fazer
| linha(A;) < linha(A;) + a,v;
11. fim para
FIM ALGORITMO

© ® NS oW N
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Algoritmo 10 - Calcula o Operador mimético de Castillo-Grone.

DOCUMENTACAO

TiTuLO
Esténcil nos pontos de contorno para o Divergente

PROPOSITO
Calcular os coeficientes de Taylor para os pontos do contorno do operador diver-

gente.
ENTRADAS

k: Ordem/Acurécia do operador.

N: Numero de pontos discretizados
SAIDAS

O: Operador diferencial mimético de Castillo-Grone

OBSERVACOES, RESTRICOES, REQUISITOS
N deve ser no minimo 3k — 1, do contrario nao é possivel calcular os operadores.
A fungado CONTORNOOPERADOR pode ser tanto do gradiente ou do divergente.)

FIM DOCUMENTACAO
ALGORITMO PRINCIPAL

R s

g < Malhalntercalada(k)

s < Estencil M DF (g, k)

d < VetorMimetico(s)

I1, v < ContornoOperador(k, h) {Operador pode ser divergente ou gradiente}
I1 = MatrizPiTilde(IL, v, )

¢, \ < VetorPeso(II, d)

A MatrizA(IL, v, ¢, \)

O <« Operador(A, N)

FIM ALGORITMO
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3 METODOLOGIA

Para este trabalho resolvemos aplicar os métodos miméticos em um problema com
solucao analitica, desta forma é possivel analisar e comparar os resultados obtidos com

suas solucgoes conhecidas.

3.1 Modelo matematico

O problema escolhido foi da corda elastica com densidade homogénea e com as
extremidades fixas, apresentado por ITorio (2010). O modelo mateméatico é representado
por uma equacao diferencial parcial hiperboélica'? com condi¢oes de Neumann e Dirichelet,

o problema é apresentado como

ou _ o
o _ ou
ot~ Ox

e velocidade (c)
p
no intervalo M = [—1, 1], com uma solugao analitica

u = sen (27x) cos (27t) ,

v = cos (2mrx) sen (27t), (96)
condigoes iniciais (t = 0)

u(z,0) =sen (27z),

v(xz,0) =0 (97)
e condigoes de contorno

u(—=1,t) =u(l,t) =0. (98)

12° A equivaléncia das formas da equacdo da onda é apresentada com mais detalhes no apéndice B.2.
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3.2 Discretizagao do dominio

O intervalo M foi discretizado em N intervalos regulares (Ax), conforme represen-
tado pela Figura 2, com os nés dados por x; = iAx 0 <7 < N, isto é, teremos N+1 nos que
chamaremos de malha regular. Da mesma forma obtemos uma malha sobre os centros dos
intervalos (chamados de células) dado os semi interios z; 1= (@i +2iq1) 0<i < N-1,
obtendo assim N pontos intervalares, chamaremos de estes de malha auxiliar. A uniao da
malha regular com a malha auxiliar chamamos de malha intercalada uniforme. Podemos
adicionalmente extender a malha auxiliar com os pontos dos extremos da malha regular,
chamaremos esta de malha auxiliar extendida e analogamente a uniao da malha auxiliar
extendida com a malha regular, teremos a malha intercalada uniforme extendida.

A funcao v serda computada sobre a malha regular e a funcdo u serd computado
sobre a malha auxiliar extendida, que para simplicidade sera operada como um vetor isto

é

v

(v(z0), v(z1),v(22), ;v (TN-1), v (TN)) (99)
(u(a:o), u (:El/Q) U (xa/g) R 1/ (xN_1/2) U (ZL“N)) (100)

u

E importante notar que v € R¥*! e y € RV+2,

3.3 Operador mimético discreto

Obtemos o operador discreto divergente e gradiente conforme apresentado no capi-

tulo 1, que é apresentado de forma arredondada com quatro casas decimais significativas
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Figura 4 - Elementos nao zero dos operadores

0 10 20 30 40 50

10 A

304

40 4

(a) (b)

Legenda: A figura (a) mostra os elementos nao zero da matriz do operador gradiente,
enquanto a Figura (b) mostra para o divergente. Fica evejante o quao
esparsa é a matriz dos operadores.

As matrizes dos operadores D e G sao construidas de forma que D seja um mapa
de v para u e G seja uma mapa de u para v, isto significa que as dimensoes de D deve ser
N+1xN+2eGdeveser N+2x N +1. Pela Figura 4 podemos perceber que a matriz
dos operadores é esparsa, permitindo otimizagoes para armazenamento e computacao do

operador.

3.4 Condicoes de contorno

As condigoes de contorno de u(1,t) e u(—1, t) para o modelo sao refor¢adas aplicando-

se 0 nos elementos uy e uy a cada passo da iteragao.

3.5 Meétodo Leapfrog

O método Leapfrog é um método utilizado para integracao numeérica de equagoes
diferencias. E um método de segunda ordem, enquanto o método de Euler é de primeira
ordem apesar de requerer o mesmo nimero de computagoes por passo temporal. De
acordo com Birdsall e Langdon (1985) o método é estével para movimentos oscilatorios
onde o método de Euler falha desde que At seja constante e satisfaca At < % com w
sendo a frequéncia.

Utiliza uma malha intercalada temporal, onde a equacao espacial é computada

nos instantes inteiros e a derivada do movimento é calculada no instante semi-inteiro.
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Figura 5 - Método Leapfrog para as 5 primeiras iteragoes

t=2¢6— e o e e ———— eV

~
I
[\ [VV]

- == === 3>w
- — — — — — >0

0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5
P | I . I , l C | e
\ I ‘T, I T I \”“ I N I l
\ | | | | | I
1 I : I : I : I : I I
| I | I | I | I | I 1
| | | | | | | | | | I
1 \‘ | | | | | | | | | “
tzi ‘ } } } } oU
0, 1 I 3 I 5 I z I 9 ]
r 2 | 2 | 2 | 2 | 2 \
| | | |
f’ | | | | ‘\
| I I I I \
! I I I I \
| | | | | \
| | | | | \
t=0e——@ e e ¢ 00
0 1 2 3 4 5

Legenda: Cada linha representa a discretizagao do dominio em 5 intervalos (N = 5)
em um determinado passo temporal. Emt =0et = %, temos as condigbes
iniciais para as funcoes v e u respectivamente. As setas mostram o esténcil
para o calculo dos elementos em cada ponto. As condi¢es de contorno de u
sao dadas pelo modelo, por isso nao sao calculadas (nao ha setas em dire¢ao
aos pontos de contorno.). A fungdo u é computada nos passos semi-inteiros
enquanto a fungao v é computada nos passos inteiros. Para simplicidade
utilizamos um diferencial de segunda ordem tanto para o tempo quanto para
o espaco. As setas pontilhadas representam o operador diferencial espacial
enquanto as setas tracejadas representam o operador diferencial temporal.

Fonte: O autor, 2019.

Discretizado como

‘/it+1 _ V;t + AtDUH-I/? (103)
Ut = Ut gyt (104)

7

onde o indice superior é o passo temporal e o inferior é a posigao espacial e At o intervalo
de tempo. A Figura 5 mostra os cinco primeiros passos temporais do método.
3.6 Comparativos

Para validacao empirica do método mimético dois suportes foram tomados, o pri-

meiro deles é uma implementacao referéncia utilizando as diferencas finitas centrais de
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quarta ordem nos pontos interiores e de segunda ordem nos pontos de contorno devido a

falta de pontos suficientes para a construcao de um operador de quarta ordem, este ope-

rador ¢ mostrado em (105) e (106), chamaremos este modelo de MDF42, quarta ordem

no centro, segunda ordem nas bordas.

1
Diparaz = s

1
Gmdf42 - E

1 1
0.0417 —1.125
0.0417
[ 9 2
0.0417 —1.125
0.0417

1.125
—1.125

1.125
—1.125

—0.0417
1.125  —0.0417
0.0417  —1.125
0.0417
—0.0417
1.125  —0.0417
0.0417  —1.125
0.0417

1.125
—1.125

1.125
—1.125

—0.0417
1.125
-1

—0.0417
1.125
-2

—0.0417
1
(105)

—0.0417
2
(106)

Foi também elaborado um operador de quarta ordem utilizando vizinhos deslocados

nos pontos préoximos ao contorno do dominio, este modelo sera nomeado como MDF4 e

os operadores sao:

Dmdf4 -

[ _0.9583 0.875
0.0417 —1.125
0.0417

0.125
1.125
—1.125

—0.0417
—0.0417

1.125  —0.0417

0.0417  —1.125
0.0417
0.0417

1.125
—1.125
—0.125

—0.0417
1.125
—0.875

—0.0417
0.9583

(107)
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[ -3.0667 3.75 —0.833 0.15

0.1333 —1.125 1.1667 —0.05
0.0417 —-1.125 1.125 —0.0417
Gmdf4:E
0.0417 —1.125 1.125  —0.0417

—0.15 0.8333 —3.75 3.0667
(108)

O segundo suporte foi utilizar a soluc¢ao analitica da equagao (94) e analizar o erro
de truncamento apresentado. Fazendo também uma comparacao da solucao analitica
contra o modelo MDF42 e MDF4.

Para computar o erro de truncamento utilizamos a norma

lerr@l> = (3 (u(t) - a()*az)’ (109)

onde u(t) é a solugao analitica e () é uma solugdo numérica obtida em um determinado

instante ¢ do tempo de simulacao.

3.7 Ambiente de execugao

As simulacao foram realizadas em um computador Intel i7-8700k, com 4.1GHz de
clock, 64GB de memoéria RAM DDRS5, com disco Samsung Electronics Co Ltd NVMe
SSD Controller SM961/PM961 dedicado ao sistema operacional e disco de dados Hitachi
Deskstar 7k3000 com 3TB, destes 2TB foram utilizados para armazenagem dos testes e
simulagoes e sistema operacional Debian GNU /Linux 10.0 Buster. Todo algoritmo foi de-
senvolvido para execucao sequencial e local, nenhum paralelismo foi aplicado. Nao foram
medidos tempos de execucao neste trabalho. Todo software foi desenvolvido na linguagem
Python3 (ROSSUM, 1995) e executado sobre CPython 3.7.1 e esté disponibilizado on-
line (MORGADO, 2018b) e a biblioteca PyMTK(MORGADO, 2018a) onde foi utilizado

variaveis de precisao dupla para toda computagao numérica.

0.05 —1.1667  1.25 —0.1333
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4 RESULTADOS

Considerando a equagao diferencial parcial hiperbolica (94), os operadores MMCG4
(101) (102), MDF42 (105) (106) e MDF4 (107) (108), e a modelagem leapfrog (104) sobre
a malha intercalada apresentada no intervalo M = [—1, 1] foram obtidos esperados de
acordo com a literatura existente sobre o método mimético.

As Figuras 6, 8, 10 e 12 apresentam resultados da simula¢ao da modelagem da
equagao (94) utilizando uma malha com 256 intervalos espacials (Az = 0.0078) e nimero
CFL 0.8 que é préoximo ao limite do MMCG modelado neste trabalho. Cada quadro
representa um dos quatro instantes distintos no tempo t = {1.26,2.1,3.0, 3.2} escolhidos
arbitrariamente, onde foi realizado um zoom de 64x em pontos criticos. O MMCG4
apresenta os melhores resultados em todos os pontos analisados, com resultados muito
proximos ao modelo utiliando o operador MDF4.

As Figuras 7, 9, 11 e 13 apresenta, o mesmo modelo sobre a perspectiva do erro
de truncamento das diversas solugdes numéricas. Para esta anélise tomamos a diferenca
entre a solucao numeérica e a analitica computada, o valor absoluto desta diferenca é entao
apresentado nos quadros da figura nos mesmos instantes de tempo das Figuras 6, 8, 10 e
12. A solucao MDF42 apreenta oscilagoes de maior frequéncia do que as solu¢oes MDF4
e MMCG4.

Uma anélise do comportamento do modelo com relacao as variagoes dos intervalos
espaciais discretizados e o nimero CFL. Nesta anélise, foi realizada uma simulacao de 5
segundos para cada par de parametros N (numero de intervalos espaciais) e CFL (ntimero
CFL). Com a simulagao realizada foi computado o erro em cada posi¢ao espacial para
cada passo temporal. Desta forma foi possivel calcular o erro de truncamento a cada
instante de tempo e foi exibido o erro méximo dada a norma Lo (109), cnforme mostrado
no algoritmo 11.

Desta forma a Figura 14 apresenta com a escala de cores os valores para o erro
para este algoritmo em cada um dos modelos trabalhados.

Nestes modelos é esperado que quanto mais fina a malha melhor seja a aproxi-
macao, consequentemente menor o erro de truncamento computado. Para o operador
MMCG4 é esperada uma aproximacao de quarta ordem(CASTILLO; GRONE, 2003)
(CASTILLO; MIRANDA, 2013), isto ¢ a razao entre a redugdo da malha deve apre-
sentar uma reducao do erro que seja até quatro ordens de magnitude. Problemas como
arredondamento numérico também influenciam a precisao do operador computado. Po-
demos ver na tabela 2 que as taxas de convergéncia do MMCG4 é muito proxima as do
MDF4 e normalmente o dobro do MDF42.



Figura 6 - Comparativo da onda em ¢t = 1, 26s.
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Fonte: O autor, 2019.
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Figura 7 - Erro de truncamento em ¢ = 1, 26.
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Legenda: A figura mostra o erro da equagao (94), apresentado nas mesmas
condigoes da Figura 6.

Fonte: O autor, 2019.



Figura 8 - Comparativo da onda em ¢t = 2, 10s.
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Fonte: O autor, 2019.

Figura 9 - Erro de truncamento em t = 2, 10.
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Legenda: A figura mostra o erro da equagao (94), apresentado nas mesmas

condigoes da Figura 8.
Fonte: O autor, 2019.
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Figura 10 - Comparativo da onda em ¢ = 3, 00s.
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Fonte: O autor, 2019.
Figura 11 - Erro de truncamento em ¢ = 3, 00.
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Legenda: A figura mostra o erro da equacao (94), apresentado nas mesmas

Fonte: O

condigoes da Figura 10.
autor, 2019.
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Figura 12 - Comparativo da onda em ¢t = 3, 20s.
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Fonte: O autor, 2019.

Figura 13 - Erro de truncamento em ¢ = 3, 20.
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Legenda: A figura mostra o erro da equagao (94), apresentado nas mesmas

condigoes da Figura 12.
Fonte: O autor, 2019.
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Tabela 1 - Erro maximo.

maﬂﬁte[o,4](||€7‘7"||2)

Az At MDF42 MDF4 MMCG4
= @ 1.9840 x 1072 5.6920 x 10~  2.7246 x 10°°
55 1.9302x 1072 1.2187 x 10~ 1.9750 x 107"
& g5 L1561 x107%  1.9027 x 1077 1.7132 x 107
= L1384 x107?  8.6564 x 1076 1.0467 x 107°
= 7—%0 59363 x 107 5.6874 x 1075 5.6270 x 107°
w  5.8829x 107 17256 x107°  1.1211x10°°
o5 s 39694 x 1078 26168 x 107° 2.6088 x 107"
. 3.9444 x 107 3.0955 x 1077 2.2968 x 107

5000

Legenda: Erros méximos para cada modelo em variagoes distintas tanto na malha espacial

como na temporal.
Fonte: O autor, 2019.

Algoritmo 11 - Computa o erro méximo.

ALGORITMO ERRO N x CFL
1. paran de 1 até 500 , fazer

|

|

‘ | ’ elén,c) — ‘U(tn,c) o U(tn,c)‘
s b lerrllf g < e oll2

| | fim para

.

| fim para

9. fim para
FIM ALGORITMO

lerr||(pe < max <||6T7°||€n,c)> vt € [0,4]

para ¢ de 0.01 até 0.90 passo Numero CFL variando em centésimos, fazer
| parat de 0 até 4 passo Em segundos, fazer

63



Figura 14 - Visualisagao de erro e estabilidade.
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Legenda: Nas figuras o eixo horizontal representa a variagao do niimero de intervalos
discretizados na malha intercalada com N = [11,500], onde 11 é o menor
valor possivel para o modelo mimético de quarta ordem, o eixo vertical
apresenta a variacao em centésimos do namero CFL que varia no intervalo
CFL =10.01,0.90]. As cores representam o erro da norma Ls (109) para
cada par (N,CFL). Os valores maximos e minimos sao os mesmos em
todas figuras e podem ser comparados pela barra de cores, onde preto sao
os locais de menor erro e cinza os de erro acima da faixa aceitavel. Os
pontos em brancos sao pares (N, CFL) onde a estabilidade nao foi obtida e
os valores da simulagao foram rapidamente para infinito. O ntmero CFL
méaximo para o modelo MDF42 foi 0.85, para o MDF4 0.82 e para o modelo
MMCGH4 foi 0.81.

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 15 - Anélise de convergéncia a priori dos modelos numéricos.
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Legenda: A figura mostra a anélise de convergéncia a priori apresentado em escala logaritmica
em ambos os eixos. O eixo horizontal mostra os diferentes valores de Az e o eixo
vertical mostra o erro obtido pela norma L do erro de truncamento (conforme
equagao (109)). As marcagoes circulares sao do modelo MMCG4, as triangulares o
modelo MDF4 e as marcagoes quadradas do modelo MDF42. Uma linha da
convergéncia tedrica para a aproximacao de quarta ordem é exibida para fins de
comparagao. O erro é similar em ambos os modelos para discretizagoes grosseiras e
vai apresentando melhor convergéncia no modelo MMCG conforme a malha se refina.
O coeficiente angular do modelo MMCG4 é 2.9380, do modelo MDF4 2.9333 é
enquanto do modelo MDF42 é 1.9379. A anélise foi realizada para o numero CFL
0.80 no instante ¢ = 5.

Fonte: O autor, 2019.



Tabela 2 - Coeficientes de convergéncia.

Coef. Convergéncia

CFL Tempo MDF42 MDF4 MMCG4

0.4 1 1.01483 2.95336 3.04790
5 1.10736 2.88369 2.93288
10 1.75331 2.75412 2.78644
20 1.81692 2.74627 2.75216
0.7 1 1.11439 2.95967 2.97655
5 1.33508 2.75810 2.81868
10 1.93790 2.69276 2.79715
20 1.64006 2.79632 2.83537
0.8 1 1.01483 2.93999 2.95234
5 1.10736 2.93304 2.93800
10 1.75331 2.72820 2.74980
20 1.81692 2.78846 2.79232

Legenda: Apresenta as taxas de convergéncia dos modelos MDF42, MDF4 e MMCG4 para
diferentes condigoes CFL e em diferentes instantes de tempo.

Fonte: O autor, 2019.
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CONCLUSAO

Este trabalho permitiu a compreensao dos conceitos que envolvem a construgao
de um operador de diferencas finitas mimético de acordo com o Método Mimético de
Castillo-Grone cujo as principais vantagens com relagao ao método de diferencas finitas
tradicional sao: a. manter as propriedades mateméticas dos operadores diferenciais anali-
ticos (condigoes miméticas)(Segao 1.1); e b. preservar a acuracia do operador discreto em
todo dominio (Se¢ao 1.3). Além disso, apresentou algoritmos (Capitulo 2) independente
de linguagem para a implementagao computacional (Apéndice C) do método, o que per-
mitiu adicionar aos apéndices uma implementacao de referéncia utilizando a linguagem
Python.

Assim, foi possivel criar uma simulagao (Segao 3.1) para validar os operadores
obtidos bem como os algoritmos elaborados. Simulagao esta que foi comparada com dois
outros operadores de diferencas finitas convencional com a mesma ordem de acurécia, este
teste mostrou que o MMCG nao s6 responde de forma esperada como obtém resultados
com menor erro global do que o MDF classico.

Foi analisado o campo de pressao entre o MMCG (Secao 3.3) e duas versoes dis-
tintas do MDF' (Segao 3.6) uma utilizando quarta ordem nos pontos interiores e segunda
ordem no contorno (MDF42) (egs. (105) (106)), a outra utilizando quarta ordem central
nos pontos interiores e quatro pontos em diferenca progressiva ou regressiva nos pontos
de contorno (MDF4) (egs. (107) (108)), também foi calculado o campo analitico como
referéncia e para célculo do erro de truncamento (eq. (109)). Para fins de apresentagao
mostramos o campo de pressao em diferentes instantes temporais (Figuras 6, 8, 10 e 12),
bem como o erro de truncamento (Figuras 7, 9, 11 e 13), em todos os casos o MMCG
obteve melhores resultados.

Os erros globais méaximos (Tabela 1) foram estudados em um intervalo para di-
ferentes discretizacoes espaciais e temporais. Em quase todos os casos o MMCG obteve
melhores resultados, inclusive existem casos onde o MMCG obtém menor erro mesmo
com uma discretizacao temporal mais grossa.

Foi feito uma mapa (Figura 14) comparando o comportamento da convergéncia
do modelo ao variar a malha espacial e o nimero CFL, as convergéncias do MMCG
sao similares (levemente superiores) as mostradas pelo MDF4 e largamente superiores ao
MDF42. Exceto onde o nimero CFL é muito baixo para uma malha bastante grossa
(Figura 14c). Um estudo mais aprofundado deste comportamento nao foi feito e ¢ um
ponto interessante a ser tomado.

Analisamos também os valores da convergéncia a priori (Figura 15) do modelo, o
MMCG apresenta o melhor resultado, seguido do MDF4 e do MDF42.

Os resultados foram consistentes (Tabela 2) com os ja obtidos em outros artigos,
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assim, validando nosso estudo e permitindo um aprofundamento no campo de métodos
mimeéticos.

O problema modelo (Se¢ao 3.1) utilizado é extremamente simples, sua escolha
foi dada principalmente por atender ao objetivo principal do trabalho que é estudar e
consolidar o processo de elaboracao dos operadores miméticos de Castillo-Grone.

Para finalizar foi demonstrado com este trabalho que o MMCG é uma alternativa
possivel aos operadores convencionais de diferencas finitas, sem elevar o custo computa-

cional da simulagao.
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TRABALHOS FUTUROS

Explorar mais profundamente os operadores miméticos tanto modelos 2D e 3D ¢é o
proximo passo natural como trabalhado em Castillo e Miranda (2013), Ferrer et al. (2014)
e Sanchez, Paolini e Castillo (2014), conjuntamente trabalhar com outros operadores como
rotacional e laplaciano aplicados a outros problemas de EDP.

Existem alguns pontos em aberto que podem ser trabalhados em uma tese de
doutorado. Encontrar melhores paramétros para a matriz de contorno que tenham a
convergéncia 6tima, serd que existe a possibilidade de encontrar uma relagao entre os
paramétros de borda e esta matriz 6tima, Runyan (2011) especula que a matriz 6tima
para A deve ser diferente para cada situacao, conforme o problema sendo modelado.

Otimizar o algoritmo sequencial para o célculo do operador e buscar solu¢ao para-
lelas para solucionar um operador mimético nao foi explorado (SANCHEZ; CASTILLO,
2013). Acredito que os algoritmos classicos nao possam ser imediatamente aplicados visto
que nos pontos de contorno o operador nao apresenta caracteristica tridiagonal, além da
matriz do operador ser quase Toeplitz.

Avaliar as matrizes do operador resultantes de uma solugao puramente numeérica,
os resultados obtidos para construcao dos operadores de borda contam com suporte de fer-
ramentas de dlgebra computacional, analisar a o espago da solugao de minimos quadrados

com as solugoes o do hiperplano como mostrado em (84).
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APENDICE A — Conceitos

A.1 Matrizes de pesos e produtos internos ponderados

Em (LIMA, 2011) ¢é definido o produto interno como um funcional bilinear, simé-

trico e positivo em um espaco vetorial que associa um par de vetores u e v a um nimero
113

real’”. No espaco euclidiano a forma canénica do produto interno é dada por
n

(u,v) :Zui-vi u,v eR" (110)
i=1

outra forma de escrever a mesma operacao é dado pelo produto matricial
(u,v) =viu=vIlyv = (1yu,v) (111)

Onde 1y é a matriz onde todos seus elementos da diagonal sao 1. Este é também
chamado como produto interno candnico.

Uma generalizacao do produto interno é possivel ao utilizarmos, uma matriz Q)
diagonal positiva definida. Usaremos a notagao (u, v)¢, para expressar o produto interno
utilizando a matriz () no produto, esta matriz serd chamada de matriz de pesos e o produto
interno derivado de uma matriz de pesos sera chamado de produto interno ponderado, dado

por
(u,v)g =v'Qu (112)

ou de forma matricial

¢ 0f [w
a2 Uz B
V1 Uy ... Un] . . ZZqzvlu,:k (113)
T : i=1
0 Gn| [Un

com Q = diag(q1,q2,---,qn) € k €R.

Para que esta operagao seja considerada um produto interno é necesséario que a
matriz () seja positiva definida. Por definicao a matriz ) é diagonal e todos seus elementos
sao positivos nao nulos o que faz da matriz () ser positiva definida por construcao.

No caso particular dos métodos miméticos, os produtos internos ponderados sao

13 Todas propriedades do produto interno podem ser vistas em Lima (2011) e Hoffman e Kunze (1979).
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necessarios para encontrar solucoes aos sistemas lineares que normalmente nao possui

solugao no espagos euclidianos de base candnica.

A.2 Matrizes de Vandermonde

Dados n valores distintos dados por g = (g1, 92, - - - g ), que chamaremos de vetor
gerador. A matriz gerada associando cada i-ésima linha desta matriz a uma poténcia posi-
tiva dos elementos do vetor gerador g, é chamada de matriz de Vandermonde e notaremos
como V' (m;g) sendo m chamado de ordem da matriz, que limita o maximo expoente. As-
sim sendo a matriz V' (m;g) tem m + 1 linhas e n colunas. De forma mais clara a matriz

¢é escrita como

9% 9 - n 1 1 .1
g % - G N9 - n

Vim;g)= g ¢ - ga|=|9 % - g (114)
I Sl I /A SR

Quando n = m + 1 a matriz de Vandermonde é quadrada e é inversivel, a demons-
tragao pode ser encontrada em Macon e Spitzbart (1958) e Verde-Star (1988).

As matrizes de Vandermonde tem uso pratico para a interpolagao polinomial onde
gi, sao os pontos sendo interpolados, e para a formulagao das expansoes de Taylor e
diferenciagao, este uso foi demonstrado profundamente em Hyman e Larrouturou (1992),
Gregory (1957) e Spitzbart e Macon (1957).

Esta formulagao bem como suas aplica¢oes tem uso fundamental dentro da geragao
dos operadores miméticos pois permite uma formulacao matricial para as aproximacoes

da derivada.

A.2.1 Nucleo das matrizes de Vandermonde

Demonstraremos aqui a dimensao do nicleo das matrizes de Vandermonde pois seu
resultado é necessario para a elaboragao do operador miméticos. Em geral, o nucleo da
matriz de Vandermonde de ordem k tem dimensao %k; — 1 pois consideremos V(m, G) €
M, +1,, onde assumimos que n > m + 1.

Assim, V(m,G) : R* — R™"1. As primeiras m + 1 colunas de V sao a transposta

da matriz de Vandermonde cléassica (chamaremos de W) que é inversivel.
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Desta forma posto(V) = m+1 (V é sobrejetiva) e dim(ker(V)) = n—m—1. Como
n =32 temos que dim(ker(V)) =m/2 — 1.

Seja entao V; uma familia de matrizes de Vandermonde, geradas por g; igualmente
espacados e b um vetor resultante qualquer, temos entao
Vial =b (115)

cujo a solugao a; é dada por
a; = ag + o ker (V;) (116)

Pois como V' é sobrejetiva existe uma solucao particular que chamaremos de ag.

Se a; ¢ uma solugao, entao

Viag) = V(a;) <~
V(a; —ag) =0 <~
a; —ag € ker(V) <=
a; € ag + ker(V) =
Ja; € R:a; = ag + a; ker(V) (117)

Como queriamos demonstrar.'*

A.3 Interpoladores de Lagrange

Um polinémio interpolante de Lagrange pode ser diferenciado para dar uma apro-
ximagcao de alta ordem precisa para a derivada de uma funcao definida em uma grade nao
uniforme.(HYMAN; LARROUTUROU, 1992)

Em uma grade nao uniforme, as aproximacoes das diferencas de grad e div geradas
pela interpolacao de Lagrange sao raramente miméticas. Se por outro lado a fungao e a
malha sdo primeiro mapeadas para uma malha uniforme, as derivadas sao aproximadas
no local usando a interpolacao de Lagrange e estes resultados sao entao mapeados de
volta para a grade nao uniforme, resultando em aproximagoes de diferencas finitas que
podem ser demonstradamente miméticas visto que cada uma das etapas dos processos do
relacionamento de simetria sao preservados.

O erro estimado para um interpolante de Lagrange de ordem n(usando n+1 pontos)

14 Uma demonstragao mais extensa e detalhada pode ser vista em Koiran, Portier e Villard (2004).
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para uma funcao suave f é:

maxz (f" (T))

) - L)) < 2 O g e, (119
% (z) = dd[;” (z) + O (Az)" (119)

onde x ¢ o ponto no intervalo de interpolacao e R ¢ alguma constante que depende
dos pontos de interpolacao e cresce na ordem h®. Assim Lz nos da a aproximacao de
terceira ordem para a primeira derivada em grades ndo uniformes. (em grades regulares
isto torna-se uma aproximacao de quarta ordem nos pontos médios da célula pelo erro de

cancelamento).

A.3.1 Construcao do interpolador de Lagrangre

Sejam os pontos zg, 1, T2, € T3 quatro pontos na grade e f; = f(x;), entdo:

Ls(z) = Do+ (z — x9)Do1 + (x — o) (x — 1) Do12 + (x — zo)(x — 1) (x — 22) Do123 (120)

onde
Dy = fo
Dy = Ji—Jo
1 — X
Doz = D; — xDOl
2 — 2o
D1io3 — D
Doiog = ————2 (121)
T3 — To

sao as diferencas divididas. A primera derivada do interpolante é

dL3 (SL’)
dx

= DOl

+ [(z — 20) + (z — 21)] Dora
+ [(x — x0)(x — 1) + (x — o) (x — x2) + (x — 1) (z — x2)] Do123- (122)

Em uma grade uniforme, com o = Tj—1,1 = T3, 2 = Lj41,T3 = Tj42 € T = JZH_%,

isto se torna:

_ i+ 27 i = 27fi + fina

(Daf)iry 24Nz

(123)
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A.4 Expansoes de Taylor

Demonstraremos nesta sessao o uso das matrizes de Vandermonde para obtencao
dos coeficientes de uma expansao de Taylor. Tomemos entao a expansao de Taylor que
define uma aproximacao boa suficiente para um ponto x préximo de a como:

4
O

+(x—a) T—FO((z—a)‘r’). (124)

(1 (2
1) = fla) -t @ mapl s - a)

SO
3!

Queremos entao encontrar o valor para um ponto proximo de x dado a distancia

x — ch. Substituindo a por x — ch na expansao de Taylor temos:

f(l) ) f(z)
tﬂx—dﬁ:f@f+@—ﬂﬂ—m»ir+ﬁr—@—cm)3r+
(3) (4)
T ) A R ) (E MY (R RN
fo o [ 5 f® L f® .
f(x_Ch):f($)+(Ch)T+(ch) T—i—(ch) ?ﬁt(ch) T+O(h)’ (125)

Podemos entao substituir ¢ pelos pontos igualmente espacados i% e :I:%. Nos

dando a igualdade (aqui colocaremos somente o caso ¢ = 3).

1 1.\ fO 1\?f® 1\*f® 1\ f®
Homgr) s+ () o+ (30) 5+ () T+ (30) S ro)

(126)
Podemos entao substituir os termos da matriz
f(z = 3h)
1
—zh
fz)+ 0" =0 fla : ) (127)
f(z+3h)
flz+3h)
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por suas aproximacoes por expansoes de Taylor resultando em

fe=3n)] £ @ = Gh) Gr + (GR) 50— (3h)’ 52+ (Bh) i + 0 (n?)
(1) 2 £(2) 3 £(3) 4 r(4)
Pl 30)| |70 = (50) 5 (9”2 — (50 £+ (30) £ 00
+ 3h + (2h) L+ (3h) G-+ (5h) Lo+ (Bh) L+ O (W°
Plarah)] @ Eh ), g G ) o
f@+3h)]  [f@)+ (Gh) 5+ (Gh) G5+ (5h)" 5 + (3h) S + O (h%)
- . - M) (z 2 £2) (g 3 3 (g 4 £ ()7
f(z—3h) f(z)—(3h) f(11>!( L+ (%h)Q f<22)!( b - (%h)g f(g?;!( L+ (%@4 f(g!( :
Fla= )| (70 = (30) £5E o (80)7 £500 — (40)° £ (3 £
f(z+3h) f () + (3h) f(l%!(x) + (%h)z f<22)!(m) + (%h)g f(s%!(x) + (%h)4 f(g!(x)
F+3h)] @)+ (3h) B+ (3)" 5 + (Bh) F® + (30) F4
O (h®)
O (h
+ Ogh‘r’; (128)
O (h®)
Separando em um produto matricial temos
[ (@) |
fle=3n) | |1 (=5) (—%)z (—%)z (—%);l L@ | |O)
|
I LG VIS R eV 3 8 P B 0] IR
e TIw @6 @ | oo
f(z+3h) 13 6 6 6 h4f(4i;(x) O (h?)
que pode ser substituida pela transposta da matriz de Vandermonde
[ f(x) ]
f (ZL’ o %h) hf(l)(a:) 0 (h5)
Fla=3h)| _or | 2w O (1°)
h =V | hi—; + s | (130)
e+ gh) B39 O (7)
como

o= [01 0y O3 04] (131)



podemos entao multiplicar (130) por o & esquerda e obter

o f (ZE - %h) _ O'VT h2f(22>($) +0o 0 (h5>
1 !
f(x+3h) 39 @ O ()
3 !
Flesh) VIR I
L T
Substituindo (127) em (132) temos
L Jow
N I o
fl@)+ Oty = oVT [ p2L5@ | g |70
p L0 O (1)
@ (o O (h?)
pat 4!( )
e como
oy hf'(x)

entdo para aproximar f’(z) pela combinagao linear

f (e =3h)
f(x—lh)
'(z) + O(h*) = 2
Fa@)+00) = o o oy o] |0 2
f(z+3h)
precisamos que
oV =lo 1 00 0.
De forma que
[ f(z) ] [ f(x) ]
hf'(x) hf'(x) ,
O'VT h2f(22)!(x) — [O % 0 0 0] h2f(22)!(33) :hfh(x) =
P p3£0te)
) (g @) (g
Lt it ]
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(132)

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

devemos manter ambos os lados da equacao (133) na mesma ordem de magnitude de h,

para tal tornamos o proporcional a % e criamos para tal a matriz s = [51 So  S3 S4|;



Si

independente de h tal que o; = Assim a igualdade

st
O (%) O (h)
o) O
“lowsy| ~ 7 om
O (r°) O (h?)

é verdadeira da mesma forma que para a primeira derivada temos

oV'=lo 1 00 0

1

=V =10 £ 0 0 0
T T
vs' =0 100 0

Substituindo nos d4 o sistema

1 1 1 1 0
O RORCRN NI
(3 000 G2 =0
I N RO I I
9 D e @R Lo
cujo a solucao é
o= o oo o= 1 2

que é o esténcil de quarta ordem das diferencas finitas centrais.

80

(138)

(139)
(140)

(141)

(142)

(143)
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APENDICE B - Demonstracoes

B.1 Produtos internos discretos e integrais continuas

Seja f uma funcao escalar e v uma funcao vetoria. Podemos escrever seu produto

como:

fv=F. (144)
Aplicando a derivada ao lado esquerdo, pela regra da cadeia podemos obter

V-(fv)=fV-v+vVf (145)

integrando

/V~(fv)=/fV-v—|—/va (146)

integral de fungoes continuas no intervalo como produto de fungoes

Dt = (1.0 + (v.G) (147

onde D e G sao os operadores divergente e gradiente. Nos leva a

/ DF = (f,DV) + (v, Gf) (148)

e pelo Teorema Fundamental do Calculo

Floq = (f,Dv) + (v,Gf) (149)

onde 0f) e a fronteira da regiao.

B.2 Equivaléncia de formas da equagao da onda

Seja a EDP da equacao da onda com forca externa dada por

2
(ZTZ ~EAu = f(x,t) (150)

onde t é a variavel temporal e x a espacial.
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Podemos reescreve-la sem o uso direto do operador Laplaciano como

1w — _¢.v+
“a ! (151)
pg = —Vu
Com v sendo o vetor velocidade e u o campo de pressao.
Demonstracao
Derivando a equagao (150) e a primeia parte de (151) com respeito a variavel ¢
obtemos

10%u v ov of

ror - Vo o
1 0
=;v-(w)+a—{, (152)

considerando a densidade homogénea, sendo

= f(z,1). (153)

Como queriamos demonstrar.

B.3 Equivaléncia do Teorema Fundamental do Calculo e o produto interno

com o vetor unitario sobre o teorema do divergente

Seja a forma geral do Teorema do divergente

/V-vde+/v-Vde: fv-nds (154)
Q Q

o0

quando v = 1 podemos reescrever a forma discreta do divergente D1 = 0 como:

(LGf)=fa—To (155)
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Demonstracao:

Seja f uma funcao escalar e v uma fungao vetorial. Podemos escrever o produto

COIMmao:
fv=F (156)

Se diferenciamos o lado esquerdo da equacao e aplicarmos a regra da cadeia obtemos

V-(fv)=fV-v+vVf (157)

integrando

/V~(fv)=/fV-v—|—/va (158)
aplicando a soma de Riemann em um intervalo discreto
/V-(fv):ZfV-v—IerVf (159)
que é equivalente em forma de produto interno

Pt = (£.0v) + v.@) (160

onde D e G sao operadores divergente e gradiente, que nos leva a

/DF — (/,DV) + (v, Gf) (161)
e pelo Teorema Fundamental do Célculo

Flog = (f/,Dv) + (v.G[) (162)
onde 0f) é a fronteira da regiao. Ao fazermos v = 1 sobre uma regiao unidimensional

F, — F, = (f,.D1) + (1,Gf)
= (1,0) + (1,Gf)
=0+ (1,Gf)
= (1,Gf). (163)

Conforme queriamos demonstrar.
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APENDICE C - Codigo fonte

Todos os codigos a seguir foram feitos com Python 3.7.1 (ROSSUM, 1995), Numpy
1.16.0 (OLIPHANT, 2006), Scipy 1.2.0 (JONES et al., 2001-), SymPy 1.3 (MEURER et
al., 2017) e Matplotlib 2.2.3 (HUNTER, 2007), serao idiométicos, para referéncia de

implementacgao é recomendado utilizar os algoritmos do capitulo 2.

C.1 Malha intercalada

vetorgerador.py

# Algoritmo 1 - Vetor Gerador dos pontos da malha intercalada
from numpy import arange
def VetorGerador (k):

assert (k % 2 == 0 and k > 0), "Order_must_ be_an_ even_ number >_ 0"
return arange((1-k)/2, k/2, 1)

C.2 Matriz do estencil MDF central

estencilmdf.py

# Algoritmo 2 - Calcula o estencil do MDF pelas matrizes de Vandermonde

from numpy import vander
from scipy.linalg import 1lstsq

from vetorseletor import VetorSeletor

def EstencilMDF (g):
# Matriz de wvandermonde assoctada

T = vander(g, increasing=True).T

**

Vetor seletor, para primeira derivada

o = VetorSeletor(len(g))

# Estencil de diferencas finitas centrats da primeira derivada
= 1lstsq(T, o) [0]

0

return s




matrizestencil.py

# Algoritmo 3 - Cria matriz bandada do estencil MDF

from numpy import asarray, zeros, concatenate
from numpy.lib.stride_tricks import as_strided as strided

from scipy.sparse import diags

def MatrizEstencil(g, N):
n=len(g)
T = zeros ((N,N+n-1))
for x in range(N):
Tlx][x:x+nl=g

return T

def MatrizEstencilEsparsa(g, N):
n=len(g)
return diags (g, range(N), shape=(N,N+n-1)).toarray()

def MatrizEstencilRapida(g, N):
9

¢ ¢

"""Creates a generated banded matrixz with N’ rows. """

= asarray(g)

zeros (N-1, dtype=g.dtype)

= concatenate((p, g, p))

b.strides [0]

len(g)

return strided(b[N-1:], shape=(N, n+N-1), strides=(-s, s))

B n o W 0@
|
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geradordivergente.py

# Algoritmo 4 - Vetor gerador para matriz de Vandermonde mno

# contorno do dominio para o operador divergente

from numpy import linspace

def GeradorContornoDivergente (k):
"""RBeturns a matriz with ’k’ gemnerators for
divergent near boundaries”"""
1 = int ((3/2) * k)
g0 = linspace(-.5, (1-.5), 1, endpoint=False)
sub = linspace(0, k, k, endpoint=False)
return g0 - sub.reshape(sub.shape[0],1)

geradorgradiente.py

# Algoritmo 5 - Vetor gerador para matriz de Vandermonde no



from

def

contorno do dominio para o operador gradiente

numpy import linspace, zeros, array

GeradorContornoGradiente (k) :
"""Returns a matriz with ’k’ generators for divergent near

boundaries """

1 = int ((3/2) =* k)
g = []

for i in range(int(1/2)):
# These are the points mnear the boundary
g_ = zeros(l)
g_[0] =0
g_[1:] = linspace(1/2, (1-.5), 1-1, endpoint=False)
g.append(g_ - i)

for i in range(int(1/2), k):
# These are the interior points

g.append(linspace(-1/2, (1-.5), 1, endpoint=False)-(i-1))

return array(g, dtype=float)
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bordadivergente.py

# Al
#

from

from

from

from

from

def

goritmo 6 - Calcula o estencil e o nucleo dos pontos da
borda do operador divergente
numpy import zeros, vander, array, newaxis, concatenate
sympy import linsolve, Matrix
numpy import float_
vetorseletor import VetorSeletor
geradordivergente import GeradorContornoDivergente
ContornoDivergente (k) :

"""Returns the Stencil near the boundaries

Where:

k: Order of accuracy

Returns: PI, NU
Mimetic submatriz at boundary

Kernel of boundary Vandermonde matriz

naumn

# Vetor seletor de ordem da primeira derivada
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o = VetorSeletor (k+1)

Kernel rank of Vandermonde matriz at boundary
= int(k/2 - 1)

# Constrot os pontos do operador divergente proximo ao contorno

g = GeradorContornoDivergente (k)
1 = 3xk//2
Pi = zeros([d, 11])
N = []
for i in range(d):
V_tmp = vander(g[i], k+1, increasing=True).T
#r_tmp = linsolve (Matriz(c_[V_tmp, o]))
r_tmp = linsolve(Matrix(concatenate ((V_tmp, ol[:,newaxis]), axis
=1)))

r_tmp = r_tmp.subs([(s, 0) for s in r_tmp.free_symbols])
Pi[i] = array(x[e for e in r_tmp]l) .astype(float_)
N.append (Matrix(V_tmp) .nullspace ())

# Aqui tem que retornar a lista de array com o nullspace completo
Nu = zeros([len(N[0]), 11)
for i,n in enumerate (N[0]):

Nul[i] = array(n.T).astype(float_) [0]

return Pi, Nu

bordagradiente.py

# A1
#

from

from

from

from

from

def

goritmo 6 - Calcula o estencil e o nucleo dos pontos da
borda do operador gradiente
numpy import =zeros, vander, array, concatenate, newaxis
numpy import float_
sympy import linsolve, Matrix
vetorseletor import VetorSeletor
geradorgradiente import GeradorContornoGradiente

ContornoGradiente (k) :

"""Returns the Stencil mnear the boundaries to Gradient

Where:

k: Order of accuracy
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Returns: PI, NU

Mimetic submatriz at boundary

Kernel of boundary Vandermonde matric
# Vetor seletor de ordem da primeira derivada
o = VetorSeletor (k+1)

Kernel rank of Vandermonde matriz at boundary
= int (k/2)

# Constrot os pontos do operador divergente proxzimo ao contorno

GeradorContornoGradiente (k)

g =
1 = 3xk//2
Pi = zeros([d, 11)
N = []
for i in range(d):
V_tmp = vander(g[il], k+1, increasing=True).T
#r_tmp = linsolve (Matriz(c_[V_tmp, o]))
r_tmp = linsolve(Matrix(concatenate ((V_tmp, ol[:,newaxis]), axis
=1)))

r_tmp = r_tmp.subs([(s, 0) for s in r_tmp.free_symbols])
Pi[i] = array(x[e for e in r_tmpl).astype(float_)
N.append (Matrix(V_tmp) .nullspace())

Nu = zeros([len(N[0]), 11)
for i,n in enumerate(N[O0]):

Nu[i] = array(n.T).astype(float_) [0]

return Pi, Nu

pitilde.py

# Algoritmo 7 - Constroe a matriz \tilde (\P%)

from matrizestencil import MatrizEstencil

from numpy import concatenate

def MatrizPiTilde(Pi, Nu, s):
"""Returns the PiTilde matrixz given the Pi matriz, Nu Nullspace

and the ’s’ stenc<il """

missingRowsCount = s.shape[0] - Pi.shape[0]
N = Pi.shape[1] - s.shape[0] + 1
A = MatrizEstencil(s, N)[-missingRowsCount:]

PiT = concatenate((Pi, A, Nu)).T

return PiT




vetormimetico.py

# Algoritmo 8 - Calcula vetor mimetico da submatriz A(alpha)

from numpy import zeros, float_

def VetorMimetico(s):

"""Returns the resultant mimetic wvector for the submatriz A"""

= len(s)
1 = 3xk//2
h = zeros(l,dtype=float_)
h[0] =1

i=k//2 + 1
h[(i:]J=s.cumsum () [:(1-i)]

return -h
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pesos.py

# Resolve o sistema linear \tilde{Pi} \tilde{q} = d
from scipy.linalg import lstsq

def VetorPeso(Pi, d):

"""RBeturns the weights for the diagonal matrixz and the lambda'"""

~
I

len(d)*2//3
k//2-1

-
1

solution = 1lstsq(Pi, d) [0]

weights = solution[:-1i]
lambda_ = solution[-i:]

return weights, lambda_

submatriza.py

# Adlgoritmo 9 - Calcula a submatriz A(alpha)

def MatrizA(PiTilde, Nu, q, lambda_):

-
I

len(q)
PiTilde.T[:k]

=
I



alpha = lambda_ / ql:len(lambda_)]
for i in range(len(alpha)):
A[i] += alphal[i] * Nufli]

return A

C.3 Cddigo principal

principal.py
#!/usr/bin/env python3
RARRARBRARRABRRARRRBRRRABRRRRARRRRRRRRRRARRR AR RAR R R AR R AR AR AR R

# Algoritmo X - Codigo Principal
RS R N R R R R R RSN E

import sys

from sympy import pprint

from utils import ratiomnalize

from vetorgerador import VetorGerador

from estencilmdf import EstencilMDF

from vetorseletor import VetorSeletor

from bordagradiente import ContornoGradiente
from bordadivergente import ContornoDivergente
from pitilde import MatrizPiTilde

from vetormimetico import VetorMimetico

from pesos import VetorPeso

from submatrizA import MatrizA

from operadormimetico import O0CG

k=4 # Ordem de precisao do operador

h =1 # Espacamento da celula

N = 3xk-1 # Menor numero de pontos possivel

1 = int (3/2%*k)

# Obtendo os pontos wvizinhos para aproxzimacao de Taylor

g = VetorGerador (k)

# Obtendo o estencil do MDF
s = EstencilMDF (g)

# Constroi o wvetor resultado ‘d‘ (que independe do operador)

d = VetorMimetico(s)

# Obtem operador Divergente



Pi_D, Nu_D = ContornoDivergente (k)

PiT_D = MatrizPiTilde (Pi_D, Nu_D, s)

weights_D, lambda_D = VetorPeso(PiT_D, d)

D_A = MatrizA(PiT_D, Nu_D, weights_D, lambda_D)

# Obtem operador Gradiente

Pi_G, Nu_G = ContornoGradiente (k)

PiT_G = MatrizPiTilde (Pi_G, Nu_G, s)

weights_G, lambda_G = VetorPeso(PiT_G, d)

G_A = MatrizA(PiT_G, Nu_G, weights_G, lambda_G)

Constrot a matriz dos operadores
0CG(D_A, s, N)

0CG(G_A, s, N+3)

L = np.dot (D, G)

*x @ O =
I

sys.exit (0)

# Debug nfo
print ("\nPi_D, =4,")
pprint (rationalize (Pi_D))

print (£"\nNu_D,=,")
pprint (rationalize (Nu_D))

print ("\nPi_G_,=_,")
pprint (rationalize (Pi_G))

print (£"\nNu_G,=,")
pprint (rationalize (Nu_G))

print (£"\nd" T =_,")
pprint (rationalize (d))
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C.4 Funcgoes de apoio

vetorseletor.py

import numpy as np

def VetorSeletor (N, n=1):

"""Returns the N-dimenstional selector wector to the mn-th derivative

nunun

o = np.zeros (N)
o[n] =1
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return o

utils.py

from sympy import nsimplify, Matrix

def

rationalize(x, tolerance=10e-9):
"""Beturns a Matriz with symbolic rational numbers"""
try:
Mx = Matrix(x)
except TypeError:

raise("Inputyisn’tya,validmatrix, type. Need,to,be,a,sequence")

shape = Mx.shape
rationalized = [nsimplify(e, tolerance=tolerance) for e in Mx]

return Matrix(rationalized).reshape (*shape)
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