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RESUMO

OLIVEIRA, Deise Lilian. Aplicacdo do método da Transformada de Laplace com
representacdo matricial para modelagem computacional do fenémeno do
decaimento radioativo, 2010. 49f. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias
Computacionais) — Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade do Estado
do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2010.

O decaimento radioativo é um fendmeno fisico que pode ser modelado
através de recursos computacionais simples, utilizando os aspectos das duas
grandes escolas de modelagem matematica: a escola deterministica e a escola
probabilistica. Neste trabalho, estaremos focados na escola deterministica. A
modelagem matematica caracteriza-se por um problema de valor inicial com uma
cadeia simples ou composta de decaimentos radioativos de acordo com a historia
de um nucleo atébmico-pai decair para um nucleo-filho, que é radioativamente
estavel ou ndo. Descrevemos nesta dissertacdo um aplicativo computacional (um
software) que modela o decaimento radioativo simples, i.e. , decaimento para
nucleos estaveis, e decaimento em cadeia diretamente acoplada.Implementamos
neste aplicativo computacional um método analitico fundamentado na
Transformada de Laplace usando uma plataforma computacional livre (Scilab).
Para tanto, aplicamos uma formulacdo matricial e uma técnica de diagonalizacéo
por transformacédo de similaridade, onde propomos uma forma de construcdo ao
da matriz diagonalizante e de sua inversa, que sao necessarias. Apresentamos
resultados numéricos para trés problemas-modelos tipicos.

Palavras-chave: Radioatividade. Decaimento radioativo. Transformada de Laplace.
Modelagem computacional. Scilab.



ABSTRACT

Radioactive decay is a physical phenomenon that can be modeled by
simple computational techniques, using aspects of the two main schools of
mathematical modeling: the deterministic school and the probabilistic school. In
this work, we focus on the deterministic school. The mathematical model is
characterized by an initial value problem with a single or coupled chain of
radioactive decays according to the history of an atomic nucleus to decay to a
daughter-atomic nucleus, that is stable or not. In this dissertation we describe a
computer software modeling simple radioactive decays, i.e., decays to stable
nuclei and directly coupled decay chains that we developed on a free platform.
To achieve this goal, we used a matrix formulation and a diagonalization
technique by means of similarity transformation, where we introduced a general
form of constructing the diagonalizer matrix and its inverse, that are needed.
We present numerical results for three typical problems.

Keywords: Radioactivity. Radioactive decay. Laplace Transform. Computational
modeling. Scilab.
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INTRODUCAO

As mudancas climéticas que vém ocorrendo em nosso planeta, que podem ser de-
vidas em grande parte a interferéncia do homem, vém acelerando um processo que levaria
milhares de anos: o degelo das calotas polares. O buraco na camada de ozonio, causado
pela emissao de gases poluentes, faz com que a luz do Sol chegue direto a Terra sem se
transmitir pelos filtros naturais que envolvem o planeta, acelerando assim o derretimento
das calotas polares. A preocupacao com todo esse calor que nao se dissipa da atmosfera,
sendo acumulado pela espessa camada de gas carbonico, metano, etc. tem estimulado a

protecao do meio-ambiente e incentivado a tecnologia de novas fontes de energia.

Até o final de 2006, a energia nuclear era responsavel por 15% da energia total
produzida em todo o mundo. Nos Estados Unidos havia 103 usinas operando. Na Franca
havia cerca de 59 e, em seguida, vinha o Japao com 55 usinas nucleares. No Brasil, e em
todo mundo, a energia nuclear vem crescendo significativamente e projetos nucleares vém
sendo retomados. A comunidade cientifica refere-se a esse periodo como o renascimento

da energia nuclear.

Os materiais radioativos produzidos em instalacoes nucleares,
laboratérios e hospitais, seja nas formas sélida, liquida ou gasosa, nao podem ser sim-
plesmente descartados, devido ao risco que apresentam ao meio-ambiente e a biosfera.
Desta forma, é relevante considerarmos a importancia do tratamento dos rejeitos radioa-
tivos tendo como base a atividade desses residuos ao longo do tempo. Neste contexto, este
trabalho de dissertacao desenvolve um aplicativo computacional para modelar o fenomeno
do decaimento de rejeitos radioativos. O fenomeno da radioatividade da Fisica Nuclear,
cuja descoberta teve grande importancia no século passado, e que hoje vemos que o seu
entendimento tem muita relacdo com: (i) a geracao de energia nos reatores nucleares de
poténcia, principalmente no que diz respeito ao controle dos mesmos face as excursoes
descontroladas de poténcia; (ii) as demais aplica¢oes que sao igualmente benéficas a hu-
manidade, e.g., a medicina, a geofisica, os ensaios nao-destrutivos, etc. Ao mesmo tempo,
temos a oportunidade de trabalhar nesta terceira modalidade de investigacao cientifica,
ademais das convencionais tedrica e experimental, que é a modelagem computacional.
Este terceiro mundo da pesquisa torna-se cada vez mais disponivel para os estudiosos da
atualidade, na medida em que tem havido um veloz desenvolvimento da ciéncia da com-
putacao. Ademais, trabalhamos com sistemas lineares de equacoes diferenciais ordinérias

(EDO), como uma das formas concretas de se modelarem fenoémenos fisicos. Portanto,
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apenas no contexto de um fenémeno fisico simples, estaremos envolvidos com trés aspectos

interdisciplinares do projeto: Fisica Nuclear, Matematica e Ciéncia da Computacao.

Neste contexto, entre os objetivos desta dissertacao, citamos:

e desenvolvimento dos fundamentos tedricos do fenomeno fisico da radioatividade;

e desenvolvimento dos fundamentos da escola de modelagem matematica deterministi-

ca;

e desenvolvimento do algoritmo da modelagem computacional, i.e., programacao, en-

trada de dados e apresentagao de resultados.

Portanto, consideramos como a maior contribuicao desta dissertacao, para o campo
interdisciplinar do conhecimento cientifico, a implementacao de um método analitico fun-
damentado na Transformada de Laplace usando a plataforma computacional livre Scilab
para solucao dos problemas de valor inicial de decaimento radioativo. Para tanto, usamos
uma formulagao matricial e uma técnica de diagonalizagao por transformacao de simi-
laridade, onde propomos uma forma de construcao da  matriz diagonalizante e de sua

inversa, que sao necessarias.

Neste ponto apresentamos uma sintese do contetido desta dissertagao. No Capitulo 1
descrevemos sucintamente o fenomeno fisico que modelamos neste trabalho: a radioativi-
dade. No Capitulo 2 apresentamos a modelagem matematica que é feita para o decaimento
radioativo simples e em cadeia diretamente acoplada. No Capitulo 3 descrevemos a técnica
da transformada de Laplace que usamos para implementacao no aplicativo computacional
que desenvolvemos nesta dissertacao. No Capitulo 4 descrevemos o cédigo computacional
desenvolvido para as trés cadeias radioativas naturais, com possibilidade de inclusao de
cadeias radioativas artificiais. No Capitulo 5 apresentamos resultados numéricos  de
problemas modelos tipicos e concluimos no Capitulo 6 apresentando uma breve discussao

dos resultados e sugestoes para trabalhos futuros.
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1 A RADIOATIVIDADE

— L

Figura 1 - Modelo Atomico

Durante muito tempo pensou-se que o atomo seria a menor porcao de matéria. Hoje
em dia, sabemos que o atomo é constituido por particulas menores, distribuidas numa

dinamica semelhante a do Sistema Solar.

O atomo ¢ constituido por um ntcleo e por particulas menores que giram em torno
desse nucleo - os elétrons. O nucleo é constituido por particulas de carga positiva, os
prétons e por particulas de aproximadamente mesmo tamanho, mas sem carga elétrica,

os neutrons, conforme ilustra a figura 1.

Como particulas de mesma carga repelem-se, comprovou-se a existéncia de uma
energia nos nucleos dos dtomos. Essa energia que mantém os prétons e neutrons confina-

dos no nucleo é a Energia Nuclear. Assim, sao de fundamental importancia as defini¢oes:

Nimero atomico (Z) é o nimero de prétons presentes no nicleo de um dtomo.

Nimero de massa (A) é a soma do nimero de prétons (Z) e de néutrons (N) presentes

no nucleo de um atomo.

Portanto, o numero de massa pode ser expresso matematicamente da seguinte

maneira:

A=7Z+N

O elemento natural mais simples, o hidrogénio, possui apenas um proton e, o mais
complexo, o uranio, possui noventa e dois prétons, sendo o elemento quimico natural mais

pesado.
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O uranio-235, por exemplo, possui 92 protons e 143 néutrons no nicleo. Portanto,

seu numero de massa (A) é igual a 92 + 143 = 235.

Além do uranio-235, existem na natureza, em maior quantidade, dtomos com 92
protons e 146 néutrons. Sao também atomos do elemento uranio, porque tém 92 prétons.
Trata-se do uranio-238. Esses dois atomos de um mesmo elemento quimico que possuem
massas diferentes sao denominados isétopos de uranio. Assim, isétopos sao dois ou mais

atomos que possuem mesmo nimero atomico (Z) e diferentes nimeros de massa (A).

O simples esquecimento de uma rocha de uranio sobre um filme fotografico virgem
levou a descoberta de um fenomeno interessante: o filme foi marcado por alguma coisa
que saia da rocha, na época denominada raios ou radiacoes. O fenomeno foi denominado
radioatividade [1] e os elementos que apresentam essas propriedades foram chamados

elementos radioativos.

No estudo da radioatividade natural, verificou-se a existéncia de 3 tipos de radiagao:
raios ou particulas «, que constituem nicleos dos dtomos de hélio (gds nobre); raios ou
particulas 3, que sao mais penetrantes que as particulas « e raios 7, que sao radiagoes

eletromagnéticas emitidas pelo nicleo.

Um dos processos de estabilizacao de um nticleo com excesso de energia é a emissao
de particulas positivas, constituidas por dois prétons e dois néutrons: sao as particulas
«. Outra forma de estabilizacdo, quando existe no nicleo um excesso de néutrons em
relacao a prétons, é através da emissao de uma particula negativa, um elétron, resultante
da conversao de um néutron em um préton. Este tipo de decaimento é a emissao 7. No
caso de existir excesso de protons, é emitida uma particula 3 positiva, chamada pdsitron,
resultante da conversao de um proton em um néutron. Este tipo de decaimento é o

decaimento G7.

No estudo da radioatividade, constatou-se que existem apenas 3 séries ou familias
radioativas naturais, conhecidas como: Série do Uranio, Série do Actinio e Série do Tério.
Nas figuras 2, 3 e 4 temos representadas as 3 séries radioativas naturais. A Série do
Actinio, na realidade, inicia-se com o uranio-235 e tem esse nome porque pensava-se que

ela comecava pelo actinio-227.

Cada elemento radioativo, seja natural ou artificial, decai a uma velocidade que lhe
é caracteristica. Quanto tempo leva para um atomo ter sua atividade reduzida a metade
da atividade inicial? A resposta é uma grandeza denominada meia-vida que é o tempo
necessario para a atividade de um certo elemento radioativo ser reduzida a metade da
atividade inicial. Portanto, a cada meia-vida que passa, a atividade vai sendo reduzida
a metade até atingir valores insignificantes, que nao permitem mais distinguir suas ra-

diacoes das do meio-ambiente.

Alguns elementos radioativos tém meias-vidas muito longas, como,

por exemplo, os elementos iniciais de cada série radioativa natural, (veja
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Figura 2 - Série do Uranio com meias-vidas mais longas.

13



Thorium
231

Radon219
(Actinon)

Figura 3 - Série do Actinio com meias-vidas mais longas.
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Figura 4 - Série do Tério com meias-vidas mais longas.
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figuras 2, 3 e 4); outros possuem meias-vidas muito curtas, e.g., o polonio-218 da série do
Uranio (3 minutos); o polonio-215 da série do Actinio (1,8x107% segundo) e o polonio-216
da série do Tério (0, 14 segundo).

No préximo capitulo descrevemos a modelagem matematica deterministica que faze-

mos para o fendomeno do decaimento radioativo.
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2 MODELAGEM MATEMATICA

2.1 Constante de Decaimento Radioativo

Definimos a constante de decaimento radioativo A de um determinado isétopo ra-
dioativo de um elemento como a probabilidade por unidade de tempo que este isétopo
venha a sofrer decaimento radioativo. Apesar de a modelagem computacional desta dis-
sertacao estar fundamentada na escola deterministica da radioatividade, descrevemos na
préxima secao, a titulo de ilustracao, uma modelagem matematica probabilistica para o
decaimento radioativo simples, i.e., o isétopo radioativo decai para outro isétopo que é

estavel.

2.2 Modelagem Matematica Probabilistica

A probabilidade p(t) de um nicleo sofrer decaimento radioativo em um intervalo
de tempo, At, é proporcional somente a este intervalo se ele é suficientemente pequeno
para que a relagao p(t)< 1 seja vélida. A constante de proporcionalidade é a constante
de decaimento radioativo e difere de nucleo para nucleo de acordo com os mecanismos de

decaimento. Portanto podemos escrever

p(t) = AAL (2.1)

que definimos como a probabilidade de decaimento de um nucleo durante um intervalo
de tempo At que pode ser achado dividindo-se t em n intervalos iguais de duragao At.

Assim, a probabilidade de sobrevivéncia no primeiro dos n intervalos é

L—p(t) ;

no segundo intervalo é

e no n-ésimo intervalo é
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[1—p@)"

Assim, a probabilidade de sobrevivéncia de um ntcleo até um instante de tempo t é

(1= MAY)" = {1 - ﬁr

n

Tomar o limite quando A — 0 é equivalente a tomar o limite quando n — 400, logo

A\ "
lim (1 — —) =M
n—-+4o0o n

Se ao invés de um nucleo, tivermos inicialmente Ny nucleos idénticos, o nimero esperado

escrevernos

N de maior probabilidade de sobrevivéncia apds um tempo t sera

N (t) = Noe ™ . (2.2)

2.3 Modelagem Matematica Deterministica
Nesta modalidade de modelagem matematica, escrevemos um problema de valor

inicial caracterizado por uma equacao ou um sistema de equacoes diferenciais ordinarias

de acordo com o tipo do decaimento radioativo ser simples ou em cadeia.

2.3.1 Decaimento radioativo simples

Consideremos uma amostra de um material radioativo. Vamos admitir que todos
os nucleos da amostra tenham igual probabilidade de decair. Se no tempo ¢ existem N
nicleos que ainda nao decairam, entao, o niumero —d/N de ntcleos que decaem durante o
intervalo de tempo entre t e t 4+ dt deve ser linearmente proporcional a N e também a dt.

Assim, temos

dN
— = —-AN 2.

com a condigao inicial conhecida N (0) = Ny. Podemos resolver o problema de valor inicial
(2.3) usando a técnica da transformada de Laplace cujos fundamentos apresentamos a

seguir.
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A transformada de Laplace [2] é uma transformacao linear integral definida como

LU0 =F(s) = / Tt (1)t (2.4)

para toda funcao f:[0, 0c0) — R e para todo s> 0.

Exemplo 1. Seja calcular a transformada de Laplace da funcao constante f () = 1.

b
0 —s : -5 : 1 —st b
L1](s) = Jo et dt = Jim i e dt = Jim [—ge } . =
1 1 1
lim |—= (e7®* —€%)| = lim |—= (e™** —=1)| = =, 5 > 0.
b:n;[ 5 (€ ‘f)} bin;[ 5 (€ ﬂ
Exemplo 2. Calculemos agora a transformada de Laplace da fungao f (t) =t¢.
b —st b —st
oo . . te™st b 1 . t b
L[t (s)= [;Tetdt = lim [ te”™dt = lim — ‘ —i——/ e~stdt = lim — —
b—oo J b—oo s 1o S Jp b—o0 S 10
1 b . bet 1, “1b6 11 1 ~11 1
P R A S A = R S A
oY s> 0.
Exemplo 3. Agora calculemos a transformada de Laplace da fungao f (t) = e™.
o0 b
£ [e"] = / e~ (e®)dt = lim e~ = , 5> a. (2.5)
0 b—oo 0 S—a
Observe que a transformada de Laplace associa a cada fungao f (¢) uma nova funcao
F(s) = £LI[f (t)] (s). Logo, £ é um operador linear atuando sobre a funcdo, porque
Llaf(t)+89 @) = [ e Oéf )+ Bg(W]dt = [T [ae™f (1) + Be~g ()] dt =
afy e f(t)dt + Bl egt)dt = al[f ()] +BL[g ()],

onde a, B € R; f (t), g (t) sdo fungoes definidas em [0, 0o).

Uma dificuldade muito séria com a transformada de Laplace é que a integral pode
nao existir para todos os valores do limite superior b ou que a integral imprépria pode

divergir.

Para garantir que a transformada de Laplace de f (t) exista pelo menos em algum

intervalo s > sg, impomos as seguintes condigoes sobre f (t) :

1. A funcdo f(t) é continua por partes ou seccionalmente continua, isto é, f (¢) tem
no minimo um numero finito de descontinuidades em qualquer intervalo 0 <t < b

e nesses pontos de descontinuidades, f (f) tem limites laterais.
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2. A funcao f(t) é de ordem exponencial, isto é, existem constantes M e ¢ tais que
If ()] < Me®,0<t<o0.

Se f (t) é continua por partes e de ordem exponencial, entao a sua transformada de

Laplace existe para todo s suficientemente grande.
Ainda mais, lim F (s) = lim £[f (t)] (s) = 0.
Suponha que f seja continua e f’ seja continua por partes em qualquer intervalo

0 <t < A. Suponha ainda que existam constantes K, a e M tais que |f (t) | < Ke™
para t > M. Entao, £ [f (t)] existe para s > a e, além disso,

L1 O] =s£[f @)= f(0) (2.6)

Demonstracao. Consideremos a integral fOA e stf () dt

Fazendo ty,ts,...,t, os pontos no intervalo 0 < ¢ < A onde f’ é descontinua, obte-

mos

foA eStf (8) dt = f(fl estf7 (¢) dt+ft2 estf (£) dt + . +ft eS¢

Integrando cada termo do segundo membro por partes, temos

A t1 to A
foesfrtyd = ef(t) ’o + e sf (t) T e stf(t) ot
1 n
1 —s t e s e~ s
S|yt @dt+ [Fetf@dt+ .+ et
Como f é continua, as contribuigoes dos termos integrados em tq,ts,...,t, se can-

celam. Combinando as integrais, temos

Jhemstfr (t)dt = e Af (A) — £(0) +s [ et (t) dt

Quando A — oo, e™*4f (A) — 0 sempre que s > a. Assim, para s > a,

L1 (1)) =s£[f )] - f(0)

que demonstra o teorema.

]

De modo mais geral, se f, f/, f/, f",..., f"V sdo continuas em [0, 00) e de ordem
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exponencial e f(™ é continua por partes e de ordem exponencial, entdo,

L L[f" ()] =s*L[f ()] = sf (0) = £(0).

2. £[f" ()] =S L[f ()] = s°f(0) — sf"(0) = f7(0).

3. L[fM )] =s"L[f ()] = "1 f(0) = s"2f"(0) — ... = sf""D(0) — f*=D(0).

Agora usamos a transformada de Laplace para resolucao do problema de decaimento

radioativo simples modelado matematicamente pela equagao (2.3),

usando (2.6) escrevemos

sL[N] = N (0) = —\£[N]

s£[N] + AL [N] = N (0)

Fazendo £ [N] =1n(s) e N (0) = Ny, temos

1(s) (s +A) = No

ou equivalentemente

n(s) = : (2.7)
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Tomando a transformada inversa £~! em ambos os membros, escrevemos

que conforme (2.5) equivale a

N (t) = Noe ™ . (2.8)

Comparando o resultado obtido na segao (3.2), equacao (3.2), pela modelagem
matemadtica probabilistica, com o resultado apresentado na equagao (3.8) pela mode-
lagem matematica deterministica, vemos que eles sao idénticos. Agora, vamos relacionar
a grandeza meia-vida que definimos no Capitulo 1 com a grandeza A, constante de decai-

mento radioativo, que definimos na secao 2.1.

Usando o resultado (2.2) ou (2.8) e a definicdo de meia-vida (7}/2), escrevemos

cuja solucao é

n2 0,693
T, _ ~ . 29
1/2 A A (2.9)

Portanto, na série do Uranio (figura 2), o isétopo radonio-222 tem meia-vida de 3,8

dias. Isto implica que sua constante de decaimento radioativo por emissao de particula « é

In2

A= m = 0,000002111 (segundos)_1 =2,111x107° (segundos)_1

2.3.2 Decaimento radioativo em cadeia

Existem na natureza ntcleos radioativos que decaem para nucleos filhos, que por
sua vez sao também radioativos, e estes também decaem para nicleos que podem ser
estaveis ou nao. Quando essa cadeia de decaimentos sucessivos chega em um nicleo
estavel, temos entao o fim da cadeia de decaimentos sucessivos. Considere, por exemplo a

cadeia diretamente acoplada com dois decaimentos radioativos até atingir o isdtopo estavel



AN,
“L - AN

dt 14V1

AN,

2 AN, — N,
dt 14V1 24V2 )
AN,

“3 2 )N

dt 24V2

onde N1 (0) = Nl(),NQ (0) = N20 e N3 (0) = Ngo.

Aplicando a transformada de Laplace para  resolver este sistema de

diferenciais ordinarias, usamos a propriedade (2.6) para escrever

sn (s) — N = — A (8)

51 (5) — Nag = Aim1 (8) — Aama ()

S7)3 (8) — N3 = Ao (S) )

onde 7; (s) = £[N; ()] ,i =1: 3. Agora reescrevemos

(s + A1) m (s) = Ny

—A (s) + (54 A2) m2 (s) = Nao

—Xan2 (8) + sm3 (s) = Nio

Da primeira equacao, temos que

NlO
S—F)\l

m(s) =

Substituindo este resultado na segunda equagao de (2.11), obtemos

23

equacoes

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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N20 + )\INIO

st ) TG (st ) (2.13)

2 (S) = (

Levando na terceira equagao de (2.11), temos

N30 /\QNQ() >\1>\2N10
+
s (s+A2)s  (s+A)(s+A)s

13 (s) = (2.14)

Tomando as transformadas inversas de (2.12) e (2.13), usamos (2.5) para obter

1
S+>\1

|2t | e

£ (8)] = Nyp£™! { ] = Njge ™! (2.15)

£ )] = N |

1
(s 4+ A1) (5 + Ag)

A B _ - L 1
S+)\1 S—|—)\2 n ()\1 —)\2) (S+>\1) ()\1 —)\2) (S‘F)\g)

Decompondo a fragao em fragoes parciais, obtemos

Aplicando a transformada inversa, temos

£ (9] = Nt |

—1 1 1 1
} + A Ny £ { }

()\1 — )\2) (8 + )\1) + ()\1 — )\2) (S + )\2)

Usando (2.5) escrevemos

N5 (t) = N- —Aat M IV I S / —Aat . 216

) e e 10((>\1—)\2)€ +(>\1—>\2)€ ( )

Similarmente para a equagao (2.14), obtemos

£71 3 (s)] = Ngo L™ F} + Ao Ny £71 {—} + M ANy £t [ ! ]
s s(s+ A2) s(s+ M) (s+ o)

Decompondo as duas ultimas parcelas em fragoes parciais, obtemos:

1 A B 11 -1 1

s(s+ A2) s+s+/\2_)\2§+)\_25+)\2

1 A B, C 11 1 L,
S(8+)\1)(S+>\2) S S+)\1 8"—)\27 )\1)\28 )\1(>\1—)\2)S+)\1
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—1 1
)\2 ()\1 — )\2) S + /\2

Substituindo esses resultados na equagao para £ [n3 (s)], temos

A2 Ny oMt _ ANy o et

Ns (t) = N. Ny (1 —e ) + N e

(2.17)

onde usamos o resultado (2.5).

Fizemos passo a passo a solucao do problema de valor inicial pelo método da trans-
formada de Laplace para ilustrar como este procedimento pode ser tedioso em cadeias
radioativas mais longas. Neste exemplo, a solugao é dada pelas equagoes (2.15), (2.16) e
(2.17).

No préoximo capitulo chegamos ao climax tedrico desta dissertacao onde des-
crevemos a técnica matricial da transformada de Laplace que utilizamos no desenvolvi-
mento do aplicativo computacional que gera solu¢ao numérica analitica para problemas

de decaimento radioativo com L isétopos; dai o nome do aplicativo LT Radj,.
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3 TECNICA MATRICIAL DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Considere a cadeia radioativa diretamente acoplada de L elementos e L — 1 decai-

mentos
=,
% =M N — A2V
% = XNy — A3 N3
% = A3N3 — A\ Ny
dc% = A—1Np—1

Generalizando, podemos escrever

dN,
— 2 =M1 Np1 — AN =1:L
dt Hm=1 "
ou equivalentemente
dN,,
7 + )\mNm = Am—le—l , M= 1:L s (31)

onde
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onde definimos N = < Ny Ny N3 ... Np )T e a matriz
A0 0 0 0 0
At —A 0 0 0 0
A =Xz 0 0 0
A= 0 A3~ 0 0 (33)
: : : : 0 0
0 0 0 0 -+ =Xz1 0

Considerando que a matriz A é singular, nao conseguiremos uma transformagao de simi-

laridade que diagonalize A. Portanto, reescrevemos a equacao (3.2) na seguinte forma

Ny -\ 0 0 0 0 0 N
N2 )\1 —)\2 0 0 0 0 N2
d N. 0 A —A 0 0 N.
d 3 _ 2 3 3 (3.4)
dt Ny 0 0 A3 —Ng 0 0 Ny
: : : : 0 0
Ni_4 0 0 0 0 - A2 —Ar Np_y
DNy = AN (3.5)
V= AN , .

onde separamos a tltima equacao para levantarmos a singularidade da matriz A. Agora,
a nova matriz A de ordem (L — 1) é inversivel. Assim, o sistema (3.4) pode ser escrito na

forma vetorial como

ANy (3.6)
di

dN;

T Ar—1Np—1 . (3.7)

Conhecidas as condicoes iniciais N (0), a nossa proposta de metodologia baseia-se
na solucao completa do sistema (3.6); substituigdo da solugdo para Np_1 (t) em (3.7) e

resolugdo da EDO (3.7) por varidveis separadas.

Em continuidade, apliquemos a transformada de Laplace na equagao (3.6). O resul-

tado é



£ (N) —N(0)= AL (N) ,

onde usamos o resultado (2.6). Aqui definimos

£ (1\7) = 77(s)

Logo, escrevemos

ou, equivalentemente,

onde & é a matriz identidade de ordem L — 1.
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(3.10)

(3.11)

Agora vamos diagonalizar A por uma transformagao de similaridade [3]. Portanto,

escrevemos

ATy = —\Z1, —MA; é autovalor de A e #; é autovetor correspondente
ATy = — XX, —MAg é autovalor de A e 75 é autovetor correspondente
AfL_l = _/\L—lfL—la _)\L—l é autovalor de A

é autovetor correspondente. Em forma mais compacta obtemos

A( fl fg fL,1 ) == < _)\lffl —>\ng —)\Lflfol ),
ou equivalentemente
AX = XD (~\y),
onde D (—\;) é a matriz diagonal com elementos nao-nulos \g, k =1: L — 1.

Pés-multiplicando por X!, obtemos

A=XD(=\) X',
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isto é,

A=XDX ' | (3.12)

que é uma relacao de equivaléncia denominada de relacao de similaridade entre a matriz

A e a matriz diagonal D cujas entradas nao nulas sao os L — 1 autovalores de A iguais a
—Ak,k: 1: (L— 1)

Substituindo a equagao (3.12) na equagao (3.11), obtemos

1

7(s) = (s& = XDX™1) N (0)

7(s) = [sXX ' = XDX"']7'N(0)
ii(s) = [X (s8 = D) X '] 7'N (0)
i(s)=X(sS—D)'X'N(©0) . (3.13)
Aqui temos
[ s+M 0 0 0 ]
0 s+X 0 0
s§—D = 0 0 s+X 0
0 0 0 0 - s+
e claramente
I -
0 0 0 0
s + )\1 1
0 0 0 0
S+ )\2
(sS=D)"'=1| o 0 ! 0 . 0
S+ )\3
' 1
L S+ Ap—1
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Aplicando a transformada inversa de Laplace £7! na equagio (3.13), obtemos

—

L7 ()] = XL (s = D) XTIN(0)

isto é

N(t)= XE(=Mt) X7'N (0) (3.14)

onde as entradas da matriz X sao definidas como

7 = j7 IL‘Z']‘ =1
1<, Tij = 0
i—1
X, = g Ak (3.15)
i > j7 Ti; = i1 — )
IT Qe =)
\ k=j

os elementos da matriz X! sao dados por

(i =1, vt =
i <j, x; =
i—1
X5t = J R (3.16)
. . ~1 k=j
L= Ty =g
()‘l - >‘k)
( k=i

e os elementos da matriz diagonal E (—\xt) aparecem como
i=J, ey;=et

E(=Mt) =19 i#j, e;=0 . (3.17)

Neste ponto, observamos que as definicoes de construcoes das matrizes X, X e E
dadas pelas equagoes (3.15), (3.16) e (3.17) foram estabelecidas empiricamente pela ob-
servacao de cadeias simples com poucos decaimentos, e.g., L =2, L = 3, L = 4, etc. Es-
tas defini¢oes simplificaram bastante a construcao do aplicativo computacional LT Rady,,
considerando que nao foi preciso inverter a matriz X usando técnicas da algebra linear
numérica no algoritmo; determinamos a matriz X ! por construcao, usando a equacao

(3.16). Como exemplo, para L = 5, a matriz X e a matriz X! sdo dadas por
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[ 1 0 0 0]
A1
_ 1 0 0
(A2 — A1)
X = Ao Ao 1 0
(A2 — A1) (A3 — A1) (A3 — A1)
1)\2)\3 )\2)\3 /\3 1
L Qo= 2A) (M —=A) (M —A) (As—=A)(M—A) (A=)
e
[ 1 0 0 0]
“\
_— 1 0 0
. (A2 — A1)
X == )\1)\2 —)\2 1 0
(A3 = A1) (A3 — A2) (A3 — \2)
—)\1>\2>\3 )\2)\3 _>\3 1
L A= A) A= A2) (A= A3) (A= 2A2) (A= A3) (A= As)

Fazendo o produto da matriz X pela matriz X !, obtemos a matriz identidade de ordem

4.

Neste ponto, incluimos o caso do dltimo is6topo estavel (A = 0), cuja

modelada pela equagao (3.7). Portanto, obtemos

dNyp,

7 = )\LfllinhCLLfl (X) FE (-)\lt) X71C0l (NzO) ,i =1: (L — 1)

onde definimos:

e linhar_1 (X) = (L — 1)-ésimo vetor-linha da matriz X;

e col (N;y) = vetor-coluna N,

A equagao (3.18) pode ser reescrita na forma

dNL = )\L_llmha,;_l (X) E (_)\z’t) dt (X_l) col (NZ()) s

i=1:(L—1)

concentragao é

(3.18)

Y

(3.19)
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Integrando a equacao (3.19) no intervalo de ¢ = 0 até o instante de interesse, obtemos

Np (1) t
/ dNL = )\L_llinhaL_l (X) dzag (/ G_Aitdt) (X_1> col (NZ()) (320)
0

Nro

i=1:(L-1) |,

onde diag simboliza matriz diagonal, ou, equivalentemente,

1 —e Mt
—) (X_l) col (NzO) + NLo,i =1: (L — 1)

NL (t) = )\L_llinhaL_l (X) d@ag ( Iy
(3.21)

No proximo capitulo descrevemos sucintamente o cédigo computacional LT Rad;,  que

desenvolvemos para modelar cadeias radioativas com L isotopos.
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4 MODELAGEM COMPUTACIONAL

O nosso modelo computacional foi desenvolvido na plataforma livre Scilab®, que é
um ambiente voltado para computacao numérica. Scilab foi criado em 1990 por um grupo
de pesquisadores do INRIAZ2- Institut de Recherche en Informatique et en Automatique e
do ENPC - Ecole Natinale des Ponts et Chaussées. Desde 1994, quando passou a estar
disponivel na Internet, Scilab é gratuito, free software, e distribuido com o cédigo fonte,

open source software.

Para obter o resultado numérico para o problema de decaimento radioativo

—

dN ~

— = —=AN

dt ’
sujeito as condic¢des iniciais

N(0)=N, ,

apresentamos o algoritmo computacional LT Rad; desenvolvido.
Entrada:

1 - Cadeia radioativa a ser simulada;

2 - Isétopo radioativo inicial e terminal;

3 - Instante de tempo da consulta;

4 - Condigdes iniciais;
Passos intermediarios:
Passo 1 - Constréi a Matriz D que é uma matriz diagonal, usando a equacido (3.17);
Passo 2 - Constréi a Matriz X que é a matriz dos autovetores, usando a equagdo (3.15);
Passo 3 - Constréi a Matriz V' que é a inversa da matriz X, usando a equagido (3.16);
Passo 4 - Determina a Matriz C' que é a matriz produto de X por D;
Passo 5 - Determina a Matriz R que é a matriz produto de C' por V;
Saida:

Determina o vetor U que é o Resultado Numérico da simulagido, cf. a equagdo (3.14).

1P4gina do SCILAB: http://www.scilab.org
2Pé4gina do INRIA: http://www.inria.fr
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Neste ponto observamos que se o L — éstmo isotopo € estavel, entao A\, = 0, e
usamos a equagao (3.21) para determinarmos a concentracao Ny, (t) no instante de tempo

da consulta.

A seguir, apresentamos na figura 5 um fluxograma sobre o cédigo computacional

desenvolvido.

‘ Entrada de dados |

|Escolha da cadeia radioativa |

’Isétopo radioativo inicial e terminal

’ Instante de tempo |

| Produto XDX ]

’ Condigoes iniciais |

‘ Resultado numérico |

Figura 5 - Fluxograma do cédigo LT Rady.

Enfatizamos que a modelagem computacional apresentada neste capitulo que é  im-
plementada pelo aplicativo LT Rad; admite como dados de entrada

as concentracgoes ou as massas dos isotopos envolvidos.

No préximo capitulo apresentamos resultados numéricos para trés problemas tipicos.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

A seguir apresentamos trés exemplos numéricos para ilustrar a eficiéncia do aplica-

tivo desenvolvido nesta dissertacao.

O primeiro problema modelo representa o decaimento radioativo por emissao «

B 0 Th 0 Ba 3 Rn —3° Po— ' Pb

através de um fragmento da Cadeia do Uranio. O instante de tempo da consulta foi
100.000 anos ou 3, 1536x10'2? segundos. As condicoes iniciais do problema em unidades

de massa da amostra para cada elemento sao

my4 (0) = 10g
ms (0) = 2g
me (0) = 1g
m7 (0) = 3g
mg (0) = 0.5g
my (0) =0g

onde os indices referem-se as ordens dos isotopos na cadeia, cf. figura 2.

Matriz diagonal no instante de tempo t desejado

o O = O O O
_ o O O O O

e R R I
o o o o r O
o o o~ o o
©C e © O o o

Matriz dos autovetores



36

1 0 0 0 0 0

4,4x1071 1 0 0 0 0

P 9,5x107%  2,2x1072 1 0 0 0
6,1x10% 1,4x10~7 6,5x107° 1 0 0
3,4x10~"  7,8x107' 3,6x107° 5,5x107* 1 0
3,0x10710 6,9x1071° 3,2x107% 4,9x107% —1,1x10° 1

Matriz X ~! que é a inversa da matriz X dos autovetores

1 0 0 0 0 0
—4,4x1071 1 0 0 0 0
o | LAx107t o —2.2x107 1 0 0 0
—3,7x1072°  8,9x1071®  —6,5x1076 1 0 0
3,5x1073%  —1,5x10722 2,0x107'? —5,5x107* 1 0
—2.4x107%  1,2x107Y  —1,7x1071° 5 5x10°% 1,1x10° 1
Matriz C que é definida como o produto de X por D
1 0 0 0 0 0
4,4x1071 1 0 0 0 0
o_| @ 5%1073  2,2x10~2 1 0 0 0
6,1x107% 1,4x10"7 6,5x107% 1,0x10° 0 0
3,4x1071 7,8x107 3,6x107° 5,5x107* 9,9x107! 0
3,0x10710 6,9x10710 3,2x10°% 4,9x1073 —1,1x10° 1
Matriz R que ¢ definida como o produto de C por X!
1 0 0 0 0 0
2,7x10713 1 0 0 0 0
—3,3x1071? 8, 7x10713 1 0 0 0
R =
—7,2x107% —3,9x10~** 4, 1x10~ ! 1 0 0
—3,5x1072" —1,3x1072¢ 1,3x1071¢ 6,3x107% 9,9x10°% 0

—6,9x10"2  2.3x1071° —3,5x107° 1,1x10~2 1,1x1072 1

Resultado numérico no instante de tempo desejado (¢ = 100.000 anos)

U =

my (3,1536x10'2) = 7,6

ms (3, 1536x10'2) = 2,4

me (3,1536x1012) = 5, 0x10 g
my (3,1536x10'2) = 3,3x10 "¢
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ms (3,1536x1012) = 1,8x10~10g
me (3, 1536x10'2) = 1,6x10~%g

Observando os resultados gerados para t = 100.000 anos, vemos que a massa do ele-
mento inicial da modelagem 231U reduziu significativamente, considerando que a meia-vida
deste isétopo é também bastante longa (245.500 anos). Entretanto, a massa do préximo
isotopo radioativo na cadeia considerada aumentou ligeiramente, pois a meia-vida do
230Th é menos longa (75.380 anos) e existe uma fonte como resultado do decaimento o do
seu precursor (33*U) durante estes 100.000 anos. O terceiro isétopo na cadeia considerada
é 0 22°Ra que teve sua massa reduzida de 1 g para 0,05 g (20 vezes menor) em 100.000
anos. Isto deve-se ao fato de este is6topo possuir meia-vida relativamente curta (1.602
anos) comparativamente ao perfodo de tempo observado, apesar da mais longa meia-vida
de seu precursor. Os trés ultimos isétopos praticamente desapareceram pois suas meias-
vidas sao extremamente curtas comparativamente com o periodo observado.

Apoés a apresentacao dos resultados numéricos do terceiro problema modelo, mostramos

os graficos dos decaimentos a simulados neste problema.

O segundo problema modelo representa o decaimento em cadeia

228R 338 Ac —s 228 Th 224 Ra 220 Rn

através de um fragmento da Cadeia do Tério. O instante de tempo da consulta foi 5
horas ou 18000 segundos. As condicoes iniciais do problema em unidades de massa de

cada elemento da amostra é

3
[N}
=
I
o
S

o

3
S

[}
S

3

Q

N

e N N N

(e @)

— N N N
I

Tt W oo O =
NS

3

Matriz diagonal no instante de tempo t desejado



1 0 0 0
0 5,7x107' 0 0
D=1 0 0 1 0
0 0 0 9,6x101 0
0 0 0 1,7x107%7
Matriz dos autovetores
1 0 0 0 0
1,2x10~* 1 0 0 0
X =1 50x107! —1 1 0 0
2,6x107% 3,9x10~* 5,3x1073 1 0
4,7x1077 7,0x107% 9,3x1077 1,8x107* 1
Matriz inversa da matriz X dos autovetores
1 0 0
—1,2x107* 1 0
Xt=1] 5,0x10"" 1 0
-9,9x107% —5,6x10% —5,3x1073 1
1,3x107*  —4,2x107" 1,7x10719 —1,8x10~*
Matriz C que é definida como o produto de X por D
1 0 0 0 0
1,2x10~*  5,7x107! 0 0 0
C=| 5,0x107' —57x107! 1 0 0
2,6x107%  2,2x107* 5,3x107% 9,6x107! 0

0
0
0
0
1

4,7x1077  4,0x10°8  9,3x10~7 1,7x10~* 1,7x10~%7

Matriz R que é definida como o produto de C por X!

1 0 0
5,3x1075 5,7x107! 0
R= 1 4,3x107 1

0
0
0

5,3x1073 4,8x10~° 2,0x10~* 9,6x10"!

9,4x1077 8,5x107? 3,6x107% 1,7x10~* 1,7x107%7

Resultado numérico no instante de tempo desejado (¢ = 5 horas)

ms (18000) = 10g
ms (18000) = 3, 4g
my (18000) = 21g

o O O

0

38
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ms (18000) = 2,9¢
me (18000) = 5, 2x104g

Observando os resultados gerados pelo aplicativo LT Rad;, para o trecho da cadeia

do Tério que constitui o nosso segundo problema-modelo, ressaltamos que:

e a massa do is6topo 22° Ra permanece inalterada nas 5 horas pois a sua meia-vida é

extremamente longa (5,7 anos);

e a massa do seu filho 22% Ac por decaimento 3~ reduziu praticamente & metade, pois
sendo a fonte do precursor (32°Ra) praticamente nula no perfodo, o isétopo 22° Ac
decai significativamente em 5 horas pois sua meia-vida é relativamente curta (6, 1

horas);

e a massa do 22°Th aumenta significativamente de 8 g para 21 g em 5 horas. Isto
deve-se a curta meia-vida de seu precursor (6,1 horas) aliada a sua longuissima

meia-vida (1,9 anos);

e a massa do 22*Ra praticamente nao se altera nas 5 horas investigadas. Isto pode

ser explicado por sua longuissima meia-vida (3, 6 anos) e de seu precursor (1,9 anos);

e 0 isétopo radioativo 22Y Rn praticamente desaparece nas 5 horas de investigagao pois

sua meia-vida é curtissima (55 segundos).

Apoés a apresentagao dos resultados do proximo problema modelo, mostramos os graficos

dos decaimentos simulados neste problema.

O terceiro problema modelo representa o decaimento em cadeia

211 211 p- 207 207
g2 Pb——g3 Bi —g) Tl —g" Pb

através de um fragmento terminal da Cadeia do Actinio, que chega ao isétopo estavel. O

instante de tempo da consulta foi 20 minutos ou 1200 segundos. As condicoes iniciais do



problema em unidades de massa da amostra para cada elemento sao

mg (0) = 100g
mip (0) = 50g
m11 (0) = 20g
mia (0) = 10g

Matriz diagonal no instante de tempo t desejado

6,8x107! 0 0
D= 0 1,6x1073 0
0 0 5,5x1072
Matriz dos autovetores
1 0 0

X=1]6,3x102 1 0
1,6x1071 —1,8 1

Matriz inversa da matriz X dos autovetores

1 0 0

0 0
—6,3x1072 1 0
2,8x10°1 1,8 1

X' =

Matriz C que é definida como o produto de X por D

6,8x10! 0 0
C=| 4,3x102 1,6x1073 0
1,1x1071 2,9x10~% 5,5x1072

Matriz R que é definida como o produto de C por V

6,8x10"! 0 0
R=| 4,3x1072 1,6x10°3 0
1,3x10~1 9,7x1072 5,5x1072

Resultado numérico no instante de tempo desejado para os isétopos radioativos

me (1200) = 63¢
mio (1200) = 4, 4g
my (1200) = 19¢

40
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Resultado numérico para o isétopo estavel

Com base nos resultados gerados por este experimento numérico, vemos que:

e a massa do 23' Pb reduziu pois o mesmo possui meia-vida de 36,1 minutos que é

comparavel em ordem de grandeza aos 20 minutos de investigacao;

a massa do 23! Bi reduziu significativamente pois, apesar da curta meia-vida de seu

precursor (36,1 minutos), sua meia-vida é extremamente curta (2,1 minutos);

e a massa do 3(1]7Tl reduziu ligeiramente nesses 20 minutos pois seu precursor tem
meia-vida muito curta (2,1 minutos) e ele também possui meia-vida relativamente

curta (4,7 minutos) comparadas com o periodo de investigagao;

e a massa do isGtopo estdvel terminal da cadeia do Actinio (237 Pb) cresceu signi-

ficativamente nesses 20 minutos, de 10 g para 140 g, devido a curta meia-vida de
seu precursor sem a presenca de decaimento radioativo do 23" Pb que ¢ estdvel, s6

havendo acumulo.

A seguir, apresentamos os graficos dos decaimentos simulados nos trés problemas

vistos acima.
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Apresentamos os graficos ilustrativos dos 5 decaimentos o modelados no problema-

modelo nimero 1 da cadeia radioativa natural do Uranio.
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Figura 6 - Is6topo do U-234.
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Figura 8 - Is6topo do Ra-226.
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Figura 10 - Isétopo do Po-218.
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Figura 7 - Is6topo do Th-230.
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Figura 9 - Is6topo do Rn-222.
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Figura 11 - Isétopo do Pb-214.
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Agora apresentamos os graficos ilustrativos dos 4 decaimentos modelados no problema-

modelo nimero 2 da cadeia radioativa natural do Tdrio.

Problema Modelo Numero 2 Problema Modelo Numero 2
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Figura 12 - Isétopo do Ra-228. Figura 13 - Isotopo do Ac-228.
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Figura 14 - Isétopo do Th-228. Figura 15 - Isétopo do Ra-224.
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Figura 16 - Isétopo do Rn-220.
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Concluindo, apresentamos os graficos ilustrativos dos 3 decaimentos modelados no

problema-modelo nimero 3 da cadeia radioativa natural do Actinio.

Problema Modelo Numero 3
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Figura 17 - Isétopo do Pb-211.
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Figura 19 - Isétopo do T1-207.
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Figura 18 - Isétopo do Bi-211.
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Figura 20 - Isétopo do Pb-207.
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6 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Desenvolvemos neste trabalho de dissertagao um aplicativo computacional LT Rad,
usando a plataforma livre Scilab que implementa o método da transformada de
Laplace [2] na formulagdo matricial para solu¢ao analitica de problemas de decai-
mento radioativo. Seguindo a escola deterministica de modelagem matematica,
o problema fisico de decaimento radioativo é modelado matematicamente por um
problema de valor inicial representado por uma equagao, ou um sistema de equacoes

diferenciais ordindrias.

Visando a modelagem computacional deterministica, podemos gerar solugoes para
o problema de valor inicial de interesse nesta dissertacao usando métodos numéricos
classicos, e.g., o método implicito trapezoidal ou o método explicito de Runge-Kutta
de quarta ordem [4]. Entretanto, devido principalmente as grandes variagoes que
pode haver nas meias-vidas dos isétopos radioativos que podem pertencer a uma
mesma cadeia, a grade de discretizacao temporal pode ser de dificil definicao con-
siderando os aspectos de precisao e estabilidade para a convergéncia da solucao
numeérica. Ademais, pode haver a necessidade de um grande nimero de passos de
tempo até concluirmos a modelagem desejada no instante de tempo da investigagao.
Por essas razoes, optamos pelo método analitico de solucao usando a formulagao
matricial do problema com a técnica da transformada de Laplace. Conforme apre-
sentamos no Capitulo 3, separamos a ultima equacao diferencial do isétopo estavel
e usamos a relacao de similaridade para diagonalizacao da matriz resultante. Com
isso, identificamos uma forma genérica de construcao da matriz diagonalizante e de
sua inversa para simplificar o procedimento de inversao da transformada de Laplace
e obtencao da solucao numérica analitica do problema de valor inicial no instante de
tempo da investigacao. Com esses resultados podemos determinar a concentragao
ou a massa do isotopo estavel, conforme descrevemos no Capitulo 3. Portanto,
de acordo com os resultados dos trés problemas-modelos considerados no capitulo
anterior, afora os erros de arredondamento da aritmética finita computacional, os
resultados numéricos gerados pelo aplicativo LT Rad; coincidem com os resulta-
dos gerados a partir da solugao analitica do problema de valor inicial que modela

matematicamente o fenomeno do decaimento radioativo.

Como trabalhos futuros, sugerimos incluir um lago no algoritmo computacional

para determinarmos solucoes em passos de tempo intermediarios para construcoes de
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graficos da evolugao de cada isotopo da cadeia. Sugerimos também considerar outras
ramificagoes possiveis, ainda que menos provaveis, de decaimentos radioativos com

meias-vidas mais curtas.
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